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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA

Funcion compleja de variable compleja (1,5 cr.)

Definiciones generales. Principales funciones complejas. Limites y continuidad de funciones
complejas univaluadas. Derivabilidad. Condiciones para la derivabilidad de una funcién de
variable compleja: ecuaciones de Cauchy-Riemann. Teoremas sobre derivabilidad:
condiciones necesarias y suficientes para la derivabilidad de una foncién de variable
compleja. Derivabilidad de las principales funciones complejas. Funciones holomorfas.
Concepto de funcion holomorfa. Funcién entera. Puntos regulares y puntos singulares. Puntos
singulares aislados: primera clasificacion. Operaciones con funciones holomorfas. Regla de
L'Hopital. Holomorfia de las principales funciones complejas. Funciones armonicas.
Propiedades de las funciones arménicas. Relacion entre funciones arménicas y holomorfas.
Construccién de la arménica conjugada. Reconstruccién de la funcion holomtorfa a partir de
su parte real o imaginaria. Derivadas formales, Funcién holomorfa y derivadas formales.
Método de Milne-Thomson.

Integracién compleja (0,6 cr.)

Integrales curvilineas de funciones complejas continuas. Definicion y principales
propiedades. Integrales de funciones holomorfas. Teorema de Cauchy-Goursat.
Generalizacion del teorema de Cauchy-Goursat al caso de abiertos multiplemente conexos.
Foérmula integral de Cauchy. Férmula integral general de Cauchy. Derivadas de funciones
holomorfas. Integral y primitiva: teorema de la primitiva. Teorema de Morera, Principales
corolarios de la formula integral de Cauchy: principio de modulo méximo, teorema de
Liouville y teorema fundamental det Algebra.

Series complejas (0,9 cr.)

Series numéricas complejas. Convergencia y convergencia absoluta de series numéricas
complejas. Operaciones con series numéricas complejas. Series de funciones complejas:
definicion. Convergencia y convergencia uniforme. Propiedades. Criterio suficiente de
Weierstrass para la convergencia uniforme. Continuidad de la suma. Integracion de series.
Derivacion de series de funciones holomorfas: teorema de Weierstrass. Series de potencias
complejas. Series de Taylor. Relacién entre funcion holomorfa y analitica. Propiedades de la
suma de una serie de potencias. Teorema de Cauchy. Series de Laurent. Anillo de
convergencia. Teorema de Laurent.

Residuos y algunas de sus aplicaciones (0,9 cr.)

Clasificacién de singularidades aisladas de una funcién comple_]a de variable compleja.
Puntos smgula:es evitables, polos simples y de-orden & > I y puntos singulares esenciales.
Relacién entre polos y ceros de una funcién. Funcién meromorfa. Residuo de una funcién en
un punto singular aislado. Teorema de los residuos. Calculo de residuos en puntos singulares
aislados. Residuo de una funcién en el punto del infinitd. Aplicacién del teorema de los
residuos al cilculo de algunas integrales reales definidas. Lemas de Jordan.

Transformada de Laplace (0,6 cr.)

Definicién. Teorema de convergencia de la transformada de Laplace: semlpla.no y abcisa de
convergencia. Definicién de transformada inversa de Laplace. Transformadas de funciones
elementales. Teorema de convergencia de la transformada inversa de Laplace: férmula de
inversi6n compleja. Propiedades de la transformada de Laplace. Calculo de la transformada
inversa de Laplace mediante la utilizacién de tablas de transformadas y mediante el teorema
de los residuos. Aplicacion de la transformada de Laplace a las ecuaciones diferenciales y a.
los sistemas de ecnaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
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TEMA 0: NUMEROS COMPLEJOS i

) 0.1 Definiciones

e Unndmero complejo z es un par ordenado (a, &) de nilmeros reales donde,
a = Re(z) = parte real de z
b = Im(z) = parte imaginaria de z
En ingeniora s utliza » La unidad imaginaria (designada por /) es el niimero complejo (0,1). Ademds
J" envez de N tenemos que j =+-1. '
+ El afijo de un complejo z es ¢l punto del plano cartesiano de coordenadas (a, b).

0.2 Formas de representar un niimero complejo

NG

Fljate que en realidad

b son sdlo dos formas: ‘
E - Rbepresenlaclén con a » Forma cartesiana; z={a b)
YRepresenlacl 6n con ¢ Forma binémica: z=a+jb
yo » Forma polar: z2= py
Usaremos principal- ¢ Formaexponencial: z= pe‘m
g}ﬁg}:j;f;’?:a ¢ Forma modulo-argumental: z= p(cos@+ jsind)
b *.:-;'.. expenencial
P Para pasar de una a otra forma hacemos:
_ [, 2 , T
. Forma binémica a z=a+jb =P 7V +b = z=p-e? ® .
forma polar 8 = arctan(b/a) b f2zac b b,
!-) E v , oo a = pcosf - +‘ -
\ orma polar a forma = A ’ z2=4a
g; bindmica L b = psin@ | / a fle 2
? 0.3 Operaciones con nimero complejos
§ | Suma: ntz, = (@+jh)+ (a+jb) = (4 + a,) + jb +5,)
> Resta: z,—-2z, = (@ +7b)- (a,+jb) = (a—-a)+ jib ~b)
_ Recuerda Qe Multiplicacion:  z, -z, = (@, + jb) - (a, + jbz)’= (a,a, — bb,) + jlab, +ab)
) JSi=r =l . _
z-2, = pleiﬁ 'pzefez — (pl 'pg)ej(q“?’)
N j - . . ,
) dor do memoria esta @ 5 _a+Jjb _ (a4 + jb)a,— jb) _aa + bb, . ab, _azzbn
formula. L : : : ; 7 12 2
¥ tic';;_;é; s!s‘:;‘:?,":"f'ﬂi_ . z, a,+jb,  (a,+ jb,Xa,— jb) ay +b a, +b;
CAEFIaIdIE aLfECH0 .
? __f 4_ Igado " 4, pe” = | A | i8-8
g {gp0dminadon z, pe’ P
—Jjb b
4 Elemento inverso: z~' = l= 1 = (? /%) =— a s - J5=
] z a+jb (a+jb)a—jb) a’+b a® +h
y 1
-1 _ PR Ny
? z = pejg "‘(p )e
g 0.4 Complejo conjugado
- orma bindmica: Sea z =g+ jb, su complejo conjugado es z=z =g-j
b ) Forma binémica:  § jb lejo conjugad b
3 ' Forma polar: Sea z=pe’ , sucomplejoconjugadoes z =2z = pe’?
g www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355 T-0.1
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Férmula de Moivre

= Un namero complejo

liene » rafces enésimas

Propiedades: i) (z,+2z,) = Z +

(3]
[

v)  Re(z)= z;z Im(z) = Z—

BN

0.5 Modulo de un complejo

Propiedades: 1) |z] = ];l = \/z-_z_:>z;=lzl2
_z
2

iv) |z 20, |z/=0 solo si z=0

iy si ozz20 @ z7

v) Izlzz] =|21H22l
vy |Al=lal
z,| |z|

vii) IRe(z)l < lzl |Im(z)| < 'zl

viil) |z, +2,| <|z,| + |7,

0.6 Potencias y raices complejas
Sea el niimero complejo z = p-e’?,
¢ Potencia enésima:
zn — pnej"”
¢ Raices enésimas: :
~ r=4%%p>0
Yz = re’”  donde 8+ 2k
P = .

Observacion

Es conveniente manejar con soltura las potencias de la unidad imaginaria j :
.2 .3 . a4 .5 .

J =- 1’ J =-5L} = 1) J = ]

«4n+2 AN+l

yengeneral: ¥ = 1" = = -1, j =-J

para k=0,1,..,n—

Sea z = a + /b, llamamos médulo de z al nimero real no negativo | z| = Ja + b
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TEMA 0: NUMEROS COMPLEJOS

(3+50) (-2 +1)
(2+i)(10~-67)

e

a) |z]=

9 Ejercicio 1) § Calcular el valor de las siguientes expresiones:

1 e

@+i)’°°z -
Wﬁ Wy,

B2

a)

(3+5)(-2+i) _ -6+3i—10i + 5i’

Primero simplificamos la expresién del numerador y del denominador:

~6-7i-5 _ —11-Ti

Q+)(10-6)) ~  20-12i+10i-6/

20-2i+6 26-2i

Ahora dividimos ambos complejos. Como estdn en forma binémica para dividir multiplica-
mos y dividimos por el conjugado del derominador: '

(-11-7i) (26+2)  -286 —22i —182i —147 _ —286-204i+14 _

D)
forma polar:

w,o =141 :>{

6 = atan(l/0) =

De esta forma la expresion queda:

y ahora sdlo falta calcular el médulo del complejo z :

| 2| = J047 (037 = J016+0,09 = 025 = 05

T (26-20) (26+2))  676+52i-52i— 4 676+ 4
| -272-204i 272 204 0.4-0,3i
680 680 680

Solucién :

|z| = 0,5

(45°)} |

La Upica forma de realizar los cilculos del enunciado es pasar los nimeros complejos a

p = JI2+17 = 2

8 =- atan(l/1) =~=/4

Y i o e = e - =1
? 7/2 (90°)

= Wl = '\/511'/4

w, = 1}r/2

: SR ) 1)
;J;“g:nh}%?\}faerérmu'a W = —"—)L = (1+i)l = ( ”/4) = lw”ﬁ L= ( )2571‘ =
. 100 100 100
(Pe) = (P Do e I+i o+ (L) I +(1 )lD(]-:r/l o+ Lsor
50
importante: hemos - (2 ))r - 27 = — 2_50_ = — ¥
tenido Zr; ;u:ntiar que 10 + 10 1+1 - 2
Solucién:  w=-2%

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 548 31 78 , 819 142 355
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Vit Nt o QPG W, o IR
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Recuerda, la Férmuia ’
de De Moivre es:

(2e) = (P

Recuearda:
s Py = (0P Vsre

Ejercicio 2

LA

a 5
. y 3] (1+i
Calcular las siguiente expresion: :

NC 11

Lo primero que vamos a hacer es pasar los cuatro niimeros complejos a forma polar:

z=3-i :>Jp (ﬁ)2+(_1)2=ﬁ=2

(V3) +1 = V341 =2 .
6 = atan(i/f3) = /6 (30°)

P 141 ‘\/5 }:3’15:'\/511;’4

8 = atan(l/1)=2/4 (45°)

©
Il

z =2,

z=\/§+i:>J

z =1+ :>{

z=1-i = [,;: V417 = V2 }:>z=\/§w4

6 = atan(~1/1) = —x/4 = Tx/4 (-45°=315)

= Z

6 = atan(-1/y3) = —z/6 = 117/6 (-30°=330°)

Ahora utilizamos la formula para dividir nimeros complejos en forma polar que es:

\E — ' = 2 = [EJ = Ligess = Ligss = lagoe
J§ +1 2,06 2 J\1tbenis

1+ _ \E.-rm a V2
l—i \/57.1!4

N

. 3 - 3 . .
[ﬂ] - V2,1 = (1L,,) = ) = Ly =1
I— \/57,,;4 mi2 P 52 Sx/2 "l

de forma que sustituyendo todo nos queda:

25’;’6

\/EJ = 1—6;—}4 = 12;/4 = l.rrIZ =
ald-1r14

| ahora utilizamos la formula de De Moivre para calcular las potencias:

NCR ) 2. o ' o '
[ = | 2L = (]smfs) = (14)-1_-5,;13 = 120»’!3 =lyeny =

lgge

1120';

= 190.

= 21!!1'1'6

4 5 5
\/3—_"- [I'I'IJ _ 2][::/6 4_ "jim'd =(1 )4.(1 )5 =] -1 =
\/5 + i l—i 2”"6 \/E‘“LM 573 7i2 2wf3 “xi2

= (1 ' 1)21r

3

= lipse = 17_;: =l
6 6

x
2

Por iiltimo, si queremos, podemos pasar el resultado a forma cartesiana:

3 a
z=1l,. = .

b

pcosé = 1-cos210° = —/3/2
= z
psenf = |:-sen210° = ~1/2

PR W G At wgt ' N it el ahgtinats ' W'
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EMAAFEUN CIONES:DE-VARIABEE COMBEEIA? .

1.1 Definiciones

El objeto de estudio de este tema y de los signientes van a ser las funciones complejas de
variable compleja:

/o C —-»> C
z=x+jy = f(2)=fx+)y)=ulxy) +v(x,)]

donde tanto  u(x, y} como v(x, y) son funciones reales de dos variables reales. Es decir:

u: R - R v: R* -5 R
(xy) = u(x,y) (xy) > ¥(x,y)
Si representamos los nimeros complejos z como puntos de un plano Z) y los mimeros

compiejos w como puntos de otro plano W), la funcién w=f{z) puede interpretarse como
una transformacién de puntos (x,y) del plano Z), en puntos (u,v) del plano W)

A h(_?ﬂ:\‘} U):—((%) M hu) =
9@0 = Uo 3 D’
7 N :
Re@-X . : .
2= X434 . {2,y = W

1.2 Limites Pl Jqod= et Vo

" [Las funciones complejas de variable compleja cumplen las mismas propiedades en cuantoa
limite de la suma (suma de los limites), producto (producto de los limites) y cociente '
(cociente de los limites, siempre que el limite del denominador sea distinto de cero), que

las funciones reales. Aparece sin embargo una nueva propiedad relacionada con el médulo:

)

B No existe una propie-
dad equivalente para el .1 _ . _
argumento ® 5i zlh[gln f(@=1L :> ﬁh_{glf(z)’ = |L|

Wi de o

Sea una funcién compleja /: C — C, f(z) =u(x,y) +v(x,y)/:

I.i[ﬂ u’(x, y) =q
lim f(Z) =] =a+j'b eC o (‘-J')-’(-“o-Yo)
12, lim vx,y) = b
(x. ) (x5, 2)

2oF XA 3‘\30

Los limites de las funciones u(x,y) y v(x,») se calculan con los procedimientos

aprendidos en FMT2 para funciones de dos variables (limites por polares, radiales,...).

Apér\c\,ice
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Haclendo el lfmite
directamente en
variable compleja

funciones [eales

En las funciones
f:C->C

decir que una funcién
es derivable y es dife-
renciable es lo mismo

Paraversiuyvson
diferenciables
usaramos los teoremas
del apartadao A.2

Fijate que si no se
cumplen las
condiclones de C-R
puedes asegurar que
la funcldén no es
derivable

Relaclonandolo con  ——

1.3 Continuidad
1.3.1 Definicién

Sea f: C -» C, decimos que f es continua en ze C siy solo si:

Ve>0 38>0/ VZeC . |z-z|<d = |[f@-fln)<e

1.3.2 Teorema para estudiar la continuidad

Sea una funcién compleja f: C — C, f(z)=u(x,y) + v(x,))j:

S escontinua en z, <> 3 lim f(2) = f(z,) 1)
¥f es continua en z, = x,+Y,j < u(x,y) y V(x,y) soncontinuas en (%,,¥,)(2)

Al igual que los limites, la continuidad de u{x, ) y v{x,y) seestudia con los procedi-

mientos aprendidos en FMT2 para funciones de dos variables.

1.4 Diferenciabilidad
1.4.1 Definicidon de derivada

Sea f:C — C, suderivada en un punto zee C viene dada por:
AC focauo 22 foruo

iz = lim LA=G) _ gy F(za + A2)— [ (7).
. 2z, z—1z, Ar—rD Az

"'| supuesto que este limite exista. § Se0. un AL oo .

1.4.2 Teoremas para estudiar la diferenciabilidad
Condicion necesaria y suficiente de diferenciablilidad en el campo complejo

Sea una funcién compleja /: C - C, f(z)=u(x,y) + v(x,¥)J:

u(x,y) y v(x,y) son diferenciables
[ es diferenciableen z, e C < Ou _ ov ou  Ov
>y | 3 &
Las condiciones
Ux = \f%_ U.%_ = - VK
Ou 0ov ou v
"y ' »

se llaman condiciones de Cauchy-Riemann

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355
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@ Concdicidn netesnria de dife®reinisiidod en el eoued eowpEo
SR difernciare en 2, {2) conhing &N =,

Picico @ Sy {@Iro oifia en 2, = {3 o dfprencone en &,

@ Condicién suficiente de diferenciabilidad en el campo complejo

—

Para que f(z) = u(x,y) + v(x, )/ sea derivable en un punto z=x + J.r'y es suficiente que
existan y sean continuas las derivadas parciales de u{x,)) y v(x.)) y que se cumplan en ese

punto las condiciones de C-R

) ‘ .
uuﬁ\ \EC‘ 4 Seaviuple C-R \-—} @ es dijeenciabie

@ Condicion necesaria de diferenciabilidad en el campo complejo

Si f(z) esdiferenciableen z = x, + 3,7 = u(x,¥)e C” y v(x,»)€C” en (x,,¥,)

|Cuidado! La congdicién
enunciada es exclusiva
del campo complejo ¥
no liene comrespon-

dencia en elcampo 183l | 6; 41(x, 1) C™ 6 v(x,y) ¢ C° en (x,,¥,) = f(2) no es diferenciable en z = x, + y,

O lo que es lo mismo:

Fedon &y B STeRSY

»
j_) La forma practica de utilizar esta bitima condicién es la siguiente:
g Estudiaremos la continuidad de ias primeras derivadas parciales de #(x,y) y de v(x,y)
y st alguna de las cuatro no es continua entonces podemos afirmar que  f(z) no es
) diferenciable pues se trata de una condicidn que, como acabamos de enunciar, es necesario
P que se cumpla para que f(z) sea diferenciable.

§ 1.4.4 Calculo prictico de la derivada

9 Egﬂ“,‘;g,‘;f" 3' ;?r Si la funcién viene definida como f(z) = u# + v se puede demostrar gue su derivada es:
d cumplen las condics. '
de CR: :
)} 9 U=V f’(z)=%+rgv—j:u+vj o bien f'(z)=§v——@j= v,—u,j
7 = o &t » w7
y o Tx L ' B : .

j " | Y todas las combinaciones existentes usando las condiciones de C-R

) ’

[P 1.4.5 Coordenadas polares

j ) En algunas ocasiones nos pueden dar la funcién f(z) en coordenadas polares de forma
L

x = pcosd

4 que f(2) = u(p,0) + jv(p,0) donde {* © "

‘ y=psing

4 En este caso se puede demostrar que las condiciones de Cauchy-Riemann quedan de la

? siguiente manera:

) u _ 1ol

j dp pod ' pod  op

2 y la derivada de f(z) en este caso queda expresada de la siguiente manera:

] ‘

3 =8 au . aV _ -j8 .

J f(2) =’ | —+ j— | = e (u +jv)

a [ap 7 ap] o

§ , ‘

) O expresada eri forma de las otras posibles combinaciones que existen usando las

¢ condiciones de C-R

p) www.monleroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 81 504 65 04 , 619 142 355 T-1.3
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Faluaio de ONOMLNOGo

ob‘udx\_ﬁ anolikea = Ndowes A,
[PRgy é’:\ i , ,ee
. A Griciores ce GReRrclaetiant, g o analiticas
7y e Gradciones de C- R
. ) ! @ ' : € > C. Sedice que f es holomorfa o analitica en zy si
Al @ Arwonicas [ que f es diferenciable.
ra que una determinada funcién sea holomorfa en z, no basta
zg. Ticne que serlo en todos los puntos de un entorno de z.
U g Vanmuides
U vV - f:A—-C, AcC quesonholomorfasen A sellama
(2y C-%A

3 D) aly

(edds)

Veremos una
clastficacion mas
exhaustiva de los

purios singulares en el

tema 3

Estas propledades son

muy importantes

o0
aplicar al caso —-

o0
funciones no serfan

holomorfas en Z,

Fljale que no se puede

porque en ese caso las

' C/ f esholomorfaen 4}

vectorial sobre C.

Sediceque f: C — C esenterasiesholomorfa Vz e C.,

Los puntos en los que una funcién es holomorfa se denominan puntos regulares, v aquellos
en los que la funcién no es holomorfa se {laman puntos singulares.

Propiedades de las funciones holomorfas

* La suma, diferencia, producto, cociente (con denominador no nulo) y composicion
de funciones holomorfas es también una funcién holomorfa.

* Siffz) es holomorfa = se cumplen las condiciones de C-R parauyy { Uy = - ¥

e Sifiz)es holomorft;l = f2) ./, f"(z), ... son holomorfas

* Sif{z) es holomorfa = Jz) no depende de Z (gs dec‘ir % =0)
O lo que es lo mismo:
Sif{z) depende de Z (es decir A #0)=> ffz)noes holomo fa
. de l)uumes q)JEdePendgn— de T:
&?\ = \2t% 2.7 & NO son \rﬁkomm{os fq degenden d= 2
Regla de L*Hopital

Si f,(2) y f,(2z) son funciones holomorfas en un dominio D y si para z, € D
Si(2) = £,(2,)=0y f,(z,) # 0, se verifica:

VI
=% fz(z)/fz '(2,)

i

a2,

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tinos 91 504 65 04 , 619 142 355

T-1.4



D = cerpde

Fuﬁ\o .R\a\'\-%e.ro.

\\

L

A\

SR

TR TheeE e el Tl bl e e

1

e o N -_— -

B



Un dominic es un
conjunto abierto y
conexo

10JO! Si S{x,y} es una
amaonica conjugada de
Tix,y), no es clerto en
general, que T(x,y) sea
S(x,y). Ver el sigulente
efemplo:
T(x,y)=x" -y
" S(x, y) =_2xy

(detcds)

e
ey
[P

= ¥ D¢ BB ¥ TS W FOE'S B FETOY

~a
i

Esla sara la gue mas
utilicemos

T R

)

-armonica conjugada de -

ST TR AR DT 2T TR

1.6 Funciones.arméuicasy Armoéunicas.conjugadas
1.6.1 Definiciones

1L

Sea T(x,y) una funcién de dos variables reales definida en un dominio Dy que
.admite primeras y segundas derivadas continuas en D.'Se dice que T (x,y) esuna
funcién arménica en D si se verifica la ecuacion de Laplace:

§odo =
o'T

%

T
ot

=0 & T,+T, =0

Sean T'(x,y) y S(x,y) dos funciones arménicas en D. Si se verifica que:

ar_as
i oy

oT

ay

(x,y)eD
™ (x, %)

3

Entonces se dice que S(x, y) eé.aménim conjupada de T'(x, ).

11.6.2 Propiedades

1-Si T'(x,y)=keR V(x,y)eD entonces T(x,y) es.armonicaen D.

-Si T(x,y) es armdnica en D entonces k-T(x,y) esarmonicaen D.

-8i Ti(x,¥) y T,(x,y) son armédnicas en D entonces T (x,y)+T,(x,y) es armdnica
en D. '

- 8i .T,(x,y) es rononica conjugada-de T,(x,¥) y,asuvez, T,(x,¥) esarmonica con-

jugada de T\(x, y) entonces tanto 7(x, y) como I(x,y) son funciones constantes.

Ms.ﬁlﬁﬁmﬁ
S ;H%mew 28

Sea una funcion compleja f (z) = u(x, ) + v(x, ¥)j ..Se cumple que:

®
@

9

o de manera equivalente:

iy H"\"s"‘v“w%‘i‘m ST

f(z)holomorfaen D =  u(x,y} y v(x,y) son arménicas

——

J(@) holomorfaenD < v(x,y) es armdnica conjugada de u(x, y)

f(@) holomorfaen D <> -ufx,y) es armdnica conjugada de v(x,y)

v(x,y) es armonica conj. de #(x, y)en D <> -u(x,y) es armonica conj. de v(x,y) en D

IO O R AT N I TS T R L L L 1 L Sl b v en e Sen AR e SR T Y T TS

RN
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Esla formula sirve
siempre gue f{z) sea
holomoria

W OGSV Y &Y

o

e e N Ml AT Y e e e S B Sty N T ST R e W S

LT R AR TR A AT v

D tReEastenecioNyde 12 dohde +L @) € Aol aninelct

1:6.4:Construccion de laarménica conjugada

Para construir una:armoénica conjugada deu {x, y Jen D se utiliza el Método-.de:Eulelj:

Ou . ou

No hace falta memorizar esta formula. Veremos cémo utilizarla directamente en los
ejemplos.

La vtilidad depoder construir la armdnica corijuga'da v ( x,y)apartir de # {(x, ¥ ) es que,

de esta forma, siempre se puede reconstruir una funcion holomorfa 7(z ) partiendo de su -

parte real 0 imaginaria: '
F(@D=u(x,)+v(x,y) ]

ademas si quefemos dejarla en funcion de z basta con hacer:
F(2)=u(z,0+v(z,0)j

BEESEeO s de Rl
1.65 ZFormulas de Ml]ne Thompson

Las férmulas de Milne Thompson nos permiten reconstruir la funcién f(z) conociendo
sélo una de las partes, # (x,)) 6 v(x,y), sintener que calcular la otra,

«  Suponemos conocido Re [ ya (z)] =w(x,y) y queremos reconstruir la funcién f(z).
Teniendo en cuenta que f'=u, —~ ju, = f'(z)}=wu (z,0)— ju (z,0), integrando:

7(2)= [(u,(2,0) - ju,(2,0)) & + C, Ce C

e Suponemos conocido Im [ f(2) ] =v(x,y) y queremos reconstruir la funcién 7 (z ).
Teniendo en cuenta que f'=v + jv, = f(z)=v,(z,0)+ jv,(z,0), integrando:

«W«*wﬁ*&ﬂﬂﬁ(@ﬂf (w1109 7, (z:0) g IO HC A mimss s gt - =

Ademas, existen otras formulas en las que no es necesario integrar, Estas formulas tienen el
inconveniente de que SolBREpuGACSaT eI} JoRraley-eat defiftidaientz =08

-« Suponemos conocido Re [ @ ] =u(x,¥) y queremos reconstruir la funcién f(z):
z z
2)=2u|—,— |+t
(i)
donde & € C es una constante a determinar imponiendo que ¥ (x, y ) = 'Re[ b (z')'].

+  Suponemos conocido Im [ f (z)] =v(x,¥) y queremos reconstruir ia ﬁmci&x_l f(z) .

f(2)= 2_}1?( Z]+a

AT AT TS VTR e T A TP 7o ST TR S AT A A AR et | o 2“:!\ j AT KRR

donde @ € C es una constante a determinar irponiendo que v (x, y) = Im [ f (2) ]

P e
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Mas adelante estudia-
remos en mds profun-
didad las funciones
multiformes

1.7 Funciones elementales

1.7.1 Definiciones previas

Sea una funcion compleja f(z). Si a cada valor de z le corres;;onde sélo un valor de f(z)
decimos que f es una funcién univaluada o uniforme (tal y como entendemos las
funciones en calculo de variable real).

Si a cada valor de z le corresponde mds de un valor de f(z) decimos que f es una funcién
multivaluada o multiforme.

1.7.2 Funcién exponencial

La funcién exponencial del analisis complejo se define para todo z como:

ef = e =¢"e” =e(cosy + jseny)

s Esuniforme

Esta definida Vz e C

Es holomorfa Vz € C (funcién entera)

El recorrido de la funcién exponencial e” es todo el plano c.on‘lp]_ejo excepto el origen.

La funcion exponencial compleja se reduce a la funcién exponenciel real para niimeros
con parte imaginaria nula.

* Para mimero imaginarios puros la exponencial compleja coincide con la férmula de

Euler: ‘
e = cosf + jsenf

La funcidn exponenbial es peridica de perlodo imaginario puro 27/ ;

e =gt vVzeC

La funcién exponencial es entera (holomorfa en todo el plano complejo) y verifica que:
d :

—e' =¢

dz

Ademaés se verifican las sigunientes propiedades:

e:l _ezz — ezt+zl
e’ 20, VzeC
www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355 T-1.7
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1.7.3 Polinomio de grado n
p,(2)=az"+..+az+a, a€C, neN
* Es uniforme

» Esta definida y es holomorfa ¥z # 0 (entera)

1.7.4 Funcién racional

Es el cociente de dos polinomios

£z

R
&= 0.@

¢ Esuniforme

¢ Esta definida y es holomorfa Vz € C que cumpla que O_(z)#0

1.7.5 Funciones trigonométricas circulares

) e’ —eF e’ +e sinz
slnz=———— ¢cO8Z=—— [Ig2Z=
2 .2 cosz

* Son funciones uniformes

s Definidas y holomorfas Vz eC cxcepto la tg z que lo estd para
VzeClcosz#0

¢ Las funciones sin z y cos Z no estén acotadas en médulo

o sinz=sin(z+2knr) . cosz=cos(z+2kw) tgz=1g(z+km)

s Tienen los mismos “ceros” que las funciones reales .

1.7.6 Funciones trigonométricas hiperbélicas

e -e” e te’ _ sh(z)
ch(z)= th(z) = oh(2)

sh(z) =

Son funciones uniformes
» Definidas y holomorfas Vz € C excepto la th(’ z) que lo esta para
VzeC|ch(z)20
o sh(z)=sh(z+ j2krx) ch(z)=ch(z+ j2kz) th2)=th(z+ jkr)
e shzych ztienen infinitos “ceros” (a diferencia del caso real)

Se cumplen las siguientes relaciones, que se pueden comprobar ficilmente:

cos(jz) = ch(z)
ch(jz)=cosz
sh(z) = jsinz
sin(jz) = jsh(z)
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1.8 Funciones multiformes (0 multivaluadas)

Ya hemos visto anteriormente el concepto de funcién multiforme. Escrito de una manera
mas rigurosa:

w= f(z) es multiforme <> 3z, € C| f(z,) no es linico

Por ejempio, entre otras; son funciones multiformes las siguientes:

f(z)=Inz La funcién ftoma infinitos valores para cada valor de z

g(z}= 4z La funcién g toma n valores para cada valor de z

1.8.1 Funcion logaritmo

La funcion logaritmo se define en los puntos no nulos como:

f(2)=inz =lnpe’ =In pe’®* =ln p + Ine/C** =lnp+ j(@ + 2kn), keZ

Observa que la funcién logaritmo es una funcién multiforme ya que para una misma
preimagen z existe mas de una imagen (de hecho, existen infinitas puesto que k puede
tomar infinitos valores enteros).

Muchas veces interesa obtener una funcion uniforme a partir de una funcién multiforme. A
cada una de las funciones uniformes en que podemos “separar” la funcién muitiforme se le

denoming rama. -

A la rama que se obtiene al dar el valor Ic 0 se |a denomina rama principal. Asf, 1a rama
principal del logaritmo neperiano tiene la siguiente expresién:

Inz=Inp+ j(@ + 2k7)|,_,=lnp+j6

‘Pero no basta con fijar el valor de k, a un nlimero entero concreto para conseguir quedarnos

con una funcion uniforme. Lo podemos ver en el sigujente ejemplo:
’

o Iues o mrideroy _H=0

. L3O o
L ) : I
e e e T Infeu (L 4R
o=
o fa- § 1 el
& P 2
T'Iwi’.
e n(z
"ﬂ.’q' ’REZ : > FEE
TV N ]l O\ .
. fzrnt T Inﬁ!—-a-]‘]:

. a?-Tf
J"}:: Qe T—-——% \V\Ll k‘l-\r\kﬁ_e L')‘\T\.r+}k—i;6gp))=
W= ={2) .

= In(@ 4+ a‘l

¥ St i - - AT o e ettt o wr St o o el or SUEng e v
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|Esto es muy
importante!

Fljate que son

porque tienen distinto
conjunto Imagen

§
X
»
i | l?\
»
B
.
)

Habituaimente los

rtes de rama lienen
‘tima de semirmectas o
segmentos cuyos
extremos son los
puntos de ramificacidn

)

aplicaciones distinias,

U - Inz (=0, o e (o)

Es decu que £

De esta forina podriamos definir varias ramas diferentes para un mismo valor de £=0. Asi,
en ¢l ejemplo anterior, podemos fijar el margen de variacion de & = arg(z) de muchas
formas, por ejemplo las siguientes: :

Rovue. defician pac €=C 4 or%L%\e SAY

w-= [34&)

Q)Q\ @)-\n=z
Pez
EE[O,&D\

agleye (2T

(i) =1nr = g+ )LCH% R+

(Vurr)

2

@) {2&V=wne.
A ToT

e
//// /Z/ do
- T
ze [0, e '_Lcrm.\ faa)z Itz R J%ﬂgﬂ

Al fijar el margen de variaci6n de & = arg(z) aparece lo que se {lama corte de rama. En los

Rooasts Seflnido, oy =0 La c..r%\%\e LDLl'T"-\
w=fz L\

%\qbe Y"
celes

ejemplos anteriores los cortes de rama serian:

(3)

Qo e de towsn,

(orte Se oL, ‘
1 > y
TITN P e

(2) F22 1=\ 2L k=0, amgrane LW
£

Lﬂmmfﬁvc:.\

L
—

A los puntos extremos del corte de rama se les denominan puntos de ramificacién

Todos los puntos del corte de rama (incluidos los puntos de ramificacién) son puntos

sinpulares no aislades esenciales. Lo vemos con un gjemplo. R dexds &

B W W W W W N W W W e W N S W Sttty o o bt gl e & OGSO g
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1.8.2 Funcién raiz enésima’

La funcion raiz enésima se define de la siguiente forma:
JiO+2km)

|
f(2)=(2)" =¥z =gfpe® =3 pe’ @ = ofptfef @B —2fp.e " neNk=0,1,.,n-1

Se frata de una funcién multiforme que toma » valores para cada valor de z.

De nuevo, para quedarse con una sola rama, se fija el valor de k, y el margen de variacion
de arg(z).

*

G W OO0 D6 & TN

A

1.8.3. Funcién poténcia

Se define como:

Pt
by,

f(2)=z" >l f(z)=lnz"— lnf(z)=a1nz—+f(z)=e‘”“",aeC‘
™. | Se trata de una funcién multiforme que toma 'mﬁnitos valores para cada valor de z.

De nuevo, para quedarse con una sola rama, se fija el valor de k, y el margen de variacidn
de arg(z).
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APENDICE A: REPASO DE FUNCIONES REALES DE
DOS VARIABLES.

El estudio de la continuidad y la diferenciabilidad de una funcién f(z) ‘se basa en el estu-
dio de las funciones u(x,y) y v{x,y) y estas dos funciones son funciones reales de dos

A padtic de aquitodo lo | variables reales u, v:R* = R que se estudian siguiendo los métodos aprendidos en FMT2
dicho para u(x. ) €5 | 1,00a funciones de varias variables. Aqui hacemos un breve repaso de estos métodos de

iguaimente valido para ‘
v(x, ») variable real

A.1 Continuidad de funciones reales de dos variables

Para calcular los limites de la forma hm 0 u(x,y) sepuede optar por varios
(x,y}=(0,

procedimientos: Uﬁl{ \ 3 k) 2 Guvie de wfake
oy # oY
» Coordenadas polares,
Se trata de hacer el siguiente cambio de variable:

x = pcost y = psend

de esta forma la expresion del limite pasa a ser:

lim w(x,y) = lin% u(p, )
P

(x,»)-(0,0)

W I A W PN W NS W IS

que ya depende sdlo de una variable y que, por tanto, ya podemos resolver
utilizando las reglas usuales para limites de una variable.

* _Limites radiales o direccionales. —> conataidn mmr@
Se trata de sustituir la variable y por y = mx de forma que nos queda un limite
de una sola variable que ya podemos resolver.

im #(x,y) = i lin
(x,y}+(0.0) u(x y) (x, m.rl)r—It](O O)u(x mx) un u(x)

N QEErQuEmEs x\uvedh qm &cEYQ\\emos
o po OO) e\ Uuite \ere g 3er lopol.

N solen asticdos el il Yo e, _ olen
gooes 0O Penaos PP N:é&

¢ Limites reiterados. —> E)f\&chﬁ\ \\G:EEOSIQ] :
Se trata de calcular los siguientes limites:

i

o

l, = llm[ lim f(x, y)} [, = hm( lim f{x, y)]
yoe 10
De esta forma, si ambos limites existen y son distintos podemos asegurar la NO
existencia de limite. En los demds casos tenemos un candidato al limite ya que de
existir debe ser el que aparece al calcular los limites reiterados.
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A.2 Diferenciabilidad 'de funciones reales de dos variables

A2.1 Del;ivadas parciales

Las derivadas parciales se calculan de la siguiente forma:

h - bl
zu(xo’}"o) = U (%, ¥) = ]hing Uy + ’yﬂ)h u(xy, ¥y)
29 -
ou (g, + )= Cts %)
oy (o 7) = (50, 30) = limy oS

A.2.2 Condicién necesaria de diferenciabilidad

Si u(x, y) esdiferenciable en (x,,y,) = u(x,y) escontinua (x,, ;)

Si wlny) no es contina en Wo1ye) D Ulaygy o e difererciciole en (Xoyo)

A.2.3 Condicion suficiente de diferenciabilidad

Si u(x,y) € C' en (x,,5,) = u(x,y) esdiferenciable en el punto (x,,¥,)

A.2.4 Funciones de clase C-

En general, se dice £|ue una funcién f(x,y)e C" (A ) si es continua en A, tiene derivadas -

| parciales hasta de orden r y todas ellas son continuas en 4.

En particular se dice que una funcién f'(x,y) € C' (4) si es continua en 4, tiene sus dos
primeras derivadas parciales y son ambas continuas en 4. '

Se dice que una funcién f(x,y) e C® ( A] si es continua en 4, tiene derivadas parciales

de todos los ordenes y son todas ellas continuag en A.
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» o Ejercicio 1 Si f es una funcion entera, probar que

h

9? & 2 IINT
(Z+ e ek = o

2) teniendo en cuenta que se cumple que:

> U (X, ) + 0, (x,) = 0

”

g TEMA 1 : FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA
P

&

»

: Va(5 )+ v, (x,0) = 0
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h & Ejercicio 2 uz _vz

» Dada la funcién holomorfa f = u + v se pide probar que f, = + juv es
g l‘ } holomorfa.
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Ejercicio 3 | Sea g una funcién compleja, de variable compleja y holomorfa en un abierto U. Sea
S definida como | !

f(z2) = Zg(z)

| 2.- Encontrar una condicion necesaria y suficiente para que f sea holomorfaen U.
b.- Encontrar el conjunto de puntos en donde es hotomorfa la funcién

f(z) = Z(senz — cosz)
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& Fercio4 | caloular la arménica conjugada de la funcién u(x, y) = y* —3x7y . Obtener f(z).
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Sea u:R* >R talque u(x,y) = 2}’
X+

Ejerciclo 5

5 - Se pide:

a) Demostrar que u(x, y) es arménica.,
b) Calcular la armdnica conjugada.
-| ¢) Calcular una funcién analitica f'( z) tal que u sea su parte real.

Q,) Tenoo Qs POREC Que  Oxx* Lyy=0

&1:“3

2#\3

Wy = - 2-‘43 gy s GKL\A_— 2“3
2 4t
X +45? 2,
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Z L2 3.6 F
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~

a) Encontrar la forma general de las funciones arménicas u(x, y) qhan{m/qién de
2 2
xt =yt

b) Hallar una funcién holomorfa f cuya parte real u sea una funcién de la familia

f

Ejercicio 6

1
hallada en el apartado anterior tal que verifique f(0)=0,y f' [EJ =1.

Q) BLEON = arwéna — Pa Wyy= ©

xz_“l__ -t
' . . 7
W) | Arol de Aspendentios | b—t \)%
Uy= Ut ty
Uxx = k\.‘t-'{-x‘\ = k\u:)x ctx+ b le = Uy ‘tz‘x + bxx Lt
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Ejercicio 7

a) f(z) = x"+ jy* b) f(z) = zIm(z)
) f(@)=xy+jy dy f(z)=e’e”

e) f(z)=,/_,|:;e"f23 (p>0,~m>8>nm)

Para las siguientes funciones discutir dénde existe f'(z) y dénde son holomorfas:
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Contestar razonadamente las siguientes cuestiones:
a) Siendo u = u(x,y) una funcién arménica, 3lo serd u’?,
b) Si -u =u(x,y) es arménica, jeudndo lo serd f(u) 2.
¢) Siendo f(z) una funcién holomorfa, jserdn anmoénicas las funciones | /{ z) |,

arg f(2), n| f( )] ?.

Ejercicio 8
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Determinar la region de analiticidad de las siguientes funciones en las que se considera
para el logaritmo la rama principal:

a) f(2) = In(e’ +1) b) f(z) =In(z* 1)
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Todos estos conceplos
son muy similares a los

TEMA 2| INTE@ACION COMPLEJA .

En esle tema vamos a estudiar algunas técnicas de integracion en el campo complejo. Mas
adelante, en el tema 4, aprenderemos un importante teorema (Teorema de los residuos) que
nos permitird calcular integrales de forma més répida y eficaz.

2.1 Definiciones

va estudiados en inte- | ® Se denomina curva continua en C a [a imagen de toda aplicacion continua de la
T ———
gracién curvilinea en el forma:

campo real

I:labd > C
t o U) = x(t)y+y(t))

A fos puntos I (a) y T'(6) selos denomina gxtremos de la curva.
Al par de ecuaciones x(f), y(t) se le denomina Qarametnzaclén deT.

[4

® Sediceque I' es una curva cerrada si ['(a) = ['(d).

®  Sedice que z, €I es un punto miiltiple de la curva si existen dos valores det
parametro / con la misma imagen mediante T".

® Sedice que @' es una curva sim ple si no tiene puntos miltiples.

@ Sedice que I es una curva suave si tiene alguna parametrizacidn que sea derivable.

® Sedice que I' es unacurva snave a trozos si se puede subdividir en un nitmero finito
N ————
de arcos suaves. L

TN N T T T

H. Un dominio D es simFlemente conexo sitoda curva cerrada simple dentro de él

encierra puntos solo de . Un dominio que no es simplemente conexo se llamard
JQ/‘“C/\ - Mj
|
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Estas integrales se
realizan de la misma
forma que las

curvllineas de FMT3. y

es el método general.

Sin embargo, se suelen

usar otros métodos
{cuando es posible)
para resolverias de
manera més sencilla:
- Teoremas de los
aparlados 2.3y
2.4
Célculo de

reslduos (Tema 4)

Los siguientes
teoremas pemiten
oblener sin calculos
integrales con una
determinada forma.

Se deduce directa-
mente de lo anlerior.
Sélo hay que descom-
poneyf la curva enn
contomos simples
cemrados y aplicar lo
anterioir.

2.2 Integracion curvilinea en el campo complejo

Sea una curva suave a trozos de C:

I:[a,b] - C
t > TO=x()+j-y@) .

y sea una funcion compleja f(z) = u(x, y) + v(x, ¥}/ una funcién continua sobre I,

Se denomina integral de f(z) a lo largo de I' a la expresion:

[r@d = [reoroa

2.3 Teoremas para dominios simplemente conexos
Teorema de Cauchy - Goursat

Sea D C un abierto simplemente conexo ysea I' D cualquier curva cerrada, suave
a trozos. Se cumple que:

| f(2) esholomorfaen D = '[f(z)dz = Ol

Férmula integral de Cauchy

Sea f(z) una funcién holomorfa en el abierto simplemente conexo D ysea I' unacurva
simple, cerrada y suave a trozos recorrida en sentido positivol” < I, entonces se verifica
que, o .

1@,

rz~—2Zz,

1

Sy = [ 1@ 4

; = Zﬂjf(zu)
2nj Jrz—z,

Férmula integral de Cauchy para contornos no simples

La anterior férmula admite la siguiente generalizacién:

Sea f(z) una funci6n holomorfa en el abierto simplemente conexo D ysea I' una curva

no simple (que interseca consigo misma n veces, rodeando k veces al punto zo) y ' < D,
entonces se verifica que,

1
K (z,) _E:r—j

1) g,

rz-z,

27 jkf(z,)

rz—z,

Férmula integral generalizada de Cauchy

Sea f(z) una funcién holomorfa en ¢l abierto simplemente conexo D y sea I' una curva
simple, cerrada y suave a trozos " < D, entonces se verifica que,

KOS
2rf r(z—zo)"“-dz

jl)(zo) =

=
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2.4 Teoremas para dominios miltiplemente conexos
Teorema General de Cauchy-Goursat

Sea D C un abierto multiplemente conexoy sea I" cualquier curva simple, cerrada y
suave a trozos, recorrida en sentido positivo que junto con ¥,,%,,...,Y, (curvas simples,
cerradas y suaves a trozos, recorridas en el mismo sentido que I ), forman la frontera de
D. Se cumple que:

f(2) esholomorfaen D = If(z)dz = Lf(Z)dZ + o+ -[f(z)dz

2.5 Otros teoremas

2.5.1 Acotacion de la integral

Sea I' una curva suave a trozos y f{z) continua en 1" tal que | f (z)| <M Vzel.

Entonces se cumple
Recuerda que la
tongitud de una curva
paramelrizada por
I'(r) entre a y b, viene

dada por:

L= [|rey ar

<ML

[ f(2)dz

¥|donde L es la longitud de I".

2.5.2 Teorema del valor medio de Gauss L

El valor medio de una funcién holomorfa en cualquier punto z de su dominio de
holomorfia D, es el valor medio de sus valores sobre cualquier circunferencia C de centro

®

»

é

>

g

)

) ]

’ 7o, contenida en D ella y su interior.,
g O dicho mas matematicamente:
?

)

3

P

;

Sea f(z) holomorfa en el abierto simplemente conexo D:z—2z,|<& quecontiencala
circunferencia ¢:z—2,|=¢ 0<@ <¢.Entoncesel valorde f(z) enel centro z, es

igual a la media aritmética de f(z) sobre c.

f(zo):_!'_f”f(zu +¢eﬁ)d6’ O<p<e
- 27
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Esto quiere decir que si
la funcién es holomoifa
&n un dominio
simplemente conexo, el
valor de la integral no
depende de la curva
., Goncreta, sino sélo de
2.z} los puntos inlcial y
final..

O CIRBY ¥ FOL Y E FIEE ¥ EFSS

Estos son los mas
ttiles para los
problemas

\
wly

)

2.5.1 Teorema de Morera

holomorfa en D.

[r@a

o
nuncaen K.

é
g
§
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Sea f{(z) una funcién continua en un abierto simplemente conexo D'y tal que:

[ f(z)dz=0

siendo C cualguier curva cerrada y suave a trozos que pertepecen a D. Entonces f(z) es

2.5.4 Teorema de la primifiva

Sea f(z) holomorfa en el abierio simplemente conexo D y I' © D una curva que une los
puntos 7z ¥ ;. Entonces se cumple que:

[ r@ds = F(z) - Fiz)

siendo F(z) una primitiva de f(z).

2.5.5 Principio de médulo méximo/minimo

1) Si f(2) escontinuaen R (cerrado acotado) y es holomorfa y no constante en &
- o - - . .
entonces | f(2)!alcanza su maximo en 8R ,nuncaen R.
2) Si f(2) es continua en R (cerlrado y acotado) talque f(z)#0 VzeR yes

holomorfa y no constante en R entonces | f(z)| alcaﬁza su minimo en B8R,
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TEMA 3: SERIES COMPLEJAS

Ejercicio 1 | Calcular la serie de Taylor de las siguientes funciones:
) a) f(z) =e enz=0 @f(z)=senz en z=0
1
@f(z):L(l-H:) en z=0 d f(z) =—- enz=1I
z
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k Elerdicio 2 Calcular la serie de Taylor de las siguientes funciones:
? 5 a) f(z) = 2%  enz=0 b) f(z) = sen’z enz=0
% c) f(z)=“17 en z= | d) f(z) = ¢ en z=0
% z l+z .
» 22%
» £5E) 2y 2%a en 2,0
y )
*3 INCAE aae% dorde  QR): ,232
vy n
; -~ -0 @y =2 [qan]
%?, CoroReo s efs 2 fl >e’ . o ?'\\
» R & a2\ ' o L en
X o @r\ 2. 2
e Fn oestco coso . et 2 e T l
n=o A n=0 nt
t& BRe N n n
.. =0 9'2 o =4 2043
» - Egezzz. 2% = =2 =
y - nz=o f\l Nn=o f\l
; }h%:g
// // . P\
// —¥ Re 2= X
//f/ 7
won &7
)+ ae.(\f 2 ' . .
e B : - 2n 4t o ganw
2 epaion ) @ @) =sear sent = = (-1)° =20
n=0> (2o | 2o+l

(+ B\

, sz =2 Y
ved_ Jdosze. 4 -

z 2 Z

- 2 y = -\

Z A=\
¢
Gz t — .

Y 1% @) Cuugs CARISENSS. (1o

%—) @ RoMta  de (OSSN, . R=e0
/ -

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 65 04, 619 142 355

NN




{
(
L. o= e’ (
B (e- 2% en 2=} Dol éﬁk WO (
2 Opcioh .11 e WS e (
- AON Sz . - a = .
O 22 2 2 n=o n=0o ﬁ)(
p———— oo o @ /
9% cpiGn ) Deords & O acs LS | _;. - = WD I N (
{
’ o n-\
. A . = = VoD (.
21 n=O -
ReNCIOS on ol %0 4. Weesst@ss = e der\';sqé;g??
e Lloxs =enes 2= ¥ cowmp recodms A ARG
a2 oo sowo (
-l-é(\.\-f\nc:ﬁ. (
- o ol n et _ ‘\f\
< N B EnTaleY s 3 N ale-Y e ZEN el
st que 't =5 = = = ! (
PN
-y - . o= — ~ e (
= - wB-\e
- -0 Oe-a . 20 Lne\) ~ —» T
AT e R AN
' CGT YO P Y = =Y 9
| ) V. ";ﬂﬁ o _ \T\ (
© o N\ - O &Y
-t - RS R A A L =
= (—l\ Mﬁ—\\ ' 1\2-0 G L o E
|
(
A TuT @ ?\83‘6"‘ &= Q“\\ygco\emﬁ& T\~ W 2\ (
@) Rodo e ErOETGO- L Rz (
(
770, E o
" (
P-bsncz.p\o.r - {
U.\.d.-'s oSy o (
: £
(
) (
(
(
(
(
{
(
(
(
{
(

— e~ ,—.._,-.;J

R

T mE S T T g 40— v T g S

otV RV e

-

- L

e

—

o~ A

Pl ol Sl o Y o

ol Sl i

P R Y ARl - e



Hallar el desarrollo de Taylor refativo al punto z=2 de la funcién
2z -4
(z-3)°

Ejercicio 3

¥ OE

asi como su radio de convergencia.
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Determinar el desarrollo de Taylor entomo a z =1 de la funcién:

2 2
f2) = [—]
z+1

Ejercicio 4

y dar el radio de convergencia.
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Ejercicio § Determinar el desarrollo en serie en entorno a z=0 de la funcién:
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Flerci98 | Desarrollar fa funcisn f(z) = _ en los siguientes casos:
0 (z+1)(z+3)
i) |z] <1 i) 1<z <3 i) |2| >3 iv) 1<|z+1 <2
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Ejercicio 6 ' ., 1 .
Desarrollar la funcién f(z) = —————— en los siguientes casos:

(z+D)(z+3)

) |z <1 W) 1<lz<3 i) |¢>3 iv) 1<|z+1 <2
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Ejercicio 7 .. { ..
! Desarrolfar la funcién f(z) = ( 7 a>0 en los siguientes casos:
A Z—4

) |zl<a i) |z]|>a
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a >0 en lossiguientes casos:

Desarrollar la funcion  f(z) =

}
‘ )|z|<a iy |z|>a
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TEMA 4: RESIDUOS Y SUS APLICACIONES .

4.1 Clasificacion de singularidades

Una funcidén f tiene una singularidad aislada en z = z; si / no es analitica en z, pero si

lo es en algin entorno perforado de z, (o sea, en un entorno de-z, quitando z, ).

Las singularidades aisladas de una funcién se pueden clasificar en tres tipos: polos, singu-
laridades esenciales y singularidades evitables. Para clasificar una singularidad basta con

obtener el desarrollo de Laurent de f alrededor de la singularidad 2, y observar la parte
principal.

O bt B E P T P [

Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f es un polo de orden m si
el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, tiene una parte principal compuesta por
términos de hasta orden m.

En un polo se cumple que}lim f(z) = o,
2415

S AT eeTeneialas

Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f es una singularidad
esencial si el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, tiene una parte principal

compuesta por infinitos términos.

En una singularidad esencial se cumple quc‘no existe lim f (2)1 ' .
R I—r . )

SinpllAnddes evitablesy

Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f es una singularidad
evitable si el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, no tiene una parte principal.

En una singularidad evitable se cumple que1cxiste lim f(z) y es finito
z—42zg

.~
.

4.1.4 Observaciones

* Recuerda que el desarrollo de Laurent hay que hacerlo alrededor de la singularidad que
estemos estudiando para obtener el caricter de esa singularidad. Por ¢jemplo, si una
funcién tiene tres singularidades distintas tendremos que hacer tres desarrollos de
Laurent distintos, uno alrededor de cada singularidad, para clasificar cada una de ellas.

* Las singularidades evitable y polar, son siempre aisladas.

* La singularidad esencial puede ser aislada o no aislada.

4.1.5 Singularidades de una funcién en el punto del infinito o\ Ligs de veg. O
O e : g e\ e
] enw=0es -co

El comportamiento de una funcién f{z) en z=co se define como e} de 7=
oo de WnnoG %"c W

1
decir, f{z) serd holomorfa o tendra una singularidad en z=cocuando f [—] sea holomorfa

o tenga una singularidad (dél mismo tipo) en w=0.
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4.2 Definicion de Residuo

Toda singularidad aislada z, de una funcidén f° tiene asociado un nimero al que

llamamos residuo y que corresponde con el coeficiente a_, del desarrollo de Laurent

-| alrededor de z, . Es decir, el residuo es el coeficiente del primer término de la parte

de la serie de Laurent asociada a f airededor de z, en primera corona de

principal
convergencia. Normalmente utilizaremos la siguiente notacién para referirnos al residuo:

& = Res[f(z), z=2,]

4.3 Célculo de residuos en puntos a distancia finita del origen

El método general para calcular el residuo de una singularidad z, es obtener el desarrolio
de Laurent de / en primera corona de convergencia en ese punto y observar el coeficiente

que acompaiia al término . Yeamos otros procedimientos particulares para cada

z-2z,

CASO.

iz ) (A !\Q&I{l ¥i &0&&7 Qv L.\u ey

En el caso de las singularidades evitables el residuo asociado siempre es cero. Por tanto, si
tenemos la certeza de que estamos ante una singularidad evitable (porque lo'dice el
enunciado, porque hemos calculado el limite, ...) no hace falta calcular el desarrollo de

Laurent ya que el residuo es nulo.

En el caso de las singularidades esenciales no hay otra manera de caleular el residuo que
‘obteniendo el desarrollo de Laurent. :

En el caso de los polos normalmente no hace falta calcular la serie de Laurent. A cambio se
utilizan los siguientes resultados: s

z = z, esun polo de orden m de f siy sélosi:

Zy) = 0
g(2) =(z—2z,)" f(z) venfica B() .
g(z) es analitica en unentornode z,
¥y una vez que tenemos la certeza de que z, es un polo, para calcular el residuo asociado

hacemos lo siguiente:

Si z =z, esun polo de orden uno: \ a, = lim (z—z,) f(2)
I—-)Zo

1 a’

' 1 o
s S5i z= lo de ord : [a = ——((z=2,)"
_ ) Z, ©Sun po orden m: |a_, zh_{g o1 & ((z zp) f(z?) I
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Este es uno de los teo-
remas mas importantes
de la teorla de variable

-~ Eompleja

" Recuerda que en el
Teorema de los resi-
duos los que sumamos
son tos residuos de las
singularidades que
quedan dentro de la
curva

|Cuidadol Lieva un
signo menos. Ademés
- se coge el témino del
desarrolio en dtima
corona de convergen-
cia alrdedor de z=0

Es decir, el residuo de
f{z) en 2 =00 se
reduce a calcular el
resldvo de la nueva =
funcitn ’

Fijate que esta tercera
forma no sirve para
calcular residuos de
singularidades

esenclales en z=00 |
Ademaés, es ia menos
usada

)

leslosEresid wosy.-y way 'm_tpor'{C\.\'\‘e‘\:

Si C es un contorno cerrado simple orientado positivamente, dentro y sobre el cual una
funcidn f es analitica a excepeidn de un ndmero finito de puntos singulares . T2

z, (k=1,2,...,n) interiores a C, entonces C 2a
Tz

1
X
Lf(z)dz ZxJZRes[f(z) z=2z,) %
o D

r)dz:

AERETEY j f

M‘Eﬂﬁﬁﬁﬁéﬁ%ﬁgﬂﬂ + Res [ $@), 2=221)
Hemos visto que para ver si hay singularidad en el infinito se estudia si la funcién f [ wJ

fe

tiene una singularidaden w=0.

ervacion te;
Los puntos “finitos” s6lo pueden tener residuo asociado si son singulares (es decir, en
ellos f{z) no es analitica)

El punto z=eo, sin embargo, aunque sea regular (es decir, que f{z) sea analitica en dicho
punto), puede tener un residuo # 0 en el mismo

Se puede demostrar que:

FRes[ /(2), =] = -

del desarrollo en serie de Laurent de J{z) en vltima corona de convergencia alrededor de

=0 corono. g en (4) = ex \a g onhina
TNUTNE Yo R . :
2" forma Ctonto & inGievio

El valor del residuo asociado al punto del mﬁmto se puede calcular con la s:gmente

-formula:

Res[ f(z), z= oo] Resl:——l— [}],w:ﬂ]
w w

3* forma ' ~
] gt f (—1 )]
. w

lim W k=0,1,2,..
(k+1)1w0 g

Res[f(z), z=w0]=-

Donde k es el orden del polo que tiene £z} en z=m y se considera k=0 si z=c0 es un punto
regular o singularidad evitable de f{z).

4.5.2 Observaciones

. . 1 -
e f{z) tiene en z=co la misma naturaleza que f [——] en w=0 pero en general
w

Res[f(z), z=w] = Res[f(f‘—}v—], w=0]

) : -1 1
» La naturaleza de los puntos z=co para f{z) y de w=0 para la funcién — f [—] no

tiene porqué coincidir.

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 6504 , 619 142 355
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Teniendo en cuenta este nuevo residuo se cumple la signiente propiedad:
iﬂ%]d% (despe\o g wee o (h)
TN B
Res[f(z), z=w] + ZRes[f(z) £=5] + Y Resl/(2) 2= 5] =0

k—m

n:mduos de 1as sing. dmlm de In curva  residuos de las :mg, faern de In curve

donde z, son las singularidades aisladas en puntos a distancia firita del origen.

.| De esta forma obtenemos un nuevo procedimiento de calcular integrales mediante el

Teorema de los residuos. Este nuevo procedimiento consiste en sumar los residuos de las
singularidades que quedan fuera de la curva cerrada C sobre Ia que estamos integrando
(inclutdo, claro est4, e residuo del punto del infinito que siempre queda fuera de C ), es
decir:

() Lf(z)dz = -——271'_}-{iReS[f(Z),Z=Zt]+R3.S:[f(z),z=oo]}

o T T J Pz - 2wy ZRcsHL%},E 2.]=
2 LT
2)( . WO reSiduos por
NS Xam = -ZTII »{RS[FLEl 2= M} t deriro
X2 .
— v 5 M[Q&\,%rzﬂ&
Xq i }/ fez L K= | B
X LTIy X T 2% evduos por fucro
2] .

Hay €. 2y, .. 2n sinQulacidodes L\-imé o) .
4.7 Ceros de una funcién. Relacién entre ceros y polos -~

4.7.1 Definicién

Sea una funcion f: C ~» C.Decimos que 2, € C es un cero de orden m de f s

(2) = f1(z) = f(2) =...= f"(2,) =0 pero f™(z,) # 0 .

-
3

Una caracterizacion de cero de f(z) muy itil en la préctica es la signiente:

El punto z = z, es un cero de orden m de f(z) cuando:

g(z,) =0
g(z) es analitica en un entorno de z,

f(2) = (z—z,)"g(2) verifica {

4.7.2 Relacion entre ceros y polos de una funcién

Ceros y polos de orden m estin estrechamente vinculados. En efecto, Se puede probar que:

Si dos funciones p (z) y g(z) son analiticas enun punto z, y, p(z,) # 0, el cociente
p(z)/q(z) tiene un polo de ordcn m en zy Siysolosi g(z) tiene un cero de orden m
€n ese punto. -
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Parmite calcular el

valor de integrales

sobre arcos de
circunferencia cuyo
radio tiende a 0

Parmite calcular el
vaior de integrales
sobre arcos de
circunferencia cuyo
radio tiende a

Esto podr{a servir para
_ reaiizar integrales de
i Ziipo 3 pero con shimx)

chimx)

i

A.8 Aplicacién del Teorema de los residuos a integrales reales

impropias en el campo real.

si esta es convergente,

Jordan, que se enuncian a continuacidn.
4:8:1'Lemas de Jordan

-Jer-lema de Jordan

——
Sea-AB un arco de circunferencia de centro zg y radio £

Si lim(z=z)f(z)=k, keC,k=ow= lim @l;vjj(.-zacié:-j(ﬂg#ﬁﬁfbk‘

g0 _J
AB

-3er-lema de Jordan

2° lema de Jordan
Sea 4B un arco de circunferencia de centro el origen y radio R

Si limz- f(z)=k, keC,k#w =, }rim,ﬁ]“f(z')dzs: j(@y—8,)k -
o _IN':E ’ ’ . .

¥

Sea y una semicircunferencia de-centro el origeny radio R situada en el semiplane
Im[z] =0

g
o

Si lim £(2)=0 = lim [e/™ f(2)dz=0,nj> 0
. H '

Observaciones: .

* Eltercer lema de Jordan es vilido también en caso de que y sea cualquier arco
contenido en la semicircunferencia considerada

» Param<0, la curva y debe tomarse en el semiplano Im[z] <0

¢ Silaexponencial es €™, se tendra:

E! Teorema de los residuos se puede aplicar para resolver algunas integrales definidase

Hay que tener en cuenta que lo que en realidad se calcula con este método, es-¢l valor
principal (VP) de Ia integral. Dicho valor principal s6lo-coincide con el valor de la integral

Ademss al resolver los ejercicios de este tipo, 8 menudo hay que hacer uso de los Lemas de
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1QJOI En general no se
cumple directamente
que

[ rax= | rara

Muchas veces habra
que evitar 1as singulari-
dades sobre el con-
torno “esquivddolas®
con pequefas semi-
clreunferencias

)

2yl

4.8.2. Casos tipo

A continuacion se exponen los tres casos mds tipicos:
’ n .
» Tipo 1: Integrales del tipo L R(sen8,cos8)d6

Se realiza el cambio de variable:

z=e" = dz = je’’df = dz = jzdf = d6'=-d_—z
g2

fi - ji 1
e — g

send = T sem9=z_2?
Jé / 8 = jl

. s
cost?:f';—e cos@ = 22

entonces la integral se puede calcular haciendo:

Fr | 1Y g
_[2 R(senb,cos6)df = J'f-"R 2 _z+ z %
0 roto2j 2-

donde T es el contorno de la figura:

¢ Tipo 2; Integrales del tipo _Eof(x)dx siendo f(x) = %gc—; con
gr(Q(x)) 2 2 + gr(P(x))

Se puede deducir su valor “a partir de” la siguiente integral compleja:
[ 7@

donde I es el contorno de la figura:

semiplano /mfz]>0 | o ‘ -

R serd lo suficientemente grande como péra incluir todas las singularidades de f{z) en el
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Muchas vaces habra
gue evitar las singulari-
dades sobre el con-
torno "esquivadolas”
con pequefias semi-
clrcunferenclas

Tuln

- cosmx’
e Tipo 3: Integrales del tipo I f(x){ }dx
- sen mx

Se puede deducir su valor “a partir de” la signiente integral compleja:
L’f(z)e"'”" dz

donde I es el mismo contorno-del caso anterior

R seré lo suficientemente grande como para incluir todasas singularidedes de f(z)e’™ °
ent el semiplano fm/z]>0

Observacion geheral:

e A veces, nos pediran integrar sobre contornos distintos a los tipicos. Dado el contorno,
que en ese caso sera dato, nuestras herramientas serdn principalmente los lemas de
Jordan y la acotaci6n de algunas integrales.

4.8.3 Acotacién de integrales

En ocasiones es necesario demostrar que alguna integral tiende a 0 cuando R — w0 A
veces es suficiente con aplicar el segundo o tercer lema de Jordan, pero en otras ocasiones,
el contorno de la integral no permite aplicar dichos lemas. En estos casos es de gran
utilidad el uso de condiciones de acotaci6n. Normalmente usaremos las siguientes
propiedades:

i) J]il__[igvrj.f(z)dz =0 < ‘1?1111 i,J‘f’_(g)g'z =
& o C"'-}‘

Rl 5
ii) ,3‘ “ %
FEd

< ML , donde M cumple que {/(z)| <M VzeC yLesla longltud de C
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% TEMA 4 : RESIDUOS Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES
; Ejercicio 1§ Hallar las singularidades de !as siguientes aplicaciones y clasificarlas:
- 22
, = b
i a) f(z) ( +4)2 )y f(z)= @ _1)3
% 1 z—senz
g ©) J(2) = (z-3) sen— d flz) = =2
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Ejercicio 2 1 Hallar las singularidades de las siguientes aplicaciones y clasificartas:
14z
\ a) f(z)= e/ b) f(2)= zseﬂé c) f(2)=¢~
i - ‘
) )
\jz2
o) fay= e
a2
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. -2my Res [ f@)) 2=o=]
—_Po( _(ra,_lerf;). N

Res [_ﬂz—\, 2. =0 )+ Res [.}L;\ y =4 \ -

Elerciclo 3 1 Calcular la siguiente integral utilizando el teorema de los residuos:
e 5z-2
A dz
p T Li=? z(z-1)
i . S2-2 S2-2 =0
» J 2o =L e = snoplasidades {3 J
» 1= 2 : 2(=- 1) Z=
) =2
S SR P T R
121=2 ' z2z-\ .
h fgl=2
» °1 4 )2 Rez
g
» o (hlonausios resicues
P
. I.E‘-‘O | Qi {G_‘\= @ & 2-0 eg ongzpolo Locden 4)
. 2950 S el o
,b ‘ ‘ . 'Ql /g ~ . =2 .
ol = 2 ~0) £l = w e e
“; Q.= Res [¥LE\] = 03 El_\ué . ' -Zao- z_l.:&'-l\ - -
2= 1] Buw {B)= = & 221 e onpdo Lorden 1)
T 2 ) '
| o (s, 3F2 3
. = Res[{@ 2227 = Qiw @0 fueds m%-a i

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 65 04, 619 142 355

!
|



Calosomes Res [ {@), 2= 0] - RESL LB‘-‘;) ,mzo‘k

) S.__'_J.-_Z

- J) - . ,_,2')_——-— — 2ZWw-3 . A .[ ( \ -\-\er\e ST ":o\o ,;’;.i_.
¥(—-— N sz J 1 B J u)
== 1) il d-0y)
' wu Smple en v=o
@ ALY Ei\-f(@ Q. Q&\\egeao_ aOM ?c;\o ‘E.\\_p.p\ﬁ en-*._t-.-_m

pﬁt&e&:’(ﬂbﬁ& Q WOy We
sl )
Pcs[ ¥k 31'\1)-—(3] Rivs LW~ 0\[—__ _[k—)]

W0

Exso 0o sbg\\,g.,

.

G
24

Res[p\2), 2===]"

Dy W 2w-3 1 Liw 2U§FS—__§_;—3
> [L&)U—UJA—LLHO A-0 A

|

w=o

W
Y

-
i
l.d{'!_ =

- a'“'} Rex [_FLE\. E::-a] :'ZTI')L—'S\ . _).O‘l'l‘é

' .
tf

[ SN N SR SR R R - e R

T ™

>

_— o e s e e M. e st ol e e e A A e S AR ol callethammn, A A

e W et T g w e T et N T e e wt
—_— — — - o ke —— e .

R S A ™ I
% w T N W W w
R T S N L A A

W



Ejerciclo 4

Calcular la siguiente integral utilizando el teorema de los residuos:

Z+12

L1=2 6’25 dz

o' bée oo bdey

e L

w @ &

d

‘@ wwa&s

-

e L G S L 6 g
~:;::;;: -
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Elerciclo 6 | Calcular en funcién del parametro « la siguiente integral :

r dx
- (x- )(x* +a*)
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Ejercicio 7

1,

I. Estudiar los ceros de las siguientes funciones:
a) f(2) = (z-2)¢" b) flz) = z(e' D)

II. Apoyandose en los resultados anteriores estudiar las singularidades de las siguientes
funciones:

H

e‘senz _ e
a) f(z) = m by f(z) = ﬁz(l—e”)
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5.1 Definiciones L_)L?_’cﬂ__igg_e‘iiggj_

Definicion de transformada

En general una transformada integral de una funcién f(t) es:

Fljate que se trata de

una int I é- b
tica de parémetro p Fip) = [ K(p.t)- 1t

Existen muchas transformadas integrales y todas ellas se diferencian en la eleccién del
niiclo de la transformacién &(p, #). Los ejemplos mas notables de transformadas son las de
Laplace, Fourier, Hiibert, etc...

Definicién de transformada de Laplace

E t ignat
u:aeI: ?r::sgf:fmlg:asdee Sea [f(¢): [0,00) — € una funcién de vartable real definida V¢ >0

Laplace unilateral

Fliate que en aste caso L [f(t)] = F(S) = J.: e”'f(t) dt

s trata de una integral
Al |

de pardmetro §

Es decir, en nuestro caso se ténia‘ k(p,t) =e™ siendo seC. .
ea——

uly
e

F(s) es una funcion de variable compleja s € C que estard de ﬁgg@ para aguellos valores |
de s para los que la iniegral converja. :

Al fratarse de la transformada de Laplace unilateral, la regién de convergencia de F(s),
siempre tendra una forma semejante a Refs/>o . A esta region se la denomina semiplano

|de convergencia, v en é[, la fancién F(s) es holomorfa. A ose |a denomina abseisa de
convergencia

—

¥ | Voo por deftiy
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yéeex

La derivada de [ es
con respectoa ¢

Particularizacfones
paran=2y n=3

L.a derivada de F es
con respectoa s

n
Ir
-

523

52.4

5.2.5

5.2.6

522

(6D Rropiedsassdelm P eI TdsRIBEaplave

Sean dos funciones [ (¢) : [O,oo) - C y g): [O,oo) — C tales que sus

transformadas son:

Fis) =L(f)), Refs]>a y G(s) = L(g()), Refs]>B

respectivamente.

5.2.1 Linealidad

Liaf) + bg@)) =a L) + b Lig)

Cambio de escala

L{f(a) = -CI;F(S], Relsi

a a

Desplazamiento en el dominio de ¢

J -
LU-ayura) = e F(s) L u(+_—a)]= =€

Desplazamiento en el dominio de s

| L(e‘"f(t)) = F(s—a);Rc[;v]S'a+a . R
L"_(F(s—'a)) = e” f(r)

Diferenciacién en el dominio del ¢

LS @) = sF(s) - £(0)

}\ .

Generalizando lo anterior a la derivada n-ésima tenemos que:

LY@) =S FE =SSO = #770) = 8 [ 0= S0

n=2 L{f"(D) = s’F(s) - sf(0) — £ 70)
n=3 L") = $F() - sS£O0) - sf(0) - f(0)
-0 & (f)): FI)

Diferenciacién en el dominio del 5

Ltf®) =-F'(s) = LUF(s)=-tf®)

(hande Me0s 1o Mol F&Y o egio 1o Aene. Eu&l’t& A=

Qs

‘Generalizando lo anterior a ]a derivada n-ésima tenemos que: u\\e%((](j@ .

» d"F(s)

L") = (-1) = ne N
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%

b
®
»

Veremos la demos-
tracién en un ejercicio

il

5.2.7 Integracion en el dominio de f =) se uhliTa CUoKD QURFEIOS bl

(s - 0

c.f:so*(cs: \(wiler deint? Fianpo

5.2.8 Integracién en el dominio de s

L(%{’—)] - [Fas = L-‘([’F(s)ds) = I—:(t')

11ansforwedo,
de wplaccde fLt)

5,2.9 Transformada de la convolucion

Se define la operacion de convolucion entre dos funciones f y g como:

(o)) = [ ft-7) g(r)dr
La transformada de la convolucion es:
L @) = F(s)-Gls)
i) + g1t s FHAS)
Sewper | : y
Xisi= 2 [shixld ﬁj 61] ey (e ShEF T

(MOUTR se puede Q’n\lem en Bnes  Cuanp x&. MO salvesiy YoNof
(0 HORfoadn. daxErutine ireperdiente .

5.3 Tranformada de Laplace de una furicién éeriédica

Sea f{¢) una funcién periédica de periodo T > 0. Entonces se cumple que f{t)=f(1+7)

Se puede demostrar:

LIE)= — = [f)emds

E o ——

l ____;,_._1——-
duskatch en Sephanbe. OV
9.3
P’
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5.4 Transformada inversa de Laplace

5.4.1 Definicion

{Sea f(1): [0,00) — C ysea sutransformada F(s) = L (f({)), Re(s)>o.
Se define la transformada inversa de Laplace de la siguiente manera:

| w—rm 2w

— e - 1 *je o - I : A sf
[ = LEF () "3 f_pe F(s)ds = > lim [ e Fsyds

%Y B TTEYY FIEEY

5.4.2 Calculo efectivo de la transformada inversa

En este caso nos dan como dato una funcion en el dominio transformado F(s) = L (f{#) )

y nuestro objetivo es calcular f(f) = L£'(F (s)). Normalmente para conseguirlo ne
utilizaremos la definicién dada mas arriba. En su lugar tenemos dos métodos practicos que
son los siguientes:

Este método se basa | &) Mediante residuos
en lo aprendido en el

t - . ,
ema 4 Sea F(s) = L (f(#)) analiticaen Re(s)> o con un nimero finito de puntos singulares
p
81, 52, ..., Sy ¥ ademas lim F(s) = 0. Entonces se verifica que:
JOJOI Fijate que el 1 yw o ." S o
sumaterio no esta = ; st = o, o
- multiplicado por 2% f(t) - 27 ;]Jl-l;[l — € F(S)ds' ZRGS[F(S)Q »5 s"]
- k)

Ademds la funcién de :
la que se caloulan los n \
residuos no es F(s) . \(—’g_ - e ‘“-'P '
Caso particular:

l':nﬂ;

BRI g ok . N
)

w5ty

Si F(s) = % con grad(P(s)) < grad(Q(s)) Y 51,82 ..., Sm; MSH son pb]os
A . . ’

simples de F(s) entonces la anterior formula se puede simplificar como sigue:

iRes[F(S)e" ¥ =SJ e Z 5'((?.)) e”

J=l

Lo mas habitual es Tei r :
emplear los métodos b) Util cuando F(s) es una funcidn racional

y ¢) de manera com-
binada, como veremos

en los ejercicios c) Mediante propiedades v tabla de transformadas

Se trata de manipular algebraicamente la expresién F(s) con el fin de afribuir las
propiedades de la transformada de Laplace y poder aplicar algunas de las transformadas de
la tabla. - '

)
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Tabla de Transformadas de Laplace

V
X
N
» .
%
) )
»
:
£
»
»

ftt) F{s}:ﬁ(f(t})
1
1 - Res> 0
s
eT* L Res> —Rez
s+ z
n n!
t"(n=1,2,.) peve Res>0
— n!
t"e ‘(n = 1‘2'..) kT.t_z—)“"'T RCS > —Rez
" sen =zt m Res>|[mz|
s
cos zt i f?es >'|[rrf z| |
wsh ozt : '2,'2",2.- Res>'Rez[
K 8¢ —z .
) (]
ch zt 23 - ’Rcs>|Rez|
s2 -z
—wi Z . - :
€ sen zit m o™ fte (s+w’) > |Im Zl
e~ cos zt stw Re (s +w) > |Im z|

(s + w)? + 22

Ref: W. R. Derrick, Variable Compleja con Aplicaciones, 1987.
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TEMA 5 : TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ejerccio1 | Calcular la transformada de Laplace de las siguientes AT utilizando la definicién

de la transformada:

a) f(e1)y=1
by f(t)y=¢€e", zeC, zcte
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Ejercicio 2 Caleular la transformada de Laplace de las siguientes funciones  utilizando las
.| propiedades de la transformada:

a) f(t) = senz

b)) f(4) = coszt
c) f(t)="e"senzt . ;
d) () = e™roszf o }1
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Ejercicio 3 | Resolver la EDO de segundo orden siguiente:
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At
TEMA 5 : TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ejerckio 1 | Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones utilizando la definicién
de la transformada:

a)y f(r)=1
b) f(r)y=¢""', zeC, zcte

¢) f{t)y=1t", neN
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Ejargicioz’] Caleular la transformada de Laplace de las siguientes funciones utilizando las |

>

£ | propiedades de la transformada:
‘B : a) f(r) = senz

» ) 1 b () = cosat

PK ) c) f{t) ="e"senzt
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b Flercicio 3. | Resolver la EDO de segundo orden siguiente:
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Ejercicioa | Calcular las siguientes transformadas inversas:
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/\ * Elercicio4 | Calcular las siguientes integralesTeales ntilizando téonicas de varisble compleja:
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jercicio 10 | (Cajcular _E'Z_

4%

a) Utilizando la rama definida por k=0 y -z <arg(z) <«
b) Utilizando la rama definida por k=0 y 0 < arg(z) < 27
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