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S1 alguna vez estos
apuntes te sirvieron
de ayuda, plensa que
tus apuntes pueden
ayudar a muchas
otras personas.
Comparte tus apuntes
En i1ndusbol.com o
simplyjarod.com
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TEMA 1.- ESPACIOS VECTORIALES

1.1.- Sean F'y G dos subespacios de R'® de dimensiones 80 y 50 respectivamente. Determinar
<

la minima dimensioén que puede tener el subespacio F M G.

1.2.- Hallar el maximo nimero de polimonios del sistema
G+ x-2° x(x+1)(x-2)

xx+3)(x-1), Xe+2x-1), G+1)7E-2)°

que son linealmente independientes.

WSolucion:  (x,x,1-3%")

1.6 Si [v,,v,,v,.v,.v,
(v‘, v, +V,, y +;;,;;+Z)
1
-1
Solucion: | 1
-1
1
4=0
hallar una base del subespacio M N N.
Solucién: (1,1, 2,0, 2)

S

s

R —-
s,




1.9.- Sean E un espacio vectorial y L;, L,, L; subespacios vectoriales de E. Decir cudles de las
siguientes proposiciones son verdaderas:

a) L+ L,+ L; esunasuma directa < L, mL2=L1mL3=L2mL3=< 0/
b) Una condicién necesaria para que L; + L, + L; sea suma directaes LiNL,NL;= {0}
c) Una condicién suficiente para que Ly, L,, L; sea suma directa es que Ly N (L, + L3) =
=L,NLi+L)=Lin(L+L)=130¢ <
d) Ly, L;, Lyesunasumadirecta <> (LiNL)+ (L NL)+ LN L) = 10 '

verdaderos:

a) SidimM =dim N =2, entoncesdimM N N=1
b) Sidim M=2ydim N=1, entonces R> =M ® N*.
¢) SidimMNN=1,entonces M + N=R>

1.12.-Sean R 'y Q los
espacio vectorial (

=156

cuerpos de n ' racionales respectivamente. Se considera el
2 5 _

Solucion dimM+N=6




TEMA 2.- MATRICES

2.1.- Calcular la matriz:
8 4 677

12 6 9
-20 -10 -15
i -1
. . o -1
2.2.- Calcular la inversa de la matriz: 0 0
0 0

tienen traza nula.

0 b
los pardmetros a, by ¢ que hace qu

2.4.- Dadas las matrices A=[a cj y B

2.5.- Dada la matriz 4

donde L es una mat angular inferior invertible y con elementos diagonales iguales a
la unidad. 2 '

S AN

1 1
Solucién: |0 3
0 1

). = r(B), entonces r(4B) = r(A).
)= n, entonces r(4B) = r(A).

Solucidn: a,c

0
2.7.- Hallar la inversa de la matriz 0 donde i es la unidad imaginaria.
2

Solucion : 1
2

S = =
- O O




2 0 0
2.8.- Hallarlainversadelamatriz |0 i 1 |dondei eslaunidad imaginaria.
0 -i 1

Vi

Solucion : 0 -4

2.9.- Siendo 4 una matriz real cuadrada de orden n, cuiles de las siguientes pro
falsas:
a) A invertible < rango de 4 es igual a n.

b) Ax=b tiene solucién => 4 es invertible
¢) detA=0=>VbeR" (4dx=b es incompatible)

2.10.- Calcular la inversa en Zs de la matriz

[Solucién: (1, ~1,1)|

en m, no diagonal y tal que se verifica A 4+2=0.
; nsion d espacio vectorial formado por todas las combinaciones
lineales finitas de potencias enteras de 4.

2.13.- Sea A4 una matri

Solucion: d=2

. 17 -1 1
era columna de la inversa de la matriz 4= 1 1 1
o0 0 1
-1
Solucién : (A'1 )3 =0
1
17 2 1
2.15.- Calcular el factor de Choleski de lamatriz |2 13 5
17 5 27

Solucion :

-~ N =
-~ w O
OO




TEMA 3.- APLICACIONES LINEALES

3.1.- En el espacio de las matrices cuadradas reales de tercer orden se considera el
endomorfirmo definido por L(X) = AX, siendo

S

1]
N A =
o ;N
©c o W

Hallar la dimension del ntcleo de este endomorfirmo.

3.2.- ;Cuales de las siguientes afirmaciones son correctas?

a) Una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de
solo si es suprayectiva.

b) Si ¢es un endomorfismo de un espacio vectorial de dimension finita:; = },

d) existe uek’,u#0 tal que

oli=0)

ISolucién: b, c, d

3.;’7 Dado el endomorfismo T e

X3) = (x; + X2, X + X3, x3 + x1); calcular la
v dimension de Ker T.

ci(')n lineal de R® en R* se sabe que transforma el vector

o

Solucion :

0O O O ®

3.5.- Calcular la primera columna de la matriz (exﬁresada en la base canénica de R®) del
endomorfismo de R’ que transforma la base ((0,0,1), (1,1,0Y, (2,3,4)") en la base canénica
deR’. ‘

4
Solucion : 3
-1




3.6.- En el espacio vectorial R*, formado por las matrices reales de 2° orden, sobre el cuerpo
R, se considera la forma cuadrética q(z) = f(z, z), asociada a la forma bilineal, para todo
A, B e R*%:

f (A, B) =traza ((A - B) — (traza A) - (traza B)

la base R formada por las matnces

170 0 1 00
Ef‘oo E2"00 E31o

Solucién: | 1




TEMA 4.- CAMBIOS DE BASE

v//; 4.1.- Se considera el endomorfismo f'de Ry(x) cuya matriz respecto a la base

B=(-1,1+x1+x)es

S O

11
1 1]. Calcular la matriz de f respecto a la base v
01 ’

£3

/ 43.- Se considera en R? un endomorfismo f que, 1esp ( eB = luy, uz) tiene como

U1 —u2,u1 +u2).

(0 -2
Solucion : (_ 4 5)

h - 12
_matriz respecto de la base (v1,vz) es (3 4)

, -1
Solucion :

atriz respecto de la base B = (e , ,5 - 22) siendo (Z é;) la base candnica

4 -5
Solucion :
olucion (1 _3j




5.1.-

5.3.-

N
4

‘ %:5* .+ En el espacio vectorial de los polinomios:

\\_/

TEMA S.- APLICACIONES LINEALES CON POLINOMIOS

En el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que 2, se
considera el endomorfismo definido por f{p) = p-p’, donde p’ es la derivada de p.
Determinar la expresion del endomorfismo inverso de £.

—

asocia a p(x) el polinomio x’p(1/x). Hallar la matriz de esta aplicacién en'la
por los polinomios x*,(x+1)* y (x-1)>.

Sobre los polinomios reales de grado menor o igual que 2¢se eraila

considera el endomorfismo ¢ definido p
9 (P(x))=P(2x

Determinar la matriz de ¢ r

Solucion :

S O =
S - N
- O

Solucion: B Ker f =(1, x)

[] el espacio vectorial de los polinomios reales y ¢ el endomorfismo definido

o (p(x))=(x-7)p'(x).

Escribir un autovector ménico de ¢ asociado al autovalor 1.

Solucion: (1,~14,0,00,...0)'|




5.7.- En el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que 2, se
considera el endomorfismo ¢ definido por ¢ (P(x)) = P(2x + 2) — P(2x — 2) + 2P(x).
Determinar la matriz 4 de ¢ respecto de la base (1,x,x%).

Solucion :

5.9.- Sea ¢ el endomorfismo del espacio de los polinomios de gr.
asigna a cada polinomio p(x):

o ()= [+ )




TEMA 6.- CAMPO COMPLEJO

6.1.- Determinese el valor de a para que la ecuacién ~ az+(2+7)z=i
represente una recta en el plano complejo.

Solucion: a = 2-j

6.2.- Se consideran las raices trigesimooctavas (de orden 38) del nimero complejo —
el producto de todas ellas, exceptuando la de menor parte imaginaria.

viene expresado en radianes.

6.4.- Calcular todas las raices complejas del polmomlo X — 2
producto de dos de ellas vale 3.

Solucién : 11

=1+i cuya parte real sea negativa.

S

——

2

Solucion :

opuestos de un cuadrado, determinar el tercer vértice,
_que’la parte imaginaria sea estrictamente negativa.

6.7- Si2+iyl-2
distinto de los anteriore

Solucion: 3-—i

el polinomio ménico cuyas raices son las siete raices octavas de la unidad

. r 7 6. 5 4 3 2
Solucion: p(z)=z +z +z +z +z +z +z+1

6.9.- Sabiendo que el polinomio, de coeficientes reales: p(z) =4 z' — 1222+ 1322~ 122z +9
tiene la raiz compleja z, = i. Calcular las restantes raices, indicando si son multiples o
simples.

Solucion: z,=—i (simple)

3
2353 (doble)




TEMA 7.- ESTRUCTURAS

7.1.- En el cuerpo de las clases de restos mddulo 7, calcular la suma de las soluciones del
sistema de ecuaciones

(5}+ (5] =[5]
-l = 1]

Solucion :

7.2.- Sea el espacio vectorial (CR,+,.) y sea f la aplicaciéon lineal :q ¢
z € C enz— 2z *.Calcular la matriz de f respecto de la base (1+i,1-i).

7.3.- Sea el espacio vectorial de los nimeros complejos sobre el ales
las coordenadas, respecto de la base (—Jg +i,\3 +i), del nimero complejo:l. + i.

S 11
2J3 223 2
7.4.- Sea el espacio vectorial (Cz,Q,+,-). Calcule
aquéllos cuyas bases son, respectiva
Solucion : 1+(;/§

7.5.- Decidir cuéles de los

a) dim(C™ R+,
b) dim(C™, €

(C%L R,+, ), ysean My N dos subespacios de E tales que
(1+z1 ( 1-i,4/2 ”
[(2,1 +2 )‘ (2,2-i) }

Encontrar una base de MU N.

Solucion : (2,1 + \/E )

7.7.- Escribir el valor del determinante de una matriz de orden n cuyos elementos son todos
iguales a 1, salvo los de la diagonal principal, que son nulos.

Solucion: (=1)"" -(n—1)




7.8.- Calcular las raices del siguiente polinomio:

N W =N
W N N =
- NN W
N.o=-a WN

7.9.- Sea (R%+,x) el anillo formado por los pares ordenados de néimeros re
leyes de composicién internas:

(ab) +(cd)=(a+cbhb+d
(@b)x(cd)=(@-c-b-da-d+b-c)Va, b, c,deR.

Se pide, en caso de que exista, el elemento inverso del (I

ase del subespacio

2) y (2i3)

Solucion: —+3 +i

epac1o vectorial de los polinomios con coeficientes en el cuerpo Z;.
) de dividir x* + 2x* + 3x + 4 entre 2% + 3x + 1.

|Solucién : R(x )=2x+3|

7.14.-Sea M = {(a,b)e R%, b= O}. Se define en M la operacién *:

(a,b) * (cd) = (a + ¢ — 1,3bd)

Calcular el elemento simétrico (respecto de *) del par (4,1/7).

Solucion : (—— 2, Z)




7.15.- Se considera el espacio hermitico C? dotado del producto escalar < x, y>= x y. Sea f

. x X, +ix
el endomorfismo definido por: f| 7 |=| 1 .2
X 2 X 1~ x 2

Determinar la matriz —respecto de la base canénica- del endomorfismo adjunto de f.

aplicacion respecto alabase B {1 —i, i }

7.17.-Siendo C el cuerpo de los ntimeros complejos, se consideran
sobre C, el subespac1o L, engendrado por los VCCtOI‘CS*
b= (3+i, 1-3i, 3-4i)' y el M de ecuacién analitica

X1+ 3x; — 2x3 =’

Hallar una base del subespacio LM

7.18.-La cuaterna (R, Q, +, -), dond )t onjunto de los nimeros reales, Q el de los
racionales y los signos.(+) ) ,
estructura de espac?% b1 uerpo Q de los nimeros racionales considerados
como escalares. Slen el subespaci %%ectorial engendrado por los vectores: 2, 3, 7,

os vectores: 1, 2, 5, +/2,4/5,+/10 . Hallar una base

Solucion : 1&,1/5\/5«/7,\/1_0

R I |
Solucion: A —(5 3)

7.21.-Sea M = {[Z Zja e R{0}} . Determinar el elemento neutro del grupo (M.*) donde *

representa el producto ordinario de las matrices.

Solucion : % %




8.1.-

8.2.-

8.3.-

8.4.-

TEMA 8.- SISTEMAS DE ECUACIONES

Calcular el valor de a para que sea incompatible el sistema:

x+tytaz=1
xtayp+z =a
ax+y+tz = aqa

Hallar el valor del parametro a para que el sistema de ecuaciones

1 a a2 a X4 1
a 1 a a ||*2]|_ 1
& a 1 a Xq 1
as a2 a 1 |[* 1

Determinar el valor del pardmetro u para que el sistema de ec
x+2y+3z=1
4x+5y+6z= 7
7x+8y+Az=u

tenga infinitas soluciones

(a) Si el sistema Ax i cid ien onces es indeterminado.

(b) Si a=2, existe’ 1,22,&3}ta1 que Au1=0Vi=123.
() Ax=b es, |

tema Ax =0 tenga solucién unica. .

Solucion: a,b,yd

a \[x, 1
a || x, _ 2
-3 )\ x n

n

Solucion : a #| 3,

n-—1




8.6.- Calcular los valores reales de a para que el siguiente sistema sea compatible:

x+y+z=0
~x+3y+az=1

2
x+9y+a"z=a

8.7.- Para qué valores del niimero real a no existe solucion del siguiente siste

ax + ay + az =
ax + (2a-1)y + 2az =
ax + ay + (2a+1)z

|
{
+
N




TEMA 9.- DETERMINANTES

5,

('2\ 9.1.- Calcular el determinante de la matriz

jt s

\ g - - - -
\f 102030 0 0
N ~ s

0 2N0 1 073

R v

203010

01 0250 1

1.071 0 20

‘19.2.- El determinante de una matriz A de tercer orden vale 7. La matriz B se obtic
cada fila de A la suma de las dos restantes. Calcular el dete te.de B."

' 9:3.- Determinar la raiz multiple de la ecuacién en x

- R - %
Q = X =
L G SR N Y

olucién: x=a (2)

\j 9.4.- Hallar el determinante de la matriz (@ ilqueay; = 1sii#j;a;,=5; a;=0
parai=22, ..,n~1; a,,=1..

Solucion: 4 (-1)"]

-3 3 1 -1
713 3 1 1
3||-1 -1 3 38
1 -3 3){-1 1 -8 3

9.5.- Calcular el determin

Solucion:  160.000

yas columnas son, ordenadamente, v1,v2,v3,y cuyo determinante

_determinante de la matriz

-

v1I+v2 +v3

-

V+v3

V1 —v2 —Vs)

2x 1 0 0 0
1 2x 1 0 0
0
1

7% 97.- Calcular la raiz de mayor valor del polinomio: ~ Py(x)=|0 1 2x 1
g 0 0 1 2«
%
A 0 0 0 1 2x

Solucion : ‘/‘:’;A




iguales a 1 salvo los de la diagonal principal que son iguales a 3.

9.8.- Hallar el determinante 4 de una matriz cuadrada de orden n cuyos elementos son todos

Solucion :

9.9.- Calcular el valor del siguiente determinante:

Z 7 -

N




TEMA 10.- MATEMATICA DISCRETA

10.1.-Hallar los valores de a para que el siguiente sistema en Zs sea compatible

axtytaz=1
x+tay+z=1
xty+z =a

10.2.-Sea P un polinomio moénico de grado 3. Calcilese el valorso nuloic
cada raiz de P es producto de las otras dos. i :

10.3.-Calcular el valor exacto de la suma de los
(xn ))120 definida por

4xpi2 = Xy, X, =8,

|Soli¢ci0'n.' 4

Solucién: 19

division de un polinomio entre x — 1 y x + 1 son 11 y 15
eterminar el resto de la divisién del polinomio entre x* — 1.

ISolucién:-2x + 13|

2100

el'resto de la division entera de entre 7.

olucion:

erminar a para que el polinomio p(x) = x* - 8’ + ax’ -32x + 20 tenga dos raices
cuyo producto sea igual a 2.

10.8.-

|Soluci0'n Doa= 24[

10.9.- Hallar el maximo comun divisor ménico de los polinomios

Pi)=x-3i +x-3i y O(x) =x’=3ix’ + 6x— 18i
ISolucién: _x— 3§




10.10.- Calcular todas las raices de la ecuacién ctibica x’ — 2x — 4 = 0.
lSolucio'n: 2,-1+1i-1- 1

10.11.- Calcular el valor de a € R para que el polinomio P(x) = x* = 3x% +ax — 2 tenga dos
raices cuya suma sea 1.

\Solucién: a =3

10.12.- Calcular un polinomio P(x) de grado menos o igual que tres tal que P(— 1)
P@O) =P2)=-1.

Solucion : ——%(x—1Xx—2)x——%(x+1)x (x—

10

Solucion :

10.15 , orma de fraccién racional
grado < 3 en los pares: (1,1);
Solucion : 72
10.16.- Determinar el resto 7.(x) de divic - tix —3 entre 2+ 1.
' ‘ lSolucio’n: r(x)=x-—2|
10.17.- Calcular L (-2), siendo .el'polinomio de interpolacién de Lagrange de grado menor

o igual que 2sen 108 pares (-152), (0,1), (1,1).

|Solucion : L(-2)=4 |

10.18.- Calciilarzel poo o:de interpolacion de Lagrange con grado < 4 de la funcién
en(x) puntos ~27 —-7x.0x.27 .

Solucion: p(x)=0 l




TEMA 11.- DIAGONALIZACION

11.1.- Hallar el subespacio propio asociado al mayor autovalor de la matriz

o011
1701
1710

_ : Solucién: -2x, +

'11.2)- Sea 4 una matriz compleja, cuadrada de orden n. ;Cuéles de los siguientes enunciados
son ciertos? £

b) A puede no tener ninglin autovalor.
c¢) Si A4 es diagonalizable, 4’ también lo es.

diagonalizable, tal que 4* = 4, calcular su valo @g T
de los mismos. V )

a) b<1

Solucion : b) b<2

X(x) de los polinomios reales, se considera el endomorfismo
= xP’(x) + P(x). Determinar el conjunto o de valores propios de

Solucion : {1,2,3,...}[

os valores reales de o para los cuales la matriz

1
0
3a+2

S O O
O = O

es diagonizable en R.

Solucion: ae (—'—— oo)




0

0
2+i -1 |, determinar su valor propio de mayor
2

i
11.7.-Dada la matriz compleja 4=|1
1 —1+i

mddulo.

Solucion: A =1+i l

U

y - Determinar para qué valores de m R la siguiente matriz €

m+3 m?-10
1 m+1
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’Z}JQ'O ,

M. E. Dominguez, P. Gémez 1

3.1. Ejercicios

v/ }(~ Una aplicacién lineal L de R? en R? viene determinada por las condiciones

L(3,5) = (2,—-4,1) y L(1,2) = (-5, 3,4). Hallar la matriz que representa a L en las bases
canénicas de R? y R3. Calcular la imagen por L del vector (2, —1).

3G~ SiT es el endomorfismo de R? que cumple 77(3,2) = (9,11) y 7(2,1) = (5,3),
hallese la matriz de T en la base canénica del espacio.

/ %— Para cada ntimero real a se considera la aplicacién lineal del espacio R* en el

espacio R? asociada a la matriz
1 a -1 2
2 -1 3 5 |.
1 10 -6 1

Hallar unas ecuaciones paramétricas del nicleo de la aplicacién y una base del subespacio
imagen de la misma. ’ :

\} %— Sea f el endomorfismo de R® definido por

f(1,1,1) = (1,2,3);
f(17 1,0) = (Qa O> _2);
f(1:07 O) = (37 2, 1)'

1. Escribir la matriz de f respecto a la base canénica de R3.

2. Determinar unas bases de ker f e Im f, asf como unas ecuaciones cartesianas de los
mismos.

3. Dado el subespacio M = L[(1,2,0), (2,1,1)] de R3, determinar una base de f(M).

g/%é_ Se considera la aplicacién lineal de R? en R? asociada a la matriz
1 2 3
M = ( 4 5 6 ) '
Determinar la matriz que representa a esta aplicacién en las bases

((1,1,2), (1,2,4), (2,4,7));  ((1,1), (2,3)).

ﬁm— Dado la aplicacién lineal del espacio C? asociado a la matriz

[ 1 1+ )\
l—2 -1 )7

hallar la matriz que lo representa respecto a la base ((1,1), (¢,1)).
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i
; 1. Calcilese el rango de A.

. Calcilese el vector suma de las columnas de A.

3.8.— Determinar las ecuaciones de las siguientes transformaciones del espacio R?, in-
dicando cuédles de ellas son lineales:

J1. La simetria respecto al origen, la simetria respecto al eje OZ y la simetria respecto
al plano XOY'.

% La proyeccién sobre el plano z = 0 y la proyeccién sobre el eje OZ.
T

itivo de un dngulo 7 en torno al eje OZ.

“74 La traslacién definida por el vector (1,1,1).

W : : .
5. La homotecia de centro el origen y razén 2.

3.9~ Responder la siguientes cuestiones:
;sf Hallar la matriz de proyeccién ortogonal sobre la recta z = y = 2z. Calcular asimis-
! “mo la matriz de simetria respecto a esa misma recta.

\32/ Escribir la matriz de proyeccién ortogonal sobre el plano 2z +2y+z = 0 y la matriz

!/ de simetrfa respecto a dicho plano.

s

, \ Hallar la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio de R* determinado por
f las ecuaciones

0,
T3+T4 = 0.

{ T1 + Ty

3.10.— Sea A € C™*". Demostrar que ker A®A = ker A y deducir la igualdad r (AhA) =
‘7 (A). Probar también que A"A = O siysélosi A= 0.

3.11.— Responder la siguientes cuestiones:
1. Comprobar la férmula

(I, +UV) =1L, -UI,+V'U)'V,; UV eR™"

4
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2. Utilizar la férmula anterior para hallar la inversa de M cuando exista.

a b b - b b

b ab --- b b

b ba --- bd
M= :

b b b a b







’Z}JQ'O ,

4 Algebra (Ejercicios)
Resultados.

3.1.— La matriz de L respecto a las bases canénicas de R? y R3 es

2 =5\ /4 29 —17
—4 3 (5 2) =| -23 13|,
1 4  —18 11 )

y la imagen por L de (2, 1) es

29 ~17 0 75
~23 13 ( ] ) = -59 |.
.18 11 AT

3.2.— La matriz de T respecto a la base canénica es

1 3

-5 11 )°
3.3.— Paraa =3, dmImA =r(A) =2y dimker A = 4 — 2 = 2. Unas ecuaciones
paramétricas del niicleo son

xy = —8a — 1743
Ty = da + /3
T3 =To
Ty = 7,6

y una base de la imagen es ((1,2,1),(2,5,1)). :

Paraa # 3,dimIm A = r(A) = 3, dimker A = 4—3 = 1, la aplicacién es suprayectiva,
la base candnica de R? es una base de Im A y unas ecuaciones paramétricas del nicleo
son:

11311‘——‘11&
ZB2=O
g =«
Ty = —du

3.4~

1. La matriz pedida es

3 -1 -1
2 =2 2 1.
1 -3 5

2. Una base del nticleo es ((1,2, 1)) y una base de la imagen es ((3,2, 1), (-1, -2, —3)).
Unas ecuaciones cartesianas del niicleo son 2z —y = 0;y — 2z = 0. Una ecuacién
cartesiana de la imagen es z — 2y + 2 = 0.

3. Una base de f(M) es ((1,—2,-5), (4,4, 4)).
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3.5.— La matriz pedida es

(1 2)'1(123) i%i _<~15 —25 —47)
L1 3 456)|,, 12 21 39

3.6.— La matriz de paso de la base candnica de C? a la base ((1,1), (4,1)) es

por lo que la matriz buscada es

af 1 14iNg [ -1 1+
P (1—z' )Pl 1 )

3.7.—

1. Puesto que 4 = dim(ker A) 4+ dim(Im A) y 1 < dim(Im A) < dim(ker A), la tinica.
posibilidad es dim(ImA) =1 y dim(ker A) = 3 , luego r(A) = 1.

2. Observamos que (1,2,3,4) + (4,3,2,1) = (5,5,5,5) y (4,3,2,1) € ker A, luego

1 5 ' §
1 1 5 S
Al+...+A,=A ==-A =| 3
1 5 5 5
1 5 1
3.8~
1. Simetria respecto al origen: Si(z,y,2) = —(z,y, 2); simetria respecto al eje OZ:

S2(z,y, z) = (—=, —y, 2); simetria respecto al plano OXY: Ss(z,y, 2) = (z,y, —2).

2. Proyeccién sobre el plano z = 0 paralela al eje OZ : Pi(z,y, z) = (z,y, 0); proyeccién
sobre el eje Oz paralela al plano z = 0: Py(z,y, 2) = (0,0, 2).

)
57N

3. Giro de dngulo /2 alrededor del eje OZ : G(x,y, 2) = (=y,%,2).
4. Traslacién definida por (1,1,1) : T(z,y,2) = (z+ L,y + 1,2 + 1).
5. Homotecia de centro el origen y razén 2: H(z,y, z) = 2(z,y, 2).

Todas las transformaciones anteriores son lineales excepto la traslacién.

3.9.—
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ZEE (-1 8 4
P=c|442]85=5| 8 -1 4]
9 9 1 I\ 4 4 7

2. Puesto que el plano 2z + 2y + z = 0 es ortogonal a la recta del apartado anterior,
la. matriz de proyeccién ortogonal sobre el plano es I — P y la matriz de simetria
respecto a dicho plano es 2(I - P) —I=1— 2P.

3.
1 -1 0 0
Il -1 1 0 o0
21 0 o0 1 -1
0 0 -1 1
4,

[ 12 4
sl 4 1 -2
2 4 1

3.10.— El contenido ker A C ker A®A es trivial. El contenido ker A*A C ker A se
deduce de la siguiente proposicién:

ucker A"A & A"Au=0= (Au)"(Au) = u"A"Au=0c Au=0< uckerA.
Por tanto, r(A"A) =n — dimker A*A =n — dimker A = r(A), y
A"A =0 karAPA=C" o kerA=C"< A =0.
3.11.—

1. En caso de que la matriz I,, + V*U sea invertible, basta multiplicar I, + UV® por
I, — U(IL, + V*U)"1V* y observar que el resultado es la matriz identidad.

2. La matriz M se puede escribir de la forma

siendo u el vector columna cuyas componentes son todas iguales a 1. Aplicando la
férmula, la inversa es:

a1 (b ,
M —a—b(I a—b+mb) )’

lo cual pone de manifiesto que M es invertible sia #£ by a+ (n— 1)b # 0.

4
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4.3. Ejercicios

L}.ﬁ.— Resolver por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2¢+4y+82=6

2z —y+3z+u+4dv=2 dr+y+92 =12
dx+y+8z+u+12v =13 J z+2y+4z2=3
—6z + 15y + 4z — 5u +v = 27 bz — 4y + 62 =15

3z+o5y+11z=9

Discutir segin los valores de los pardmetros a y b los siguientes sistemas de
ecuaciones

or+y+z=1 ar+y+bz=1
J z+ay+z=> f z4+ay+bz=1
z+y+az="b z+y+abz="b

4.3.— Encontrar los vértices de un tridngulo cuyos lados tienen por puntos medios los
puntos de coordenadas

(4’ 1)7 (27 3)7 (67 2)'

i Quedan determinados los vértices de un cuadrilétero si se conocen los puntos medios de

sus lados? Generalizar estos resultados al caso de un poligono con un ntimero cualquiera
de lados. V

4.4.~ Calcular, empleando el método de Gauss-Jordan, las inversas de las matrices

1 41 }1._31_2
2 92 1—;1—1
5 -2 6

1 —¢ -1 1

4.5.— Hallar, usando el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz

1 a a® a® a*
01 a d® a
00 1 a a
00 0 1 a
00 0 0 1

Probar que una matriz triangular es invertible si y sélo si todos los elementos de su

diagonal principal son distintos de cero y que, en ese caso, su inversa es una matriz
triangular del mismo tipo.
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4.6.— Calcular, mediante el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz

1 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
0 -1 2 -1 0 O
0 0 -1 2 -1 0
60 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2

Generalizar el resultado obtenido a una matriz de orden n que tenga la misma estructura.
Este ejemplo pone de manifiesto que la inversa de una matriz dlspersa no tiene por qué ser
ella misma dispersa.

%.—— Determinar la solucién de minimos cuadrados del sistema de ecuaciones

3z+2y = 1
2z—4y = 3
Sr+2y = 2
4z -3y = 0

hallando y resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones normales.

4.8.— Determinar la solucién de minima norma del sistema de ecuaciones

3z1 4+ 220 —bx35+24 = 3
221 — 429+ 323 —bxy = 1 °

4.9.— Sean uy, u; € R3 linealmente independientes. Para cada v, b € R3 se considera el
sistema de ecuaciones ‘

(ug|ug|v)x =b. (%)

Se pide razonar para qué vectores v y b la solucién de () es el conjunto

{(0,0,2) +(5,-1,1), a € R}.

></m

?{ Determinese la proyeccién ortogonal del vector (1,2, 1) sobre el subespacio vectorial
de R3 de ecuacién z; + 23 — z3 = 0.

10 1
\g: Calcilese la solucién de minimos cuadrados del sistema | 1 1 Ju=| 2
2 1 1

%






4. Sistemas de ecuaciones lineales

4.1.— Lasolucién del primer sistema es \:c = 3— z~——v Y=35—52—50, U= —%—gz+%v
Vz,v € R. La del segundo resulta z = 2y + 3 z=—y, Vy € R. '

4.2.— Aplicando el método de Gauss, el primer sistema es equivalente a.

11 a b?
0 a—1 l-a b(1—b)
0 0 (l-a)a+2)| 14+b—(a+1)¥?

Por tanto, es compatible determinado si y sélo.si a ¢ {1,—2}. Si a = 1, obviamente el
sistema tiene solucién (no tnica) sélo 6lo cuando b = 1. 5i @ = —2, existe solumon (mdeter—
mlnada) cuando y sélo cuando 1+b+ b2 =0, es decir, si b es una rafz cibica de 1 distinta
de 1.

Las mismas operaciones entre filas llevan el segundo sistema. a la forma

1 1 ab b
0 a—1 b(1 —a) 1-b
0 0 bl—-a)a+2)]| 2—(a+1)

Se observa que tiene solucién unica si y s6lo si a ¢ {1,—2} y b # 0 simultdneamente;

osee infinitas soluciones si ¢ = b =1 o bien si a.= b = —2, y en el resto de los casos es
biensia=b= -2y

incompafible- o

4.3~ Si denominamos (z;,¥;), ¢ = 1,2, 3 los tres vértices incdgnita, relaciondndolos con
sus puntos medios se llega a plantear los siguientes sistemas:

Ty + 2o =8 Y1+ Y2 =2
Ty + x3 = 12 Yo +ys =4
T +23=4 Y1 +ys =06

que dan como solucién los vértices (0,2), (8,0) y (4,4). La solucién es tinica puesto que
la matriz de coeficientes es invertible; sin embargo, para el problema del cuadrilatero, la
matriz de coeficientes resulta ser

1100
0110
0011
1001

que no es invertible pues no posee rango méaximo, ya que la suma de las columnas pares
es igual a la suma de las impares. En general, la matriz de orden n

(11 0 0 - 0)
01 1 0 " i
00 1 1

Lo 0
0 11
10 0 1)
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es invertible si y sélo si n es impar (lo cual puede comprobarse, por ejemplo, desarrollando
por la primera columna el determinante de dicha matriz). En resumen, el problema de
calcular los vértices de un poligono de n lados a partir de sus puntos medios sélo tiene
solucién si n es impar. *

4.4.— Las inversas son, respectivamente,

58 —-26 -1 1 1. 1 L
1 1 -2 =1 1

AP R RS S
—49 22 1 . )
1 7 -1 —¢

4.5.— ©Si a cada fila se le resta la posterior multiplicada por a, se obtiene la matriz
identidad; realizando el mismo proceso sobre las filas de la identidad se deduce la inversa:

OO OO -
OO O =9
O O M= O
I
O Q OO
i B e B e B ew)

En general, toda matriz triangular proviene de realizar combinaciones lineales entre las
filas de la matriz identidad, del tipo axxFr+ .-\ GkmFrm (Para triangulares superiores,
por ejemplo), desde la primera fila (k = 1) hasta la tltima (k = n). La matriz es invertible
si y s6lo si dichas operaciones son reversibles, y para ello es necesario y suficiente que
aii,...,0an, (elementos de la diagonal principal) sean no nulos. En tal caso, la operaciones
elementales inversas son del tipo a,;,lc(Fk = D ok UmFrm), desde la dltima fila (k = n)
hasta la primera (k = 1). Efectuadas sobre las filas de la identidad, proporcionan la
matriz inversa, que resulta ser triangular del mismo tipo (superior, en el caso del ejemplo
indicado).

4.6.— Considerando desde la dltima fila hasta la segunda de la matriz del enunciado,
si a cada fila se le suman todas sus anteriores, se obtiene una matriz bidiagonal (del tipo
de la del ejercicio anterior, con a = 1); si a continuacién a cada fila (desde la pentltima
a la primera) se le suma su siguiente fila, se obtiene finalmente la matriz identidad. Ello
indica que este tipo de matrices son invertibles, y sus inversas se obtienen efectuando esas
mismas operaciones sobre las filas de la matriz identidad. De esta forma se calculan las
respectivas inversas de las matrices de orden 6 y orden genérico n:

6 5 4 3 2 1 n n—1 n-—2 2 1\
55 4 3 92 1 n—1 n—-1 n-2 21
4 4 4 3 2 1 n—2 n—2 n—-2 --- 21
333321}’ : : : . Do
2222 21 ) ) 9 2 1
111111 \ 1 1 1 1 1
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4.7.— Ecuaciones normales: | - _4> ( Z ) _ ( 19 )7

—4 33 —6
cuya solucién es ¢ = @ = - 124
Y 1766 YT 883

4.8.— Llamando A a la matriz del sistema, puesto que la solucién de minima norma ha

de pertenecer a Im A?, tiene que ser de la forma A? Z . Por tanto, hacemos el cambio

I 3 2

Ty 2 —4 U . .

2 =| J5 3 ( v ) y resolvemos en primer lugar el sistema
Ty 1 -5

39 -2\ /u)_ (3 o colucin es (&) — -%%
—22 54 v )T\ 1) CyRsOHEon v )T\ & )

que al premultiplicarla por la matriz transpuesta de A nos proporciona la solucién de
minima norma que es '

381 26 605 _ 341
8117 811" 1622° 1622/°

(531,562,373,354) = (
4.9.— En primer lugar, el vector (5, —1,1)* debe pertenecer al niicleo de la matriz:
0 = (u1]ue|v)(5,—1,1)" = 5u; — uy + v, es decir, v = —5u; + u,.
Por otro lado, (0,0, 2)* tiene que ser solucién del sistema:
b = (u1]|uy| — 5uy + 12)(0,0,2)" = —10u; + 2u,.
4.10.—

1. Proyectamos primero sobre el suplemento ortogonal del subespacio dado, engendra-
do por el vector (1,1, —1):

Pv = <(1,2, 1), —\%(1, 1, —1)> -\;—5(1, 1,-1) = 2(1, 1,-1).

La proyeccién pedida serd Pv = v — Pv = ;31—(1, 4,5).

2. La solucién de minimos cuadrados de Au = v es la solucién del sistema compatible
Au = Pv, en donde Pv representa la proyeccién ortogonal del término indepen-
diente sobre el subespacio columna de la matriz (calculada en el apartado anterior).

Asi pues, resolvemos

1.
3\ 5
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4.11.— Obsérvese que
2

7 1 Y1 S
i T2 1 m Y2 m
Z(m$k+P—yk)2= . ( )— . =“A< >~y ;
1 o D : Yy
T, 1 Yn

asi pues, los valores m,p que minimizan esta expresién son las soluciones de minimos
cuadrados del sistema de matriz de coeficientes A (de rango 2 pues las abscisas z; no
son todas iguales), y vector de términos independientes y. Se calculan pasando a las
correspondientes ecuaciones normales:

(g ) (5) -5 )

para resolverlo, es comodo utilizar la definiciones de media y varianza de un vector:

n K
N | : 1 12
media: T = — E T, varianza: oy = — E (zp —Z)°;
n n £
k=1 k=1

y la correlacién entre dos vectores: oyy = (2 37, TkYk) — ZY. Se obtienen finalmente las
soluciones
_ Oxy _ - Ixy-
m=-—>, p=9y— —L.
Ox Ox
En Estadistica, la recta de regresién suele escribirse como y = %‘l(z —I)+ 9.
x

En nuestro ejemplo particular, el problema de minimos cuadrados se plantea como

2 1 1
4 1 m 7
HGRH!
8 1 p 10
10 1 16
cu ecuaciones normales se reducen a 22030 m\ _ (306 cuya solucién
yas ecua 30 5 p ) T\ 40 ) cwyasou
19
es m = 20’ p= 10 obteniéndose la recta de regrasién y = g%x ~

4.12.— La matriz tiene rango igual a 2 (menor que el nimero de incégnitas) y el sistema
es incompatible. Planteamos y resolvemos el problema de minimos cuadrados mediante
las ecuaciones normales:

10 0 0 7 10
AfAx=b & 0 4 —4 y | = 1 ,
0 -4 4 z -1

sistema indeterminado para el que necesariamente z = 1. Para encontrar la solucién de

minima norma de
(4 —4) ( v ) 1,
z






12 Algebra (Soluciones)

hacemos ( Z ) = ( _44 )u y resolvemos ( 4 — ( :14 )u = 1, es decir, 32u = 1,
1

obteniendo ug = 35 y por tanto ( ‘ZO ) = ( ) Uy = % ( ) con lo que la solucién
0
1
8 ?

pedida es
1
(:EO)yOaZO) = (17 S _g) .

1

Qs’bo
o é)

&
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INGENIERI{A INDUSTRIAL
EXAMEN FINAL DE ALGEBRA LINEAL I

Viernes 8 de Febrero del 2008

PROBLEMA 1 (2.25 Puntos)

Sea t un pardmetro real y la ecuacién matricial A = B con:

1 0 —t T t+1
A=]1 ¢ 1|. X=|y|. B=|t+2
t ot - 2+3

de t.

2. (1 Punto) Calcule la factorizacién LU de A para todos
invertible.
3. (0.75 Puntos) Resuelva el sistema parat = -1, utilizand rizacién del apartado anterior.

PROBLEMA 2 (2.25 Puntos)

Sean los vectores de R*:

™ 8

'Ul =

O D e
|
8N

o

donde o y /3 son ndmeros reales, sea
v B = {v;,v2} una base de V. Se pi

2. (0.5 Puntos) Est
de vy y vg.

= [-{13 '04]

= [vy )]




Algebra I Febrero de 2008

Nombre: Nimero de
18T Apellido: Matricula

2° Apellido: D:ED::]

Problema (4 puntos).

Sean A € R™" una matriz cualquiera y Ty : R™*" — R™"*" definida p
Ta(X) = AX — XA.

Se pide:
1. Estudiar para qué matrices A € R"*" es T una aplicag

2. Estudiar si el subconjunto de las matrices XE R™™" que ¢ tan con A es un subespacio

vectorial. _
1 20
Sin=3yA=143 0 |:
0 0 8

Solucién:
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30. EXAMEN SEPTIEMBRE 2007

Problema 1. (2.25 puntos) Determinese ol conjunto de nimeros complejos, ey
satisfacen la siguiente igualdad
€ 4 = e-Im(:)’

doude para cada = € C, Z representa su complejo conjugado y Im(z) su parte imagin

Problema 2.

Sean Ily y Tl los espacios de los polinomios con cocficient®
que 3 y 4 respectivamente y sea la aplicacion f: Iy - - I, tal que
le hace corresponder:

_moenor o igual
. polinomio p(x) € [

Fip(a)) = xp(—a) — aple) € IL,
Se pide:
{a) (0.5 puntos) Demuéstrese que f es lineals
{b) (0.75 puntos) Héllese la matriz de f con re
deTlyy By = {Lor,a? a0t} de L. s
sobrevectiva?
() (0.25 puntos) Caletlese suh-'

(d) (0.55 puntos) Caleilese un sul plementario de la imagen de fen Iy

Problema 3. Sea la1

0 0
0 1
-1 0
(a) (0.75 punt 1ifesy holinomio caracterfstico, los antovalores v los autovectores en

cncuéntrese P no singular v D diagonal. tal que: A = PDP! '/

() (0. mprucbese el apartado anterior. \/

posito contiene 60 | de agna pura. Una solucién de salmuera. conteniendo
e agua comienza a entrar en el depdsito a 2 1/min. v a la vez se permite salir a
nie a 3 1/min. con lo que el depdsito se vacia en 1 hora exactamente.

unto) Encucutrese la solucion general de la cenacién diferencial que veritien la canti-
e sal presente eu el depdsito. que es

3¢t

TE) =D _
¢ 60 —f




PROBLEMA 3 (2.25 Puntos)
Sea f :C? — C3 la aplicacién definida por

-y
ﬂgb= —iz+iy |,

-z+y
donde ¢ es la unidad imaginaria compleja.
o 1. (0.5 Puntos) ;Es f una aplicacién lineal?
< 2. (0.5 Puntos) Calcule la matriz canénica de f, es decir la matriz de f cofi‘respecto a las bases

candnicas de C? y C3.

«3. (0.5 Puntos) Calcule una base del niicleo de f (Ker f) y otra de,
las respectivas dimensiones de ambos subespacios.

' 1
.-4. (0.5 Puntos) Sean B = {Ll)} , [ﬂ} y B =< |0},

¢ 5. (0.25 Puntos) ;Es posible encontrar una aplicac,

PROBLEMA 4 (2.25 Puntos)

~1. (1 Punto) Se sabe que cierta matriz

tiene por polinomio minimo mu(z) =
z? — 4z + 4 cumple que

-1
2log2 +1 }’

Lo

{ z'(t) 2 —y(t) + z(t) 1)
y'(t) =z(t) — 2+ 3y(t) - 8t

tir de la solucién particular del apartado anterior, calcular todas las solu-
t): R — R del sistema (1).

(3]




UNIVERSIDAD CARLOS 11l DE MADRID
Escuela Politéenica Superior

INGENIERIA INDUSTRIAL.
EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL 1. 30 de enero de 2007,

Problema 1. Seo p o utancro real wayor gue corn.

{a) {1 punto) Hallese ol cuonjunto M de los mlwmeros complejos gie tlenen o
abwolutod de su parte veal igual o 2 v su wodalo igual a p. Disciit
posibles valores de p etantos elementos ticne dichio conjunti,

(h) (.75 puntos) Calailense rodos los elementos de A para el va
de la forma re con e 2 00v # € [0 2m).

(0.5 puntos) Calewese o porencia cuarta de todos 1yg AL olitenidos en ol
apartada 20 v exprésense en foran bindmicza o + bi cofy

Problema 2. Duwda la matriz

| s
G (0,75 puntos) Culeilense los valores : i los que A es oo stignlar.
| :
| (1) (1.5 puntos) Caledlese A7 enandd
Problema 3. Sea la marriz
(1) (0.75 puntos) @ oltnousio cancteristico de A v a0 partic de Jb deteriinense

s atovaloves

. Py
* los antoveetores de AL Es diagonalizable? #™ S

i) {1.25 pun

e (0.25 pyg ages win bacer ningin calenlo. pava qué veetores B2 B ol sistenia

de o 5 = Fotiene sobueidn. v cidntas.

2,25 puntos) Detcrminese b faucion i (=772, %/2) — B que saristace loy
. °

diciones

1

i % ) -

glay+ ity = e s (-

vl

pthy=1. Jun=1 y") =L




L... e T ALY

‘ 70bll,'rn»a (4 Ip‘l!77:]'0!_ ,).‘

Se considera la matriz

1 2 3456

-1 0 12 34

4= 2 3 4567
' -2 -1 0123
3 4 56728

-3 -2 -1 012

1. Calenlar una base de Im A cuyo primer vector sea (1,1,1.1,1,1)7, v otr
2. Razonar si los dos subespacios anteriores son o no suplementarios en R
Se considera ahora el endomorfismo f : Im A — Im A, definido por

Vx e Im 4, f(x) = 4Ax.

3. Calenlar la matriz B de f respecto a la base de Im A4 enco

Nota: La matriz de paso puede dejarse indicad
de efectuar dicho producto. %

i 1
P Algebra 1 Febrero de 2000 \
Problema (4 puntos):

wae . . no
Sean R477 of espacio v it ricos reales cnadradas dos por dos. J ( LU > \

Se pide:

I, Estudiar si Yq. of. fey v geo fsonaplicaciones lineales.

2. Hallar k

Vs aplicaciones lineales del apartado 1 vespecto de L hase ordenada

(o) Gra) (o) (o))

Jos valores v vectores propios de las aplicaciones lineales del aparrado 1.

4. Caleular los polinomios minimos de las aplicaciones Jineales del apart ado 1.

EWA

5 Dotermninar las bases de B2 respecto de las enales las aplicaciones lineales anteriores tienen
wna matriz candnica de Jordan,

Solucién:




28 EXAMEN SEPTIEMBRE 2006 65

28. EXAMEN SEPTIEMBRE 2006

Problema 1. Sea el sistema AX = B dado por las matrices:

1 -2 1 T 0
A= 1 l 1 , X=1ly],B=1}4
-1 2 I-1 z 0

1) [0.75 puntos] Disciitase el sistema segtn los valores de L.

11) [0.75 puntos] Para | = 2, factoricese A = LU y, usando este resul el
sistema en este caso.
111) [0.75 puntos] Resuélvase el sistema cuando sea determinado.

Problema 2. Sea f: P3 -— P3; una aplicacién lineal, siendo s polinomios

de coeficientes reales de grado 3 ‘o menor, dada por

Flp()] = £2p"(¢) + 2tp'(t) +

t. [0.75 puntos] Demuéstrese que f es lineal.

2. [0.25 puntos] Determinese la matriz de f respe la base canénica B, = {1,t,t2,3}.
3. [0.5 puntos] Demnuésirese que f es un isomo;

4. [0.75 puntos] Hallese Im f.

Problema 3. Sea la matriz

[N f
\ v { UL
M, Cov- e Heue




. -

3.

v N e

La matriz de rotacién de dngulo « alrededsr del eje Z en R3 es

cos(a) -sen(a) O
Ro=| sen{fa) cos(a) O
0 0 1

() (1.25 puntos) Estudiar si la matriz Rq es diagonalizable en C.
(b) (1 punto) En los casos afirmativos encontrar la base y escribir la
R, y la matriz diagonal.

Dadas las matrices

Se pide,

(a) (0.25 puntos) Polinomio minimo de las matrices
(b) (1 punto) Calcular et y ef2t.

A1 | O
O | Ay
manera, calcular el polinomio minimo de la m hallar .

(¢) (1 punto) Sea A = . Utilizando los apartados amteriores, o de cualquier otra




Algebra I Septiembre de 2005

Ejercicio 2 (3 puntos).
Se consideran 3 nimeros complejos a, b, ¢ distintos de 1 y entre si. Sea el polinom

l-z2 1—-a 1-b 1l-c¢
1—22 1—-0a% 1-0 1-¢
1—2% 1-a® 1-9° 1-¢
-zt 1-@' 1-b 1-¢

D(z) =
1. Sin desarrollar el determinante, calcilense razonadamente todaséla

2. Calcilese D(z) para todo z.

3. Se considera el polinomio ménico D = —, en donde « reg

D
= nte principal de D.

Sabiendo que

a+b+c = 5
ab + ac + be

abe

calctilense los coeficientes de D.

i Algohm i TFebrero de 2006
i brz
L i -
Fiercicio 2 (9 puntos):
Sea & "% (por tanto. 1.8 s lax radees qnintas de la nidad).
Para cada e € £ se consider
SRS B
o & & ¢
. e c2 3
N R ¥
S L
$ow & &£
T RS !
& a &«
S RS
& ¢ o &
2 -3 -1
& &g o
v el polinoio Pa
f. Ca ¢ oque hace que ol veetor (10101 110D pertenezea al nieleo de A(x)

de ahi las antes tafces de Py laexpresion sin Jactorizar de dicha polinonio.
30 Caletlense log valores de mque hacen que el polinomio Q) - " = & sea divisible entre P

Nota: Todos los apartados deberdn resolverse de modo razonado.

1 B 1 PN L1 Daee



. R

INGENIERIA INDUSTRIAL

ALGEBRA 1
5 de Septiembre de 2005

INSTRUCCIONES
s La duracién del examen es de 3 horas y media.
« La pregunta del lygpora:tori’(_) se recogeréa pasada la primera media hora
» Los Apellidos y el Nombre tienen que ir en mayisculas.
« Bl alumno tiene que especificar el grupo al que pertenece.
= Los problemas se entregardn en hojas separadas.
» No se permite el uso de ninguna calculadora.
= No se podré entregar el examen hasta transcurridos 30 minuto

de el comienzo del mismo.
» El alumno no podra salir del aula antes de haber fii

Dado el sisteina de ecuaciones

Se pide,

(a) (1,25 puntos)
Discutir la compatibilida
(b) (1 punto)
Resolver el sist

%

suntos) ; Es W |JIm(T) subespacio de R37.




|
!1
|
|

3. 2,25 puntos
Sea f : C3 — C® definida por

f(l‘:yyz) = (az"y"%z *‘I,by).

iPara qué valores de a,b € C se tiene dim(Ker(f)) = 1 y la matri
diagonalizable?.

4. (a) 1,25 puntos )

Supongamos que la poblacién de conejos ( z ) y lobos ( y ) sati face

cuaciones dife-
renciales

dz
@ e
dy
a - Tty

(1) Halla la solucién del sistema anterior.

(1) Si la poblacién actual es de 300 conejos
cabo de 10 afios?

(b) 1 punte
De una matriz A € R(3:3), se conocen d¢
componentes correspondientes a estossa

0s, jcudntos conejos y lobos habra al

bovalores Ay = 2 y Ao = 1 y las matrices
fue son, respectivamente,

I=i 24 43
2 10 10

3—1 1--T71

i =341 —=14Ti
10 10

lor y su matriz componente correspondiente, justificando

.
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INGENIERIA INDUSTRIAL

ALGEBRA I
3 de Febrero de 2005

INSTRUCCIONES
La duracién del examen es de 3 horas y media.
La pregunta del laboratorio se recogerd pasada la primera media hora.
Los Apellidos y el Nombre tienen que ir en mayutsculas.
El alumno tiene que especificar el grupo al que pertenece.
Los problemas se entregardn en hojas separadas.
No se permite el uso de ningﬁna calculadora.
No se podré entregar el examen hasta transcurridos 20

El alumno no podré salir del aula antes de haber finalizado su &

(a) (0.75 puntos) Discutir el siguiente s’isi ema segi

o 1 1

1 o Jé}
11 B2
1 1 Ji

(b) (1 punto) Estudiar para que va

[ e
Q =

Sea T : R(?) s R por T(A) == A+ AT. Se pide,

{a) (0.25 pu rar que T es una aplicacién lineal.

(b) (0.5 p rar una matriz 4 € R(?) que verifique T(A) =By B = BT,

(c) (0.5 ar la imagen de T.

(d) (0 s T inyectiva? Justificar la respuesta. o
) ( emostrar que SV

s

S THA) = (2™ - DT(A).
k=1




v (g paeeuog 1}](706,60

En este problema a4 v b son nimeros complejos, no simultdneamente nulos.

0 0 u
1. Calciilense los polinomios caracteristicos de las matrices ( g g ) v 00 «
b b 0
00 -0«
00 -+ 0 «
2. Dada la matriz cuadrada de ovden n > 1, A = Do
00 -+ 0 «
bbb -~ b O

2.1 Calcilese la dimensién del niicleo de A segin los valores de a y b.

2.2 Calciilese el polinomio caracteristico de A. Estudiese para qgu
diagonalizable.

2.3 Calcilese AP, p € N, expresando sus elementos en funcion ¢
cuando sea necesario, los casos de p par e impar.

Algebra I Febréro de 2005

Nombre:
1€T Apellido:
2° Apellido:

Ejjercicio 2 (8 puntos):

En el espacio vectorial Cylz

y el subespacio

Cyfz] — Cila]
p(z) — p(2-1),

Solucién:




Algebra I Septiembre de 2004

Nombre:

1°7 Apellido: Matricula

2° Apellido: l ] [T 1]

Numero de

Ejercicio 2 (8 puntos).

Dados a,, as, ..., a,-; nimeros complejos, se considera el polinomio

r ay Q@ - Qp-2
ay &I Qz ' Qp-9
a, Qo T Upyoa
Du(z) = Lo

a, ap, azg - x
a; aq a3 - Qp-y

Sumando a la primera columna todas las restantes, y utilizan

' propiedades de los deter-
minantes, dediizcase una raiz de D,,.

Efectuando operaciones elementales por filas sol
anterior, dedizcase la expresion de D,
iCuénto vale el coeficiente en "' de di

minante obtenido en el apartado
de factores irreducibles en Clx].

Calcilense el polinomio en =

v la suma de sus raices de

£,

1.

Algebra 1

Nombre:

Septiembre de 2004

NOTA
Niimero de

Matricula

187 Apel

el anail
S 2y L13927J
1 4 -5

Calctlese el rango de 4 y obténganse unas ecuaciones cartesianas de su subespacio columna
Im{ A),




i ]
| Algebra 1 i—l"ohrero de 2004 I

Ererewion 1 (4 pruntosi:

Consideramos T matriz cuadradic de orden 30 con cocflicientes complejos

=<

B Calenlar el determinanie de £3.,
2} Eseribiv ol conjunto S de los vadores dea parn los que

A Calendar Tsima de agquellos elementos de S cuyva parte i es positiva o nala.

(S enlreqard ceta hoju goa o sumo, ana adieiong,

:Lfilgoh ol

Junio de 2004

/‘_”;j,',l(-«,',~/(, 1 (5 puutos).

P Sean FLUF dos espa

J o istuo cnerpo v 0 E = Foan homomorfismo. Sea
M ow subespacio de”

F2 Sea [ R —= B del

. g
I ‘
. Ao
203 1 1 -
' £

> S I |
y e

Se pirde
tina base del nicleo de f
| R
v el subespacio de BY generida pov los vectores | -3 I Calenlar una hase
-] 5

Solucion:

L= Laimagen reciproca o contraimagen de un subespacio M del espacio linal Fose detine como
1 AT foe B flu)ye MYy resulta ser au subespacio del espacio indeial £




S e

 Febrero de 2()(,)4

Aly‘hl a I
L.A

Ejereirin (s /mnfn.\)‘.

Sea [ vn endomorfisimo de B2 gne cunple gnes

gy 2 (.00
)]

2 n {a L0):
oot -1 (1.0 0.

L Determinar Ja condicion gue debe satisfieer o paraque [ aquede © s lefinido por
las fres connciones anteriores.
5 Calendar of vador de o para que. adenis de fa condicion an sinndineamente

L dos condiciones sigiientes:
R TN T
s [ uo es bivectiva,

R : - N P N \ r

9 Parn ol valor de o obtenido, calendar ina hase de otra e L imagen de [

= —— e o =

JF&}hr(rru de 2004

'
i
i

Algeh i)

i e e 2 e s i oo oD

Prablema (4 prntos):

Nada la matriz A € € el endomorfisma [ de £ tal que para toda matriz
X e (Cu:(.u~ /‘(X) . A

]
1o Pava ol caso 2v A 5 5 ) determinese la mairiz M ode [ orespecto de la
0 0o NI S
n> ! (\1 n) E“"(\n (1\)‘E~'~’ (U I

A par iente apartado se considerard el caso general, indicado al comienzo del enmnetado

2. 1') ' ?égl,)'d..‘w‘(‘ (l(“ C”’v". B - (EH. E:‘ ..... E’ul E], E.J: ..... E“: ..... E‘” L,,l ..... E““)A (1()“(1(,
Ejp (k1.2 1) es Lamatriz envos elementos son todos nitlos salvo e} de la dila j columna

k que vale T anidad, caleddese Ja moatriz M ode [ respeeto de dicha base.
3. Establézease la relacion que existe cutre los polinomios caracteristicos de fas matrices Moy AL

3 Retidiese sioex cierta la signiente propasicion: “Elendomaortismo [ es diagonalizable st v sdlo s
Ltnatriz A os diagonalizable”. (Nota: an (Iul(munh\mn e nn espacio vectoriat de dimension

Pt | EEOR N I | R R Vet w e . 1 F U P e T ! 2 PO R




INGENIERIA INDUSTRIAL. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.
Universidad Carlos I_II de Madrid
EXAMEN DE PROBLEMAS DE ALGEBRA 1. Septiembre 2004.

1. (2.5 puntos) Considérense los subespacios
U= { (I1y121u) € R'4 ‘ T=Yy,2=U } ! V= Lin{(lxo)oa 1))(ls "’1)"'1) 1)1(133a3: 1))

(a) Calcular bases y dimensiones de U y V. Calcular U +V, U NV
(b) Sea el subespacio ¥ de R? definido por W = ker A, donde

1 -1 0 -1
A= 0 00 o0
-2 20 2

Determinar una base y su dimensién. Calcular UNW y V 4+ ¥,
— {(c¢) Demostrar si las siguientes igualdades son ciertas, en caso contrario dar u

C+VINW=UNIF)+(VnW), (UnV)+]
2. (2.5 puntos) Sea el sistema de ecuaciones lineales

iy +izs =0,
. izy + (0 + )zg +iz3 = 21,
dry+{a+i)zy + azy = a + 2.

donde i representa la unidad imaginaria.

(a) Determinar para que valores de o el sistema

Uy 12) = uy + 2us + uqg.

-

| sistema de vectores anterior.

1 4
4. (2.5 puntos) Sea la matriz ¢ i+2 8
’ 0 0 i

, asi como los autovectores asociados.
imo de A. ;Es 4 diagonalizable?

i-2 1 4 z(t) z(0) 3
= -4 i+2 8 y(t) |, y(0) | = | 1
0 0 z(t) 2(0) i

fica siempre:

(e.1) dimensién de Bes 7. L0
(e.2) El polinomio caracteristico de B es 7 — 312 + 1. e ,
(e.3) El polinomio p(z) = 7 — 322 + 1 es multiplo del polinomio minimo de B. '\,7 o /‘“ 7
. N
3:30 horas 7

~d
o
¢

SO o
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INGENIERIA INDUSTRIAL. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.
Universidad Carlos I11 de' Madrid '
EXAMEN DE ALGEBRA 1. Febrero 2003.

\‘L\ (2.25 puntos) Considérense los siguientes subespacios de R ' = ﬁ{ [(l) (l) ] . [ —i

V= { [i Z] |—a+b—c4:= 0.0+C$0}. W={4|P4=0}, donde P= { i
Ta) Demostrar que 1" ¥ 11" son subespacios vectoriales de R**2,
{5y Hallar bases de U/, W, UNV y VO,

{ Hallar U' +V".

® (d) Sean tres subespacios U, V" y ¥ de un espacio vectorial E. Si i Nt = (
7  es e] valor de las dimensiones.de los subespacios ', 1" ¥ 11" para que seg

p(a) = po+ mr + pea® € TIa(R).

ta) Probar que f es una aplicacion lineal.

™) Dada la base B = {1,z.27 } de [1+(R) y la base candnica By = {
de Ja aplicacion lineal f respecto de dichas bases.

] -
e R~. calcular la matriz 4

ssupravectiva?

J.0).(1.1)}. Calcular la matriz 4
A

= ap(x — b). Comprobar que T es

[t Calcular una base de ker f ¥ de Imf. _Es f invectiva
T Dadas las bases B' = {1 —=z.2,1-2"} de Iy(R
asoriada a [ en las bases B' v By. ;Cuales

. (¢} Sean u # 0. b ndmeros reales. Considérese™
un somorfismo.

3. { 2.25 puntos) ('onsidérese ¢l sistema de ecuaci

~a} .Existen valores de

(M} Extudiad las condict : v suficientes para que el sistema anterior tenga infinitas soluciones.

rmacién: "I’ es invertible si v solo si A es invertible”, donde 4 = LU es Ja
1 0 2
011

0 0 1 !

= 1,2.... ;qué le ocurre a esta

{c) .Hallad la solucién general de la ecuacion dz/dl = —z + 2:. dy/dt = y + =, d:/di = = . ;Cual es la
solucién que verifica que z(0) = 1, y(0) =0 v z(0) = 07

3:30 horas
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-~ INGENIERIA INDUSTRIAL. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.

.. Universidad Carlos III de Madrid ,
EXAMEN DE ALGEBRA L Septiembre 2003.

1. (2.25 puntos) Considérense los SIguxentes subespacios de R%: U = c {( 1,1,0),(1,0,-1),(0,1,
- 2 01
V={(z-,y,z)eR3[z+y=§'},yW=kerAdondeA= 0 21
S 1 =10

(a) Demostrar que W es un subespacio vectorial de R®.
(b) Hallar bases de U, V, W.

{c) Hallar U + V, jes suma directa?.

(d) Calcula un suplementario de U N W en U jqué dimensién tiene?

(e) iEs ‘posible hallar una aplicacién lineal f:R® — R? tal que ker f =
respuesta.

2. (2.25 puntos) Sea la aplicacién f: C*? 5 C®? (efinida por
diag(1, ~1).
7& (2) Probar que f es una aplicacién lineal.
7

(b) Calcular la matriz A de la aplicacién lineal f respecto de la base d de C**?, esto es la dada
por las matrices

,S ¥ de C**2. Calcular la matriz A’

(e) Sea S una matriz cuadrada no singulg ' icacién T: C™*" — C™*™ definida por T(A4) =
S5-1AS. Probar que T es un isomor

= 1
= 0
= 1
= b
donde a, b son niimeros r
(a) ic cesa ficientes para que el sistema anterior tenga una tnica solucién. En
(b) es que el sistema anterior tenga infinitas soluciones?
() tales que ex1stan exactamente dos soluciones de la ecuacién?, jy un nimero

(d) acion LU de la matriz 4 de los coeﬁmentes del sistema cuando e = 7
. 3 ! . . o
4. (24 dérese la matriz A = [ w wg }, donde w es un numero complejc solucién de la
= 0.
(a) ad los autovalores y autovectores de A

(c) Hallad la solucién general de la ecuacién dz/dt = Az. ;Cual es la solucién que verifica que z(0) =
{1,0)7

(d) Estudiad la siguiente afirmacién: “4 es diagonalizable si y solo si lo son todas sus potencias”: .

3:30 haras




‘ B
Algebra 1 iJunio de 2003

Problema (4 puntos):
Dado 1 polinomio Q prefijado con coeficientes cotnplejos. de grado 1. defini
Oy Clat = Tz
que a cada polinonio P le asocia el resto de su divisién enclidea entre ().
1. Demuéstrese que la aplicacion ®¢ es lineal.
2. C'alctilense razonadamente el micleo y la imagen ce @.

3. Dados tres mimeros complejos a. b, c. eminciese v denme teitn sobre ellos que
sen necesaria v suficiente para que los tres polinomios

(z=h{e—r)lz—a)(z—c)lz
constituvan una hase de Cy[z].

1. Para Q(2) = (2 — a)lz = b)(z — ). dondegu. b, ¢ heros complejos que satisfacen
la condicion anterior. v dado cualquier péline
polinomio @, P) respecto a la base del apar
el polinomio e interpolacién de Lagrange

I calaiilense las coordenadas del
elacionese el pulinomio ®o(P) con
nntos a, b, o,

Sop t.lembrc de 2003

Solicign.:




ral Febrero de 2003

o 1:
el endomorfismo de R**? definido por T(X) = XA ~ AX, donde A = < (1) é
ese la matriz de T respecto de la base

10 01 00 00
0 0/°7\00/’\10/'\01
arminese la forma general de las matrices de Ker 7. Hallese el coxf

natrices que conmutan con la matriz A.

erminese la forma general de las matrices de Im 7. Estiidiese sil
lite soluciones.

ebra I
NOTA
nbre: timero de
Apellido: Matricula
Apellido: | I { ! [ ]

Jercicio 1 (3 puntos):

ica de RY. Sea A la matriz que deja fijos los vectores u
z. (Es A diagonalizable? En caso afirmativo, escribir

Sea B = (u,v,w,z) u
y v e intercambia |
una base de aut

. Determinar los

formen base de R,

lades de su nimero de matricula, se define la matriz A del primer
ar si el sistema Az = (4,3,2, 1) tiene solucién, y en tal caso calcularla.

(Nota: No es sario calculer explicitamente la mairz A.)

Qo sntrennrd esta hoja y, a lo sumo, una adicional.




Algebra Iy Algebra Lineal (Primer Cuatrimestre)

Sroblema: En el espacio vectorial R* se consideran los subespacios F' —~generado por los
1,1,1,1),(1,0,1,0),(1,-1,1,=1)- y G de ecuaciones cartesianas
T+ T+ x3+zs = 0,
zo~14 = 0.
a) Calctilense bases de F y G.

b) Encuéntrese un subespacio suplementario de G cuyos vectores tengan
nentes iguales; explicitese una base.

¢) Sea f un endomorfismo de R* cuyo nicleo es G. (Es posible escgg
sea F'?7 Razonese la respuesta.
Sea E un espacio vectorial de dimensi6n finita sobre un cuerpo K, Fy

tespara que exista un endomorfismo

d) Entnciese y demuéstrese una condicién necesaria y suficien
en E cuyos nicleo e imagen sean respectivamente G y F.

“endomorfismo tal que Im

e) Supéngase, adicionalmente, que FyGson supler%?a i05'y
.Es suficiente para afirmar

f=F, ker f = G. Pruébese que ker f = ker f2er
f= f??7 (Nota: f>=fof)

Solucidn:

Algebra i
Febrero de 2003

Ejercicio 1:
Sea T el endomorfismo nido por T'(X) = XA ~ AX, donde A = ( 01 )
H - 1 :

.1 Hallese la matriz “de la base

0) (0 1 00 00
"\N0 0/°\10/'\0 1
.2 Determin a.general de las matrices de K :
5 genera. rices de Ker T. Héallese el conjunt 5
ot penera de los matrice el conjunto formado por todas

3 Determinese
admite solucior

Solucidn:

L@ (01N (@b _(a b\(0 1\ [b-c a—d)




INGENIERIA INDUSTRIAL
EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL |

Febrero 2002

sistema lineal Az = b es compatible y
rang A = rang (A|b) < n, donde (Alb) d
del sistema.

(b) Sean M. N € K™™) matrices equivalentes:
poseen rangos diferentes por columna.

(¢} Si A # 0 es un valor propio de |
A~ es valor propio de s

subespacio suplementario de F.

= {bleb2}1 con bl = (0~11”1): b‘Z = (1!031) Yy A =
con a; = (1,1,1), a3 = (1,0,1) bases de F y E, res-
vamente. Se define la aplicacién lineal

T : F E,
T(m) = T(m1,x2,m3) = Tya; + Tpas.

Determine la matriz de la aplicacién lineal T respecto a las bases
BcFyAcCE

(e) Sea B = {(1,0,1),(2,1.1)} otra base de F. Halle las matrices de
cambio de base, esto es, de la base B a la base B y viceversa.




2 EXAMEN DE ALGEGRA LINEAL I

Problema 3 (2.25 puntos). Sea la aplicacién

h : ]PQ 3 HDQ,_
h(p) = hlag + a1z + a2a?) = (eg ~ ap)x? — a1 + 2(ug — ag), VpEP

Respouda a los siguientes apartados:

(a) Probar que la aplicacién h es lineal.

(b) Determine la dimensién y base de los subespacios ker
P,. ;Es h una aplicacién inyectiva?

(¢) Halle la matriz de la aplicacién h respecto a la
{1,;1:,1'2} C Py. -

(d) ;Es h un endomorfismo diagonalizable?

(e) Determine una base de P, respecto a la cua
asociada una matriz diagonal.

icacion h tiene

Problema 4 (2.25 puntos). Sea A =

Responda a los siguientes apartado

(a)} Determine el polinomio
teristicas de sus ceros (
lizable?
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Algebra II Septiembre de 2001

.

1()]'1 (l(‘

0
1

Ejercicio 1 (2,5 puntos): Sea
1 0 1
A=1la 2 O .
bi 0 b4+2

1.1 Determinar los pardmetros reales a y b para los cuales A es diagonelizable, y en tal caso
| construir una base de vectores propios de A.

1 dimensio

li

de Jos elementos
L OUN,

131 (l(‘ luh‘ \'Hl()l‘!’.\' (](' 14

wenes

1.2 Estudiar para cudles de esos valores A es diagonalizable unitariamente, y en tal caso hallar
una base de vectores propios de A% /.

.
H

s

{)
{}

Solucion:

1.1 El polinomio caracterfstico de A es (A = 2)*(A ~ b — 1) por lo que A tiene un valor propio
triple e igual'a 2 si 6 = 1 y un valor propio doble y uno simple si b # 1. En el primer caso A
no es diagonalizable para ningun valor de o, ya que A — 2/ no es la matriz nula y por ello la
dimensién del subespacio caracterfstico asociado & 2 es inferior & 3. En el segundo caso, si 2

es valor propio doble, A es diagonslizable si su subespacio caracterfstico es de dimensién 2 o,

equivalentemente, el rango de A — 2] tiene que ser 1, pero
-1 0 1

rl a0o0 nﬁw MMW.

bi 0 b '

(

ol deteriian e de dichae matviz v os vidores deoo v bogaie o anu

NerT en funei

lewdar |

1
]

{}
0/

)

1

1
(

PeCacon

) o

o} eindowori<no T en ol espacio de fas natrices enadradas reales de orde

l
f
P

_‘(u
_—\l

A

~b [/ Iy
01-60 I3 | =0,
] 01 I

f

Csoluciones de

Tomemos el vector v; = (1,0, —ib)*, (cualquier multiplo
1) s una base de C* formadn por nutovectores

como b no es
no nujo ¢s Lambitn
de A.

iz de T respecto de Ta base ((
SAY

e dos vadores de o v

ANS

Htricee

1.2 Une condicién ne imatriz diagonalizable lo sea unitariamente
es que sus subespacios caracterfstig

. vector vs mmw.wmqng&n:_ﬁ avy

M1«

whis das ndrives

el

vidy = (1,0,~ib) { O ( =0,

TerTe s
Hense las

ST

\ opor THV

Observamos que la condicién necesaria y suficiente es que
unitariamente, sus vectores propios lo son tambi¢n de A*A lueg scoger como base de
vectores propios de A*A la calculada anteriormente, (v, vz, v3)

a
v

TR VA

Algebra |
Ejcreicio 1 D

1) Du

Solte
al Pari calenln o nedeiz del endomorfisain

bl H:
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INGENIERIA INDUSTRIAL Q’o%o

EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL I
31 de Enero de 2001

PROBLEMA 1. (2.25 puntos)

Analizar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, demostrando aquellas
ciertas y buscando un contraejemplo para las que sean falsas

1. Sean Uy, Uy y Us tres subespacios vectoriales de un espacio vectorial E
{0} sii # j. Entonces la suma U; + Up + Us es directa.

2. Sean F, y F; dos subespacios afines de B3, tales que F} = a;+ S, Fy
Si F} = F, entonces a; = as.

4. Sea f : E — E una aplicacion lineal tal que fo f =
identidad. f es necesariainente un isomorfisino (es d
dimensién de F ha de ser par.

5. 8i A y B son matrices asociadas a un mismo endo
entonces A y B tienen los mismos valores propios.

respecto a distintas bases

PROBLEMA 2. (2.25 puntos)

Considéremos los siguientes subconjuntos
A= {A EREZA /A = ( ‘ y, 2= {A €RE? /A = 4%}

siendo A! la traspuesta de A.

1. Demostrar que A; y Ay son . i6s vectoriales de R(2:2),

2. Encontrar una base de

a-1b
0

T es lineal
) e Im(T)

natriz asociada a T respecto de una base de A; y la base canénica de R(22),

(Continta detras)



Algebra I ¢ Junio de 2001

Nombre: Ntmero de
1°° Apellido: Matricula

2° Apellido:

Ejercicio 2 (2,5 puntos): Sea f la aplicacién lineal d
reales continuas que transforma el vector (z;, %2, 73) endk

9.1 Calculense bases del ntcleo y de la imagen de |

2.2 Constriyase una base del subespacio de R3 contraima del subespacio de las fun-
ciones constantes.

Algebra 1. Ejercicio 2.

P T A




Algebra Lineal Septiciabic le Zuvd Primer Cuatrimestre

Ejercicio 1 (2,5 !puntos). v
En el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 3, se/co:
B = (p\,p2,p3,pa) ¥ €l endomorfismo f cuya matriz respecto de B es:

1 11 1
-1 -2 1 1
4 3 6 -1
0 00 2

Se pide:
1. Calcular bases del niicleo y la irnagen de f.

2. Decidir razonadamente si el nicleo y la imagen de f so

Solucicn:

1. En primer lugar, calcularemos el nicleo'y la imag la matriz A del enunciado. El nidcleo de
A viene dado por las soluciones del sistema linea
elementales entre filas de la matriz (Fp +.5 vy £
soluciones los vectores proporcionales & {—
del nicleo de A.

Por otro lado, una base de la imagen d




J,,Q,%
G

| 90. 49
JUmip L ooy
///___/"—'____—-——-_—
Algebra Lineal Segundo Cuatrimestre
§

Este problema trata de la convergencia del método iterativo de Ja
cuya matriz de coeficientes sea definida positiva. Para cada par de n
considera la matriz cuadrada de orden n

a b ---
Sab)=|. . .
b b -

y se pide:
a) Calcular los valores propios de la matriz S(1,1).

ar los valores propios de la matriz

b) Utilizando el resultado del apartado anteriorsshs
4 combinacion lineal de S(1,1) y la matriz

S(a, b). (Indicacién: representarla como

g

identidad).
c) Hallar los valores de los parametros a matriz S(a, b) sea definida positiva.
d) Idem para los valores que hacen el método iterativo de Jacobi cuando se
aplica a un sistema de ecuacigh riz de coeficientes sea S(a, b).

d) Sea A una matriz definida pe
principal de A. Demos
converge sl y sdlo si
positiva. Medi
apartado anteriqr

. étodo de Jacobi para un sistema de matriz A
scombinacién lineal de A y D es una matriz definida

Solucién:

a) La matri
1 e 1
1 1
11 .- 1

sramente rango unidad. Esto significa que el 0 es un valor propio de multiplicidad
Por otra parte €l producto de esta matriz por un vector de unos reproduce este
multiplicado por n. Se aprecia asi que n es un valor propio, necesariamente simple,




|

Algebra Lineal i Junio de 2000 Primer Cuatrimestre

Ejercicio 2 (2,5 puntos): Sea J la matriz con todos los elementos iguales a 1, y sea riz -
identidad de igual orden.

valores su inversa es de la forma c¢J + dI.

2. Si w es una raiz n-ésima de 1 distinta de 1, resolver el sistema

[T+ w 1 1
1 1+w . 1
1 1 14w . 1
" 1 1 14w

escribiendo sus soluciones como expresiones polinémicas de

Se entregard esta hoja y, a lo sumo, une a
Solucidn:
1.




INGENIER/T:A INDUSTRIAL
EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL I
14 de Septiembre de 2000

PROBLEMA 1. (2.25 Puntos)

Sean W, y Wy subconjuntos de R?2 definidos de la forma

W1={[j g}ER@’Z):m:z,y:t}‘

W’z={[ ‘-ﬁA __AB]EB(M) : }\,ﬁGIR}.

Se pide:

(a) Demostrar que W; y W> son subespacios de R(22), Calcula
dichos subespacios.

(b) Calcular bases de Wy N Wy y W) + Wy, Hallar sus
(¢) Calcular un subespacio suplementario de W,

(d) Comprobar que la matriz

puede escribirse como A = M; + M,

PROBLEMA 2. (2.25 Puntos)

Dada una matriz A € R™™)

acio columna), Fila(A) (subespacio fila), Ker(A)
uales lo son de R"?

[iT(R) — (R
) =ag+ a1z +asz® —  flp(z)] = aaoll +z)2+ Bay(l +z)+vaq

de a. 3,7 son ciertas constantes reales no nulas. Utilizar el apartado (c) para demostrar
[ es sobreyectiva.

{Continda detrads)




PROBLEMA 3. (2.25 Puntos)

(a) De un endomorfismo f : R® — IR® se sabe que el nicleo de f — id es el subespagio:
generado por los vectores (1,1,0)7 y (1,0,1)7, donde id es el endomorfismo i
Ademss, se sabe que la imagen del vector (0,2,1)7 es el vector (1,1,0)7.

(1) ;Es singular el endomorfismo f?
(2) Hallar los autovalores y autovectores de f.

(3) Dado un vector cualquiera zo € IR?, se define la sucesién Tiq; = |
el comportamiento de la sucesion {zx}52,.

1 2
o=lo 5],
se considera el endomorfismo T : R*? — [R(%2) que,
corresponder T(A) = AB — BA.

(b) Dada la matriz

g IR le hace

(1) Calcular la matriz de T con respecto a la base canénica

1 0
a[33]. |

PROBLEMA 4. (2.25 Puntos)

Dada la matriz

se pide:

(a) Hallar sus matrices 1

(b) Hallar la solucid el sistema de ecuaciones diferenciales
0

X(t)=AX(W)+f(t), [f)=|3e™
0

dcion particular del sistema anterior que cumple la condicién inicial

1
X0 =10
0



cleHpe 530 1”%;%0

INGENIER:I'A INDUSTRIAL
EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL I
9 de Febrero de 2000 '

PROBLEMA 1. (2.25 Puntos)

Se considera el espacio vectorial

(a) Determinar (de forma razonada) cusles de los siguientes subconjuntos de
riales:

P; = {p(z) € O3 : p(0) + p(1) = 1}

Py = {p(z) € I3 : p(0) = p(1)}
P; = {p(z) € N3 : p'(z) = p(z)}.

[NOTA: p'(z) denota lo derivada de p(z).]

{b) Dados los subespacios vectoriales

de H:;._ se pide:

& 2 F}TS . OQ}??J

definida por

T(A)=A+ AT,

Kerd = {A€ R™? . T(A) =24}

(Continja detrads)
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1 Algebra Lineal Febrero 1999

1% Cuat.

Nombre:

1° Apellido:

2° Apellido:

Nimero de

Matricula

HENEE)

(5 puntos) Dados dos niimeros reales a y b, para

el polinomio real

pn(z) 1= det

(1) Calcular los polinomios pa(z), pa(
de cada polinomio p,(z).

se considera




Algebra Lineal Febrero de 1998

Nombre : Niamero de

Matricula
1°" Apellido:

Lo

2° Apellido:

Problema.

Este problema presenta la solucién de una ecuacién cibi
un problema discreto de momentos.

1) Comprobar que cualquier sucesién de nimeros co
T, =A2"4+u3", n=0,1,%

es recurrente de segundo orden, determinando explici
recurrencia.

2) Una sucesidn recurrente de segundo orden

Determinar la expresién del térmi
3) Determinar los ceros del polinomi

4 2282 — 224 expresandolo previamente
como combinacién lineal de do

e la forma (x — ¢)?, con ¢ € C.

lejos arbitrarios.

Solucidn:




Algebra Lineal Febrero de 1997 - Primer Cuatrimestre
Nombre : Niémero de .
Matricula -

1°T Apellido:

2° Apellido: I bk L

Problema.
Un polinomio trigonométrico de grado n es una funcién de 12

f(z)=ao+ Z (ak coskz + brsenkz
k=l

Este ejercicio estudia la determinacién, es decir la existencia
problema de interpolacién con polinomios trigonométricos.

o 3
B B
T-'y"

= cosb +isenb, 4 = cosc+isenc.

) ¢

minos de A. Az DA

inante de Vandermonde. Enunciar con sencillez, en

' condiciones necesarias y suficientes para que A # 0.

‘pares (zx,yk), con k = 0,1,...,2n, de mimeros reales en los

cuales se ap os z; son distintos dos a dos y estan situados en el intervalo
: existencia y unicidad de un polinomio trigonométrico f(z) de

a n que cumpla

Expresar el valor ¢
¢) Relacionar A’ co

flze)=wyx, k=0,1,...,2n

[




Nombre: No. Matricula:

Algebra Lineal. Curso 1993-94. Primer cuatrimestre.z
Ejercicio 2. 11 de febrero de 1994.

El presente ejercicio consta de dos opciones (un problema y una pre
teoria) de las cuales ha de elegirse solamente una.

Problema.— Sean a, b, ¢, d, e cinco nimeros complejos, distintos dos ;
pide calcular razonadamente la incégnita v en funcién de a, b, ¢, d, €,
algebraico lineal, de cinco ecuaciones con cinco incégnitas, que sigue:

v + av + d*w + d%z +
u + b + bw + ¥z +
u + cw + fw + Az o+
u + dv + dPw + &Pz +
u + ev + efw + ez 4+
Nota.- La no obtencién correcta del resultadg:red calificacion, sobre

todo si el método elegido es puramente mecan siderar las relaciones

de Cardano-Vieta, en forma conveniente.

~ ,
Teoria.— Sea A una matriz compleja dé > 2). Supdngase que el nimero
complejo a es raiz del polinomio ca de A de multiplicidad o, (> 1). Sea
M el subespacio caracteristico d ado'a a. Se pide:

nciado y sélo tres mas. Las disquisiciones vacias,
onocimientos, se valoraran de forma muy negativa.

Problema

Opcidn elegida Teoria

iprobado el segundo cuatrimestre, indiquese en qué convocatoria:

En ca

Junio 93 Septiembre 93




INGENIERIA INDUSTRIAL.
CONTROL DE ALGEBRA 1. 17-Diciembre-1993.

PROBLEMA 1.
Sean E,F subespacios vectoriales de C3 :

E = {(21,172,333) €C3: 1+ X9 ~23= 0}
F= ((1,0, i),(l,O,l)) = L[(l,O,i),(l,O,l)]

1. Hallar E N F.(0.75 puntos)
Hallar E + F.(0.75 puntos)

i Es E + F una suma directa?(0.25 puntos)

aow w®

Supongamos que H es un espacio vectorial tal que: dim :
H,, H, subespacios _vectorial&s de E que cumplen:

dimH, + dimH, > di
Demostrar que 3z # 0,z € H,

PROBLEMA 2.
Sea T una aplicacion lineal entre Ilx(x) (
que dos) y R?® definida por:

-grado menor o igual

T2+z -

este caso jcuédnto vale la dimensién de Im(T)?(0.25 puntos)

aplicacién cualquiera entre Il,(z) y R? ;puede ser inyectiva? (con-
testar brevemente y razonar la respuesta).(0.5 puntos)
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Algebra I Febrero-de 2004-

Ejercicio 1 (8 puntos):

Consideramos la matriz cuadrada de orden 30 con coeficientes complejos

[a 10 - 00
0al- - 00
00 a 00
B={ . : :
000 - al
100 -+ 0a

1) Calcular el determinante de B.
2) Escribir el conjunto S de los valores de a para los que B es singular.

3) Calcular la suma de aquellos elementos de S cuya parte imaginaria es positiva o nula.

(Se entregard esta hoja y, a lo sumo, una adicional)
Solucién:

1) Desarrollando el determinante por la primera columna y empleando que el determinante de
una matriz triangular es el producto de los elementos de su diagonal obtenemos:

a1l 0 -+ 00 100 --- 00
0al - 00 la 10 - 00
00a - 00 0al -+ 00

1Bl = (=1)"%a| . . |40 0 T T T =61
000 -+ a1 000 --- 10
000 - 0 a 000 --- a1l

Valor del apartado: (1 punto). Sélo se ha valorado el clculo del determinante si aparece expli-
cado y razonado debidamente. En caso de utilizar argumentos de recurrencia, se debe aplicar
el principio de induccién rigurosamente y no de modo heuristico.
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2) Los valores de a que hacen B singular son los que anulan su determinante, es decir, las raices
trigésimas de la unidad. De este modo:

§={e# k=0,1,..,29}
Valor del apartado: (1 punto).

3) Teniendo en cuenta que ef' = cos(5T) + isen(£), la parte imaginaria es positiva o nula si
0 < k < 15. Por tanto, los elementos de S cuya parte imaginaria es positiva o nula son

Ty 2@, i
{1,6151,6151, . ,em} ,

. sz I z s
que constituyen una progresién geométrica de razén eis* cuya suma es

25\ 16 87, 8 —8ur
(e59)” —1 B eBi—eT?  send
. = =
efst — 1 et et — T sen 35

Valor del apartado: (1 punto)
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FEjercicio 2 (3 puntos):
Sea f un endomorfismo de R3 que cumple que:

fLe,2) = (1,0,0);

f(17271)' = (CM,].,O);
£(0,1,-1) = (1,,0).

Determinar la condicién que debe satisfacer o para que f quede completamente definido por
las tres ecuaciones anteriores.

Calcular el valor de a para que, ademés de la condicién anterior, se satisfagan simultdneamente
las dos condiciones siguientes:

» (0,—-1,1) € Im f.

= f no es biyectiva.

3. Para el valor de o obtenido, calcular una base del nicleo y otra de la imagen de f.

1.

(Se entregard esta hoja y, a lo sumo, una adicional)

Solucidén:

Una aplicacién lineal queda completamente determinada por las imégenes de los vectores de
una base del espacio inicial; debemos, pues, estudiar para qué valores de o los tres vectores
(1,2,2),(1,2,1),(0,1,—~1) constituyen una base de R3, lo cual equivale a su independencia
lineal. Podemos hacerlo, por ejemplo, calculando el determinante

0
li=a-1,
-1

— DD

1
o
2

que serd distinto de cero si y solo si a # 1. Estos son los valores que satisfacen la condicién
pedida. ’

Observacién.- Si a = 1, las ecuaciones quedan:

f(LL2) = (1,01
f(1,2,1) = (1,1,0);
£(0,1,-1) = (1,1,0).

Si restamos la primera de la segunda y utilizamos la linealidad, obtenemos que f(0,1,—1) =
(0,1,—1), lo cual es contradictorio con la tercera igualdad. Asi pues, no existe ninguna apli-
cacién lineal f que satisfaga esas tres ecuaciones para o = 1.
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2. Conocemos las imé4genes mediante f de los vectores de una base; dichas im4genes, que constitu-
‘ yen un sistema generador de Im f, seran linealmentes independientes si y sélo si f es inyectiva.
La no inyectividad de f equivale, pues, a la anulacién del determinante

=a®—a=ala—1(a+1),

O O
Ob——lQ
O R

que se anula para los valores 0,1, —1. El caso @ = 1 lo tenemos excluido por el apartado
anterior, pues hace que f no esté definida. Para los dos valores restantes, tenemos dos vectores
linealmente independientes, digamos (1,0,a) y (&, 1,0), que generan Im f. Impongamos ahora
la condicién de que (0,—1, 1) pertenezca a dicho subespacio:

» Sia=0,Imf=L{(1,0,0),(0,1,0)}, luego el vector (0, —1, 1) no puede pertenecer a ella
por no tener nula su tercera componente.

» Sia=-1,Imnf=L{(1,0,-1),(-1,1,0)}, y el vector (0,—1,1) si es combinacién li-
neal de los dos anteriores, pues es sencillamente el opuesto de su suma. También puede
comprobarse, por ejemplo, observando que

1 -1 0
0 1 —-1]=0
-1 0 1
El dnico valor que satisface las condiciones es, por tanto, o = —1.

Observacién.- Llamemos B a la base considerada en el primer apartado, para o # 1. La

1 a1
matriz { 0 1 o« | cuyas columnas son las imagenes de los vectores de B, es la matriz de f
a 0 0

respecto a dicha base B en el espacio inicial, y respecto a la base canénica en el espacio final.
No es la matriz de f respecto a una tinica base, luego no es la matriz del endomorfismo
f en el sentido habitual.

3. Para a = —1, ya hemos visto que una base de la imagen es ((1,0,—1),(—1,1,0)). En cuanto

al nicleo, y puesto que
dim(ker f) = 3 — dim(Im f) =1,

basta con que encontremos un vector no nulo cuya imagen sea 0. Como f(1,2,1) = (—1,1,0)
y f(0,1,-1) = (1,—1,0), basta sumar dichas igualdades para obtener que

f(1,3,0) = (0,0,0),

siendo una base de ker f la constituida por el vector (1,3,0).
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Criterio de calificacién: - Cada apartado vale 1 punto. Los disparates penalizan severamente - - -

la calificacién global del ejercicio.

1. Sise calcula el determinante, o se hace algo equivalente, sin razonar la relacién con la condicién
pedida, la calificacién se reduce a la mitad. Idem si se plantea bien, pero se yerra en el cdlculo.

2. Si se trabaja con la matriz mencionada en la observacién del apdo. 2 como si fuera la matriz
de f, la calificacién es como méximo 0’8.

3. 0’5 por el niicleo y 0’5 por la:imagen. Si se trabaja.con un valor erréneo de ¢, la calificacién se.
reduce a 0’3 cada subespacio. -
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Problema (4 puntos):

Dada la matriz A € C™*", se define el endomorfismo f de C**", tal que para toda matriz
X e Cv) f(X) = AX.

1
2 2

10 0 0 01 0 0
(E11:<0 O)7E21=<1 0>7E12:(0 0>7E22=(0 1)>

Esttidiese si la matriz M es diagonalizable.

1. Para el caso particular n =2y A = ( ), determinese la matriz M de f respecto de la

base

A partir del siguiente apartado se considerars el caso general, indicado al comienzo del enunciado.

2. Dada la base de C™", B = (E11,Eqy, ..., By, Eg,Eypg, .. ., B, ..., B, B, .., E ), donde
E;r (j,k =1,2,...,n) es la matriz cuyos elementos son todos nulos salvo el de la fila j columna
k que vale la unidad, calcilese la matriz M de f respecto de dicha base.

3. Establézcase la relacién que existe entre los polinomios caracteristicos de las matrices M y A.

4. Estudiese si es cierta la siguiente proposicién: “El endomorfismo f es diagonalizable si y sélo si
la matriz A es diagonalizable”. (Nota: un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién
finita es diagonalizable si y s6lo si lo es su matriz respecto de cualquier base de dicho espacio
vectorial).

Solucion:
1. Se calculan las imagenes de los vectores de la base (Eq, Eqy, Eq, Eq;) :

(on) = (22)(a0)-(59)
f(08) = (32) (0
f(35) = (32)(3:
(38) = (2)(0

Por tanto, la matriz de f, respecto de dicha base es:

o

O O
oo w
N OO
N WO O
I
N
o »

(0,5 puntos)
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Los valores propios de la matriz-A: son —1-y 4:Por tanto; al ser sus multiplicidades iguales a uno; .
A es diagonalizable. M es una matriz diagonal por bloques, que son' matrices cuadradas de orden
dos, por lo que es diagonalizable, al serlo A (véase apartado 4.).

(0,5 puntos)

2) En el caso general, se tiene:

0 0o - 0

Do b —
f(Ejk)=AEjk=(All""lAj_1|Aj'|Aj+1|---|An) S DR I :(0]...|0(Aj|_0]...[())7

g --- 0 --- 0

(1,k=1,2,...,n)
Por tanto, M = diag (A, A, ... ,A).
(1 punto)
3) El polinomio caracterfstico de M es

xm(A) = det (AL2—M) = det (A,2—diag (A,...,A)) = det (diag (AL,—A, ..., [,—A)) = (xa(A))"

dondexa (M) es el plolinomio caracteristico de A.

(1 punto)
4) M es diagonalizable si y sélo si A lo es. En efecto, una matriz diagonal por bloques, cuyos
bloques son matrices cuadradas, es diagonalizable si y sélo si lo son los bloques diagonales.

Es facil efectuar la demostracién de la anterior afirmacién para el caso del presente problema. Se
denota py la multiplicidad de cada valor propio A de A. La dimensién del subespacio propio de A
asociado a A es igual a n — rango (AL;,—A). Se tiene:

A diagonalizable < VA valor propio de A, n — rango (AI,—A) = p,

Del apartado 3. se deduce que dicho valor propio A es valor propio de M de multiplicidad n py. Como
rango (AL,—M) = n rango (AL,—A), se tiene, sabiendo que la dimensién del subespacio propio de
M, asociado a A, es igual a n?~rango (AL,2—M), que

n?— rango (AL,z—M) = n? — n.rango (/\InéA) = n (n —rango (AL,—A))
Por tanto,

A diagonalizable < M diagonalizable

Finalmente
A diagonalizable < M diagonalizable < f diagonalizable

(1 punto)
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FEjercicio 1 (3 puntos).

1.1 Sean K, F' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo y f : E — F un homomorfismo. Sea
M un subespacio de F, definase su contraimagen f~1(M).

1.2 Sea f : R* — R3 definida por

121 1) (2
fzy=[2 311 ;
3411 3
T4
Se pide:
1.2.1 Calcular una base del nicleo de f.
1 3
1.2.2 Sea M el subespacio de R3 generado por los vectores | —3 |, [ 4 |. Calcular una base
-1 5
de f~Y(M).
Solucion:

1.- La imagen reciproca o contraimagen de un subespacio M del espacio final F se define como
(M) ={u€E, f(u) € M} y resulta ser un subespacio del espacio inicial E.

2.1 Para calcular una base del nicleo resolvemos por el método de Gauss el sistema f(z) = 0,

Fy — Fy
F;— B

W N =
> W DN
= e

1
1
1

DO bt

2
1
2

OO
O O

Vemos que el rango de la matriz es dos —la dimensién de la imagen—. Al ser el espacio inicial de
dimension 4, el nicleo es de dimensién dos; dos vectores linealmente independientes que satisfacen

1 0
las ecuaciones del nicleo son, por ejemplo, v; = _—1 , Vg = (:3 ; valen también dos vectores
0 -1

cualesquiera linealmente independientes y combinacién lineal de vy, v,. Tomamos como base Byer F=
(’Ul, ’02).

2.2 Llamemos e; a los vectores canénicos de R4, las columnas de la matriz son los transformados de
tales vectores; es inmediato comprobar que

3 2 1
w=|4 =3 ]+ 1]=Ff(e)+ fles) = flea+es)
S 4 1




2o,

Por otro lado; el vector | —3 |- no pertenece.a la imagen de f, podemos comprobarlo viendo que
-1
12 1
2 3 -3 |=-6#0,
3 4 -1

es decir, es independiente con los vectores de una base de la imagen de f. Se tiene entonces, f~1(M) =
{u € E, f(u) € Lwl]}, o lo-quees-lo-mismo, '

flw)=dw=XAf(ea+e3) <= u—Alex+e3) €kerf, AeR

se concluye que u — A(es + e3) = z para A un escalar arbitrario y z un vector cualquiera del niicleo
f, puede tomarse como base solicitada

By-1(a1) = (€2 + €3, v1, V3).

Este apartado puede resolverse también como sigue: se buscan los z de f~*(M); entonces f(z)
pertenece a M y, por lo tanto, es combinacién lineal de los dos vectores que generan M, estudiemos
la compatiblidad del sistema f(z) = a(1,—3,—1)* + b(3,4, 5)* por el método de Gauss:

1211 a+3b| p , 1211 a+3b 1211 a+3b
2311 —8a+4b| 27 0 1100 ~da+d| FB-FK 1100 —da+b
3411 —a+5| % "2 1100 2a+b 0000 6a

El sistema es compatible si a = 0 y b cualquiera, entonces unas ecuaciones paramétricas del subespacio

(M) son:

‘;.’171 = ?a+ﬂ—b

T3 = —a—[F+2b
Tz = «
Ty = f8
1 1 -1
-1 -1 2 . .
y de ellas extraemos la base RE N E 0 . Obsérvese que los dos primeros vec-
0 1 0
3
tores constituyen una base del nicleo de f,.y el tercero es una solucién particular de f (z) = [ 4 |,
5

esta base es distinta de la calculada previamente.
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Ejercicio 2 (3 puntos).
Dados los vectores columna v = (1,2,1,2,1,2)* y v = (1,1,1,1,1,1)?, se considera la matriz

A = uvt —vtul,
en donde I denota la matriz identidad de orden 6.
1. Encontrar una base del nicleo de A, y deducir el rango de dicha matriz.

2. Encontrar una base del subespacio definido por
{z € C®: v'z = 0}.
Calcular las imégenes mediante A de los vectores de dicha base, y construir una base de Im A.

3. Razonar si A es o no diagonalizable. En caso afirmativo, construir una base de C” formada por
vectores propios de A.

Nota: No es necesario el calculo explicito de la matriz A, y se recomienda no efectuar dicho célculo.

Solucion:

1. Los vectores del niicleo de A son aquellos z que satisfacen que (uv’ —v*ul)z = 0, lo que equivale
a
(v'z)u = (v'u)z.

Como el segundo miembro es un vector proporcional a u, también ha de serlo el primero: z = au
para algin o € C. Esto nos da que

v*(ou)u = (v'u)owu,

con lo que todos los vectores x de dicha forma son solucién. El nucleo estd formado, por tanto,
por todos los vectores proporcionales a u, es decir,

ker A = L{u},
que es un subespacio de dimensién 1. Consecuentemente,

r(A) = dim(Im A) = 6 — dim(ker A) = 5.

Otra forma: La matriz A = uv® — 9] es suma de la matriz uv® de rango 1 y un midltiplo de
la identidad. Los vectores del niicleo de A son los autovectores de uvt asociados al autovalor
v'u = 9. Se sabe que una tal matriz de rango 1 tiene precisamente los autovalores 0 y vtu,
siendo n — 1 = 5 y 1, respectivamente, las dimensiones de los correspondientes subespacios
propios, y u un vector que genera ker(uv® — 9I) y, por lo tanto, el nticleo de nuestra matriz A.
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2. Un subespacio de C® definido por una-tinica: ecuacién implicita tiene:dimensién 5, luego ‘bas-.. -
ta que encontremos 5 vectores linealmente. independientes que satisfagan dicha ecuacién, por
ejemplo:

Uy =

2
Ny
|

; Us =

OO = OO
O R OO O K=
H O OO Ok

1
0
-1
, U2 = 0 y Uz =
0
0

OO O O e

Asf pues; una posible base es (u1, ug; us, ug, us).

Si transformamos mediante A cualquier vector y del subespacio anterior (vty = 0), obtenemos
Ay = uv'y — vluy = 0 — (v'u)y = —9y,

es decir, que todo vector de dicho subespacio es vector propio de A asociado al autovalor
—vfy = —9. En particular, Au; = —9u; para j = 1,...,5, lo que permite concluir que nuestros
Ui, ..., us son vectores de Im A;-como sabemos que la dimensién de este-stbespacio es 5y -
tenemos 5 vectores linealmente independientes, podemos concluir que la base anterior también
"lo es de Im A, es decir, Im A coincide con el subespacio definido en el enunciado.

3. Recapitulando los resultados obtenidos en los apartados anteriores, tenemos:

» Un vector u no nulo de ker A, es decir, un vector propio asociado al autovalor 0.
» Cinco vectores uy, ..., us linelmente independientes, autovectores de A asociados al auto-
valor —9.

Por lo tanto, tenemos 6 autovectores linealmente independientes, es decir, una base de au-
tovectores de A: (u,u1, ug, us, us, us). Considerando la matriz P € R8*6 cuyas columnas son los
vectores anteriores, tenemos que

P71AP = diag(0, -9, -9, —9, -9, —-9).
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Problema (4 puntos).

Dados los subespacios vectoriales de R?, F, generado por los vectores (1,—1,1)* y (0,0, —1)?,
y G, generado por (1, 1,1)%, compruébese que F' @ G = R®. Dada la matriz Q € R3*3, tal que
Q? = Q, demuéstrese que u € Im Q implica que Qu = u. Apliquese a la determinacién de Q
cuando

Im Q=F; Ker Q=G¢G.

Sean M y N subespacios vectoriales de R™, tales que M @ N= R", A € R"*" yBe R”X("—T),
matrices cuyas columnas constituyen bases de M y N, respectivamente, demuéstrese que la
matriz

1] P k) (G o )@m”

—donde I, es la matriz unidad de orden r y O denota la matriz nula de dimensiones adecuadas
en cada caja— cumple que P2 = P. Determinense Im P y Ker P en funcién de M y N.
Estddiese si toda matriz P de R**", tal que P? = P, puede escribirse de la forma [1].

Calctlense los valores propios de la matriz P del apartado anterior, asf como los subespacios
propios asociados a dichos valores propios.

1.

Solucion:

Los vectores (1,~—1,1)%, (0,0,—1)* y (1,1, 1) son linealmente independientes, ya el rango de la
matriz

11 1
1 -1 1
0 0 -1

es igual a 3. Constituyen, por tanto, una base de R3, de modo que F +G =R3y FNG =
{(0,0,0)*}. Finalmente, F & G = R5.

La matriz Q € R**® cumple Q? = Q. Si u € ImQ, existe x € R3 tal que Qx = u, de donde se
deduce

Qu=Q**%=Qx=u

Se sabe que Im Q = F; Ker Q = G. Por el resultado anterior, se tiene

1 1 0 0

Q -1 = -1 ’ Q 0 = 0 )
1 1 ~1 -1




1,,%

B0y
°O’”/§
1 0 1Y\ 1- 0.0 .
y, ademads; Q . Por tanto, Q 0 -1 J]=1-1 0 0 }:esdecir,
1 -1 1 1 =10
0 .0 0 1
Q= ——1 0 0 —1 0 1
1 =10 1 =11

Como P = (A[B)(g 8 ,

constituyen una base de R™—, se tiene que

P o) g o) @m)” <A|B)(§) o )@am =B (g o) @p)-p

Por otra parte,

(A|B) "} —(A|B) ‘es -una matriz regular, -ya que sus columnas. - -

I. O

P (A|B) = (PA[PB) = (A[B) ( i

> = (A]O); es decir, PA=A, PB=0

Por tanto, M =Im A C Im Py N =Im B C Ker P. Al ser rango (P) = r = rango (A), se

-deduce que Im P = Im A = M. De modo similar, dim Ker P = n — r = rango (B), y se tiene

que Ker P =Im B = N.

Si P de R**", tal que P? = P, se cumple que Im P® Ker P = R™. En efecto, si x € Im P
N Ker P, se tiene 0 = Px = x; de donde se deduce que Im P N Ker P ={0}. Por otra parte,
para todo x € R", x = x — Px + Px, donde

PxeImPyx—Pxe KerP.

En el supuesto de que P # I, y P # O, tomando A € R™" y B € R™*®~7) matrices cuyas
columnas constituyan bases de Im P y Ker P, respectivamente, se cumple que (A|B) es una
matriz regular, PA = A y PB = O. por tanto,

P(AIB) = (A10)=(AB) (& o )iP= B § o ) AR

En el caso de que P =1I,,, se tendrfa P = A =1, y I, = L,I,I.'. En el caso de que P = O, se
tendrfa P=0,B =1,y O = [,OI 1.

En el supuesto de que P # I, y P # O, sea r = rango (P), entonces, por el apartado anterior,.. -

T

O O > y sus valores propios son la unidad de orden de multiplicidad r y

P es semejante a

cero de orden n — 7.

Los subespacios propios son: Im P, asociado al valor propio unidad, y Ker P, asociado al valor
propio nulo.

Cuando P =1,,, su valor propio de orden n es la unidad y el subespacio propio asociado es R™;
y cuando P = O, su valor propio de orden 7 es el cero y el subespacio propio asociado es R™.
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Ejercicio 1 (8 puntos): Se consideran las matrices

};‘f 111 1
A=|13 5| B=|12438
L s 139 27

Calctlese el rango de A y obténganse unas ecuaciones cartesianas de su subespacio columna

Im(A).
Determinese el rango de AB y dedizcase la relacién entre Im(A) e Im(AB).

Hallese el valor de a para el cual el sistema ABz = (1,a,—a, —1)t es compatible. Para dicho
valor de a, jes Unica la solucién?

Se recogera esta hoja y, a lo sumo, otra adicional.
Solucion:

Como rg(A) = dim(Im(A)), podemos responder ambas preguntas calculando directamente
Im(A). Un vector Z = (21,22, 23, 74)" pertenece al subespacio Im(A) si y sélo si el sistema dado
por la matriz ampliada (A |Z) tiene solucién; dicha matriz ampliada es

1 1 4 T
1 2 1 To
1 3 =2 T3
1 4 -5 M)

Realizaremos operaciones elementales de reduccién gaussiana para resolver dicho sistema: a
cada fila se le resta la anterior,

1 4 Ty
1 -3 To9 — IT1
1 =3 | z3—2
1 =3 T4 — T3

OO D=

y, huevamente, restando a cada fila la anterior, se llega a

4 I
-3 o — 1
0| z3—2204+ 21
0 | 24 — 223+ 29

SO O -
O O = =

luego el sistema tiene solucién si y sélo si el vector £ cumple

T3 — 205 +21 =0 (*)
CD4—2$3+$2=0

que constituyen unas ecuaciones cartesianas de Im(A). Obsérvese que, de paso, hemos obtenido
que rg (A) = 2, puesto que, tras haber realizado las operaciones de reduccién gaussiana sobre
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las filas de A, hemos obtenido una matriz equivalente escalonada de rango 2. Ademds, esto
confirma el hecho que rg (4) = 2 = dim(Im(A4)).

OTRA FORMA: Las columnas-de- A -son vectores cuyas componentes forman progresién. -
aritmética, y se sabe que dicho subespacio de vectores tiene dimensién 2 como maéximo; dado que
al menos hay 2 columnas independientes (por ejemplo, las dos primeras), y no puede haber m4s,
podemos asegurar que g (A) = 2 = dim(Im(A)), y ademas Im(A) es exactamente el subespacio
de vectores cuyas componentes forman progresién aritmética. Todo vector (z1, zs, 3, m4)t de
dicho subespacio satisface, por definicién,

Tg —T1 =Tz — Lo = Ty — T3
y dichas ecuaciones son las mismas que (*).

Puesto que las columnas de AB son combinaciones lineales de las columnas de A, siempre
se verifica que Im(AB) C Im(A); pero si, adem4s, B tiene filas independientes (como es el
caso, puesto que B es una matriz de Van der Monde por filas), se tiene que B representa una
aplicacién suprayectiva, y ambos subespacios coinciden: Im(AB) = Im(A). Adem4s, rg (AB) =
dimIm(AB) = dimIm(A) = 2.

OTRA FORMA: Se sabe que rg (AB) < min(rg(A4),rg (B)) = min(2,3) = 2, luego el
rango de AB podria ser 0,1 6 2. Aunque no es necesario, escribamos;: la matriz completa AB :

6 15 41 117

4 8 18 44
AB = 2 1 -5 —29 |°

0 —6 —928 —102

en realidad, basta calcular sélo algunos elementos (por ejemplo, las dos primeras filas), para
observar que al menos hay 2 filas independientes, luego rg (AB) = 2. Esto quiere decir que
dimIm(AB) = 2 = dim Im(A), pero por otro lado se tiene siempre que Im(AB) C Im(A); dos
subespacios de igual dimensién finita, uno de ellos contenido en el otro, deben autométicamente
coincidir, luego Im(AB) = Im(A). o 1

Para que el sistema sea compatible, el vector (1,a,—a,—1)" debe pertenecer a Im(AB). De los
apartados anteriores se deduce que Im(AB) = Im(A), cuyas ecuaciones son (*), y sustituyendo
en ellas las componentes del vector, debe ser

S a=<

—a—2a+1=0 1
-1-3a+2=0 )

Para dicho valor de a, €l sistema tiene solucién, pero no tnica, pues la matriz de coeficientes
AB no tiene rango igual a su ntmero de columnas (su rango es 2, mientras que posee 4
‘columnas).

OTRA FORMA: Segin lo dicho en el apartado 1, el vector (1,a,—a,—1)" pertenece a
Im(AB) = Im(A) cuando y sélo cuando sus componentes forman progresién aritmética, luego
debe cumplirse simultdneamente a — 1 = —2a = —1 + @ de donde @ — —;—; y para este valor de
a, la solucién no es tnica pues las cuatro columnas de AB no son independientes.



2o,

Algebra I

Septiembre de 2004

o

FEjercicio 2 (8 puntos).

Dados a;, ag, . . ., a,—1 nimeros complejos, se considera el polinomio
T a; a2 Gn—-2 Op-1
a T az Qp—-g Qp-1
a a2 T Gn—2 Gp—1
ljn(x) = .
a; a2 as z Gn—1
ay Qg as Qp—1 z

Sumando a la primera columna todas las restantes, y utilizando las propiedades de los deter-
minantes, dedizcase una raiz de D,

Efectuando operaciones elementales por filas sobre el determinante obtenido en el apartado
anterior, dedtzcase la expresién de Dp(z) como producto de factores irreducibles en Clz].
. Cuédnto vale el coeficiente en 2" de dicho polinomio?

Calctlense el polinomio en z

5

8

— =

1

1 -1
zb -1
-1 =z
-1 2
-1 3

5

g
i —1
)
5
—1 z

y la suma de sus raices de parte imaginaria no negativa.

Solucion:
z+> ar am
T+Y ap =
a:+-§:ak as
T+ ar ag
T+> ap a

ag
5

as
asg

An—2
Ap—2
Un—2
T
n—1

Ap—1
Gn—1
Qp—1

1

n—1 1

= <m + Z ak> .
k=1 1

1

n—1

de donde se deduce que una raiz del polinomio es — Z Ok

k=1

a1

Qg

Qg
%)

Qo
Qg

as
a3

An—2
Gn—2
ap—2

Ap—-1
Qp—1
Qn—1

Qn—1

En el determinante anterior, restamos a cada fila (excepto la primera) su fila inmediatamente

superior, y obtenemos:

1
0
0

a1
T — ag

G2
0

o — T — Qy

[

Ap—2 Qn—1
0 0
0 0
T = Gp_9 0

Qp—1 — T T — 0p—-1
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que, al desarrollarlo por la primera columna, se reduce a un determinante de matriz triangular
(n—1) x (n—1) que vale (z — a1)(z — a3) ... (z — an_1). Asf pues,

D, (z) = (m—!—Zak) (z—a1)(z —ag) .. (:c—a,;_l).

La primera relacién de Cardano, para un polinomio ménico de grado n, nos dice que el coefi-
ciente de grado n — 1 es el opuesto de la suma de las raices. En nuestro caso, dicho coeficiente

tiene que valer
n—1 n—1
E ap — E ap = 0.
k=1 k=1

3. El determinante que tenemos que calcular es D5(z%) cuando (ay, a2, a3, a4) = (1, 1,4, —1); por

lo tanto valdrs

(@° ~ 14+ 1—i+i)(a® — 1)(z® + 1)(2® — 9)(z® + i) = 25(2® — 1) (20 + 1) = z5(2® - 1).

Sus raices son, ademés del cero, las raices vigésimas de la unidad, es decir, & = €'10, para

k=0,1,...,19. De ellas, tienen parte imaginaria no negativa aquellas cuyo argumento cae en
. , sz Je 4 5T .

[0, 7], es decir, para k entre 0 y 10; como estdn en progresién geométrica de razén ¢ 10, sU suma

vale .
- .10 . .
! ko eto etto — 1 —e'1 — 1
T5r p—
€10 il 1 i 3. 1 3
10 ~— . 10 —
o e e

expresién que podemos simplificar a

ezo (ezo-}—e

e 20 (e 20 — e‘i
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Ejercicio 1 (8 puntos): Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que responder
solo en el espacio dejado al efecto. Se recogera transcurrida una hora desde el comienzo del
examen.

1.1 Si z es un niimero complejo no nulo y n un entero positivo, escribase la expresién general de
las raices n-ésimas de z, expresando las partes real e imaginaria de dichas raices.

Respuesta:
. ; , £ 1 ;042kw .
Si z = |z|€®, sus raices n-ésimas son zj, = |z|net = para k=0,1,...,n — 1, siendo

0 + 2k

, Im (z,) = |z[%sen

0+ 2k
Re (z) = |2|# cos Lnl

.. Re z o
Observacion: No es correcto expresar 6 como arctan ues esta férmula solamente es
Imz’

valida para los complejos z con Re z > 0.

1.2 Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K, sea H un subconjunto no vacio de E. Entinciese
~una condicién necesaria y suficiente para que H sea subespacio de F (caracterizacién de sub-
espacios vectoriales).

Respuesta:

Vu,ve HV\ peK, A\u+ uv € H.

Equivalentemente:
Yu,ve€ H, u+v € H;

Vue HVAeK, \ue H.

1.3 Sea f : E — F una aplicacién lineal entre espacios vectoriales, tal que ker f = {0}. Pruébese
que f es inyectiva.

Respuesta:

Sean u,v € E tales que f(u) = f(v). Entonces, por linealidad, f(u) — f(v) = f(u —v) = 0, es
decir, u — v € ker f = {0}, por lo que u = v.

Observacion: El razonamiento basado en la ecuacién de dimensiones no es vélido.

Este razonamiento sélo serfa vélido en dimensién finita, y ademés utiliza que, si dim(Im f) = dim E, entonces f
es inyectiva, lo cual es consecuencia precisamente del resultado que se pretende demostrar.

o
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1.4 Dado el sistema lineal Ax = b, con A € K™*" y b € K™, demuéstrese que dicho sistema es
compatible si y sélo si 7(A|b) = r(A) (teorema de Rouché-Frobenius).

Respuesta:

Ax=b & b=2A; +23A2+...+2,A,, en donde A4,..., A, representan las columnas de A;
asi pues, el sistema tiene solucién si y sélo si el vector b es combinacién lineal de las columnas de A,
lo cual equivale a que r(A|b) = r(A).

Observacidn: También se puede hacer un razonamiento basado en reduccién gaussiana.

1.5 Pruébese que, si A es una matriz cuadrada diagonalizable, entonces A también lo es.

Respuesta:
Si existe P regular tal que P~*AP = D con D matriz diagonal, entonces

D= Dt — (P-—IAP)t — PtAt(P—l)t — PtAt(Pt)_l,

luego A’ es semejante a la misma diagonal con matriz de paso (P?)~!.

Otra forma: Puesto que [A — AI| = |A* — AI|, A y A’ tienen los mismos autovalores con iguales
multiplicidades. Ademés, para cualquiera de dichos autovalores A,

r(A* — \I) = 7(A — \D),

lo que implica que las dimensiones de los correspondientes subespacios propios son también iguales
para A y para A'. Asi pues, una de ellas es diagonalizable si y s6lo si lo es la otra.

Observacion: Los “razonamientos” del tipo “A! es diagonalizable porque tiene los mismos
autovalores (o el mismo polinomio caracteristico, etc. que A”) no son vélidos.

1.6 La ecuacién caracteristica de una ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes reales es (A — 3)*(\ + 1) = 0. Escribase la solucién general de dicha ecuacién.

Respuesta:

z(t) = (A+ Bt)e* + Ce™, VA,B,C eR.
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FEjercicio 2 (8 puntos):
En el espacio vectorial C4[z] de los polinomios de grado menor o igual que 4, se considera la base
B= (17(53_'1)7(33_1)27(37_1)37(:6_1)4)

y el subespacio
E={peCy4z]:p(1)=p"(1) =0}.

1. Exprésese un polinomio genérico de F como combinacién lineal de los polinomios de la base B.
Deduzcanse de ello la dimensién y una base de E.

2. Dada la aplicacién lineal

Cylz] — C4lz]
p(z) — p2-1),
calctilese la matriz de dicha aplicacién respecto a la base B.
3. Si M = {p € Cy[z] : p(z) = p(2 — z)}, encuéntrese una base del subespacio E N M.

4.- Calctlense las raices del polinomio z* — 423 + 822 — 8z — 5.

Solucién:
1. Todo polinomio p de C4[X] puede expresarse como
p(z)=ap-1+ay(z— 1)+a2(9:——1)2+a3(x—1)3+a4(:1:— 1)4.

Ahora bien, p € E siy sélo si p’(1) = p”(1) = 0; imponiendo estas dos condiciones se tiene que
a; = ag = 0, con lo que la expresién general de los polinomios de E es

p(@)=ao-1+az(x—1)°"+as(x—1)*, aoaz a4 €C.
De aqui se deduce que dim (EF) = 3, y una base de F es
Be=(L(z-1"(-1%). ()

. OTRA FORMA.: si desde el principio se identifica todo p € C4[X] con su desarrollo de Taylor
de orden 4 alrededor de 1:

"1 (1 IV 1
p@=p 0 1+5 ) @-D+ 5 @1 T g 1 PR W o pye
entonces p pertenece a E si y sélo si p/(1) = p”'(1) = 0, luego

p(@)=p(1) 1+ pﬂz(!l) (@—1)2 472 4!(1) (z — 1)*.

Por tanto, los polinomios de E vienen expresados en funcién de 3 pardmetros independientes:
p(1), 9" (1) y ™V (1), con lo que dim (E) = 3 y la base natural obtenida es’la base Bz dada

en (%),
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2. La aplicacién cambia la variable = por 2 —z; por ello, los polinomios de la base B se transfoman

asi:

Parap(z) =1
Parap(z) =2 —1

!

p(2 — ) = 1 cuyas coordenadas respecto a B son:- (1,0,0,0,0)-
p2-—z)=2-2)-1l=l-z=—(z—1)
cuyas coordenadas respecto a B son: (0,—1,0,0,0)
Parap(z)=(z—1)> = p2—2)=(2-2)-1)= (1-2)=(z—-1)>*

cuyas coordenadas respecto a B son: (0,0,1,0,0)
Parap(z) = (z —1)° — p2-2)=(2-2)- 1)’ =(1-2)%=—(z—1)°

cuyas coordenadas respecto a B son: (0,0,0,—1,0)
Parap(z)=(z—1)" = p2-2)=(2-2)-1)'=(1-2)*=(z-1)*
SR cuyas coordenadas-respecto-a B son:* (0,0,0,0, 1)

)

La matriz de la aplicacién, referida a la base B, es la que contiene por columnas dichos vectores
de coordenadas:

1 00 00
0 -10 00O
A= 0 01 00
0 00 -10
0 00 01

. _Obvia,mente, el subespacio M es el conjunto de polinomios que quedan fijos por esta aplicacién,

es decir, los vectores propios asociados al valor propio A = 1. Los polinomios de M, referidos
a la base B, tienen, por tanto, como vectores de coordenadas los de ker (A—1I). Al calcular
ker (A —I), se obtiene que est4 generado por el primer, el tercer y el quinto vector canénico.
Pasando a polinomios, esto quiere decir que M est4 generado por el primer, tercer y quinto
polinomio de B. Por tanto, una base de M es Bg (*), luego M = E ya. que ambos subespacios
tienen la misma base.

Como consecuencia, al.coincidir M y E, se tiene que ENM = E = M, y una base de esta -
intersecci6n es, por ejemplo, la ya calculada: Bg (¥).

OTRA FORMA (sin recurrir al enfoque matricial): ENM es el conjunto de polinomios p de
E que adems3s verifican p (z) = p (2 — x) . Pero se observa que los 3 vectores de la base de E (*)
quedan fijos por la aplicacién defininda en el apartado anterior; por tanto, cualquier polinomio
p de E va a quedar fijo también por dicha aplicacién lineal; es decir, todos los polinomios de
E también pertenecen a M :

VpeE, p(z)=p(2—2z)=ECM.

De aqui se deduce que £ N M = E, y una base de esta interseccién es, por ejemplo, la ya
calculada: Bg (*).

- El polinomio p (z) = z* — 423 + 82® — 8z — 5 pertenece a F, puesto que p'(1) = p”(1) = 0. Por

ello, puede expresarse como

™V (1)
41

'
ot — 423480 —8z—5 = p (1) 1+ 2 (1) (z —1)°+ (z—1)*=—842(z —1)*+(z — ).

21

Asi pues, calcular sus rafces equivale a resolver la ecuacién bicuadrada =8 4+ 2(z —1)* +
(z —1)* = 0. Realizamos el cambio y = (z —1)® y resolvemos la ecuacién de segundo grado




2

Qb‘s'bo ‘.
. Oof];za
y? + 2y — 8 = 0, que tiene por soluciones y; = 2, yp = —4. Deshaciendo el cambio, se obtien ﬁ}'
finalmente las cuatro raices de p : :

(31—1)2:2 = .’E1’~=1+\/§, .’E2=1—\/§
(217 =—4= (22 = z3=1+2i, z4=1-2i
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Problema (4 puntos):

En este problema a y b son nimeros complejos, no simultdneamente nulos.

0 0 a
1. Calcilense los polinomios caracteristicos de las matrices ( 2 g ) vy 0 0 a
b b 0

00 0 a
0 0 0 a
2. Dada la matriz cuadrada de ordenn > 1, A =| : : Do
00 0 a
b b b 0

2.1 Calciilese la dimensién del nticleo de A segiin los valores de a y b.

2.2 Calctilese el polinomio caracteristico de A. Esttidiese para qué valores de a y b es A
diagonalizable. :

2.3 Calctilese AP, p € N, expresando sus elementos en funcién de a,b y n, y distinguiendo,
cuando sea necesario, los casos de p par e impar.

Solucién:

—Q

A
—-b A

1. El polinomio caracteristico de la matriz ( 2 g ) es igual al determinante

A2 — ab.

0 0 a A 0 —-a
Eldelamatriz | 0 0 a | esiguala| 0 X —a |= X% —2ab\.
b b 0 -b —-b A

2. Ahora se considera la matriz cuadrada A de orden n > 1.

2.1 Sia#0yb#0, el rango de la matriz A es igual a 2; de donde se deduce que la dimensién
del niicleo de A es igual a n — 2.

Sia =0y b3#0, el rango de la matriz A es igual a 1; de donde se deduce que la dimensién
del niicleo de A es igual'a n — 1. :

Sia# 0yb=0, el rango de la matriz A es igual a 1; de donde se deduce que la dimensién
del nicleo de A es igual an — 1.

2.2 Utilizando induccién en el orden n de la matriz y teniendo en cuenta los resultados
obtenidos en el apartado 1, se plantea la hipétesis de que el polinomio caracteristico
de la matriz sea D,(A) = A" — (n — 1)abA™ 2. Dicha hipétesis queda confirmada obte-
niendo el polinomio caracteristico de una matriz de orden n+ 1, desarrollando el siguiente
determinante por los elementos de la primera fila (o de la primera columna):




A0 0 -—a
0 A -+ 0 -a
Dppi(A)=| : ¢+ . ¢ 1 | =AD,(\)—abA" 2=
0 0 -+ X -—a
—b —b - —b A

A" = (n — 1)abA™2) — abA"2 = A"t — nabA™!

De modo alternativo, el polinomio caracteristico puede obtenerse de acuerdo con las si-
guientes recurrencias:

Dp(A) = ADp_1()) — abA™2
Dp_1(A) = AD,_o(A) — abA™3
D3(A) = )\Dz(A) — abA

Da()) = A2 — ab

Multiplicando la segunda igualdad por A, la tercera por A\? y, asi sucesivamente, hasta
la dltima que se multiplica por \»2, y efectuando la suma de los primeros miembros y
segundos miembros de todas ellas, se deduce D,,(\) = A" — (n — 1)abA" 2.

También puede obtenerse desarrollando el determinante de AI,— A, sumando, en un primer
paso, todas las filas a la primera, después, restando la primera columna a las restantes
columnas, excluida la tltima, y, findlmente, desarrollando por la primera columna y luego
por la primera fila:

A 0 -+ 0 -—a A=b A=b -+ A=b A=(n—1)a
0O X -+ 0 -—a 0 Ao 0 —a
0 0 A —a 0 0 A —a
—-b —b -b A —b —b —b A
A=b0 0 0 A—(n—1a
0o X - 0 —-a
R : = (A=A 1+b(A—(n—1)a)A""2 = A\"— (n—1)abA"2
0 0 --- A —a
-6 0 --- 0 A

Sia # 0y b # 0, los valores propios de la matriz A son A\; = 0 de multiplicidad igual an—2,
igual a la dimension de su subespacio propio (que es el nicleo de A) y Ay = +/(n — 1)ab,
Ay = —4/(n — 1)ab, simples. Por tanto, A es diagonalizable.

Sia=00b=0, pero no nulos a la vez, el cero es valor propio de A de multiplicidad n,
mientras que su subespacio propio (que es el niicleo de A) tiene dimensién igual a n — 1.
Por tanto, A no es diagonalizable.

(a) Sias#0yb#0,se ha visto que la matriz es diagonal, por lo que su polinomio minimo
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es (A) = A% — (n — 1)ab). En este caso, se tiene, para p nimero natural, efectuando la
divisién euclidea de A2 entre pu(X), I’ = pu(A)g(A) + A2 +dr+e.

Teniendo en cuenta que el polinomio minimo se anula para-los valores:-propios de la matriz -
A, a partir del valor propio A = 0, se deduce e = 0. Y, a partir de los otros dos valores .

propios £+/(n — 1)ab, se obtienen las dos ecuaciones:
(n — 1)7/2(ab)?/? = c(n — 1)ab + d(n — 1)/3(ab)*/?
(=1)?(n — 1)P2(ab)P/? = c(n — 1)ab — d((n — 1)/%(ab)*/2
de donde se deducen:
c=3(n—1)5(ab) (1 + (-1)?)

d=3(n-1)"7 (@) (1~ (-1)?)

Por tanto,
11 -1 0
11 -1 0
Para p par, A? = (n — 1)2"(ab)5"1A2 = (n — 1)5(ab)? :
11 -1 0
0 0 -0 n—-1
0 0 - 0 a
» B 00 -0 a
Para p impar, A? = (n — l)Er(ab)p%zA =(n— 1)%—(ab)%‘1 -
00 --- 0 a
b b b 0

De modo alternativo, sabiendo que el polinomio minimo de A, u()\) = A% — (n — 1)ab), es
anulador de A, se tiene: p(A) = A3 — (n — 1)abA = O; es decir, A% = (n — 1)abA , de
modo que (incluso para p igual a 1y a 2):

AP = (n —1)5"(ab)5~1A2, para p par

—1 _
A? = (n— 1)%— (ab)*z" A, para p impar.

Para a =0 o b = 0, pero no nulos a la vez, se tiene A? = O, parap € N, p > 2.
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NOTA
Nombre: Ntmero de
1¢" Apellido: Matricula
2° Apellido: ‘ HERRR

FEjercicio 1 (3 puntos): Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que responder

sélo en el espacio dejado al efecto. Se recogera transcurrida una hora desde el comienzo del
examen.

1.1 Sea f una aplicacién lineal inyectiva de R™ en R”, tal que Im f # R™. Escribanse las dimensiones
de Kerf e Imf, y la relacién que existe entre m y n.

Respuesta:

dim Kerf =0 dim Imf =m m < n

1.2 Escribase la férmula de De Moivre.

Respuesta:

Vn € Z, (cosp + isenp)™ = cos(nyp) + isen(nyp)

1.3 Demuéstrese la siguiente proposicién si es verdadera o dese un contrajemplo si es falsa: “Todo
sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A € C"™*™ m < n,y b € C™*, tal que el rango
de A es igual a m, es compatible indeterminado”.

Respuesta:

La proposicién es verdadera. Se aplica el teorema de Rouché-Frobenius.

rango (A) =m = rango (A|b) = sistema compatible.

Como, ademds, m < n, el sistema es compatible indeterminado
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1.4 Sea F el espacio vectorial de las sucesiones reales (Zn)nen cuyos términos cumplen la recurrencia

VneN, z,0+ 20,11+ ez, =0 -

donde a € R, no nulo. Escribanse la dimensién del espacio F'y el término general z;, de la
sucesiéon de F' que cumple zg = 1 = a, en funcién de n y a.

Respuesta:

dim F =2 Tn = (a— (1 + a)n)(—a)" = (=1)"*a™(n + (n — 1)a)

1.5 Sabiendo que el polinomio caracteristico de A € R3*3 es 23 + az?+ bz + ¢, ¢ # 0, escribase el
7 7
polinomio caracteristico de A~ expresando sus coeficientes en funcién de a, b, c.

Respuesta:

Polinomio caracteristico de A~ = z3 + %xz + 2z + %

1.6  Dados el polinomio p € Clz], p(z) = a¢ + a1Z + a2z® + - -+ + anz™, y la matriz A € C™*",
definase “evaluacién de p en A”. Definanse “polinomio anulador” y “polinomio minimo” de A.
Demuéstrese que todo polinomio anulador de A es miltiplo de su polinomio minimo.

Respuesta:

Evaluacién de p en A, p(A) = agl + a1 A + aA? + - - - + g, A™

Polinomio anulador de A: p € C[z] tal que p(A) = O

Polinomio minimo de A: Es el polinomio ménico anulador de A de grado minimo

Sean p un polinomio anulador de A y u el polinomio minimo de A. La divisién euclidea de p
entre pu permite escribir

p=kp+p, k,p € Clz], grado (p) < grado (u)

Se tiene que p = p — ku, de donde se deduce: p(A) = p(A) — k(A)u(A) = O—k(A)O = O. Si
p # 0, se obtendria un polinomio anulador de grado inferior al de y, en contradiccién con que p es
un polinomio ménico y, por tanto no nulo, anulador de A degrado minimo. Por consiguiente, p = 0;
es decir, p es miltiplo de p.
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Nombre: Numero de
1°T Apellido: Matricula
2° Apellido: , BN

FEjercicio 2 (8 puntos):

0 -1 -1
Sea A= 0 -1 -1
1 -1 =2

2.1 Calcilense los valores propios de A.

2.2 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

dx

— = Ax,

dt
demuéstrese que una solucién del mismo viene dada por x(¢) = e*u, donde X es un valor propio
real de A y u un vector propio de A asociado a A. Apliquese este resultado al cilculo de una
base del espacio vectorial de soluciones de dicho sistema.

2.3 Calcilese tlim x(t), sabiendo que x(0) = (3,1,2)".

Se entregard esta hoja, y a lo sumo, una adicional.

Solucién:

2.1 Los valores propios de A son los ceros del polinomio caracteristico de dicha matriz. El polinomio
caracteristico es

A 1 1
det \I—-A)=| 0 A+1 1 =A%+ 3)\% 4+ 2
-1 1 A+2
Como consecuencia, los valores propios son A; = 0, Ay = —1, A\g = —2.

2.2 51 A es un valor propio real de A y u un vector propio de A asociado a ), se cumple Au = Au.
Por tanto,

dx(t)  d(eu)
¢t dt

= AeMu = eMlu = eMAu = A(eMu) = Ax(t).

El espacio vectorial de soluciones del sistema %’f = Ax tiene dimensién igual a tres. Como
los tres valores propios de la matriz A son simples, bastard determinar tres vectores propios,
Uy, up ug, asociados a A; = 0, Ay = —1, A3 = —2, respectivamente, para obtener las funciones

eMtuy, e*?tuy, e?tug, que se demostrars que son linealmente independientes.
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Para A; = 0, se obtiene su subespacio propio asociado hallando el niicleo de AI — A, cuyas
ecuaciones son: ‘-

AP }4 y se toma uy = (1, -1, 1)t
Para Ay = —1, se obtiene su subespacio propio asociado hallando el niicleo de A\l — A, cuyas
ecuaciones son:
—ety+2z=0 }, y se toma uy = (1,1,0)%.
z=0
Para A3 = —2, se obtiene su subespacio propio-asociado hallando-el niicleo de-Ag;I — A, cuyas
ecuaciones son:
—2z+y+2=0

Cytz=0 }, y se toma uz = (1,1,1)%,

(u1, e tuy, e u3) es una base del espacio de soluciones, dado que las tres funciones son lineal-
mente independientes. En efecto, aju; + ase™*us + aze™3*uz = 0, implica, tomando ¢ = 0, que
oqug + agug + agug = 0 y, al ser los tres vectores, ui, us ug, linealmente independientes ya que
corresponden a valores propios distintos dos a dos; se deduce que a; = ag = a5 = 0. :

Como alternativa, aunque es un procedimiento més largo, podria calcularse e**, dado que las
soluciones del sistema pueden determinarse por x(t) = e*4x(0). Las columnas de e**, matriz regular,
constituyen, por tanto, un sistema generador del espacio de soluciones y, al ser éste de dimensién
igual a tres, forman una base. El célculo de la exponencial puede basarse en el hecho de que A es
diagonalizable.

111 1 11 1\
[eth = -1 11 0 et 0 -1 11 =
101 0 0 e2 ) 10 1

142t —e™2 _—14e 2 ¢t Qe 2
§ _1 + Qe—t . 6—21; 1 + e——2t _2e—t + ze—Zt
1—e2 ~1+4e72 Qe %

2.3 tl_l_)nc}o x(t) = tl_l_)I(I)lo (a1u; + age *uy + aze **uz) = ayuy, donde a1, ag, as son las coordenadas de

x(t) respecto de la base obtenida en el apartado anterior. Por otra parte, x(0) = (3,1,2)* =
a1 + agus + azus, de donde se deduce a; = ay = a3 = 1.
Se obtiene, finalmente, tlim x(t) = ey = (1,-1, 1),
—00
En el caso de haber calculado e** se tiene:

: 1
; _ (o tA _
th—glox(t) - (th_gloe ) x(0) = 2

—t
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Problema (4 puntos).

Se consideran 4 niimeros complejos a,b,c,d distintos dos a dos, y un polinomio complejo P de
grado 3. Construimos la matriz

P(a) P'(a) P"(a) P"(a)

A_ | PO®) PO P P()
| Ple) Plc) P'(c) P"(c)
P(d) P'(d) P"(d) P"(d)

Sea, ahora, el endomorfismo ® de Cs|z], cuya matriz es A respecto a la base
(Lla LZ) L37 L4) )

formada por los polinomios elementales de interpolacién de Lagrange en los puntos a, b, ¢, d.
Nota: Recuérdese que para cualquier polinomio @ € C;|z],

Q = Q(a)L1 + Q(b) L2 + Q(c)Ls + Q(d) L.

No son necesarias las expresiones explicitas de los polinomios L;, y no se puntuard su
calculo.

1. Calctlense las imagenes mediante @ de los polinomios de dicha base, expresando los resultados
como combinaciones lineales de P y sus derivadas sucesivas.

2. (Son linealmente independientes las imé4genes anteriores? Razénese la respuesta. Dedizcase el -

valor del rango de A, e identifiquense los subespacios nticleo e imagen de .
3. Calctilese una base del subespacio &~ (Cy[z]) .

4. Calctilese la matriz del endomorfismo ® respecto a la base (P, P’, P”, P") de Cs [z].

5. Dados un espacio vectorial E' de dimensién finita, dos bases B = (e1,...,e,) yV = (uy, ..., u,)
de E, y ® un endomorfismo de E, demuéstrese el siguiente resultado:
“Si ®(e;) = u; para j = 1,2,...,n, entonces las matrices de ® respecto a B y respecto a V son
iguales.”

i Es cierto el reciproco?

Solucidn:

1. La columna j-ésima de A es el vector de coordenadas de ®(L;) respecto a la base dada, es
decir:

®(L;) = PY=Y(a) Ly + PUD(b) Ly + PUD(¢) Ly + PU-D(d) L, = PUD),
2. Los polinomios P, P/, P", P" son linealmente independientes por tener grado 3,2,1 y 0 (poli-
nomio constante no nulo), respectivamente.

Al ser linealmente independientes las im4genes de una base, el endomorfismo es inyectivo vy,
por tanto, biyectivo; A tiene rango médximo igual a 4, ker & = {0}, Im & = Cs]z].
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3. Ci[x] estd generado por los polinomios P” y P"”, de grado 1y constante, respectivamente, cuyas
contraimégenes son ®~(P") = L, 71 (P") = L4. Asi pues, ®7(C,[z]) = L{Ls, L4}.

4. La columna j-ésima de la matriz pedida es-el vector de coordenadas de & (P(j‘l)-) respecto a -
(P Pl PII P/”)I
® (PUV) = @ (PU=(a)L; + PU=D(b) Ly + PUD(c)Lg + PUD(d)L,) =
= PUD(a)®(L,) + PU(0)®(Ly) + PYUD(c)®(Ls) + PU1(d)B(Ly) =
PO ()P 4+ PU=V ()P’ + PUD(c) P" + PUD(d)P",

lo que nos da, el vector'de coordenadas. (PU=Y(a); PU(b), PU(¢),; PU-Y (d‘))t, es decir, la
columna j-ésima de A. La matriz buscada coincide, por tanto, con A.

Otra forma: Si llamamos B = (L4, Ly, L3, L) y V = (P, P', P", P™), el resultado del apartado
1 nos dice que
I = [@]5 = [@I[1]3,

| ([]% representa la matriz de paso de B a V), de donde se concluye que
oy = (1)~ =1 = 4,

donde la tltima igualdad se deduce de que PU=1 = PG-1(g)L; + PU=D(b) Ly + PU-D(c)Ly +
-PU=D(d) L.

5. Sea (aij, 9, . ,an;)* la columna j-ésima de la matriz de ® respecto a B, es decir,
u; = O(e;) = ayjer + agjes + . .. + ayj€n.
Enténces, las im4genes de los vectores u; se obtienen como
P(u;) = a1;8(e1) + ag;®(e2) + . .. + an;B(€n) = arjus + agiug + ... + apuy,

lo que‘nos permite concluir que la columna j-ésima de la matriz-de ® respecto a V' también es
(alj, agj, . ,anj)t‘

El reciproco no es cierto: por ejemplo, el endomorfismo nulo tiene la. misma matriz en cualquier
base, y no transforma los vectores de una base en los de otra.

Otra forma: ®(e;) = u; significa que
)8 = (2], .-, [B(en)]®) = ([m]”. ., [u]%) = [I15,

y también que

L, = (@] = [2]y[1]5,
lo cual implica que

(@ = (%)™ = 15

Ast pues, [®]2 y [®]} son iguales.
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Ejercicio 1 (8 puntos): Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que responder
solo en el espacio dejado al efecto. Se recogerd transcurrida una hora desde el comienzo del
examen.

Algebra I Septiembre de 2005

1.1 Sean A, B dos conjuntos y g : A — B una aplicacién. Sea C' C B. Demuéstrese que
B\C)=g"H(B)\g7HO).

Respuesta:

€ g“l(B\C)ﬁg()EB\Cﬁ(g(y)EB)/\( v) ¢C) e
& (eg ' B)A(y¢g™(C) eye (e(B)\ g (O)

Y

Comentarios:

= Nada en el enunciado hace suponer que A, B sean espacios vectoriales ni que g sea una aplicacién
lineal entre espacios vectoriales.

» La contraimagen g~! existe siempre, aunque g no sea inyectiva.

1.2 Entnciese el Teorema Fundamental del Algebra.
Respuesta:

Todo polinomio p(z) € Cl[z] de grado mayor o igual a uno tiene, al menos, una raiz.

1.3 Sea A € C™" regular, con polinomio caracteristico x4 (A) = det (A\I — A). Escribase razonada-
mente el polinomio caracteristico de A~".

Respuesta:

Xa-1 (A) = det (\[ — A™Y) = det (AMA —I) A™") =det (A7) det (=X (A7 — A)) =
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ker f es un subespacio vectorial de E. .

| Respuesta:
Empleando la caracterizacién de subespacios vectoriales, tenemos:
i) ker f # @ porque f (0g) = Op.
| ii) Vo, f € K,Vu, v € ker f,
flou+pv)=af (u)+Bf(v)=a-0p+B-0p =0r = ou+ Bv € ker f.

Luego ker f-es subespacio vectorial de B . .

1.5 Consideremos la aplicacién lineal T : Ry [z] — Ry [z], que a cada polinomio p le asocia otro
polinomio ¢ definido por ¢ (z) = p(z — 1). Calculese la matriz de la aplicacién T' en la base

(1, z,2%).

Respuesta:

T =LT(z)=2z-LT @) =(z—-1)?=2>—2z+1.

1 -1 1
Tly=|0 1 -2
0 0 1

1.6 Calctilese la solucién general de la ecuacién diferencial
y'(t) — 4y () +4y(t) = 0.
Respuesta:

Su ecuacién caracteristica es
r?—dr+4=0,

que tiene como tnica rafz r = 2 (doble). Por tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial
del enunciado es:

y(t) = C’lezf' -+ Cgt@zt,

donde Cf, C, son constantes.

1.4 Sean E, F espacios vectoriales sobre K, y f : E — F una aplicacién lineal. Demuéstrese que"
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FEjercicio 2 (8 puntos).

Se consideran 3 ntimeros complejos a, b, ¢ distintos de 1 y entre si. Sea el polinomio en z

l—-2z 1—-a 1-b 1-—c¢
1—22 1—qa% 1—-02 1-—¢?
Dla)=|1_ 38 1 63 15 1-¢
1—z% 1—a* 1—-0% 1-¢t

1. Sin desarrollar el determinante, calciilense razonadamente todas las rafces de D.
2. Calctilese D(z) para todo z.
. . . ,. = D . o
3. Se considera el polinomio ménico D = —, en donde « representa el coeficiente principal de D.
o
Sabiendo que
a+b+c =5
ab+ac+bc = -2
abc = 4,
calcilense los coeficientes de D.
Solucion:
1. 1 es raiz, porque z = 1 da una columna de ceros; a, b, ¢ son raices, porque z € {a, b, c} da dos
columnas iguales.
Como la mayor potencia de z en la primera columna es 4, y las otras columnas no contienen
la z, el polinomio es de grado 4 y no puede tener més raices que las cuatro anteriores.
Asi pues, seréd de la forma D(z) = a(z — 1)(z — a)(z — b)(z — ¢), siendo a un niimero complejo.
2. 12 forma:
A la vista de lo anterior, basta calcular el valor de «; para ello, hacemos D(0) = aabe, y lo
igualamos a
1 1-a 1-b 1-c¢ 1 —a —-b —c 11 1 1
1 1—a? 1-0% 1—¢2 1 —a?2 - —¢? 1 a b ¢
DO=|1 1 g 125 1-¢ 1 —a® 5 3 |T W 2o 2| T
1 1—a* 1-0* 1—¢* 1 —a* —b* —ct 1 a® B ¢

—abc V(1,a,b,¢c) = —abc(a — 1)(b — 1)(c — 1)(b — a)(c — a)(c — b),

en donde la primera igualdad se ha obtenido restdndole la primera columna a las siguientes, y
la V representa el determinante de Vandermonde de orden 4.

Siabe # 0, al igualar ambas expresiones para D(0) obtenemos que oo = —(a — 1)(b — 1)(c — 1)
(b—a)(c—a)(c—1b) y el resultado final es, por tanto:

D(z) =(1—-a)1—-0)(1—-c)(b—a)(c—a)lc—b)(z—1)(z —a)(z —b)(z —c).




-z 1 1—-b 1-—c¢ -z 1 =-b —c 1.1 1 1

1l—22 1 1—-0 1-—¢2 —z2 1 —b® - 1z b ¢
DE)=l1_ 33 1 1-1% 1-63 || _g8 1 —p¢ — |~ ] 2 p 2|~

1—2* 1 1—-0% 1—¢* —z* 1 - -t 1 22 ¥ 8

=bcx V(1,2,b,¢) = (b — 1)(c — 1)be(c — b)z(z — 1)(b — z)(c — x),
que coincide con el resultado de hacer a = 0 en la solucién calculada antes. Dicha solucién es,
por tanto, valida en todos los casos.
2¢ forma:

Desarrollando directamente D(z), y teniendo en cuenta que. 1 —w* = (1—w)(1+w+. .. 4wk 1),
podemos escribir:

D(z) =

1 1 1 1
_ 1+z 1+a 145 l+4+c
= (1=a)(1=a)(1=0)(1=) | 4 [ 1+a+a 145+ 1+c+c?

l14+z+22+22 1+a+a?+a® 1+b+02+b0 14+ctct+cd

Si ahora restamos a cada fila la inmediata superior (empezando por la tltima), obtenemos:

1 1 1 1
D() = (1-2)(1-a)(1-B)(1-0)| % % 1o & | = (1-2)(1-a)1-8)(1~0) V(z,a,b,0) =
2 a® b B

=(1-a)(1-0b)(1~ c)(b—~ a)(c—a)(lc—b)(1—z)(a—z)(b—z)(c— ).

3% forma:

El coeficiente principal coincidird, desarrollando por la. primera columna, con el de —(1 — :c4), ;
es decir, con el determinante de orden 3

l—a 1-b 1-c 1 1 1
1—a® 1-0 1- |=(1-a)1-b0)(1-¢c)| 1+a 1+0b I+c |=
1—a® 1-8 1-¢8 l+a+a® 1+b+0 l+c+c?
1 1 1
={1-a)1-b)1—-c)|a b ¢ |=1-a)1-b)1-c)(b—a)lc—a)(c—1).
a® ¥

D(z) = (z—1)(z — a)(z — b)(z — ¢) = z* + daz® + doz® + diz + do.

Las relaciones de Cardano nos dicen:

ds=—(14+a+b+c)=—(1+5) = —6;
dy=1-a+1-b+1-c+ab+ac+bc=5—-2=3;
di=—(l-ab+1-ac+1-bc+abc)=—(-2+4)=-2;

do=1-abc=4. '
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Problema (4 puntos):

Sea A una matriz compleja cuadrada de orden n con valores propios simples.

1.1 Demuéstrese que si la matriz compleja B conmuta con A, entonces todo vector propio de
A lo es también de B.

1.2 Demuéstrese que el conjunto F' de las matrices complejas que conmutan con A es un
subespacio vectorial de C™*™. Apliquese el resultado del apartado anterior para justificar
que F' estd formado por las matrices Pdiag(u1, pa, . .., )P, donde 1, s, . . . , fin son
nimeros complejos y P una matriz que diagonaliza A. Determinese, de modo razonado,
la dimensién de F.

Héllese una base del espacio vectorial de las matrices complejas que conmutan con

oo o
= O
OO

formada por matrices de rango y traza iguales a la unidad.

-Razdnese sobre la veracidad o falsedad de la siguiente proposicién: “Si A € C™ ™ tiene valores
propios simples, entonces existe una base del espacio vectorial de las matrices complejas que
conmutan con A, formada por matrices de rango y traza iguales a la unidad, que estd univo-
camente determinada salvo el orden”.

Solucién:
1. A € C™*" con valores propios simples.

1.1 Sea B € C™*" tal que AB = BA. Se tiene Ax =Ax = BAx =ABx = ABx =)Bx, de
donde se deduce que, o bien Bx = 0, en cuyo caso x s vector propio de B, asociado al valor
propio nulo, o bien Bx # 0, en cuyo caso es un vector propio de A. En este tltimo caso,
como los valores propios de A son simples y, consecuentemente sus subespacios propios
asociados son de dimensién igual a 1, se tiene Bx = ux (u # 0).

1.2 F={B € C™" : AB = BA} es un subespacio vectorial de C**". En efecto,

i) O eF=F#£(

ii) Va, 3 € C,VB,C € F, A(aB + 8C) = aAB + SAC = oBA + fCA = (oB + BC)A
=aB + fC eF

Sea P una matriz regular (invertible) que diagonaliza A. Por el apartado anterior, P
diagonaliza también a B €F. Por tanto, P™'BP = diag(uy, .. ., i), de donde

B = Pdiag(us, ..., pa)P 1.

Reciprocamente, si B = Pdiag(us, .. ., u,)P ™1, entonces

AB = Pdiag(\y, ..., A\q)P 'Pdiag(py, . . . , in) P71 = Pdiag(Ay, . . ., An)diag(ug, . . ., pig) P71 =
Pdiag(ps, . .., un)diag(As, ..., An)P~ = Pdiag(us, . .., un) P~ Pdiag(\y, ..., \a)P~* = BA.
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Por tanto, B €F.

Findlmente, B = Pdiag(uy,:: ., u,) P71 = (Zdiag(o,..;,O,Mj,rO,....,O))-»P‘l =
j=1

ZPdiag(O, o 0,05,0,...,0)Pt = 3 4, Pdiag(0, ..., 0,1,0,...,0)P1
j=1 j=1
Es decir, las matrices Pdiag(0,...,0, 1,0,... ,0)P~! constituyen un sistema generador de
J
F. Ademss, son linealmente independientes, ya que y_ u;Pdiag(0,...,0,1,0,...,0)P~! =
j=1
O =u;=0,7=1,...,n. Por tanto, dimF.=n..
2. Las matrices Pdiag(0,...,0,1,0;...,0)P~! son iguales a P; (P-1)7 donde P, es la colum-

J
na j—ésima de P y (P~ 1)3 es la fila j— ésima de P~ 1) las cuales tienen rango igual a 1y

traza(P; (P~1)) = (P~1)’ P;=1,yaque P'P=1

tiene los valores propios A; = 0, Ay = 1, A3 = —1, con vectores propios

— O
O = O

by’
‘ 0
La matriz 0
0

D= O

-1 |,pl=

1 1

2

= et

1
asociados (1,0,0)%, (1,1,1)%, (1, —1,1)?, respectivamente. P = | 0
0

Do = I

1
0
0
010
Por tanto, la base del espacio vectorial de las matrices que conmutan con | 0 0 1 ) ,, for-
010

mada por matrices de rango y traza iguales a la unidad, es

1 1
0)(to-1),{1](03 3), —3 2) >

0 1

N

~1 0
o |,lo
0 0

(S SIS
|

0
1 0
0

NN 0 =
DO [0 [0 |1
DO =00 | 4D 1

10
es decir, 0 0
0 0

3. En el apartado 1.2 se ha visto que las matrices Pdiag(0,...,0,1,0,...,00P™t = P, (P‘l)j,

J
Jj =1,...,n, constituyen una base del espacio vectorial de las matrices que conmutan con la
matriz A, y en el apartado 2 que dichas matrices son de rango y traza iguales a uno.

Para ver que dicha base estd univocamente determinada, salvo el orden de sus vectores,
supéngase que C es una matriz de rango y traza iguales a la unidad, que conmuta con la
matriz A. Los valores propios de .C son la unidad de multiplicidad igual a uno y el cero de
multiplicidad igual a n— 1. Como la matriz P que diagonaliza a ‘A también diagonaliza a C.se
tiene que P~1CP = diag(0, .. .,0, 1,0,...,0) (la posicién de la unidad en la diagonal depen-

j
deré de la matriz C). Por tanto, C = Pdiag(0,...,0,1,0,...,0)P~" es una de las matrices de
J

la base anterior.



Algebra I

Febrero de 2006

NOTA
Nombre: Nimero de
1¢T Apellido:

20 Apellido:

Matricula

LT

Ejercicio 1 (8 puntos): Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que responder

s6lo en el espacio dejado al efecto. Se recogerd transcurrida una hora desde el comienzo del
examen.

1.1 Escribanse, en forma binémica, los niimeros complejos que son raices cuartas de —1.

V2 V32 V2 V3
T+TZ’_T+T?’7

V2 _ N2, N2 V2
2 2 Uy g 5 0

0,5 puntos

1.2 Sea p € R[z], ménico de grado igual a n+ 2, n > 1, tal que p y sus n — 1 primeras derivadas

se anulan en z = 0, su derivada enésima no se anula en z = 0 y p(1 + i) = 0. Escribase dicho
polinomio.

p(z) = "2 — 22"+ 4 2z

0,5 puntos

1.3 Sean E y F espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, E de dimensién finitay f: E — F
una aplicacién lineal. Escribase la relacién que existe entre las dimensiones de E, Kerf e Imf.

dim E = dim Kerf + dim Imf

0,2 puntos

Suponiendo que dimE > dimF, indiquese, de forma razonada, si f podria ser inyectiva.

Respuesta:
dim F = dim Kerf + dim Imf > dim F

De lo anterior se deduce que dim Kerf > dim F — dim Imf. Como dim Imf < dim F, se obtiene
dim Kerf > 0y, por tanto, f no es inyectiva.

0,8 puntos
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1.4 Dados los subespacios vectoriales de R3: L de ecuacién z+y+2z = 0y M = L[{(1,1,0), (3, —2,1) I}

escribase una base de LN M.

{2,-3,1)}

0,5 puntos

1.5 Indiquense las proposiciones que son verdaderas y las que son falsas.
Sean A € R™™ b € R™, b # 0, m > n:

a) Siel rango de A es menor que n; entonces el sistema Ax =b es incompatible-- -

0,1 puntos

b) Si Ax = 0 admite una tnica solucién, entonces Ax = b es compatible y determinado

FALSA | 0,1 puntos
¢) Si Ax =D es compatible y determinado, entonces Ax = 0 admite una tnica solucién
| VERDADERA | 0,1 puntos
d) Si Ax = 0 admite infinitas soluciones, entonces Ax = b es compatible e indeterminado
|
| FALSA | 0,1 puntos
|

. e) SiKerA = {0} y el rango de (A|b) es igual a n, entonces Ax = b es compatible y deter-
minado

| VERDADERA | 0,1 puntos

Calificacién: Cada respuesta incorrecta resta 0,1 puntos; las respuestas no contestadas no modifican
la nota. La calificacién total de esta cuestién serd como minimo cero puntos.

1.6 Demuéstrese la siguiente proposicién si es verdadera o dese un contrajemplo si es falsa: “Sean
A € C™™ y X\ € C un valor propio de A, entonces para cada p € N, no nulo, )? es un valor
propio de AP.”

Respuesta:

Sean A € C un valor propio de A y v € C" un vector propio de A asociado a A. Se cumple
Av =)v. Utilizando induccién completa sobre p € N\ {0}, se tiene que para p = 1 se cumple la
proposicién. Supéngase cierta para pe N, no nulo; es decir, APv =)\Pv. Se verifica:

APy = A(APV) = A(MNPv) =\PAV =)PAvV =)PAv =)\Ptly
que confirma la hipétesis de induccién.

La proposicién es verdadera.

0,5 puntos
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FEjercicio 2 (8 puntos):

Sea ¢ = €T (por tanto, 1,&,£2, €3, €4 son todas las raices quintas de la unidad).
Para cada x € C, se considera la matriz

£ & ¢
62 53 £4
§2 £3 54
z & ¢
53

T
& ¢z

8 mon

Az) =

[\]

—_ = = = 8
N

AT AN A T
Uar Ay A
)

y el polinomio P(z) = det A(z).

1.

Calctlese el valor de z que hace que el vector (1,1,1,1,1,1)* pertenezca al niicleo de A(z).
Dedizcase del resultado una raiz de P.

Encuéntrense los valores de x que hacen que A(z) tenga dos filas o columnas iguales; dedizcanse
de ahi las restantes raices de P, y la expresién sin factorizar de dicho polinomio.

Calctilense los valores de m que hacen que el polinomio @(z) = ™ — z sea divisible entre P.

Nota: Todos los apartados deberdn resolverse de modo razonado.

Se recogerd esta hoja y, a lo sumo, otra adicional.
Solucién:

Recuérdese que la suma de las raices n-ésimas de cualquier niimero complejo vale 0. Como
todas las filas de la matriz suman z + 1 + £ + €2 + €3 + £* = 1, se tiene que

A(z)(1,1,1,1,1,1)" = (2,3, 2, 7,2, %),
luego
(1,1,1,1,1,1) € kerA(z) & z = 0.

Puesto que el ntcleo de la matriz A (0) no se reduce al subespacio nulo, dicha matriz no puede
tener rango maximo, lo cual es equivalente a la anulacién de su determinante, es decir, P(0) = 0.
Asi, concluimos que 0 es una raiz de P.

Es evidente que, dando a z cualquiera de los valores 1,&,&2%, €3, €%, la matriz A(z) tiene dos
filas consecutivas que son iguales y, consecuentemente, su determinante se anula. Asi, hemos
obtenido 5 raices de P, que junto con el 0 del apartado anterior, nos dan 6 raices distintas.

Como la z sélo aparece en los elementos diagonales, el término de mayor grado es el que se
obtiene al multiplicar dichos elementos diagonales, z°. Luego P es un polinomio ménico de
grado 6, cuya expresién seré,

P(z) =z(z —1)(z - §)(z — £")(z - &) (@ - €*).

El polinomio (z — 1)(z — &)(z — &%)(z — &3)(z — &%) tiene por raices las 5 rafces quintas de la
unidad, asf que es 2% — 1. Concluimos que

P(z) = 2° — z.




 §'”'
%,

0

B

z™ — z = z(z™* — 1) ser4 divisible entre 28 — z = z(2% — 1) si y s6lo si ™! — 1 lo es entre
x5 — 1. El primero de estos polinomios tiene por raices las (m — 1)-ésimas de la unidad, es decir,

2T

, k
@%3),k=QL“”m~Z
mientras que las raices del divisor son
s 27 l
@%},l:QLHW4

La condicién pedida equivale, por tanto, a que las raices quintas de la unidad (generadas por
e'’s ) sean también-raices (m - 1)-ésimas;lo que a su vez-equivale arque -

. : Xy k
eF = <e’Tn2‘~“1> para algiin k € Zt = {1,2,3,.. .}.

Asf pues,
2r  2kmw

5 m—1
lo que equivale a decir que m = 5k + 1 para algin k € Z™.

Sm—1=5k keZ",

A



Algebra I Febrero de 2006

Problema (4 puntos):

Sean R?*? el espacio vectorial de las matrices reales cuadradas dos por dos, J = ( (1) L ) y

[aw}

[, g : R?*2 — R2*2 gplicaciones definidas, para cada A € R2*2, por
f(A)=AJ y g(A)=JAJ
Se pide:
1. Estudiarsi f, g, f+9, f9, gf, fogy go f son aplicaciones lineales.

2. Hallar las matrices de las aplicaciones lineales del apartado 1 respecto de la base ordenada

((65)-(5a)(28)(59))

3. Calcular los valores y vectores propios de las aplicaciones lineales del apartado 1.
4. Calcular los polinomios minimos de las aplicaciones lineales del apartado 1.

5. Determinar las bases de R?*? respecto de las cuales las aplicaciones lineales anteriores tienen
una matriz canénica de Jordan.

Solucién:
1. Una aplicacién entre espacios vectoriales es lineal si

VipeK y Yu,veE fQu+w)=Af(u)+uf(v)
en nuestro caso para la funcién g
gAA+uB)=J(MNA+uB)J
por la propiedad distributiva del producto de matrices tanto por la izquierda como por la derecha

g(AA+ uB) = J(AA+ pB) J = JAAJ + JuBJ

y por las propiedades del producto de matrices
gAA+pB)=J(AA)J+J (uB) J = A\JAJ + uJBJ = g (A) + ug(B)

es decir g es una aplicacién lineal.
Observando la demostracién anterior se puede ver que la matriz J se puede sustituir por cualquier
matriz dos por dos y no variar la demostracién. Entonces

F(A) = AT =TAJ

es también una aplicacién lineal.
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Como la suma de aplicaciones lineales es lineal y la composicién de aplicaciones lineales también
lo es

f+9, fog y gof

son aplicaciones lineales.
Para la aplicacién fg

F9(A) = AJJAT = AAT = fg(AA) = MANAT = N2AAJT = )2 fg(A)
fg no es lineal y analogamente
9f (A) = JAJAJ = gf (AA)-= JANAJINAT = N2JAJAT = A2gf (A)

gf tampoco es lineal..

2. .
frlo _[rolfo 1] TJo1
| 00)/ [0o0]|10[] |0 O]
fF01 _Jo1]fo 1] J1 0]
| 00)/ [ooj|10[ |0o0]
ffoo _[oo0o][o 1] TJo 0]
(1 0f/) [1o0){10] |01
ffoo _|[0oo0][o1] [oo0]
(0 1])Jot][10]7 |10,
La matriz de f es

0100

1000

0001

0010
ladeg ‘ _ ) . -
Lol]y_[o1]Jo 1] _TJo o
I\loo])Tl1ofloo]T]o01]
LolY_[o1][107 Jo o]
I\looJ)T[tofloo]=]10)
LolyY_Joz1]foo] [o 1]
I\Joof)T[toflo1]T]00,
LON_[O01][oo0] [1 0]
I\loof)T[1ofl10]7]00]

[0 00 1]

0010

0100

| 100 0|

lade f+g )

| [0 10 1

1010

0101

1010




La composicién de f con g es

fog(4) = f(JAN)=JAJJ=JA
gof(A) = g(AJ)=JAJJ=JA
es decir los endomorfismos conmutan y su matriz es
0100 0001 0010
1000 0010 _|00O0CT1
0001 0100| |1000
0010 1000 0100

00

FA) = e AJ— A= [o 0

0 0
} S AJ-A) = [0 0}
es decir los valores propios son los de J es decir
’—1=0=>z=4=+l1

y los vectores propios son

Fri+22=0
1 To F1 1 _ 00 N T1Fzo=0
T3 T4 1 =1 o 0 0 Frs+x4=0
T3 F 24 =0
( 1 £1 0 0 . .
= (0 01 :i:l; son los vectores propios para A = +1
0 001 z1 T T4 Z1
_ 0010 Ty | 2 3 | _ Z2
9(4) = Me 0100 z3 =A o | 7| 2 =2 @ | T
1 000 T4 Ty z1 Z4
T4 = ATy Tg = /\2$1 = A==+l
.’L‘1=/\.’B4
< $3_AIL'2
- s _
Ty = ATy Ty = ATy = A = =£1
es decir los valores propios son
A==l
’ (
10 0 1 .
(O 1 +1 0 son los vectores propios para A==+l
Para f+¢
A -1 0 -1 A -1 0 -1 0 X—-1 —x -1
-1A -1 0 _|-1 x -1 0} _ (-1 X -1 0/|_
o -1 x -1} |0 -1 X =110 -1 X =11|"
-1 0 -1 X 0 =X 0 A 0 —A 0 A
A2 -1 - -1 A1 -1 -1
= -1 A =1|=X -1 1 -1]=
—A 0 A -1 0 1

= X[(P-1)+1(-2)-1]=X0X-2)(A+2)




JOQ'QS'
.f?/

0127 q
Los vectores propios en coordenadas con respecto a la base B, para A =0

1000 10 -1 0

= O~ OO OO
O R O OO
—_— O k) OO R~ O
OO, P, OO
— O = OO OO
O = Ok OO
OO OO O O
DO OO O

ker(f +g) = L ([~1,0,1,0],[0,~1,0, 1))

claramente es diagonalizable.

para A = 2
1 0 0 0 1 0 0 1
0O 1 0 0 0 1 o0 1
0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
2 -1 0 =17 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 -1 2 =10
0 -1 2 -1 0 -1 2 0
-1 0 -1 2 -1 0 -1 0
ker(f+g—2I)=L(1,1,1,1)
para A = —2
1 0 0 o0 1 0 0 -1
0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 o 0 1 -1
0 0 0 1 0 0 0 1
-2 -1 0 -17 -2 -1 0 0
-1 -2 -1 0 -1 -2 -1 0
0 -1 -2 -1 0 -1 -2 0
-1 0 -1 =2 -1 0 -1 0
ker(f+g+2I)=L(-1,1,-1,1)
Para go f

00

gof(A) = & JA-A\A= {o 0

]@(J—)J)A: {8 8}

es decir los valores propios son los de J es decir
?—1=0=z=4%I1
y los vectores propios son
Tz, +x3=0
Tallnnl =00 atn .
ToFze=10

(10 £10

(0 1 0 =1 % son los vectores propios para A = £1
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4. Claramente son todas diagonalizables por tanto los valores propios tienen multiplicidad ufib

en su polinomios minimos, estos son:

pi (@) = 28— 1= p,(z) = pigos (z)
Hir (€)= o (a® - 4)

5 Las bases son para f :

oo oo ] 1) [T %))

y la forma canénica de Jordan es

OO O -
[aw)

para g:

(o2l 3ol [0 %) % o))

y la forma canénica de Jordan es

100 O
010 O
00 -10
000 -1

para fog:

(ERIBERTAEIN F)

y la forma candénica de Jordan es

100 O
010 O
00 -10
000 -1

para f+g: ([1‘18}{81_1}““[:HD

y la forma canénica de Jordan es

OO O
OO OO
o OO

O OO

0
Alternativa para los apartados 3,4 y 5

Como la g es invertible se puede plantear el problema generalizado de valores propios




(f+Ag)(4) =0

es decir
AJ+ANJAT =0 I+ AN)AJ=0=det(I+AJ)=0

1 A

det(I—!»/\AJ):‘ vl

los espacios propios para,
_ 1 +£1][a a ][0 1] _[00O
A=Eles [:u, 1 ] | ag a4H1 0}_[0 0}

. 1 +1 asg al__ azia4,~a1ia3 = 00
A=tles L:l 1 Ha4 ag__[:lza2+a4 :}:al—i—ag}”{o 0

_ - %2 . 4 a b
ST e )

estos dos subespacios son invariantes con respecto a todas las aplicaciones lineales f,g, f+ gy
fogyaque fy g conmutan

47| a b 01| _ | &6 a | _ a b 9 _
f(A)—AJ_[:}:a :FbJ[l O]—{:Fb :Fa}—ul:¥a $b}=>b—ubéu—-il
Para f,g, f + g, fog los vectores propios son

1 1 1 1171 -1 1 -1

-1 -1 11 l—l 1 1 -1

y las matrices con respecto a esta base son

10 0 O
01 0 O
[l = 00 -1 0
00 0 -1
combinando los valores de Ay u
-1 00 O
(9], = 0 10 O
I9B= 1 0 01 0
0 00 -1
000 O
020 O
[f+g]B o000 o0
0 00 -2
-1 0 0 O
0 1 0 O
Fedls=1| ¢ o -1 0
0 0 0 1
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Claramente todas las matrices son diagonalizables y entonces sus polinomios minimos tienéi
todos sus ceros de multiplicidad uno.
Otra alternativa para los apartados 3,4y 5

Las matricesde f, g, fog

0100 0001 0010
1000 0010 0001
0 001 0100 1000
0010 1000 0100

claramenteL[(l 00 O),(O 100 )] yL[(O 0 1 O),(O 0 01 )] son subespa-
cios invariantes con respecto a f

L[( 1000 ),( 0 001 )} yL[( 0100 ),( 0010 )] son subespacios invariantes
con respecto a g

' L[( 1000 ),( 0010 )] yL[( 0100 ),( 0 001 )] son subespacios invariantes

con respecto a fog

La restriccién de las aplicaciones a dichos subespacios es siempre la matriz J cuyos valores propios
son 1y -1y vectores propios ( 11 ) y ( 1 -1 )entonces para f

=1 v=(1100)
-1 v=(1 -1 0 0)
=1 v=(0011)
-1 v=(001 -1)

> > > >
I

para g

> > >
Il
l
—
<
o —

para fog

> > > >
i
=
et
<
<
o~

para f+g

—_ O = O
O = O
= O = O
O = O

claramente a tener dos columnas iguales

A= 0 v=§1o —10;

v=(01 0 -1
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4

el otro valor propio es claramente -2 ya que la traza es cero y- calculando el vector propio de la
forma del primer método

sumando todas las columnas

A=2 v=(1111)

A=-2 v=(1 -1 1 -1)

Nota:
No se ha utilizado el caracter simétrico de todas las matrices para simplificar los calculos,
por ser tema de Algebra II, pero esta.caracteristica ‘permite detectar errores.




Algebra I Julio de 2006
NOTA
Nombre: Ntmero de
1¢F Apellido: ' Matricula
2° Apellido: [T TTT]

FEjercicio 1 (8 puntos): Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que responder
sélo en el espacio dejado al efecto. Se recogera transcurrida una hora desde el comienzo del
examen.

1. Calcilese la longitud del lado del tridngulo equildtero del plano complejo cuyos vértices satis-
facen la ecuacién ‘

22 = (1+2)°

Respuesta: V5

21

1
2. Dado el polinomio op% ¢ + 3, demuéstrese que no puede tener ninguna raiz miltiple.

Respuesta:

Un nidimero es rafz miltiple si y sélo es una rafz comtn al polinomio y a su derivada, que en
este caso vale z%° — 1, y cuyas raices son las raices vigésimas de la unidad; si o es una cualquiera
de esas raices y evaluamos sobre ella el polinomio, obtenemos

1 5 20
The —a+3= 2loz+37é0,

de modo que no puede existir ninguna rafz comin al polinomio y a su derivada.

3. Dada una base B = (e, e, ...,e,) de un espacio vectorial real E, determinense los valores de
o € R que hacen que

V=(e1—e2, € —€3,€3—€4,..., €1 — €y, en_ael)

también sea base de F.

Para esos valores, calctlese el determinante de la matriz de paso de B a V.

Respuestas:

Valores de a: Determinante:
a#1




, ,['
qu's'bo v

4. Razodnese la veracidad o falsedad de la siguiente proposicién; demostrandola o dando un con-
traejemplo, segin proceda:

= Si E, F son espacios vectoriales, F de dimensién finita, y f : £ — F es un isomorfismo,
entonces dim F = dim F.

Respuesta:
La proposicién es cierta. Demostracion:
Utilizaremos la relacién de Grassmann: -dim £ = dim(ker f) + dim(Im f).-

Como f es inyectiva, dim(ker f) = 0y por lo tanto dim £ = dim(Im f). Como f es suprayectiva,
Im f = F. En consecuencia, dim £ = dim(Im f) = dim F.

5. Se considera un sistema lineal Ax = b, en donde A € R3**, Indiquense las proposiciones que
son verdaderas y las que son falsas:

, VI F
Si r(Alb) = 5, el sistema no puede tener solucién X
Si r(Alb) = b, el sistema homogéneo Ax = 0 tiene solucién tnica X
Si el sistema es compatible, entonces el determinante de la matriz (A|b) vale 0 | x
'Si la solucién general del sistema depende de 2 pardmetros, entonces 7(A) = 3 X
El sistema nunca puede tener solucién tnica X

Calificacién: Respuesta correcta = 40, 1; respuesta incorrecta = —0, 1; en blanco = 0.
La calificacién total de esta cuestién serd como minimo cero puntos.

6. Sean A € C™", X\ € C, xa(A) = |\ — A]. Demuéstrese la siguiente afirmacién:

= Siexisten u,v € C" linealmente independientes tales que Au = Agu y Av = A\gv, entonces
xa(Ao) = xa(Ao) =0.

Respuesta:

Como existen dos vectores linealmente independientes que pertenecen a ker(A — A\oI), la di-
mensién de este subespacio es mayor o igual que 2; esto implica que A\g es un autovalor de A
de multiplicidad algebraica 2 o mayor, o lo que es lo mismo, una raiz al menos doble de x4; v
a su vez esta condicién equivale a que Ag anule a x4 y a su primera derivada.
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NOTA
Nombre: Nimero de
1¢T Apellido: Matricula,
20 Apellido: [T T T 1]

Ejercicio 2 (3 puntos):

Sea p (2z) un polinomio de coeficientes complejos. Sea w = T'(2) una transformacién biyectiva de
Cen C.

Se pide:

En los casos particulares en los cuales T es una traslacién o un giro de centro el origen, discutir

si g (w) = p (T~ (w)) es un polinomio y, en caso afirmativo, estudiar la relacién entre los ceros
depygq.

2. a) Encontrar la expresién de los coeficientes de un polinomio ménico cuyos ceros son los

vértices de un tridngulo equildtero, que tiene el centro de su circunferencia circunscrita en
el origen y uno de sus vértices es real positivo.

b) Lo mismo que en 2.a) para cualquier tridngulo equilétero.

Generalizar 2. a cualquier poligono regular cuyos vértices cumplen la condicién de 2.a).

b) Generalizar 2. a cualquier poligono regular.

Solucién:




Algebra I J ulib dé 2006.

NOTA
Nombre:

1¢T Apellido: Matricula,
20 Apellido: HEEEE

Ntmero de

Problema (4 puntos): -

Este problema tiene como objetivo estudiar las matrices de C™*™ que tienen como vectores propios
los de una determinada base de C™.

1. Diagonalizar las matrices

-2 1 -101
M“‘{-lz 5} yN“[-lQ 6}
. Qué relacién existe entre los subespacios propios de ambas?

En los siguientes apartados, se considera una base B = (uy, ..., u,) de C" y el conjunto

Fp = {A € C™™:wy,...,u, son vectores propios de A} .

2. Demostrar que Fp es subespacio vectorial de C**™.

3. a) Hallar la expresién general de las matrices de Fg. (Indicacién: estudiar si son diagonali-

zables y, en tal caso, diagonalizarlas).- -

b) A partir de ello, construir razonadamente una base de Fj formada por matrices de rango
y traza iguales a 1.

4. Obtener condiciones necesarias y suficientes para que la matriz

P=[}111u2[u3f .| un)

pertenezca al conjunto Fp, y deducir c6mo es el conjunto Fp en ese caso.

Solucién:
1. Los polinomios caracteristicos son
xu (X)) =A-1)(A-2)
xv(A) =(A=-2)(A-3)

Los subespacios propios de M son £ {(1, 3)} (asociado al autovalor A = 1) y £ {(1,4)!} (asociado
al autovalor A = 2).

Los subespacios propios de N son £ {(1, 3)} (asociado al autovalor A = 2) y £ {(1,4)} (asociado
al autovalor A = 3).




Es decir, los subespacios propios de ambas matrices coinciden y la matriz
11
o-[5 4]
diagonaliza simultidneamente ambas matrices:

PMP = diag(1,2)
PINP = diag(2,3)

Para demostrar que Fp es subespacio vectorial, debemos comprobar:

i) Que es no vacio. Efectivamente, la matriz identidad I, € Fp puesto que todo vector no
nulo (y en particular los vectores uy, ..., u,) es vector propio de I,.

ii) Que cualquier combinacién lineal de matrices de Fj pertenece a Fy. En efecto: sean
o, €C, A B eFg. Entonces,

Au; = A\,
Vied{l,...,n}: J 7
Jed ; { Bu; = pu;
y Y-
Vj S {1,,’]?,} : (CYA—}—ﬁB) u; = (Oé/\J—f—ﬁﬂj) u,
Es decir, los vectores (uy,...,u,) son vectores propios de A + B, que es, en consecuencia,

miembro de Fg.

a) Sea A una matriz cualquiera de Fp. A es diagonalizable por la propia definicién de Fj :
la familia B = (uy,...,u,) es una base de C" formada por vectores propios de A. Asi, la
matriz P = [u;| ug| ug] .. .| u,] diagonaliza A:

P'AP =diag (\1,...,\n).
De este modo,

Fp = {Pdiag(ay,..., )P : o4,...,0, €C}

b) Teniendo en cuenta el apartado anterior y el hecho de que rango y traza son invariantes
por semejanza, tenemos que

V = (Pdiag(1,0,...,0)P™}, Pdiag(0, 1,0,...,0)P~*,..., Pdiag(0, ...,0,1)P™})

es una base de Fj, que es, asi, un espacio vectorial de dimensién n.

Teniendo en cuenta los apartados anteriores:

P ¢ s < P = P~'PP es diagonal

En este caso, Fj es el conjunto de las matrices diagonales y los vectores u; son proporcionales
a los vectores de la base candnica de C”.
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Algebra I Septiembre de 2006 " -
NOTA

Nombre: Namero de

1¢T Apellido: ' Matricula

2° Apellido: T T T ] I

Ejercicio 1 (8 puntos):
Este ejercicio consta de seis cuestiones, a las cuales hay que respoender sélo en el espacio dejado -
al efecto. Se recogera transcurrida una-hora desde el comienzo.del examen.

1. Hallar el drea de la regién compleja formada por los niimeros z que verifican simultaneamente
todas las condiciones siguientes:

lz| < 1
Re z] < |Imz|

Imz € 0

Respuesta: %
2. Calcular el determinante de la matriz de orden n

00 - 01
0 0 - 10
01 00
10 00

Respuesta: (—1) 1)

3. Sea f: E — F una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de dimensién finita. De-
muéstrese si es verdadera o dese un contraejemplo si es falsa la proposicién siguiente:

(dim E > dim F) = f no es inyectiva.

Respuesta:

Si el antecedente de la proposicién es cierto, entonces:
dim(ker f) = dim E — dim(Im f) > dim E — dim F' > 0,

y en consecuencia f no es inyectiva (en la desigualdad se ha empleado que Im f C F). En
conclusién, la proposicién es verdadera.
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4. Expresar en forma binémica todas las raices complejas del polinomio p(z) = 2° — 2?°, indicando
sus multiplicidades.

Respuesta: Las raices del polinomio p son z = 0 (quintuple) y

Ik . Ik
z=cos<—16) +zsen<—i-b—> , k=0,...,19,

todas ellas simples.

5. Sea g un endomorfismo en un espacio vectorial E de dimensién finita. Decir-si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:

El nicleo de g puede estar contenido en la imagen de g.

La imagen de g puede ser el conjunto vacio.

La imagen de g puede ser idéntica al ntcleo de g.

La dimensién del niicleo de g puede ser menor que la dimensién de la imagen de g.
La dimensién del nicleo de g puede ser mayor que la dimensién de la imagen de g.

A <

Puntuacién: 0,1 puntos cada respuesta correcta, —0,1 puntos cada respuesta incorrecta y 0
puntos cada respuesta en blanco.

6. Sean o € C— {0} y A € C™". Denotamos por x4 el polinomio caracteristico de A. Expresar
el polinomio caracteristico de la matriz A en funcién de o y de y.a.

Respuesta: Xaa(X) = det(AI — aA) = o det(a™ AL — A) = amya (2)
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Algebra I Septiembre de 2006
NOTA
Nombre: Ntumero de
1¢T Apellido: : Matricula
2° Apellido: TTTT 1]

Problema (4 puntos):

1. a)

)

2. Sea B € R**3 uno de cuyos valores propios es real y los otros dos son complejos conjugados

0 10

0 01
-4 2 0

valor propio no real de A y u+iv, donde u,v € R® es un vector propio de A, asociado a

A, demuéstrese que u y v son linealmente indepedientes en R3.

Dada la matriz A = , calctilense sus valores y vectores propios. Si A es un

Determinese la ecuacién implicita del subespacio vectorial de R®, F' = L[{u,v}], y com-

pruébese que dicho subespacio es A-invariante (es decir, para cada x € F se cumple que
Ax e F).

Hallese la matriz del endomorfismo T : F' — F', definido para cada x € F por T'(x) = Ax
respecto de la base (u,v) de F. Calciilense los valores propios de dicha matriz.

?

no reales.

a)

Demuéstrese la existencia de un subespacio G de R®, B-invariante, de dimensién igual a
dos.

b) Dado el endomorfismo S : G — G, definido para cada x € G por S(x) = Bx, relaciénense
los valores propios de B con los valores propios de la matriz de S respecto de una base
cualquiera de G.

Solucién:

a) Su polinomio caracteristico es A3 — 2\ + 4, que por Ruffini se factoriza facilmente como

(A+2) (A — 2X + 2) luego sus valores propios resultan ser A\; = —2, Ay = 144, A3 = 1 —i.
Para cada autovalor ), los autovectores asociados son los que forman el subespacio

-2 1 0
ker | 0 —-X 1 | ={(z,9,2)"y=2z, 2=y} = L[(1, A X))
-4 2 =X
Asi pues
= los autovectores asociados a A\; = —2 son los proporcionales a (1, -2, 4)t,

= los autovectores asociados a Ay = 1 + % son los proporcionales a (1,1 + 1, 2i)t,
= los autovectores asociados a A3 = 1 — ¢ son los proporcionales a (1,1 — i, —2z')t.
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no real; por ejemplo:
(1,1+14,2)" = (1,1,00° +4(0,1,2)" = utiv

donde u = (1,1,0)", v = (0,1, 2)* son, siguiendo el enunciado, los vectores de R3 que cor-
responden a su parte real y su parte imaginaria, respectivamente. Se comprueba que estos
dos vectores son independientes puesto que no son proporcionales. En caso de elegir un
autovector asociado al autovalor conjugado, se tiene que (1,1 + 1, 273)]t = u—iv (puesto que-

a autovalores. conjugados-de :una matriz-real, corresponden autovectores conjugados), - -

y estos mismos u y —v siguen siendo independientes. .-

Un vector (z1, T2, 73)t € R® pertenece a F = L[{u,v}] =L[{(1,1,0)%,(0,1,2)"}] si y sélo
si

1 X9 T3
det | 1 1 0 :2331—2332+.'B3=0
0 1 2

luego ésta es la ecuacién implicita que se pedia del subespacio F.

Tomemos ahora un vector genérico x = (z1,%2,23)" € F'y veamos qué ocurre con su
imagen y = Ax :

U O 1 O T )
Ya = 0 O 1 TIo = T3
Ys -4 2 0 I3 —-4331 + 2$2

luego 2y1 —2ys+ys = 229—2x3+(—4x1 + 222) = —4da1+4z9—223 = (—2) (221 — 272 + 73) =
0. Es decir, si x satisface la ecuacién de F, entonces y también la satisface, luego y = Ax
pertenece a F'.

Otra forma de demostrarlo es comprobar que Au = (1,0,—2)" y Av =(1,2,2)" son dos
vectores de F.-

Se observa que

1
Av = 2 1 =
2

luego, por definicién de matriz de-una aplicacién lineal 7" referida a la base (u,v), la

matriz pedida es < _1 1 ) . Ademis, al calcular sus valores propios, éstos resultan ser

1+

Los autovalores de la matriz B son uno real, y los dos complejos no reales deben ser
conjugados (A = a+bi y A\* = a — bi), ya que B es real. Adem4s, de nuevo por ser
B real, a autovalores. conjugados corresponden autovectores conjugados: si w = u-+iv
estd asociado a-A, entonces w* = u—iv estd asociado a A\*.

Proponemos por tanto como subespacio a G = L[{u, v}] ya que es subespacio de R? (no
de C3); falta demostrar dos cosas: que es B-invariante, y de dimensién 2.

Para la segunda parte deeste-apartado, tomamos un-vector propio asociado a un autovalor. -



vy
qu's'bo 3

= Veamos primero que es B-invariante: basta demostrar para ello que Bu, Bv siguen
siendo vectores que son combinacién lineal de u, v. Partiendo del hecho de que w es
autovector, en la igualdad Bw = Aw identificamos partes reales por un lado y partes
imaginarias por otro:

B (u;i—z'v) = (a + &) (u+iv) = (au—bv) +i (butav)

se tiene que

*)

Bu =gqu—bv
Bv =bu+tav

como se queria demostrar.

» Para la cuestién de la dimensién, demostraremos la independencia lineal de u,v :

sabemos que v # 0 pues w no es un vector de R3, ya que, si lo fuera, en la igualdad
Bw = A\w el primer miembro seria un vector de componentes reales y el de la derecha
no. Pues bien, si fuera u =av para algin « real, entonces w = (1 + ) v serfa au-
tovector, y como 1+ o4 # 0 (porque & # % pues « es real), entonces también seria
autovector asociado a X el vector v, que es real, y asf se llega a contradiccién. Por
tanto, deben ser u, v independientes.
Otra demostracién posible de la independencia lineal de u,v consiste en expresarlos
en funcién de w y w*; estos dos tltimos vectores se sabe que son linealmente inde-
pendientes puesto que son autovectores asociados a autovalores distintos (A # A* al
ser A no real). Partiendo, por tanto de una combinacién lineal nula au+gv =0 se
tiene que

0 = autfv=a (W _;W*) +04 (ﬂ..%iﬁ)

(o B a B\ . _ o B_a B e
= <2+2¢>W+(§_2z‘>“':>2+27;“2 5 0= a=0=0

(donde se ha utilizado que wy w* son independientes); por tanto, se ha deducido que
los coeficientes o y @ deben ser nulos, lo que demuestra que uy v son linealmente
independientes.

b) El endomorfismo S actia igual que B pero restringido a G. Como base de G podemos
considerar (u,v), y ademds las ecuaciones (??) nos dan sus imdgenes por B referidas
a la misma base (u,v). La matriz del endomorfismo respecto a dicha base se construye
simplemente colocando por columnas las coordenadas de Bu, Bv respecto a (u, v), asi que
la matriz en cuestién es
a b
(52)

y calculando sus valores propios éstos resultan ser a & bi (es decir, A y su conjugado).

OBSERVACION ADICIONAL: Este tiltimo resultado podia intuirse, ya que, entendido como
subespacio de C*, G = L[u,v] = L[w,w*] = L[w] ® L[w*] que es suma directa de dos
subespacios propios de la matriz B (asociados a A y A*) y por ello es un subespacio B-invariante;
ademds el endomorfismo B restringido a G (o sea S) por ello sélo tiene como valores propios A

y A%




Examen de Algebra I Febrero de 2007
, - NOTA
Nombre: Ntimero de
1% Apellido: Matricula,
2° Apellido: TTTTT1

Cuestiones 1, 2 y 8 (8 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto en

esta hoja.
S : , 210
1. a) Escribanse el polinomio caracterfstico de la matriz A= [ 2 3 0 | € R®3 y la matriz
0 0 a

B “compaiiera” de dicho polinomio. (0,5 puntos)

b) Determinense, de modo razonado, los valores reales de a para los cuales A y B son seme-
jantes. (0,5 puntos)

Respuestas: a)

0 1 0
0 0 1
Xa)=A=-1)A =YX —a) =X - (54+a)\ + (4 +5a)\ — 4a 4a —(4+5a) 5+a

b) Sia ¢ {1,4}, A es diagonalizable, y, como x4 (\) = xg()\), también lo es B. Al ser A y B
semejantes a la matriz diag(1, 4, a), son semejantes entre sf.

Si a = 1, el valor propio 1 es doble. Como el rango de A — I es igual a 1, la dimensién del
subespamo propio asociado a 1 es igual a 2, con lo que A, para a = 1, es diagonalizable. Si
a = 4, el valor propio 4 es doble. Como el rango de A .— 413 es igual a 1, la dimensién del

subespacio propio asociado a 4 es igual a 2, con lo que A para a.=.4, es dlagonallzable Sin .

embargo, la matriz B es diagonalizable si y sélo si sus valores propios son simples. Por tanto,

tanto para a = 1 como para a = 4, B no es diagonalizable. Como consecuencia; no es semejante.

a A, ya que si fuera semejante a A, diagonalizable, también lo serfa B.
Finalmente, A y B son semejantes si y s6lo si a real es distinto de 1 y de 4.

Nota: Un resultado tedrico afirma que la matriz B, “compafiera” del polinomio caracterfstico

de una matriz A, es semejante a esta tltima si y solo si los polinomios caracteristico y minimo

de A coinciden. Este resultado lleva: inmediatamente a-la solucién-anterior.
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a) Las raices complejas del polinomio (z + 1)* — 1. (0,8 puntos)

b) Los nimeros complejos que verifican simultaneamente las ecuaciones |z| =1y [z + 1| = 1.
(0,8 puntos)

¢) Los valores de n que hacen que el polinomio del apartado a) y el polinomio 2™ — 1 tengan
rafces comunes, indicando cudles son. (0,4 puntos)

Respuestas:

1+zsen --ZZsenk’renz k=0,1,...,n—1

. , . ,
b) e3'= -%+z£, e 3’——1—z‘/7§

c) n = 6 ; raices comunes: 148 1y

3. Dados los subespacios de R?,

L{ IE1+(E2=0

$2+CE3:0 M Z1 = /\+M,III2 /\.’123 >\+M,CIJ4—A K, Ty = /\()\,/,LER),

rdeterml’nense, de modo razonado, una base del subespacio L N M y la ecuacién cartesiana de
L+ M. (1 punto)

Respuesta:

Como (z1, T2, T3, T4, T5) € LN M pertenece a Ly a M, se tiene 0 = z1+z3 = A+ pu+A =2X\+p
vO=2o4+ 23 = A+ A+ u = 2)\+ u. Por tanto, u = —2)\, que se sustituye en las ecuaciones
paramétricas de M.

Ty =A+p=—-A\Ta=A23=A+pu=—-\2g =A~pu=3\2z5 = A son las ecuaciones
paramétricas de L N M. Como consecuencia, una base de LN M es {(—1,1,—1,3,1)}.

Un sistema generador de L+ M es la unién de las bases de L y de M. Pasando L a paramétricas
se tiene: £; = 6,29 = —0,23 = §, 24 = 7y, T = €; por tanto, una base de L es:

{(1,-1,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}. Una base de M es {(1,1,1,1,1),(1,0,1,—1,0)}. Ca-
da vector (z1,zs,x3,24,25) de L + M es combinacién lineal de los vectores del sistema gen-

erador indicado. Aplicando tranformaciones elementales de filas a la matriz de los coeficientes
del sistema lineal que se obtiene, orlada a la derecha con el vector de términos independientes,

1 001 1 = 1 001 1 =z3 1001 1 T3
-1 0 01 0 =z 0 1 01 =1 z4 0101 -1 T4
1 001 1 z3 | — 0 011 0 =z |—=10011 0 Ts ,
0 1 0 1 —1 z4 1 001 1 x4 0 000 0 =zy—ux3
0 011 0 =5 -1 001 0 =z 0 002 1 25+
se obtiene la ecuacién cartesiana de L + M: z; — z3 = 0.




Examen de Algebra I Febrero de 2007.

NOTA
Nombre: Ntmero de
1°T Apellido: Matricula
2° Apellido: _ L] ] | W

Cuestiones 4, 5 y 6. (8 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto en
esta hoja.

4.- Sean B = (u,v,w) una base de C* y A €-C*** tal que-
Au =iv; Av=—iu; Aw = —w.

(a) Hallar una base de C? formada por vectores propios de A. (0,5 puntos).
Respuesta: Es trivial ver A(u + iv) = u+iv ; A(u — iv) = —(u — iv) ; A(w) = —w;
luego B = (u + iv,u — v, w) es una base de C* formada por vectores propios de A (y en
consecuencia la matriz A es diagonalizable).

(b) Ha,llaréra,zonadamente el polinomio minimo p4(A) y el caracteristico x4 () de A.
(0,5 puntos). Respuesta: Del apartado anterior se deduce que el autovalor A = —1 tiene
multiplicidad 2 y que la matriz A es diagonalizable, y en conclusién x4(\) = (A+1)2(A—1)

y ba(d) = A+ 1A -1).

5.- Consideramos la aplicacién.lineal . .

[ Cylz] — C?
p — (p(1),p(?)

(a) Hallar una base de kerf. (Nota: expresar los polinomios factorizados). (0,5 puntos).
Respuesta: | B = ((z—1)(z — 1), 2(z — 1)(z — %), 2%(2 — 1)(z — 1))

(b) Descomponer el polinomio ¢(z) = z* como suma de un polinomio ¢;(z) € kerf
y otro polinomio ¢»(2) € C4[z]. (0,5 puntos).

Respuesta: nz)=2"-1=(z-1)(—-1i)(z+1)(z4+1);g(z) = 1.
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6.- Sea f : C* — C" un endomorfismo. Sean uy,...,uy, b € C" vectores prefijados, con b # @
Consideramos las dos ecuaciones siguientes, en las incégnitas 2, .. ., z,:

zif(w) + ...+ 2, f(uy) =b (1)

zf(ur) +... + zf(an) =0 (2)

La intencién de esta cuestién es estudiar la relacién existente entre las soluciones de la ecuacién
(1), las soluciones de la ecuacién (2), y el endomorfismo f.

(a) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

Si (1) tiene més de una solucidn,

entonces (2) tiene infinitas soluciones.
Si (2) tiene més de una solucién, X
entonces (1) tiene infinitas soluciones.
Si (1) tiene solucién tdnica, X
entonces la familia {uy,...,u,} es libre.
Si (1) tiene solucién tUnica, X
entonces f es inyectiva.
Si (1) tiene solucién tnica, X
entonces f es suprayectiva.

Colocar una cruz en la casilla correspondiente. El criterio de calificacién es: respuesta
correcta = 40, 1; respuesta en blanco = 0; respuesta errénea = —0, 1. Las respuestas
erréneas penalizan solamente dentro del apartado (a).

(b) Demostrar la tercera afirmacién si es cierta o dar un contraejemplo de ella si es falsa. (0.5

puntos).
Respuesta:
Es verdadera. Si la solucién de (1) es dnica, entonces (2) solamente admite la solucién trivial
z = (0,...,0). Asi, la familia {f(uy),..., f(un)} es libre. La familia {uy,...,u,} necesaria-
mente ha de ser también libre, pues si fuera ligada existirfa una n—upla a = (@, ..., a,) no

nula tal que ajuy +. .. + oy = 0. Pero entonces, se verificarfa oq f(ug) + ... + apf(un) = 0,
y la familia {f(us),..., f(u,)} serfa ligada.




Algebra 1 Febrero de 2007 .
NOTA

Nombre: Ntumero de
1°T Apellido: Matricula
2° Apellido: BN
Problema (4 puntos): -
Se considera-la matriz. A

1 2 3 456

-1 0 1 2 3 4

2 3 4567

A=l 9 1 0123
3 4 5 6 78
-3 -2 -1 01 2

1. Calcular una base de Im A cuyo primer vector sea (1,1,1,1,1,1)%, y otra de ker A: [0’8 puntos]

2. Ragzonar si los dos subespacios anteriores son o no suplementarios en R®. [0’/ puntos/

Se considera ahora el endomorfismo f : Im A — Im A, definido por

Vx e Im A, f(x) = Ax.

3. Calcular la matriz B de f respecto a la base de Im A encontrada en el apartado 1. [0’8 puntos/

4. Construir una matriz P invertible tal que P~*AP sea igual a ( 8 g ) [0°5 puntos]

5. Diagonalizér, si es posible, la matriz B, calculando-la matriz de paso. [0°8 puntos/

6. Utilizar los resultados de los apartados anteriores para diagonalizar la matriz A. [0°7 puntos]

Nota: La matriz de paso puede dejarse indicada como producto de dos matrices, sin necesidad

de efectuar dicho producto.

Solucién: -

1. Llamando a;j a la primera columna de Ay u= (1,1,1,1,1, 1), observamos que

A = (ai|a; + u|a; +2u|a; + 3uja; + 4uja; + 5u),

lo cual nos muestra que dim(Im A) = r(A) = 2, siendo, por ejemplo,

V= (Ll, al) = ((17 17 17 17 17 l)tv <1$ _17 27 “2> 3a ‘S)t)

una base de Im A.

Como dim(ker A) =6 — 2 = 4, el nticleo estar4d determinado por dos ecuaciones cartesianas
independientes; por ejemplo, las determinadas por las dos primeras filas de A.
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Podemos también obtener ecuaciones més sencillas: si a la tercera fila le restamos la primera,
obtenemos
T1+Z2+ T3+ Zg+ Ts+ Tg =0,

y si sumamos las dos primeras filas y dividimos el resultado entre 2, obtenemos
To + 223 + 3z4 + 425 + Sxg = 0,

ecuaciones que nos permiten encontrar facilmente cuatro vectores linealmente independientes;
por ejemplo, una base de ker A es:

((1,-2,1,0,0,0)%, (2,-3,0,1,0,0)%, (3,—4,0,0,1,0)%, (4, ~5,0,0,0,1)*) .

Otra forma: Como la columna j-ésima de A se obtiene suméndole a la primera j — 1 veces el
vector (1,1,1,1,1,1)%, podemos factorizar la matriz como
3

11
1 11
0 4 5 )7
-3 1

-1
_constituyendo las columnas del primer factor una base de Im A, y determinando las filas del

2 1-=
1
segundo factor unas ecuaciones cartesianas de ker A.

11
-2 2 3

fd ped i

Puesto que dim(ker A)+dim(Im A) = dim(R°), basta comprobar si es ker ANIm A = {0}. Para,
ello, tomamos un vector genérico de Im A y forzamos a que pertenezca a ker A. Imponemos,
pues, las ecuaciones de ker A al vector

(a+,B,C¥—ﬂ,OA—}"Zﬁ,Q”‘Q,B,O!JrB,B,Of—‘gﬁ),
lo que nos da que 42a — 64 =0, 9a — 683 = 0, lo cual implica que o = 8 = 0.
Asf pues, ker AN Im A = {0}, lo que garantiza que dichos subespacios son suplementarios en
RS.

Transformamos mediante A los dos vectores de la base V:

1 21 1 6

1 9 -1 —6

1 : 2 :
A 1 = i A _9 =

1 3

1

\ -3

(obsérvese que, puesto que dim(Im A) = 2, para dar las coordenadas de estos vectores respecto a |
los de la base de Im A, nos basta conocer dos componentes). Calculamos, pues, las coordenadas
de estos vectores respecto a V:

(291 ) :LE( i ) +y( _11 ) =z = 15, y=6:>LaprimeracolumnadeBeS( 165 )
-6 1 1 | y
6 ) ==l 4y 1 = ¢ = —6, y = 0 = La segunda columna de B es 0 _

15 —6
#=(% 0
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N, A

-Como ker A e Im A son subespacios.suplementariosen R®, 1a reunién-de sus bases constituira una
base de RS. Si tomamos; por tanto, la base de R® . -

W = (vq,Va, Vs, Vg, u,a1),

en donde los cuatro primeros vectores constituyen la base de ker A y los dos dltimos la de
Im A (ambas calculadas en el apartado 1), la matriz respecto a W del endomorfismo de RS
determinado por A, tendrd nulas sus cuatro primeras columnas, mientras que las dos tltimas
estaran determinadas por
Au = lbu+ 6a1-, Aay =—6u. - - -
O O
Es decir, que la matriz del'endomorfismo-en esa base es: ( O B )

Asf pues, si construimos la matriz P cuyas columnas son los vectores de W,

1 2 3 41 1
-2 -3 -4 -5 1 -1
1 0 0 01 2
P= 0 1 0 01 -2 |
0 0 1 01 3
0 0 0 11 -3
- /0 O
—1 =
obtenemos que P AP = < O B )
|B—)\I[=' 15(‘5"\ :il=/\2—15>\—36=()\—12)()\—3).

12 -6 1
ker(B—BI)=ker<6 _3>9(2),
3 —6 2
ker(B—lZI)=ker<6 _12)9(1>.
1 2

Luego, si Q = ( 5 1 ) , @7'BQ = diag(3,12).

Por el apartado anterior,

‘I, O OO0 L, 0 (O o
O Q1 O B O @) \ O diag ,12 ’
10000 0
010000
es decir, tomando Q = ( ‘(T‘)i 8 ) = 8 8 é (1) 8 8 , se tiene que @ 1(PTAP)Q =
00O0O0T12
000O021

diag(0,0,0,0,3,12), o lo que es lo mismo:

(PQ) ' A(PQ) = diag(0,0,0,0,3,12).




Algebra I Junio de 2007
NOTA
Nombre: Nimero de
1¢T Apellido: Matricula
2° Apellido: (TTTT]

Cuestiones 1, 2 y 8 (38 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto en
esta hoja.

1. a) Escribanse las raices decimoquintas de —1.

b) Calcilese la suma de las raices anteriores que tienen parte real positiva, expresando el
resultado como cociente de senos de dngulos multiplos de %

Respuesta:
a) BT — oog l+2’“7r + zsen—l—"l’-—sgﬁw k=0,1,...,14 (0,5 puntos)

b) Las raices anteriores que tienen parte real positiva vienen determinadas por k = 0,1,2,3
(0 < H2r < Z) y por k=11,12,13,14 (3 < 2 < 27), siendo estas tltimas conjugadas de las
primeras.

La suma de las primeras es igual a

7. 2 1 8 4. 4
BT TET _ pTET e1s™ — 1 . T g— g —4-7r1l Sel’l14571' 4
5 = =g € = €15 = (COS T + zsen—-7r)
eis™ — ] eis™ — 1] eiE™ — T I5T sen157r 15 15

Como el resto de las raices son conjugadas de las primeras, se tiene que la suma pedida es igual a

sen-=7 4 senZ7
15 _ 15

—2—coS — T = —=—

sen-=7 15 sen

15 157r

(0,5 puntos)

2. Demuéstrese la siguiente proposicién si es verdadera o dese un contraejemplo si es falsa.

“El producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica si y sélo si las matrices factores
conmutan.”

Respuesta:

Sean A y B dos matrices simétricas; es decir, A = A y Bt = B.
Si AB es simétrica, entonces AB =(AB)? = B*A* = BA. (0,5 puntos)
Si Ay B conmutan, entonces AB = BA = B'A’ = (AB)".

Por tanto, la proposicién es verdadera. (0,5 puntos)




2y,
dQs'
3. a) Escribanse los polinomios elementales de interpolacién de Lagrange en los puntos

B!
~1,0y 1.

b) Determinese la base del espacio vectorial Ry[z] dé los polinomios reales de grado menor o
igual a 2, en la que las coordenadas de cada polinomio p(z) son p(—1),p(0) y p(1).

Respuesta:

a) Li(z) =32(z—1), Ly(z)=—(z+1)(z—1), Li(z)=Lz(z+1) (0,5 puntos)
b) Se sabe que, para. cada polinomio p(z) € Ry|z]
o p(z) = p(—=1)L1(z) + p(0)La(z) + p(1) Ls(z)"
Por ﬁéuntc;, la base pedida es {Li(z), La(z), Ls(z)}.
Por otra parte, puede demostrarse que dicha base estd unfvocamente determinada.

En efecto, sea (qi(z),¢2(z), g3(z)) una base de Ry[x] que cumpla las condiciones del enunciado.
Es decir,
p(z) = p(-1ai(z) + p(0)g2(z) + p(1)gs(z)-

1 = qi(z) + g2z) + gs(z)

En particular, se cumple { z = —g;(z) + g3(z) ; de donde se deduce
7 = q1(z) + gs(z)
1 11 a1 (z) 1
-10 1 @) | =1 2
1 01 g3(z) z?

cuya matriz de coeficientes es de Vandermonde, con determmante no nulo, al ser los puntos
distintos dos a dos. Por tanto:

-1

o (z) 111 1
@z) |=f -1 01 z
q3(z) 1 01 z?

¥, por consiguiente, q1(z), g2(z) y ¢3(x)) estdn univocamente determinados. Por consiguiente, han
de coincidir con los poliniomios elementales de interpolacién de Lagrange.

Obsérvese que el razonamiento final puede generalizarse a un conjunto de puntos 1,1, ..., Zn,
distintos dos a dos, cuando se toma R,[z]. (0,5 puntos)
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Cuestiones 4, 5 y 6 (8 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto en
esta hoja.

4. Escribanse el polinomio caracteristico y los valores propios, indicando sus multiplicidades, de

-4 3 3
la matriz | —3 2 3 | y estddiese si dicha matriz es diagonalizable.
-3 3 2
Respuesta: ’
El polinomio caracteristico es A% — 3\ — 2. (0,8 puntos). Los valores propios son A\; = —1 doble
¥y A1 = 2 simple. (0,2 puntos)
-3 3 3
El subespacio propio asociado a A; = —1 tiene dimensién igual a3 — rangode [ —3 3 3 | =
' -3 3 3

3—1 = 2. El subespacio propio asociado a A; = 2 tiene dimensién igual a 1, por ser dicho valor propio
simple. Al tener los subespacios propios dimensiones iguales a las multiplicidades de sus respectivos

-1 0 0
valores propios, la matriz es diagonalizable; es decir, semejante a 0 —1 0 |}. (0,5 puntos)
0 0 2

5. Determinese la matriz A € R3*®, de rango igual a uno, cuya primera fila es proporcional al

vector (1,2, 1), sabiendo que (1,2, 3) es un vector propio de A que no pertenece a ker A y que
la traza de A es igual a 16. )

Respuesta:
Al ser la matriz A € R3®*3 de rango igual a uno y su primera fila proporcional a (1,2,1),
a 20 o ‘
A=| B 28 B |, yaque « tiene que ser no nula, como se vers a continuacién. Se tiene
v 2y vy
1 1
Al 2 |=XA| 2 |, donde A € R es no nulo, ya que el vector propio no pertenece al nticleo de A; y
3 3

a+4a+3a= X
de lo anterior se deduce que la primera fila de A no puede ser nula. Por tanto, { S+48+ 38 =2\ ;
v+ 4y + 3y =3\
de donde resultan o = X, 8 = i)\,fy = g/\. Se tiene, ademds, traza(A) = a+ 26 +v = X; A = 16.
Este resultado, por otra parte, tenfa que coincidir con la traza de la matriz, ya que A, al ser de
rango igual a uno, tiene la traza no nula como valor propio simple y el cero como valor propio doble
(el nicleo de A es un subespacio propio de dimensién igual a 3— rango(A) = 2, dimensién menor o
igual que el orden de multiplicidad del valor propio nulo).
2 4 2
Findlmente, A={ 4 8 4 |. (1 punto)
6 12 6




1 2 0 0 0 0
3 1 2 -+ 0 0 0
N 0 =81 -0 00| |
6. Sean A; =1, A2~=<;3-- f1f>yAn::~ o . eRr > 2)
0 0 0 - =3 1 2
0 00 -+ 0 -31)

a) Escribase, para cada n € N\{0}, det(A,2) en funcién de det(A,) y det(Ani1).

b) Se sabe que el espacio vectorial real de las sucesiones reales (Zn)nen, que satisfacen la
LECUITeNCid Tnig + A%ps1 +02n = 0 (a,b € R, fijos, y b # 0), tiene dlmensmn igual a 2. En
el supuesto de que el polinomior?+ ar-+b tenga raices reales simples, ri y r4, demuéstrese-
que {(rl nen, (T3) nEN} es una base-de dicho espacio.

¢) Calcilese det(A,) mediante la resolucién de la recurrencia obtenida en el primer apartado.

Respuesta:

a) det(Anyg) = det(Any1) +6det(A,) (0,4 puntos)

b) Al ser b # 0 se tiene que las rafces 71 y 75 son distintas de cero. La sucesién () ey verifica la
TECUITeNCia Tnyg + aniy + ba, = 0. En efecto, 77+ + ar?™ + br? = r7(r? 4 ary + b) = 0. De modo
similar se demuestra que (7%),en también la verifica.

Para A y p reales, A(17)nen + p(18)nen = (0)nen = Vn € N, Ar? + pur = 0. Tomandon =0y

n = 1, se tiene { Atp=0 sistema compatible y determinado, cuya solucién es A = p = 0.

AP 1+ MT9 = 0’
Por tanto, (rf)nen ¥ (r3)nen son linealmente independientes, y, al ser el espacio de dimensién igual
a 2, constituyen una base de dicho espacio. (0,3 puntos)

c) La recﬁrrencia, del apartado a) conduce al polinomio 72 — r — 6, cuyas raices son r; = 3 y
r1 = —2. Por tanto, det(A,) = 3"a + (—2)"0, donde «, 3 € R.

Para n = 1, det(A;) =1=3a—20), y paran = 2 det(Az) = 7 = 9a + 40. Resolviendo las dos
ecuaciones hnea,les anteriores se obtlene o= 5,ﬁ = £

Por consiguiente,

3 2 1
D = 23" (=" = = n+1____2n+1
w28 22 = (8 - (-2

(0,8 puntos).
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Examen de Algebra I. Septiembre de 2007.
NOTA

Nombre: Numero de

1°T Apellido: Matricula

20 Apellido: ) [T T T 1 ‘

Cuestiones 1, 2 y 8. (8 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto en
esta hoja.

1.- Sean m,n € N,m,n > 1, con m divisor de n.

(a) Hallar las soluciones comunes de las ecuaciones 2™ — 1 =07y 2" — 1 = 0.
« n o
Respuesta: Puesto que m|n, si zj* = 1 entonces 2§ = (2*)m= = 1, por lo que las soluciones
comunes de ambas ecuaciones coinciden con las soluciones de la primera, es decir

{exp <—2—7;7;—Zl) ,l=0,1,...,m—1.}.

(b) Simplificar al méximo justificando la respuesta la expresién

(27r> ( 271‘) ( 2%)
sen{— ) +sen{2— |+ ---+sen|n—1».
m m m
Respuesta:

Sea w = exp (%) La expresién del enunciado es la parte imaginaria de
"—1
w+w2+...wn:ww :O
w—1

En consecuencia, la expresién es nula.

12.- Sea A € C™*™,

(2) Demostrar que rg(A?) = rg(A) = ker(A2?) = ker(A).
Respuesta:

dim(ker(A?)) = n — rg(A?) = n — rg(A) = dim(ker(A)).
Por otro lado, es conocido que dada cualquier matriz A € C™X", se verifica 1
ker(A) C ker(A4?) (porque u € ker(4) = Au = 0 = A%u = 0 = u € ker(4?)). En
consecuencia, ker(A?) = ker(A).

(b) Demuéstrese la siguiente proposicién si es verdadera o dese un contraejemplo si es falsa:

rg(A?) = rg(A) = ker(A) e Im (4) son suplementarios en C™.

Respuesta:
La proposicién es cierta. Por un lado, la ecuacién de dimensiones proporciona
dim(C™) = dim(ker(A)) + dim(Im (A)). Por otro lado, si v € ker(A) N Im (4), se verifica
i. Ju e C™™: Au = v, porque v € Im (A). >
ii. Av =0, porque v € ker(A).
En conclusién, A%u = A(Au) = Av = 0, es decir, u € ker(A?) = ker(A). Pero entonces,
v = Au = 0. De este modo, hemos demostrado que ker(A)NIm (A) = {0} y los subespacios
nicleo e imagen de A son suplementarios en C™.




3.- Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de Cslz]:
L =1{p(2) € Cs[z} : Vz € C, p(2) = p(4 - 2)}-
M = {p(2) € Cs3[2] : Vz € C,p(2) = —p(4 — 2)}.

(a) Decir a cuél de los subespacios anteriores pertenece el polinomio (z — 2)* para
k=0,1,2,3.
Respuesta: Llamemos py(2) = (z — 2)*. Entonces,

Pr{d—2) =[4d—2) -2 = (2 - 2)F = (~1)fpe(2), y
pO:p2EL) p17p36M~
(b) Demostrar que L y M son suplementarios en Cs2]
Respuesta: La suma de L'y M es directa, porque
p(z)ELNM & VzeC: p(d—2)=p(z)=—-pld—2) ©p=0.

Ademss, todo ¢(z) € Cs|z] se puede descomponer como suma. de un polinomio de L y otro
de M de este modo:

o(z) = 1A+ 3(4 —2) , 9?) - 3(4 —2)

luego L y M son suplementarios en Cs[z].

(c) Utilizando los apartados anteriores, hallar razonadamente una base de [, y una
base de M. Nota: todos los polinomios de las bases deben darse totalmente factorizados.
Respuesta:

Es claro que
B=(1,2-2,(z—2)% (2 - 2)*)

es base de Csz]. Por el apartado (a), tanto L como M contienen al menos dos elementos
linealmente independientes y dim(L),dim(M) > 2. Por el apartado (b), L y M son
suplementarios y 4 = dim(Cs[2]) = dim(L & M) = dim(L) 4 dim(M). En consecuencia,
solo puede ser dim(L) = dim(M) =2y

Br = (1,(z—-2)2) | By = (2-2, (z - 2)%)

son bases de L y M respectivamente.
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Examen de Algebra I. Septiembre de 2007. |
NOTA

Nombre: Nimero de

1°T Apellido: Matricula

2° Apellido: , HEEREE

Cuestiones 4,5 y 6. (3 puntos). Respéndase exclusivamente en los espacios dejados al efecto
en esta hoja.

4.- Sea A € C™™ una matriz cuyo polinomio minimo es p4(z) = 2% — 4z + 3.

(a) Demostrar que A = 0 no es autovalor de A.
Respuesta:
pa(0) = 3 # 0, luego A = 0 no es raiz del polinomio minimo. Es conocido que todas las
raices del polinomio caracteristico lo son también del minimo, luego A = 0 no puede ser
autovalor de A.

(b) Expresar la inversa de A como combinacién lineal de A e I.
Respuesta:

Por el apartado anterior, la matriz A es regular. Puesto que el polinomio minimo es
anulador,

1
[0] = pa(A) = A% — 4A+ 3T = AL = %1 A

5.- Sea L : Ry[z] — Ro[z] la aplicacién lineal definida por
L(p(z)) = zp'(z) + 1" (z).

(a) Hallar la matriz de L en la base canénica B = (1, z,z?) de Ra[z].
Respuesta:

(b) Encontrar todos los polinomios de Ra[z] solucién de

zp'(z) + p"(z) = 2z.

Respuesta:
Los polinomios p solucién de la ecuacién seran aquéllos cuyas coordenadas [p|g = (o, 5, )
verifiquen

0 0 2 o 0

o108 =]2

0 0 2 ~y 0

Por tanto, las soluciones buscadas son los elementos del conjunto

{a+2z,a € R}.




(2)

(b)

J,,%%o

ap, a1, ap € C tales que:

1 0 8
OéoI+CY1D+C¥2D2=P_1 0 4 5 P
0 09
Respuesta:
Qg = 0 1 01
Gy = P = 011
ay =1 001
Se considera ahora la extensién del apartado anterior a'orden n. Sean D = diag(1,2,...,n)
y M € C™™ determinada. Encontrar, justificando la respuesta, una condicién nece-
saria y suficiente para que existan P € Crx» y coeficientes v, a1, ...,a,-1 € C tales
que
aol +onD+ -4 ap 1 D"t = PTIMP. (%)
Respuesta:

Llamemos ¢(z) = ap + a2 + - - - + ap_12*L. La ecuacién (*) se puede escribir como
¢(D) = PIMP.
Si existen Py o; como en el enunciado, entonces

P_IMPZQ(D) = dzag(l, )n)7

luego M es diagonalizable. :
Reciprocamente, si. M es diagonalizable, entonces P~1MP = D diagonal, y

gD)=P'MP=D&qli)=Dy, i=1,... n

La dltima expresién constituye un problema de interpolacién de Lagrange, cuya solucién
existe y es Gnica. En consecuencia (x) admite solucién.
Por tanto, una condicién necesaria y suficiente para que existan P € C™™ y coeficientes
@; € C que verifiquen (x) es que M sea diagonalizable.

A

Sea D = diag(1,2,3). Encontrar una matriz P € C3%3 regular y unos coeficientes:
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Nombre: Ndmero de
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Problema (4 puntos): ‘

a+1 1 1 a+1 0 0\ 1\
Sean A = 0 a 1 ,B=1| -1 a-1.1 |yb=1]0 },eaeC
0 9.a-1 | 10 e/ N0/

1. Estudiese, segun los valores del pa,ré.mctro a, la compatlblhdad del swtema Ax = b. '~
2. J ustlﬁquese que A v B son dzagonahzables y semejantes p(xra todo Valor de a.

3. Determinese una matnz regular P respecto de Ia base canomca, asoc1ada a unau aphcamon

lineal que transforme cada subespamo propm de Aen €l subespauo proplo de B a&ocmdo a,if"“'
mismo valor propio. S :

4. Estudlese segun Ios valores de a, h compatxblhdad del s15tema By Ph

5. Sean My N dos ma,trlces compiejas cuadradas deorden n dxagonahzables v semegantes
¢ € C! y K una matriz regular que transforme cada subespacio propio de M en el s’ubespamo' o
propio.-de N asociado al mismo valor propio. Demuéstrese que el Smtema Nw.= KL tzema&_, ‘
* solucién si y sélo si el sistema Mz = ¢ tiene solucién. : '
- Solucidén:

1. det{A)=1(a-1)a (at+1). Ei"s‘is',tema es c_-om;:)atible detrerm‘inadoi éaivo cudn’db a e’s :
1,0 o-1.
Para a=1 es rg(A)= rg(Ab)=2<3El sxstema es compa‘uble mdetermmado
Para a= 0 es rg(A) = rg(A]b) 2<3 El sistema es compattble mdetermmado
Para a=-1 es 1g(A)=2y rg(Alb)=3 Elsistemaes incompaﬁble.

2 X(A)=XB)=(s-a—-1)*(s-a) *(s—a+t 1)
Como los 3 autovalores son dxstmtos las matrices Ay B son d;agonahzables y como
ademas sus polinomios caracteristicos coinciden son semej antes,.

Determinaremos las matrices de autovectores de A y de B que denominaremos

2

respectivamente Pa y Pb . A partir de estas hallaremos la P pedida.

Vectores propios de A (Igualesalosde U=A—al )




e fiﬁ‘SéW“r’e’piten pues los resulfé‘c'ibs?del fapartadofl' ek

SRR | N of  fr-10}
Ker(U-1)=0 -0} Ker(U)=0 -3} 1/ Ker(U+I) 031 Pa={0 1-1] -
0 001

Vectores propios de B ( 1guales a los de V=B-al )

1 of 0 ~[100
Ker(V-I) = 0% 0); Ker(V) = 0 ->{ 1} Ker(V+D) = 1}-> 1 ; Pb=1011
1 1 o

Al ser P la matriz que transforma los vectores de Pa en los de Pb’tkendre;mos que: e

(100} 411 1 111

P*Pa=Pb ->P=Pb*invPa)={011|*0 1 1/=[0 1 2

' oy 110/ {0 01 11 2 2
“P*b={0] ; Byo0|; det(B) (a-1) a(a+l) yel smtema es compatlble _~'

il 1y detennmado salvo Sl a= 1 O o 1
Para a= 1 es rg{B) rg(B{P*b) 2<3 > Compatlble 1ndetermmado .
E Para a= 0 es rg(B) rg(B{P*b) 2 <3-> Compatlbie mdetermmado

Paraa= —1 es rb(B) 2y rb(B!Pb) 3 -> Incompatlble |

. Por ser M y N de autovalores sxmp}es seran diagonailzableé y por ser semejantesJ A o
. f compart1ran forma dlagonal de modo que D= mv(Pm)*M*Pm *inv(Pn*N*Pn) '

de donde n*mv(Pm)*M N * Po* mv(Pm) ' | L

- Si K transforma Pm en Pn sera K * Pm Pn o sea‘ K= ?n *ﬁw(Pm} poxy~ lé q :

tenemos Ias 3 relacmnes mgmentes

Mz=c 01 5 Nw=Ke [2]  ;  KM=NK ~7[3:]_:*’
Si sustltulmos cde{i] en [2] tenemos Nw= KMz {4] |
Si sustituimos K M de [31en[4] queda Nw NKz-—? w= Kz

yalser K regular por hipétesis w y z existen o no s1multaneamente
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