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S1 alguna vez estos
apuntes te sirvieron
de ayuda, plensa que
tus apuntes pueden
ayudar a muchas
otras personas.
Comparte tus apuntes
En i1ndusbol.com o
simplyjarod.com
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VYECTORES Y SISTEMAS DE VECTORES

1.- DEFINICION

Vector geométrico: segmento orientado caracterizado por su:
. s
Sea'ﬁ&O\ e

Médulo: longitud del segmento. D (@um

Direccién: recta que lo contiene.
Sentido: del origen al extremo.

2.- CLASIFICACION

f Libres: En su determinacion no hay que espec1ﬁcar su recta soporte ni su punto de
| origen.

B Deslizantes: Hay que espemﬁcar la recta de accion pero no el punto de origen.

| ‘ ngados Para su determinacién hay que especificar tanto la recta de accién como el
; origen del vector.

3.- OPERACIONES CON‘ VECTORES

-~

En todas las operaciones que siguen, consideraremos
sistemas de referencia con bases ortonormales (los
vectores de las bases tendrdn moddulo unidad y seran
ortogonales). También consideraremos nuestros sistemas
de referencia orientados a derechas.

Componentes ortogonales de un vector: Denominamos asi a las proyecciones del
vector sobre los ejes del sistema de referencia. Para un sistema de referencia cartesiano,

con los vectores ortonormales de la base 7, J,k , el vector @ se puede expresar como:
a=aji+a,) +ak

donde a,,a,,a; son las componentes ortogonales o proyecciones sobre los ejes del

sistéma de referencia del vector a.

3.1- SUMA

Sumamos dos vectores de forma geométrica llevando el origen del segundo al
extremo del primero. El vector suma tiene por origen el origen del primero y
por extremo el extremo del segundo.

Propiedades: conmutativa y asociativa.

Teoria - Vectores Vect. 1/10
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3.2- PRODUCTO POR ESCALAR

Sea @ un vector y k un escalar. El producto exterior ka es otro vector de
direccion la de @, sentido el de @ si k>0 y contrario si k<0, y médulo k14 |

3.3- PRODUCTOS ENTRE VECTORES:

3.3.1- PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El resultado es un escalar, que se define, siendo a y b los vectores,
como:
a-b=1al bl cos 8, siendo 6 el angulo que forman.

Expresados @ y b en base ortonormal, podemos escribirlo como:

d=aji+a,j+ak

b=bi+b,j+bk

b/
e @
S

.
C%d»zuacm de

3.3.2- PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES | B»© ‘2), e &
- SN ESY
El resultado es un vector ¢ = a x b, de: EBz - O progec
: Médulo: | @11 b1 sen 8, siendo 6 el angulo que forman a y b
' : Direccion: perpendicular al plano formado por a y b
VoREein bE_L‘“v) Sentido: tal que a, b ,(ax b ) formen un triedro a derechas (reglas del
MANC DERE(WA]  sacacorchos o de la mano derecha).
Se verifica:

i J k
EZ&XE:CII a, a,
b, b, b,
Propiedades:
1) axb=-bxa antt@nmotalie)
2) Gx(b+E)y=daxb+axc

3.3.3- PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

Dados tres vectores d, b, ¢, se define como:

a a, a
i-(bxé)=(axb)c= |b b, b|=@ 5, &) ,
€ €6 &

y representa el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores. i.

Teoria - Vectores Vect. 2/10
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M= 0P«

Propiedades:

1) intercambiabilidad del producto escalar con el vectorial
a-(bx¢)=(ixbh) ¢

2) permutabilidad circular de vectores
G+(bxé)=¢-(axb)=0b-(¢xa)

3) antisimetria respecto al producto vectorial
G+(bx¢)=—d-(¢xb)

3.3.4- DOBLE PRODUCTO VECTORIAL

Se define como a x(I; x ¢ ). Es distinto de (a x 5) X C.
Se puede operar directamente o mediante la formula de expulsion:

4.- SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

4.1- MOMENTO RESPECTO DE UN PUNTO

s un vector. Se define el momento M, de un vector ¥ con origen en P respecto

~,/ de un punto O del espacio como el producto vectorial:

Al deslizar el vector v a lo largo de su linea de accién, el momento respecto de

O no cambia (ver demo).

Si consideramos el punto H, pie de la perpendicular por O a la recta soporte de

v, como origen de vV, el médulo del momento queda:

H 0P x §= (ww@)xw—

09)(34— P/

BIORO ~ mc'&)\o

& (i) Dando el valor de un vector, el punto respecto al cual tomamos momentos, y el
valor de dicho momento, queda definida la linea de accién de ese vector.

4.2- MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO DE UN EJE (MOMENTO

( OH{
Ros ‘qm\\’b
1y |= hiao W0l

AXICO)

Es un escalar. Se define como la proyeccion ortogonal sobre dicho eje (eje e) del
momento del vector respecto de un punto del eje. Considerando un vector ¥, un
punto O del eje e, y un vector unitario U, en la direccién del eje, el momento

axico vale:

ol = braro
&Yl g

W’fo

, Teoria - Vectores

M, no depende del punto del eje que consideremos.
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4.3- RESULTANTE Y MOMENTO: TORSOR

. Llamamos resultante R de un sistema de vectores deslizantes al vector que
" resulta de sumar todos los vectores del sistema:

R4 R=2 ¥, »Trwasiante
Llamamos momento del sistema respecto de un punto 4, M 4> a la suma de los
momentos en A de todos los vectores del sistema. Siendo P; el origen de cada
uno de los vectores V,, tenemos:

M, =% APx ¥,
Tomando otro punto B, el momento respecto de B vale:

%H E(BA'*R‘?\XG”\v M,=M,+ BAxR jverdemo[@
<
:g RAXT S Apx Ji:A .esta. ’expresién se le llama ecuacién del cambio de momentos, de gran
L " aplicacion.
= M — A
A A g\ — ) . . )
Y= Reducir un sistema de vectores deslizantes a un punto P es obtener un sistema
=My 4 &1 S R equivalente formado por la resultante y el momento del sistema respecto a P,
' AR aplicados ambos en P, llamandose al conju: R ﬁik; J-
4.4- INVARIANTES DEL SISTEMA (RESULTANTE Y MOMENTO
MINIMO)

Se llaman invariantes del sistema a ciertas expresiones vectoriales o escalares
que no cambian al variar el punto de reducciéon. Los invariantes fundamentales
son dos, aunque de ellos pueden derivarse otros:

1) Laresultante.R, (invariante vectorial)

— —

2)
multiplicamos escalarmente la ecuacion del cambio de momentos por R:

Aﬁ-;ﬂsg{:
iRi

(invariante escalar). Para demostrarlo

=

MB-E=MA-R+(BI1xR)-1§=MA-R =

resultante),- que representa la proyeccic’m del momento sobre la direccion de la
resultante, que coincide a su vez con el médulo del momento minimo, M. De
esto.se deduce que zel;;ﬁmomento tendré médulomminimeazen«gtedoswlos% ,ﬁntosgen

R

—
gt

Es

Un invariante derivado seria . (#, unitario en la direccién de la

encontramos un- nunto ene
que-elmédulo-de.ese:momento:es:minimo: (ver demo) g@p.—~,,..
4!

Ha 78
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4.5- EJE CENTRAL

El lugar geométrico de los puntos en los que el momento del sistema es minimo,
es decir, en los que el momento del sistema tiene la direccidn de la resultante, es
una recta paralela a la resultante llamada eje central. (ver demo)

Conocido un punto P y el momento del sistema en P, M »» la ecuacién vectorial
del eje central queda:

R,
J#f

+A-R (ver demo)

F=F +

Es evidente que el menor médulo minimo es 0; por tanto si encontramos un
punto en el que el momento del sistema es nulo, ese sera el médulo minimo, y
ese punto pertenecera al eje central.

S.- SISTEMAS DE VECTORES LIGADOS /(/Q D A/ TR f/%

5.1- RESULTANTE, MOMENTO Y VIRIAL (VIRITORSOR)

Asi como en el caso de vectores deslizantes habia que especificar la recta de
accion del vector, la cual quedaba definida con el momento, en el caso de
vectores ligados habra que especificar ademas el punto de aplicacion, que
quedaré definido con el virial.

Se define virial de un vector s respecto a un punto O, como el producto escalar
Vo= 045

siendo A el punto de aplicacion del vector

Por tanto, dadas las componentes del vector, del punto, y el valor del momento y

el virial respecto a ese punto, quedan definidos la recta de accién y el punto de

aplicacion.

Dado un sistema de vectores ligados se define el virial del sistema respecto al

punto O como la suma de viriales respecto a O de cada uno de los vectores que
lo constituyen: :

vo=2 OA, -5, ,
siendo 4; el punto de aplicacién de cada uno de los vectores del sistema.

Para relacionar el virial entre dos puntos, P y O, se emplea la ecuacién del
cambio de virales:

Vp=Vo + PQE

Teoria - Vectores ) Vect. 5/10
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El lugar geométrico de los puntos del espacio respecto de los cuales el virial es
nulo es un plano perpendicular a la resultante que recibe el nombre de plano
central, cuya ecuacion, siendo O el origen de coordenadas, ¥ el vector de
posicion de un punto P del plano central, y vo el virial en el origen, es:

-

Vo—-l_:‘R =0

Al punto de interseccion del plano central con el eje central se le llama punto
central. ‘

El plano central divide el espacio en dos semlespacms teniendo en uno viriales
positivos y en el otro negativos.

Teoria - Vectores . Vect. 6/10
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)( EJERCICIO VECT. 8. (SEP 2005)

Un sistema de vectores deslizantes tiene como resultante R=3i- j y momento respecto al origen
M, = ak . Determinar el valor de a para que el eje central del sistema pase por el punto A(1, 1, 0).

\/" EJERCICIO VECT. 9. (SEP 2006)

V2
2 3

w|§

Un punto tiene de coordenadas cartesianas ( ~.2 ) . Obtener sus coordenadas esféricas.

f: EJERCICIO VECT. 10. (FEB 2007)

t»l%

Un punto tiene de coordenadas cartesianas (_é_ ) Obtener sus coordenadas cilindricas.

EJERCICIO VECT. 11. (JUN 2007) /

Dados los vectores libres @ = i — 27 + k y b = 1 + 7 — k, justificar si puede existir un vector no
nulo ¢ = Ai 4 7 para el que se cumpla que (a x &) x ¢ = 0.

EJERCICIO VECT. 12. (FEB 2008)

. Expresar en la base de coordenadas cartesianas {O,%,7,k} los vectores unitarios u, y u,, de la

' . .z . . U
base de coordenadas polares y obtener, por derivacién, la relacién entre los vectores tp Y up ¥

du : { - e
la existente entre los vectores —= y Up. GQ"'}?» U Y

dt Tr !

T % EJERCICIO VECT. 13. (JUN 2008)
| ' |

Utilizar la férmula de doble producto vectorial (a x b) x ¢ para deducir la condicién que deben
cumplir @ - & y b - ¢ (el vector b # 0) para que se cumpla la asociatividad del doble producto
vectorial: (a x b) x ¢ = a x (b x ¢) para vectores cualesquiera a y c.

' EJERCICIO VECT. 14. (FEB 2009)

/ Determinar el Vector proyeccién del vector 4k sobre el plano de ecuacién x4y + 2z = 0.

X EJERCICIO VECT. 15. (FEB 2009)

Un sistema de vectores deslizantes tiene como resultante R = A7 +j y momento respecto al origen
Mo = —4k. Determinar el valor de A para que el eje central del sistema pasepor el punto A(4,4,0).

1 EJERCICIO VECT. 16. (SEP 2009)

Se da el sistema de vectores delizantes v1 = —1i+ 1§ y w9 = +1i con rectas soporte que
'\ pasan por los puntos respectivos 41(0,3,0) y A(1,0,0). Determinar un sistema equivalente al dado
con el menor ntmero posible de vectores, indicando su correspondiente recta soporte. \

Ejercicios - Vectores , (., - i Vect. 8/10
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EJERCICIO VECT. 1 (Feb 95)

Demuestre que el vector a = (u x v) X (r x s) pertenece a la interseccidn de los planos que forman u, vy
r,s.

EJERCICIO VECT. 2. (Feb-99)

Sefiale las siguientes afirmaciones correctas para cualquier sistema de vectores ligados, con la
particularidad de que todos pertenezcan a un mismo plano 7 y que su resultante no sea nula:

a) El eje central es perpendicular al plano .

b) El virial se anula en los puntos del eje central.
¢) El momento minimo es nulo.

d) El punto central siempre esta en el plano 7.

e) El plano central coincide con el plano 7.

EJERCICIO VECT. 3. (Feb 01) (SEP 2003)

Dado un sistema de vectores deslizantes, cuyo torsor en el origen de coordenadas expresado en
componentes cartesianas ortonormales es R(0,0,1) y Mo(1,1,0), determinar si existira algin punto para el
cual el momento sea nulo.

EJERCICIO VECT. 4. (Sep 01)

Un sistema de vectores deslizantes esta constituido por tres vectores dados por sus componentes
cartesianas ortonormales, a(-1,-1,1), b(1,1,1) y ¢(0,0,-1) y sus rectas soporte pasan respectivamente por
los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,1). Determinar el eje central de dicho sistema.

EJERCICIO VECT. 5. (Feb 02)

El torsor de un sistema de vectores deslizantes en el origen de coordenadas viene dado en componentes
cartesianas ortonormales por: {R, Mo} ={(0, 0, 1), (1, 0, 0)}. Determinar el eje central de dicho sistema.

EJERCICIO VECT. 6. (Jun 2002)

El eje central de un sistema de vectores deslizantes es el eje Oz, la resultante del sistema tiene por
moédulo 1 y el momento resultante del sistema con respecto al punto A(1,0,0) vale M, = (0,1,1) en las
apropiadas unidades. Determinar el torsor del sistema referido al origen.

\CEJERCICIO VECT. 7. (FEB 2005)

.

Un sistema de vectores deslizantes esta formado por los vectores a =j +2k, b =i+3j, ¢ =2i~ j +k. cuyas
rectas soporte concurren en el origen de coordenadas Determinar para ese sistema la ecuacion del eje
central.

Ejercicios - Vectores g ~ Vect. 7/10
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PROBLEMA VECT. 2. (Jun 98)

I) § es un sistema de vectores deslizantes cuyo torsor en el origen de coordenadas es
R(0,0,1) y My(1,1,0), expresado por sus componentes cartesianas ortogonales en una
base ortonormal.

1) Determine el momento de mdédulo minimo.

2) Calcule las coordenadas del punto en el que el eje central corta al plano

IT) Se considera un campo vectorial en todo el espacio, definido mediante
M=Ay+z) i+ (AZ-Ax)j-(x+y k
donde A es un numero real y (x,y,z) las coordenadas de cada punto.

3) Demuestre que existen dos valores distintos de A que permiten interpretar
M como un campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes, y
obtenga dichos valores. Para ello, exprese su resultante R como R, i + R, j +
R; k y obtenga la diferencia entre los momentos del sistema respecto a dos
puntos giualesquiera, Py, ¥o 25) Y O(xq ysq zg), introduciendo las variables
X =xq~xp, Y =y, —yp Z = z;— z,. Se obtienen asi tres ecuaciones que deben
satisfacerse para cualesquiera valores de X, ¥, Z, con lo que se encuentran las
relaciones necesarias para determinar 4, Ry, R,y Rz.) ‘

4) Sean A; y A, los valores de A (A > Ay) correspondientes a los dos sistemas

que se demgnan mediante S’ y §%. Determine la resultante R y el momento
resultante M’ respecto de un punto (x,y,z) cualquiera para S’ y lo mismo para

s

5) Calcule el momento de médulo minimo y el eje central de S'.
6) Calcule el momento de médulo minimo y el eje central de S°.

II}) Se forma un sistema de vectores deslizantes S ‘ acumulando todos los vectores de S,
Slys? ~

7) Calcule el momento de S respecto al origen de coordenadas.
8) Determine el momento de médulo minimo para S *.

9) Obtenga el eje central de S’y las coordenadas del punto en el que corta al
plano z = 0.

Problemas - Vectores. Vect. 10/10
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PROBLEMA VECT. 1. (Jun 97)

Un sistema est4 constituido por los tres vectores a, b y ¢, definidos por las siguientes
condiciones:

/ a) Los tres vectores son unitarios.

b) Su producto mixto es 1.
c)a-i>0,axi=0,b-j>0,bxj=0.
d) El momento de a respecto al origen es j, y el de b es k.

e) El momento axico de ¢ respecto al segundo eje cartesiano es nulo.

f) El momento del sistema respecto al origen tiene médulo V3, y su producto escalar
por i es negativo.

Vf 1) Determine los tres vectores a, b y ¢, con sus rectas soporte que se expresaran
mediante su  ecuacion en coordenadas cartesianas.

/ 2) Reduzca el sistema de vectores al origen de coordenadas.

/ 3) Obtenga la ecuacién del eje central del sistema en coordenadas cartesianas y el
punto de interseccion del eje central con el plano z = 0.

" 4) Determine los puntos en los que el momento del sistema posee médulo minimo y
calcule el valor de dicho momento.

Para los res‘téntes apartados se tpéajaré suponieri'ag) que cada uno de los vé}?ores a,b y \
/  cestan 1igédos al punto de sx;/ soporte mas préxi;{no al origen de coordenadas. ) ;
o / , S o ;
! . .. - a /s S /
5) Petermine el virial gél sistema respectofal origen de coordenadas. 7 /

/ / / /

) Reduzca el sxst?ma de vectores al punto de coordenadas cartesmnas D( 1,2,3).
/ ; i

7) Obtenga el ,plano central del 51stema expresando su ecuacion, én coordenadas
| / cartesianas. / /

i/ : /

ffﬁf
z%; /

AL

,/M ey
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GEOMETRIA DE MASAS (I)

1.-MOMENTO ESTATICO

1.1-RESPECTO DE UN PUNTO O (M. CENTRAL)

Dado un sistema material discreto formado por i masas m;, situadas cada una en
un punto 4; del espacio, se define el momento estético del sistema respecto del
punto O como: :

./i[o =ZOAi ‘m,

El momento respecto a otro.punto O’ seria:

My = 0'4,-m = (0'0+04,)m, =
siendoM:Zmi

1.2-RESPECTO DE UN PLANO = (M. PLANARIO)

Se define, a partir de ./ilo , para un plano = que contenga a O, como:

| : /11,,=/120-a:202i-m,-ﬁ= Zm,. d,

siendo # el vector director unitario del plano 7 y d; la distancia en perpendicular

de 4; al plano « (o la proyeccion de 0;1,. sobre u).
Es independiente del punto del plano que cojamos, por ejemplo O;

M, =M, i =(0'0-M+. M) ii =M, i
por ser 0'O perpendicular a .
5'\0 ¢ 1.3-RESPECTO A UNA RECTA 6 (M. AXIAL)

Se calcula el momento estatico respecto a un punto O de la recta y se proyecta
sobre un plano perpendlcular a la recta que pase por O:

=(ix M )X U '
donde # es vector dlrector unitario, tanto de la recta como del plano.

s e Uf&vyuf
Si elegimos otro punto O’ de la recta, //25 no cambia (demo).

2.-CENTRO DE MASAS DE UN SISTEMA

Es el punto en el que se anula el momento estatico del sistema. Siendo O el origen de
coordenadas y G el centro de masas:

.. - . - - - M OA.-m
M, =0=GO-M+ .4, —0G-M=A, —->OG=‘/:§° =ZM'

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(I): 1/5
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Al ser O el origen, el vector de posicion de 4; vendra dado por:
Py =02i=x,z7+y,~]+z,.l€ " )
y el de G sera:
- X1 +y,]+zk)m,
FG=OG=Z( iy +zk)m,
M
Ve i Considerando el sistema de vectores formado por los vectores peso de cada particula, el
ec el

centro de masas coincide con el punto central de dicho sistema.

Si el sistema material posee puntos, planos o ejes de simetria (masica y geométrica), el
centro de masas se encontrara sobre ellos.

Todo lo visto hasta ahora estaba referido a sistemas discretos. Para el caso de sistemas
continuos, los sumatorios se transforman en integrales y las masas m; en diferenciales de
masa dm, que serdn funcion de la posicion. Vemos la diferencia estudiando cada
coordenada de G:

sistema discreto sistema continuo
: Zmi ‘X, jx -dm
M M

.y, y-dm
Jo Dom-y, Yo |

M M

_o2mig _ Jz'dm

76 M Y

Si un sistema material puede descomponerse en varios subsistemas, por ejemplo en 4, B
y C,ysison iy M, 7z My y 7z M los centros de masas por las masas de cada uno

de los subsistemas, el centro de masas del sistema total es el punto:

. _rGAMA +rGBMB +rGCMC
=
M, +M,+M,

Centro de gravedad del sistema: Se define como el punto de aplicacién de las fuerzas
con las que la Tierra atrae a cada una de sus particulas. Normalmente, en los problemas
sobre solidos de pequefias dimensiones comparados con la Tierra, se supone que
coincide con el centro de masas.

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(l): 2/5
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3.- TEOREMAS DE GULDIN

Usaremos los teoremas de Guldin para determinar la posicion del centro de masas de
algunos sistemas P\Cmoﬁ(m{ da> (\\(g&sz; ) :;.@Qe{ '5;\};@)\ Q (ooos)

1% Teorema de Guldin:

El drea de la superficie engendrada por una curva plana al girar alrededor de un eje
coplanario que no la corta, es igual al producto de la longitud de la curva por la
longitud de la circunferencia que describe su centro de masas.

2'71"dG.L =4

L = longitud de la curva MN
A = area de la superficie generada al girar la curva MN alrededor del eje

M,\ v ¢
7 46: ‘ ¢
L ) B
]
e e Ll
$ : r‘ﬁ-"oﬁ-w
‘o
.

2° Teorema de Guldin:

El volumen del cuerpo engendrado por una superficie plana al girar alrededor de un eje
coplanario que no la corta, es igual al area que gira por la longitud de la circunferencia
que describe su centro de masas.

2‘7Z'dG<A =V

A = area de la figura
V' = volumen de revolucién generado al girar la figura alrededor del eje

NoTal
- 2
Esge,ﬁls 5= 4ve
' V2 %‘(\\“3
..,L'&,;___;_w‘_\'_} ! Elye )32 nak
{ Expwide| V= %nqloc
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CLASE

“/( EJERCICIO G.M.1. (JUN 2002)
/

Determinar el centro de masas de una placa plana semicircular por aplicacién del apropiado
teorema de Guldin.

~ EJERCICIO G.M.2. (SEPT 2002)

Determinar el centro de masas de una placa plana en forma de semicorona circular de radios
menor y mayor R; y R, respectivamente por aplicaciéon del teorema de Guldin.

\/" EJERCICIO G.M.3.

Se considera el sistema continuo de vectores ligados que resulta de aplicar en cada elemento
diferencial de volumen de un sélido rigido su peso, es decir g - dm, con g supuesta constante.
Demostrar que el centro de masas del sistema, G, resulta ser, ademds, el punto central
(interseccion del eje central y el plano central) de dicho sistema de vectores ligados.

7
i‘;éf‘ EJERCICIO G.M.4. (SEP 2006)

N

Determinar el centro de masas de una placa plana rectangular de lados ¢ v b de abscisas situadas

entre o = 0; 2 = a y ordenadas entre y = 0;y = b, sabiendo que la densidad superficial de masa es
o = 12, siendo ¢; una constants.

P EJERCICIO G.M.5. (Jun-98) (JUN 2007)

-

e

i W
2 S

Un alambre homogéneo tiene forma de “U”, con sus lados rectos de longitud 2a cada uno, y
la parte semicircular de radio a. Determine la posicion del centro de masas del alambre.

Se construye una figura de alambre homogéneo con dos lados w/
rectos de longitud 2L cada uno y un arco semicircular de ra-

dio . Determinar la posicién del centro de masas en los ejes o
[ e
indicados en la figura.

5

, =
2r
I .fﬁ %

/ EJERCICIO G.M.6. (JUN 2009) B

2 2
£
“.Dada el drea definida por el recinto interior de la ehpse ﬁ = 1 correspondiente al primer

cuadrante cartesiano, determinar la coordenada, yc, de su cenmo de masas.
/1

"/ EJERCICIO G.M.7. (JUN 2010)

Sobre un placa cuadrada de lado L delgada, con densidad de masa constante o y centrada en el
arigen de coordenadas O(0, 0}, se ha extraido una porcién cuadrada de lado I cuyo centro tenfa las
coordenadas (0, A). Determinar la coordenada, yo, de la placa resultante.

Geometria de masas-Teorfa Geometria de masas(I): 4/5
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REPASO
f};}«iEJERCICIO R-G.M.1. (Feb-97)

- Se considera un alambre homogéneo con forma de media circunferencia de radio R. Calcule la

¥ EJERCICIO R-G.M.5.

distancia al centro de masas.

EJERCICIO R-G.M.2. (Sep-98)

Un sistema de puntos materiales y masa total m posee un plano de simetria (7) de direccion u.
Determine el momento estatico respecto a un plano (7), paralelo al de simetria a la distancia d
y con igual orientacion, y tal que HH - u > 0, siendo H y H’los puntos de interseccion con 7'y
7’ de una perpendicular comin a ambos planos.

EJERCICIO R-G.M.3. (Sep-00)

Demuestre vectorialmente que el centro de masas de dos puntos materiales P; y P,, de masas
m;y my respectivamente, tiene que pertenecer al segmento P;P,.

EJERCICIO R-G.M 4. (SEPT 2005)

Enunciar el teorema de Guldin que relaciona la longitud de un arco de curva con la superficie
de revolucion que engendra al girar en torno a un eje coplanario con €L

\

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(I): 5/5
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ESTATICA DEL PUNTO MATERIAL Y DEL SOLIDO RiGIDO

1.-PUNTO MATERIAL. MASA, SOLIDO RiGIDO Y FUERZA

Punto material es todo::punto-geométrico (sin dimensiones, o de dimensiones
despreciables) al que asociamos. un. escalar. m, denominado masa. Este escalar
determina el diferente comportamiento de puntos con diferente masa ante idénticas
acciones mecanicas.

Sélido=rigido es todo sistema.de. puntos-que-mantienen sus. distancias- entre ellos~
invariables.a lo largo.del tiempo. *

Fuerza es toda accidn. susceptible de alterar. el estado cinemdtico. de los.sistemas
materiales.

2.-EQUILIBRIO DE LA PARTICULA LIBRE

Una particula libre sometida a un sistema de fuerzas de resultante ﬁzz 13’ se

encuentra en equilibrio si F = Zﬁ, = () . Esta condicién es necesaria y suficiente.

3.-EQUILIBRIO DE UN SOLIDO

Un s6lido sometido a un sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio si:

D Fry =0 eviratcaslocien

D Moy =0 evio 4ito
siendo M, el momento de las fuerzas exteriores (procedentes de particulas
exteriores al sistema) respecto a un punto O (O puede ser el punto que queramos).

St un s6lido sometido a un sistema de fuerzas esta en equilibrio, también lo estara si se
le somete a un sistema de fuerzas equivalente al anterior (igual resultante y momento).

Si un sélido esta en equilibrio, podemos sustituir cualquier parte del sistema de fuerzas
que actua por una parte equivalente.

En el caso de un sistema formado por varios s6lidos, o en el de un sélido no rigido, las
ecuaciones anteriores no serfan suficientes para garantizar €l equilibrio (ejemplo del
compas).

Teoria-Estatica ) Estatica-1/6
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4.-REACCIONES Y ESFUERZOS INTERIORES

Cuando un sistema se mueve libremente, cualquiera de sus puntos se mueve sin ninguna
restriccion sobre sus coordenadas. Sin embargo puede ocurrir que los puntos del sistema
estén obligados a cumplir ciertas condiciones de ligadura, existiendo puntos que deban
restringir posibles posiciones o movimientos (moverse sobre una determinada recta o
superficie, mantener distancias constantes con el resto de puntos (sélido rigido), etc.)
Para cumplir estas condiciones se introduciran unas fuerzas de enlace o ligadura
(incognitas en general) introducidas por los vinculos sobre el punto que debe cumplir la
condicion determinada, distintas de las fuerzas aplicadas o dadas (datos, en general).

Generalmente a las fuerzas de ligadura que surgen del contacto entre puntos de un
sistema y su entorno se las denomina reacciones.

Si se estudia un sélido rigido, a las fuerzas de ligadura que surgen en su interior
proporcionando la rigidez se las denomina esfuerzos interiores.

5.-FUERZA DE ROZAMIENTO

Las leyes de Coulomb (Charles A. de Coulomb, 1736-1806) sobre el rozamiento seco
entre dos cuerpos que pueden deslizar relativamente sobre una superficie de contacto se
establecen sobre la fuerza de rozamiento que es necesario vencer para iniciar el

deslizamiento (ﬁ‘R ).El valor de esta fuerza ﬁR _es;

iy

1) Independiente del area de las superficies en contacto.

11) Dependiente de la naturaleza de las superficies en contacto.

1i1) Proporcional a la componente normal de la fuerza mutua entre ambas
superficies.

Por tanto, las fuerzas que aparecen entre dos sélidos en contacto pueden reducirse a una
reaccion normal N 'y a una fuerza de rozamiento F, . El valor.de. la . fuerza. de

rozamiento “dependera del coeficiente de rozamiento yx, asi como de si existe o no
deslizamiento entre los s6lidos en contacto, presentandose dos casos:

a) No existe deslizamiento: en este cado, la fuerza de rozamiento es desconocida
a priori, tanto en médulo como en signo (sentido). Lo que si sabremos es que

su valor sera |FR' < ,uIN'
b) Existe deslizamiento: en este caso, la fuerza de rozamiento no es incognita,

su médulo valdra 11:“ R“M:ﬂ 'UW , y su sentido seréa contrario al de deslizamiento.

Esto implica que, en un problema, la solucién correcta dependa de que
tomemos bien el sentido de F,.

Rozamiento a rodadura y pivotamiento: ver Schz. Prz.
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6.-CONTACTO ENTRE DOS SUPERFICIES

Cuando dos solidos S;y S, estan en contacto en un punto P, siendo tangentes en ese punto, la
accion de uno sobre otro se descompone en fuerzas y momentos de contacto.

En la direccion normal al plano tangente a ambos sélidos en P se tiene la componente de la
fuerza de contacto entre ambos, N. Si tomamos un sistema Pxyz con origen en P, con el eje z en
la direccién de la normal al plano'y los ejes x e y conformando dicho plano, la normal serfa la
componente en z de la fuerza de contacto.

Generalmente entre las superficies en contacto-de los:sélidos hay una resistencia al movimiento
| relativo de las mismas. Esto produce fuerzas de rozamiento nombradas en funcién del
movimiento que tienden a impedir:

- rozamiento al deslizamiento (F,): fuerza que se opone a la velocidad de deslizamiento

- vi+v,j
~ - v, >0=F = —uN ————
entre las dos superficies v, = v i +v_j, cumpliendo: Yy

v, :0:>|ﬁ’,,}s,uN

- rozamiento a la rodadura (M,): momento que se opone al movimiento relativo de

rodadura, es decir, a la componente tangencial de la rotacién @,, (segin el plano tangente),

~ ol +ao.f
B - - 0, >0=>M, =-6- N—=
®, =l +o j,cumpliendo: o,

(o,AzOle,,’S(S-N

- rozamiento al pivotamiento (M ,): momento que se opone al movimiento relativo de

pivotamiento, es decir, a la componente de la rotacién @,, normal al plano tangente, w,=wlk,

.k

w,>0=>M =-¢-N
. b y2 ;
cumpliendo: w;

a)p:O:>1]\7[p <e¢-N
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EJERCICIO EST.1. (Sep-98)
o
| 1
~ Se aplica la fuerza F al bloque homogéneo de la figura,
de peso P, siendo u el coeficiente de rozamiento con el F o
plano horizontal. Obtenga los minimos valores de a y u 1 P
para que el bloque permanezca en equilibrio. h
\ZSEJERCICIO EST.2. (Feb 2003) 777 ,/}A /77

Un prisma recto homogéneo de base cuadrada de lado a y altura £ se sittia con su base apoyada
sobre un plano inclinado un angulo 6 respecto a la horizontal, de manera que dos lados
opuestos de su base son paralelos a la linea de base del plano. Sabiendo que el bloque no
desliza, determinar la relacion maxima entre la altura 4 y el lado de la base a para que el
prisma no vuelque.

EJERCICIO EST.3. (Jun 2004)

Un prisma cuadrangular recto y homogéneo de base cuadrada de lado a y altura & se apoya
sobre un plano inclinado un angulo 8 respecto a la horizontal con el que tiene un coeficiente de
rozamiento s <a/h, de manera que dos lados opuestos de su base son paralelos a la linea de
base del plano. Determinar el intervalo de valores que puede tener el angulo 0 para que el
prisma deslice y no vuelque.

. EJERCICIO EST.4. (JUN 2005)

i

\>/

Dos barras iguales de masa m y longitud L estan situadas en un plano
vertical como se indica en la figura. Entre el suelo y las barras existe
rozamiento, de coeficiente estatico x4 y el contacto entre ambas se
supone puntual y liso. Determinar el méximo angulo a que pueden
formar entre si sin que deslicen sobre el plano horizontal.

7

X EJERCICIO EST.5. (JUN 2006)

Determinar el médulo de la fuerzsa de rozamiento estdtico entre dos cuerpos que permanecen en
reposo que interactian con fuerzas de accidu-resccidn dadas por Fy = 1le — 27 + 8k v Fy =
—1i + 27 — 8k ¥ euyo plano de tangencia es el 2 = 0.

EJERCICIO EST.6. (FEB 2009)

Una placa rectangular, de lados a v b, coplanaria con el plano vertical Ory demasa A, estd sometida
asupeso, —Mgj, aplicado en su centro demasas Clxe, 5} . aunafuerza desconocida, (Fp,i+Fpyi),
aplicada en B(0,8), v auna fuerza, debida awn vineulo liso, {F4,.2), en el punto 4(0, 0). Determinar

Fpe Fpy v Faz, si la placa esta en reposo.

EJERCICIO EST.7. (JUN 2009)

Un sistema de fuerzas deshizantes que actia sobre un sélide indeformable estd constituido por los
vectores £y = Ai+ (A + 2)7, aplicado en A(1,0,0) vy Fy = (p + 1) + vy, aplicado en Ax(2,0,0).
Determinar los valoves A, ¥ » para que ol sdlido este en reposo.

Ejercicios -Estética Estatica-4/6
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EJERCICIO R-EST.1. (Jun-95)

Un bloque de 10 kg de masa se encuentra sobre un plano horizontal, siendo el coeficiente de
rozamiento entre el bloque y el plano igual a 0,15. Determine el valor de la fuerza de
rozamiento cuando se aplica al bloque una fuerza horizontal de 10 N.

EJERCICIO R-EST.2. (Sep-97)

En la figura, P es el peso de la barra 4B, BC es un hilo T
inextensible, sin masa, y 4 un apoyo articulado fijo en la \

pared vertical. Represente las fuerzas que actian sobre la e
barra AB en equilibrio y la condicién geométrica que han : .
de cumplir dichas fuerzas si 4, B 'y C son coplanarios.

EJERCICIO R-EST.3. (Sep 2003) v P

Un cubo homogéneo de lado / se encuentra apoyado contra una pared sin rozamiento
fonnando un angulo 2 <7r/4 con el suelo. Determinar el valor minimo del coeficiente de

reposo.

EJERCICIO R-EST.4. (FEB 2005)

!

- Una barra de longitud L y peso P se apoya sobre una pared vertical sin rozamiento y sobre el
suelo horizontal, con el que existe rozamiento de coeficiente s, de forma que las verticales

que pasan por sus extremos estan en un plano perpendicular a la pared vertical. Determinar el
angulo minimo que puede formar la barra con el suelo horizontal para mantener el equilibrio.

EJERCICIO R-EST.5. (SEP 2005)
Un punto material esta obligado a permanecer sobre la recta de ecuacién y = cx (c > O) y esta

sometido a su propio peso —mgj , a una fuerza eldstica horizontal que le atrae hacia el eje de
ordenadas (F=-kxi), a la fuerza de rozamiento el4stica horizontal que evita el deslizamiento
Sobxe la recta , de coeficiente estatico 1, y a la reaccidén normal de la recta, V. Obtener,

I nponiendo las condiciones de equilibrio del punto, la relacién que debe existir entre 1 yc

para que el punto pueda estar en equilibrio para x > 0 y los valores de x en los que el punto
puede estar en equilibrio.

. EJERCICIO R-EST.6. (FEB 2006)

En el punto A4,(1,0,0) de un sélido en reposo se aplica la fuerza F(1,0,0) y en el punto
- 4,(0,1,0) se aplica la fuerza F ,(0,0,1). Razonar si se puede conseguir su equilibrio estético
; aphcando una tercera fuerza en algin punto del mismo

Se quicre arrastrar una caja de masa on tirando de ella mediante e enerda e fonna 457 con
la hewizontal, ST el eoeficiente estdtion el rozamicnto entre la caja v el suelo es pre, determinar la
fension de Te enerda en el instante que Lo vaja condenza a deslizar snponiendo que no vuelea,

Ejercicios -Estatica Estatica-5/6
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PROBLEMA EST. 1. (Jun 00)

Se considera una gria tipo pluma cuya estructura simplificada se presenta en la figura. El brazo horizontal
(“pluma”) tiene un peso Py, con su centro de masas G; en la posicién indicada, incluyéndose en dicho peso el
del propio brazo y el del motor, despreciandose el peso del gancho y pieza soporte. Ademas, existe un
contrapeso de valor P' en el extremo de la pluma més préximo a la torre vertical.

La torre vertical esta fijada sobre una plataforma horizontal cuyo centro se encuentra sobre el eje de la torre y
el conjunto torre-plataforma posee un peso P, aplicado segin el eje de la torre. Ademads, existen contrapesos
simétricos, colocados sobre la plataforma, cada uno de valor P.

La polea con el gancho soporte de la carga puede alejarse hasta una distancia méxima (a) del ¢je de la torre.
La plataforma horizontal est4 simplemente apoyada en A y B.
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En la posicién indicada en la figura:
1) Establezca el sistema de fuerzas considerado dibujando cada una de ellas sobre su soporte, y obtenga
en forma literal la maxima carga Q que puede soportar la griua con la polea en la posicién limite indicada.
2) En las condiciones del apartado anterior calcule, en forma literal, el valor de las reacciones en los
pies de apoyo de la plataforma (A y B), supuestas ambas de direccién vertical.
3) Determine las reacciones en A y B cuando la gria no tiene carga suspendida. En estas condiciones,
obtenga una relacion entre parametros de la griia que asegure que las reacciones en A y B sean iguales.
4) La carga maxima del apartado 1) se eleva una altura 4’ < & con velocidad uniforme durante un
tiempo At. Determine, en forma literal, la potencia tedrica del motor de la gria.
5) Obtenga los valores numéricos de las magnitudes solicitadas en los apartados anteriores en el sistema

internacional de unidades, cuando los valores de los parametros son los siguientes:
a'=5m; a=36m; d;=6m; b=4m; c=3m;, h=20m;, h'=24m;
P;=30kN; P,=40kN; P'=36kN; P=180kN; A=120s
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CINEMATICA DEL PUNTO

LVECTOR DE POSICION. VECTOR VELOCIDAD., VECTOR
ACELERACION.

1.1. VECTOR DE POSICION. ECUACIONES HORARIAS.

Se define el vector de posicién, 7, de un punto P, como aquel que tiene por
origen el origen de coordenadas y por extremo el punto P. Dicho punto estard en
movimiento cuando su vector de posiciéon cambie con el tiempo, 7 =7(?). Las
componentes cartesianas de este vector estaran expresadas entonces como
funciones del tiempo: :

z 4 .
7
/ - T = . :
v r) = x()i+y@) j+z20) k=), y@), 2(1)
/(_/9//;7? (ﬂt),:;(t),z(t))
0 g N
A .
S J

7
que reciben el nombre de ecuaciones horarias. La curva descrita por P en su
movimiento se llama trayectoria, y esta definida por las ecuaciones horarias de

P.

x=Xx(t)

Trayectoria : r =7(2) Ecuaciones horarias: y=y)
z=1z(1)

1.2 VECTOR VELOCIDAD

Se define como la derivada del vector de posicion con respecto al tiempo.
Partiendo de las componentes cartesianas del vector de posicién, las
" componentes cartesianas del vector velocidad seran:

dr _dx- dy- dz- e s
[ +——j+—k=xi+p-j+zk
t  dt dtj dt ey T

1.3 VECTOR ACELERACION

Se define como la derivada del vector velocidad con respecto al tiempo. En
coordenadas cartesianas, sus componentes son:

\_d2x7 d’y- dz- . - . - . P
_dtzl+dt2 ]+dt2k—x'z+y'j+z~c

Q!
il

&%
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c&@ 2. TRIEDRO INTRINSECO
/5N

Dada una curva (la trayectoria de un punto en nuestro caso) como:

C: x = x(1), y = y(t), z = z(t) (las ecuaciones horarias en nuestro caso)

o bien como 7 =7(t) (nuestro vector de posicion), siendo t un pardmetro cualquiera

(para nosotros el tiempo), el vector r'(¥) = %, derivada de F(?) respecto del

pardmetro ¢, es un vector tangente a la curva, situado sobre una recta tangente a la

curva.
'

El vector » ”(t)=~;{r—t— no es un vector tangente. ¥''(¢) v ¥'(¢t) definen un plano llamado

plano osculador. La recta soporte del vector producto vectorial #'(#)x r''(t) es normal al
plano osculador y a la curva y se llama recta binormal. La recta soporte del vector
producto vectonal[ (1) x r”(t)]x ¥'(t), normal a la curva y contenida en el plano
osculador, se llama recta normal principal.
De esta manera queda definido, en cada punto de la curva, un triedro llamado triedro
intrinseco, formado por las rectas tangente, normal principal y binormal. Los planos
que componen este triedro son:
- el plano osculador, ya mencionado, que queda determinado por la recta tangente 'y
la normal principal,

- ¢l plano normal, formado por la normal principal y la binormal,
- ¢l plano rectificante, formado por la tangente y la binormal.

Por ultimo, se definen tres vectores unitarios: ¢ (vector tangente), n(vector

normal) y b (vector binormal), pertenecientes a la recta tangente, normal principal y
binormal, respectivamente, y que componen, en ese orden, el triedro intrinseco a

derechas.
/\/m
2 ¢
! rlex /‘ Aty
r(hx/‘ ((’)IX/“ /
(kg :

Siparam. arco = L3fano (ewide
k4 Sob& v

2.1. RADIO DE CURVATURA. RADIO DE TORSION ~ & 7 3 *\¥1

C&r o 4 AS -
Si consideramos dos vectores tangente, siendo da el angulo que forman y ds el J¢ 2{5 é@ el
arco que los separa, se llama radio de curvatura p. al cociente p. = ds/do.
De igual forma, si consideramos dos vectores binormales, siendo df el angulo

que forman y ds el arco que los separa, se llama radio de torsion p, al cociente
= ds/dp.
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Z 2.2 FORMULAS DE FRENET

Expresan las derivadas de los vectores 7, 71 y b con respecto al pardmetro arco
(s, abscisa curvilinea).

2.3 VECTOR DE DARBOUX

Se define como:

=t b . :
Q= —+— (contenido en el plano rectificante)

P Pe
Se comprueba que:
O xr=dt_
ds p,
s p. P
O x g=£1_b_= _n
ds yoa

3. COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD Y DE LA
ACELERACION.

Definido el triedro intrinseco, vamos a poder expresar las componentes del vector
velocidad y del vector aceleracion, en cada punto, en ese triedro, obteniendo asi las
componentes intrinsecas de ambos.
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3.1 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD:
T e e
Ve = { o 79|, siendo: || VA +y2 4z " {

3.2 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA ACELERACION:

- - Joods ut o fe
L (7 IO A " /N 1 R MRV
4= — = = A= = A — T
dt dt dt de dt P, dt P,

La aceleracion tiene, por tanto, dos componentes:

- una componente en la direccién de la tangente, llamada aceleracién tangente
(o tangencial), que representa la variacién del mddulo del vector velocidad con
respecto al tiempo

di| . -
a=—"=
dt

- una componente en la direccién de la normal principal, llamada aceleracion normal,

que representa la variacion de la direccion del vector velocidad con el tiempo

a,=—=a-n
Pe
Por tantoa=a, - +a, -7 . La aceleracion esta contenida en el plano osculador.

A
g /

4. HODOGRAFA DE VELOCIDADES /0 A/O

Curva que describeun vector equipolente al vector ve1001dad y con origen en el origen
de coordenadas La ecuac:lones parametncas dela hodografa son:

\ X = —=x(t
X d 10
. d
Y =250 ,.
&
\ zZ-= -—~\—z<r)
\\« - /’/ ,/ ’

S. DEFINICION@«ESCALAR DE LA VELOCIDAD Y DE LA
ACELERACION FUNCION _ESPACIO, FUNCION "HORARIA,
FUNCION CINEMATICA Mo /

/
5

Consuierando una orientacion de la trayectoria y un origen del parametro arco, s
(abscisa curv1hnea) se puede descrlblr el movimiento del punto’ 'sobre la trayectoria
mediante el escalar s(t), llamada funczon espacio o funcién horaria. La derivada de s(t)
respecto del tiempo se llama funcidn cinemdtica, w(t), y representa la velocidad como

escalar, commdlendo con ]v] De igual modo derivando la funcién cinematica respecto

al tiempo obtenemos la funcién y(t), que representa la aceleraciéon como escalar, y(t),
que coincide con q, .
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6. SOBREACELERACION s,

Se denomlna sobreaceleracwn de orden » a la derivada enésima del vector aceleracmn.
0 ,

7. TEOREMA DE LA PROYECCION/”

La ve1001dad aceleracmn y sobreaceleraciones de la‘ proyeccmn de un punto movil
sobre un eje o sobre un plano coinciden con las correspondlentes proyecciones de la
velocidad, aceleracién y sobreacelera01ones del punto

/

8. VECTOR POSICION‘; »_,,VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR

ACELERACION EN COORDENADAS CILINDRICAS.

_ |d*p dgo}z - do dp d’e| . d'z _
a= -pl— | U, | 2— —+p—r|u,+ U,
[dr’- ? ( dae ) | T e e | T ar

9. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

La ecuacion del movimiento armoénico simple, solucién de la ecuacién diferencial
¥+ o x =0, sobre una base rectilinea es:

x = A sen (vt + ¢)

siendo:

- A: amplitud o elongacién méaxima

- w: frecuencia angular o pulsacién. w = 2zf = 2z/T
- ¢: fase inicial

- f frecuencia

- T: periodo

Aplicando el teorema de la proyeccidn, este movimiento puede estudiarse como la
proyeccidn sobre un diametro de un movimiento circular uniforme:

T=Aseh (wi+yp)

Teoria~-Cinemat.Pto Cin.Pto.5/12
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CLASE

A

KJEJERCICIO CIN.PTO.1 (Sep-98)

Un punto se mueve uniformemente sobre una hélice circular de radio R y paso p. Obtenga el
valor modular de su aceleracidn si su velocidad es v.

>{ EJERCICIO CIN.PTO.2 (Jun-99)

Un punto se desplaza segin el eje de abscisas con movimiento uniformemente acelerado, y se
conocen los siguientes datos, todos ellos expresados en unidades SI:

x(5)-x(1)=32, v(5)-v(1)=8 yx(0)=2
Determine x(1) y x(5) en metros.

~ EJERCICIO CIN.PTO.3 (Feb-01)

Un punto se mueve en el plano XOY de manera que su aceleracidon estd permanentemente
dirigida hacia el origen de coordenadas. A partir de la expresién de su aceleracién en
coordenadas polares, demostrar que el radio polar que determina su posicién con respecto al
origen barre 4reas iguales en tiempos iguales (ley de las areas en el movimiento plano).

" EJERCICIO CIN.PTO.4 (Feb 02)

Un punto estd sometido a la composicién de dos movimientos arménicos perpendiculares de
ecuaciones paramétricas respectivas: x(t) = Asen(wt +7/4); y(t) = Asen(wt — 7 /4) . Determinar

la ecuacion cartesiana de la trayectoria e indicar las caracteristicas (relacién de frecuencias y
diferencia de fase) de la figura de Lissajous a que corresponde.

EJERCICIO CIN.PTO.5 (Feb 02)

El vector de posicion de un moévil viene dado en funcion del tiempo por:
r(t) = cos(1007t)i+sen(100at)j+ 2tk . Determinar las expresiones temporales de las

aceleraciones normal y tangencial del movimiento.

>( EJERCICIO CIN.PTO.6 (JUN 2005)

Un punto mévil describe una trayectoria cuyas ecuaciones paramétricas son:
x(t) = cos(3¢)
y(t) =2cos(t)

o . 7
Obtener los vectores unitarios tangente y normal a la trayectoria en ¢ = g S.

EJERCICIO CIN.PTO. 7 (FEB 2006)(FEB 2010)

En un instante dado, un punto mévil tiene una velocidad v = i y una aceleracién a = i+j+k.
Obtener la aceleracién normal, a,, el vector normal a la trayectoria, i, y el radio de curvatura, p

‘»\EJERCICIO CIN.PTO. 8 (SEP 20006)

Una particula se mueve en el plano Oxy con una velocidad v = yi — 2j. Sien t = 0 la partfcula se
encuentra en el punto Py (e,0), determinar la ecuacién de la trayectoria.

Ejercicios-Cinemat.Pto. Cin.Pto-6/12
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>/\ EJERCICIO CIN.PTO. 9 (JUN 2007)

Un punto que parte del reposo describe una trayectoria circular de radio R de forma que su
velocidad angular crece linealmente con el tiempo w = ot. Determinar las componentes intrinsecas
de la aceleracidén del punto cuando ha recorrido media circunferencia desde su posicidén inicial.

EJERCICIO CIN.PTO. 10 (FEB 2008)

Un punto describe una curva definida por las coordenadas polares en funcién del tiempo siguientes:
p=kt? y ¢ =kt ,donde k es una constante. Determinar su aceleracién a en la base {0, u,, u,}.

EJERCICIO CIN.PTO. 11 (JUN 2008)

Un tornillo se desenrosca de modo que su eje de simetria avanza colinealmente con velocidad
uniforme ¥ en el mismo sentido del eje Oz de una referencia fija. de coordenadas cilindricas. Si da
n vueltas cada segundo y el paso de hélice es h, determinar la expresién en coordenadas cilindricas
de la velodidad instantinea del punto del tornillo con coordenadas B{Rp,0,0).

EJERCICIO CIN.PTO. 12 (JUN 2009)

En un determinado punto de su trayectoria un mévil tiene una velocidad v = ¢ + 27 v una
aceleracidn a = ¢ + 7. Determinar el radio de curvatura p en ese punto.

EJERCICIO CIN.PTO. 13 (SEP 2009)

Un mévil tiene una aceleracién en funcidn del tiempo dada por a = —t2i +2tv/12 + 1 + mk ¥
una velocidad vo(t = 0) = i + 13. Deternminar su velocidad para todo £. ’

EJERCICIO CIN.PTO. 14 (SEP 2009)

Determinar en todo instante, utilizando Ia 1* férmula de Frenet, el vector normal n a la trayectoria
1 . V3
contd + sentj + —k.

de un mdvil gl el vector tangente a la misma es £ = 5

REPASO

EJERCICIO R-CIN.PTO.1 (Feb-95)

Un punto mévil describe la trayectoria (x*> / a?) + (y* / b*) = 1 en el plano z = 0 (a > b), con ¥
velocidad de moédulo constante y siempre en el mismo sentido. Seflale los puntos de la
trayectoria en los que la aceleracidén es méxima y justifiquelo.

EJERCICIO R-CIN.PTO.2 (Feb-96)

El movimiento de un punto responde, en unidades SI, a
x(t) = 10 sen(2nt + 7/2) (t>0)

Calcule el instante en el que la sobreaceleracién primera del punto alcanza por primera vez su
valor absoluto méaximo.
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EJERCICIO R-CIN.PTO.3 (Jun-96)

Un punto mévil que parte del reposo describe una circunferencia con aceleracion tangencial
constante. Cuando vuelve a pasar por primera vez por la posicidn inicial, su aceleracmn total
vale a. Determine el valor de la aceleracién tangencial.

EJERCICIO R-CIN.PTO.4 (Feb 97)

Un punto se mueve sobre una circunferencia con la siguiente ecuacién horaria o funcién espacio
s=(10-12)t, en unidades S.I. Determine su aceleracién tangencial y normal en f=35s.

interpretando el significado de los signos correspondientes.

EJERCICIO R-CIN.PTO.5 (Feb-97)

,Cuaél es la utilidad del vector de Darboux?.

EJERCICIO R-CIN.PTO.6 (Jun-97)

Un punto se desplaza segun el eje de abscisas con movimiento uniformemente acelerado, y se
conocen los siguientes datos, todos ellos expresados en unidades SI:
x(3)=25, v(2)=19 y v(5)=123

Determine la abscisa, en metros, cuando t = 4 s, es decir, x(4).

EJERCICIO R-CIN.PTO.7 (Sep 97)

Exprese el vector de Darboux en la base que define el triedro intrinseco de una curva, indicando
el significado de los simbolos empleados.

EJERCICIO R-CIN.PTO.8 (Feb-99)

Exprese las componentes intrinsecas de la aceleraciéon de un punto en mecanica clasica.

EJERCICIO R-CIN.PTO.9 (Jun-99)

El vector tangente a una curva en un punto es (1/3) i + (2/3) j + (2/3) k, y su vector de Darboux 2
i+2j. ;Cuanto vale, en ese punto, la curvatura de flexion?.

EJERCICIO R-CIN.PTO.10 (Sep-99)

Indique justificadamente cuédles son las hodégrafas de velocidades y aceleraciones en un
movimiento circular uniforme.

EJERCICIO R-CIN.PTO.11 (Sep-99)

Escriba la primera férmula de Frenet en funcion del vector de Darboux.
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EJERCICIO R-CIN.PTO.12 (Feb-00) (Feb 2004)

Obtenga las componentes intrinsecas de la aceleracién usando las féormulas de Frenet.

EJERCICIO R-CIN.PTO.13 (Jun-00)

Exprese en coordenadas polares la aceleracién de un punto con movimiento plano.

EJERCICIO R-CIN.PTO.14 (Sep-00)

En un mismo instante se lanza verticalmente, alejandose de la Tierra y desde su superficie, un
grave con velocidad vy, y se deja caer otro grave desde una altura hy > 0, sin velocidad inicial.
Ambos llegan al suelo simultaneamente. Determine el valor de vy, en funciéon dehyy g.

EJERCICIO R-CIN.PTO.15 (Sep-01)

El vector de posicién de un movil en una referencia cartesiana ortonormal viene dado por la
expresion: r(t) = (2 +1)i+ (%t} j+ (- 1) k (m), viniendo el tiempo expresado en segundos.
Indicar el tipo de trayectoria que sigue y obtener las componentes intrinsecas de su aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.16 (Jun-01)

Un movil recorre una hélice seglin las coordenadas paramétricas:

x=Rcoswt ; y=Rsen ot ; z=(p/2n) ot
Determinar, para cada instante t, el médulo de su velocidad y las componentes cartesianas del
vector tangente a la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.17 (JUN 2002)

Un punto estd sometido a la composicion de dos movimientos armoénicos perpendiculares de
ecuaciones paramétricas respectivas: x(t) = A sen(ot + ©/2) ;  y(t) = A sen(wt - 7/2). Determinar
la ecuacidn cartesiana de la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.18 (JUN 2002)

El vector de posicion de un mévil viene dado en funcidn del tiempo por: r(t) = Acoswt i +
Bsenwt j. Determinar la expresion temporal del vector tangente a la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.19 (SEP 2002)

Del movimiento de un punto se conocen completamente los vectores velocidad y aceleracion (v
y a). A partir de estos datos, determinar el radio se curvatura de la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.20 (FEB 2003)

Expresar en coordenadas polares la velocidad de un mévil que describe un movimiento plano.

Ejercicios-Cinemat.Pto. Cin.Pto-9/12
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EJERCICIO R-CIN.PTO.21 (JUN 2004)

Del movimiento de un punto se conocen completamente los vectores velocidad y aceleracién (v
y a). A partir de estos datos, determinar el médulo de la componente normal de la aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.22 (Sep 2003) (Sep 2004)

Un mévil recorre una curva plana (cicloide) cuyas coordenadas vienen dadas en funcién del

] x=R(w-t—senw-t) . .

tiempo en la forma siendo @ una constante. Determinar las componentes
y=R(l—-cosw-t)

cartesianas y el mddulo de su aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.23 (FEB 2005) (Jun 95) (Sep-98)
Escribir las férmulas de Frenet, indicando el significado de cada simbolo empleado.

EJERCICIO R-CIN.PTO.24 (SEP 2005)

El vector de posicién con respecto a un punto fijo, O, de un punto mévil P que se mueve en un
plano es r(1) = p(H)u (1)
1) Expresar la velocidad y la aceleraciéon de P en la base {up U, }

i1) Obtener la velocidad y la aceleracion de P si se mueve de modo que su distancia a O
crece linealmente con el tiempo ( p(¢) = kt) y el radio vector OP gira alrededor de O

con velocidad angular constante( () = @t )

EJERCICIO R-CIN.PTO. 25 (SEP 2008)

El vector de posicidn con respecto a un punto fijo, O, de un punto mdvil P que se mueve en un
plano es r(¢) = p(f)u,(t). Expresar la velocidad y la aceleracion de P en la base {u,, ).

EJERCICIO R-CIN.PTO. 26 (SEP 2008)

Una particula se mueve en el plano Oxy con una velocidad v = 24 — yj. Sien t = 0 la particula se
encuentra en el punto Py (2, 3), determinar la ecuacidn de la trayectoria.
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PROBLEMA CIN.PTO 1 (Jun 2001)

Un punto P se mueve segiin una trayectoria plana definida en un sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas mediante

x = Alkt séﬁ(kt'}\)

con 0< ki< 2n
y = A(l — cos(kt))

donde A y k son constantes positivas y ¢ ¢l tiempo que define un instante genérico del intervalo indicado,

1)

5)

6)

-~
f—

Dibujar, de forma aproximada, el tramo de trayectoria del punto correspondiente al intervalo
especificado (0 < kt < 27).

Obtener las componentes cartesianas de la velocidad de P y el médulo de dicha velocidad, en
funcidén de .

Calcular las componentes cartesianas de Ja aceleracién de P y ¢l médulo de dicha aceleracién, en
funcién de ¢.

Determinar las componentes normal y tangencial de la aceleracidn, en funcién de f.
Expresar la abscisa curvilinea s(#) mediante integracién de «(t), adoptando s{0) = 0.

Calcular ¢l radio de curvatura de la trayectoria en ol instante ¢ = x/k y expresar los vectores
tangente ¥ normal principal del triedro intrinseco de la trayectoria, mediante sus componentes
cartesianas.

Encontrar el maximo valor de la velocidad en el intervalo considerado e indicar dénde se alcanza,
determinando, a su vez, los valores de las componentes tangencial y normal de la aceleracién
en dicho punto. ;Existe alguna razén que justifique ¢l valor de la componente tangencial de la
aceleracion?

Determinar ol instante en el que ¢l punto P ha recorrido sobre la trayectoria una arco de longitud
24 a partir de la posicién inicial (¢ = 0).

LI A I T

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 10 puntos sobre 20 del total del examen.
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PROBLEMA CIN.PTO 2 (Jun 2002) { By ne et edig 323

Un movil recorre una trayectoria en el plano xOy, viniendo dado su vector de posicion
en coordenadas cartesianas por: r = Acoswt i + Bsenat j, jcon A > By @ constante.

D) Determinar la ecuacioén de la trayectoria del mévil en coordenadas cartesianas,
indicando qué tipo de curva es.

2) Determinar vectorialmente en componentes cartesianas la velocidad del mévil en
funcidén del tiempo.

3) Determinar vectorialmente, asimismo en componentes cartesianas, la aceleracion
del mévil en funcién del tiempo.

4) Determinar las componentes intrinsecas de la aceleracion en funcién del tiempo.
5) Referir la ecuacion cartesiana de la trayectoria al nuevo origen definido por
(C,0).

[Ind.: Comprobar que, en la nueva ecuacion, para x = -C, debe ser y = B].

6) A partir de la ecuacion de la trayectoria referida al nuevo origen, y tomando

C = JA*-B?, demostrar que la expresiéon en coordenadas polares de dicha
trayectoria (centro polar el nuevo origen y origen de angulos el gje Ox) es:

B2
pO)=—4—
1+ ~ cosd
A
7 A vpartir de la trayectoria obtenida en coordenadas polares, y definiendo

w*(t) = d6(t)/dt en la nueva referencia, obtener la velocidad del movil en
coordenadas polares.

8) A partir de las expresiones de la posicion y la velocidad del mévil (de masa m)
en coordenadas polares, obtener el momento cinético del mismo con respecto al

origen (nuevo) en estas coordenadas.

9) Relacionar el valor w*() = d6(t)/dt con el valor de @ constante utilizado para la
definicién del movimiento en la referencia antigua.

% %k ok ok ok ok ok Examen de junio 18-06-2002

NO se permite el uso de calculadora

Duracion: 90 minutos Calificacién: 10 puntos sobre 20 del total del examen.
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CINEMATICA DE SISTEMAS

1.-DEFINICION DE SOLIDO RiGIDO

Un sistema de puntos constituye un sélido rigido si las distancias entre ellos
permanecen invariables a lo largo del tiempo.

Dicho de otro modo, un sélido rigido o sistema indeformable es aquel en el que dados
dos puntos cualesquiera 4 y B, la distancia entre 4 y B permanece constante:

AB =ct. 2=
ngr cte :%B cte

Dado un vector de médulo constante pero de direccién variable con un determinado
parametro, la derivada de ese vector respecto al parametro serd ortogonal al vector. Asi,

para el vector AB , si derivamos la expresién AB * = cte con respecto a ¢, tenemos:

A partir de este ultimo resultado se demuestra que las proyecciones de las velocidades
de los puntos sobre la recta que los une son iguales (“Tma. de las ‘proyecciones”) Si es
O el origen de coordenadas:

dOB dOA ‘ o A

(—"—) 0 e uvt=u-v Dou=
|4

iO:u

>oTl

2.-MOVIMIENTO DE TRASLACION

Un sdlido esta sometido a un movimiento de traslacién pura cuando dados dos puntos 4

y B cualesquiera del mismo, el vector 4B se conserva constante. Si es O el origen de
coordenadas:

AB=cté — OB-OA=cte — d—— T 5P =) 5 1=

Por tanto, todos los puntos tienen igual velocidad y aceleracidn, y todos describen
trayectorias iguales. Las trayectorias pueden ser curvilineas o rectilineas.

3.-MOVIMIENTO DE ROTACION

Un solido estd sometido a un movimiento de rotacién pura cuando existan dos puntos, 4
y B, del sélido que en todo instante tengan velocidad nula.

Se demuestra que cualquier punto C situado en la recta que une 4 y B tiene también
velocidad nula. Siendo O el origen de coordenadas: y

v _6:>5'15—t”4 0 AC=1-AB=0C-0A4=-(0B-0A4)
. B A B o Y, B p, dOC -
v,,=o:>d03:o dAC:/l'dAB:dOC_dOA:l'(dOB_dOA):j 5
dt dt dt dt dt dt dt dt

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.1/9
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4.-CAMPO DE VELOCIDADES DE UN SOLIDO RiGIDO

Los puntos de un sélido rigido en movimiento tendran, en general, trayectorias,
velocidades y aceleraciones diferentes, pero no independientes, debido al hecho de
pertenecer a un sélido y cumplir la condicién de distancias relativas invariables entre
ellos.

Obtencién del vector velocidad angular @ (ver Schz- Prz. pags: 106-112). i
Concepto de @& (invariante vectorial).s Ws/5 = Weoy = S L veletdad ded %"*“"1"“ Mcﬁmm@é‘“
de o ¢j&1 de un durema S (ipedko de (o gy de vasvtemas:. €5 vna velouidad aagylar O.‘;*e R
R {\Q();beﬂt%l“f Un Lol | el O(‘Q,\O AR GO LA (e.de fﬂfﬁ;{f\&, ofiinVado )Qj‘v’b’\ oA &ﬁta de @
\A Se considera un sistema de referencia fijo S;, Oxy;z;, v un sélido S que se mueve mano defec k
{y\{\\" “{ respecto de S;. Se liga a S un sistema de referencia Oxyz, siendo O un punto del sélido
S. De esta manera, el vector de posicion de otro punto P de S vendra dado por:

#7=¥°+OP , con OP expresado en S. Derivando esta expresion respecto al tiempo
(ver aptdo. 2.4) obtenemos el campo de velocidades de un sélido rigido:

VP=Vo+adxOP

Se deduce de la férmula que:
- Silos puntos O y P estan situados sobre una recta paralglg a @, ambos tienen la
misma velocidad. OPA W —  p= Jot WGP => Cp=in
- El producto escalar de la velocidad de cada punto por @ es constante (invariante

escalar), es decir:
vha=v°-a

De esto se deduce que la proyeccion de la velocidad de cada punto en la direccion
de @ es constante e igual a la velocidad minima que pueda tener un punto del
s6lido. ’

4.1-EJE INSTANTANEO DE ROTACION Y MINIMO DESLIZAMIENTO

Es el lugar geométrico de los puntos del solido cuya velocidad es minima, es decir,

paralela a @ . Es una recta de direccién la de @. La velocidad en estos puntos estd

contenida en el eje y se denomina velocidad de minimo deslizamiento y tiene por

, ? P Cl_j . ’ . ’ iy gt (7) 0-3 o~k °
médulo ¥, =V " -— . Su valor vectorial es: ¥/, :(V" —_—)T Z Maan
N 2 @) |l

La ecuacion del E.LR.M.D. se obtiene de forma analoga a como obteniamos la del eje

central. Conocida la velocidad de un punto P del sélido, 17,, , y su velocidad angular, la
ecuacion queda:

oxv’ . =X.C.

w’ :

- si encontramos un punto con velocidad nula, la velocidad de minimo
deslizamiento es nula y ese punto pertenece al EIRMD, que en este caso se
llamara solamente EIR.

- si encontramos dos puntos con velocidad nula, el EIR pasara por ellos.

=T,

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.2/9
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4.4-DERIVACION VECTORIAL EN EJES MOVILES

Dado un sistema de referencia fijo S;, O/ X;Y;Z; , y otro sistema de referencia S, OXYZ
que se mueve con respecto a S; con una velocidad angular @,,, si tenemos un vector u

expresado en el sistema S, % = u_i + uy} + uzlz , la derivada de u con respecto al tiempo

para un observador en Sy seré:

(dﬁj du, - du, - du - di dj dk ( diZJ di dj dk
— | = i+ “j+ k+u o—+u oty —=|— | tu —+u - tu —
dt), dt dt dt de 7 dt de \dr), de 7 drt dt

El primer término es la derivada del vector u para un observador ligado a S. El segundo
término se podrd expresar como el producto vectorial de la velocidad angular @, por

(dﬁj (dﬁ) I
— = — +C()01XM
dt), \dt),

4.5-CAMPO DE ACELERACIONES.

u , quedando por tanto:

Derivando el campo de velocidades de un sélido rigido segin la formula de derivacion
del apartado anterior, obtenemos la expresion general del campo de aceleraciones de un
solido rigido:

P _ 59 +cf)xa")x0f3+%a—)x0}3§

- do . ., _
El vector « :7 recibe el nombre de aceleracion angular. El vector @ suele estar
t .

expresado en una referencia mévil, por lo que es importante derivarlo correctamente,
empleando la férmula de derivacion si fuese necesario.

4.6-VELOCIDADES ANGULARES DE PIVOTAMIENTO Y RODADURA

Si estudiamos el movimiento de dos s6lidos, Sy y S;. en contacto, la velocidad del punto
P de contacto de Sy respecto de S; se llama velocidad de deslizamiento de Sy respecto de
Sy esta contenida en el plano tangente comun a ambos sélidos por P. El sélido Sy en su
movimiento respecto a S, tendra una velocidad angular @ que podremos descomponer
en:
- una componente contenida en el plano tangente comun a S; y Sy por P, llamada
velocidad angular de rodadura (responsable del avance de Sy sobre S)), @,
- una componente perpendicular a ese plano tangente, es decir, en la direccion
normal a dicho plano, llamada velocidad angular de pivotamiento, @,

Si Sy rueda sin deslizar sobre S, la velocidad relativa del punto de contacto entre
l)

ambos sélidos es nula: \V,, lo dal he oael dedo on @ suelo 5 el e,

2\ g
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4.2-DISTRIBUCION DE VELOCIDADES ALREDEDOR DEL EIRMD

En cada instante, la velocidad de un punto del s6lido se puede descomponer en:

- una componente paralela al EIRMD, igual para todos los.puntos del sélido, que

g —pr. 2.9

es la velocidad de minimo deslizamient Corresponde a una

ol Jal’

,,,,,, ]

traslacion del s6lido en la direccion del [‘EIRMD’

- una componente perpendicular al eje y proporcional a la distancia al mismo,
que corresponde a un giro alrededor del eje, con radio igual a esa distancia y
velocidad angular de giro @ .

Por tanto, el movimiento mds general de un sélido, siempre lo podremos descomponer
en uno de traslacion en la direccién del EIRMD, a velocidad minima de deslizamiento,
y otro de rotacién alrededor del EIRMD, con velocidad de giro @ .

Si la velocidad de minimo deslizamiento es nula, el movimiento se reduce a un giro
alrededor del EIRMD, que en este caso se llama EIR (eje instantaneo de rotacion).

I
EJE LR.M.D

4.3-AXOIDES

Son los lugares geométricos de las rectas que han sido EIRMD en el movimiento del
solido. Dependiendo de si estudiamos las rectas del espacio (referencia fija) o las del
sélido (referencia moévil), distinguimos:
Axoide fija: superficie formada por las rectas del espacio que han sido EIRMD.
Axoide movil: superficie formada por las rectas del s6lido que han sido EIRMD.

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.3/9
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EN SOLUCIONES

EJERCICIO CIN.SIST.1 (Feb-95)

En un instante, y para un sélido rigido S, se conoce la rotacién Q aplicada, su derivada dQ/dt y la aceleracién
a0 de un punto O del mismo. Escriba la expresién de la aceleracién de otro punto P de S.

EJERCICIO CIN.SIST.2 (Jun-96)

En un cierto instante un sélido rigido posee una rotacién @, cuya derivada respecto al tiempo es nula, y la
aceleracion y velocidad de un punto A del mismo son, respectivamente, a, y va. Escriba las expresiones de la
velocidad y aceleracion de otro punto B del sélido en ese mismo instante.

EJERCICIO CIN.SIST.3 (Feb-99)

Relacione vectorialmente las velocidades de dos puntos de un sélido rigido que se mueve de la forma mas
general posible

EJERCICIO CIN.SIST.4 (Sep-99)

Cuando dos solidos se mueven relativamente manteniéndose en contacto en un punto de su plano tangente
comun en cada instante, indique la denominacién y orientacién de las componentes caracteristicas del torsor
cinematico del movimiento relativo de uno de los sélidos respecto al otro.

EJERCICIO CIN.SIST.5 (Jun-01)

Expresar la aceleracién de un punto de un sélido indeformable en funcién de las magnitudes del grupo
cinematico en su centro de masas y su posible variacién con el tiempo.

EJERCICIO CIN.SIST.6 (Feb-99) (Sep-01)

Formular y demostrar el teorema de las velocidades proyectadas en el movimiento de un sélido indeformable

EJERCICIO CIN.SIST.7 (Jun 99) (Feb 2003)

Formular el teorema de las velocidades proyectadas en el movimiento de un sélido indeformable.

EJERCICIO CIN.SIST.8 (Sep-01)

Expresar la aceleracion de un punto P de un sélido indeformable en funcién de las magnitudes del grupo
cinemdtico en un punto del mismo, O, que se mantiene fijo.

EJERCICIO CIN.SIST.9 (Jun 2002)

Los puntos de un sélido indeformable A(1,0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1), dados en un sistema de referencia
inercial ortonormal, tienen velocidades respectivas en el mismo (en unidades coherentes): vo = (0, 1, 1), vg = (-
1,0, 1), ve = (0, 0, 1). Determinar vectorialmente la rotacién del sélido. [Ind: Expresar las velocidades de A y
B en funcion de la velocidad de C y el vector rotacién para determinar las componentes cartesianas de éste].

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.5/9
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EN CLASE

EJERCICIO CIN.SIST.1 (Feb-98)

P
y "~ Un cono recto de base circular, altura 4 y semiangulo o = 30°, rueda sin deslizar sobre un plano fijo

con velocidad angular @ de médulo constante. Calcule el valor modular de la aceleracion del centro
de su base.

EJERCICIO CIN.SIST.2 (Jun-98)

Sfi En un sélido rigido la aceleracion de cualquier punto P, durante un tiempo finito, se expresa
/7 mediante ap = @ x (@ x OP). Indique el caracter verdadero o falso de las siguientes proposiciones:

a) El punto O permanece en reposo o se mueve rectilinea y uniformemente.

b) La rotacion instantinea es constante en el tiempo (en direccién, sentido y modulo).

¢) Todos los puntos del solido describen trayectorias situadas en un mismo plano o en planos
paralelos.

d) La velocidad de cualquier punto es paralela a un plano fijo.

e) La aceleraciéon de cualquier punto es paralela a un plano fijo.

EJERCICIO CIN.SIST.3 (Feb-00)

Demuestre que si un punto O de un sistema indeformable tiene una velocidad vo, y la rotacién del

LR B

sistema vale @, el punto G determinado por el vector de posicion respecto a O: 0G = —

2
donde A es un escalar cualquiera, pertenece al eje instantaneo de rotacién y deslizamiento minimo del
sistema.

EJERCICIO CIN.SIST.4 (Jun-00) (JUN 2004)

En un cierto instante, un determinado punto de un sistema indeformable tiene una velocidad v# 0y
paralela a la rotacion @ del mismo. Justifique donde se encuentra dicho punto y si algun otro punto
del sistema puede o no tener velocidad nula.

K}{V‘&EJERCICIO CIN.SIST.5 (Feb-01)

!
J

En un instante dado, los puntos A, B y C de un sistema indeformable cuyas coordenadas dadas en

centimetros en una referencia ortonormal son A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,1) tienen velocidades

respectivas va(0,3,-2), vp(-3,0,1) y ve(2,-1,0) dadas en m/s con relacién a la misma referencia.

Determinar el eje instantaneo de rotacién y minima traslacion sabiendo que el origen de coordenadas
.| pertenece al mismo.

~] EJERCICIO CIN.SIST.6 (Jun 01)

En un instante dado, los puntos O, A y B de un sistema indeformable cuyas coordenadas dadas en
centimetros en una referencia ortonormal son O(0, 0, 0), A(1, 0, 0) y B(0, 0, 1) tienen velocidades
respectivas vp(0,0,1), va(0,1,1) y vg(0,0,1) dadas en m/s con relacién a la misma referencia.
Determinar la rotacion del sistema y el eje instantaneo de rotacidon y minimo traslacion.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.6/9
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EJERCICIO CIN.SIST.7 (Feb 2004)(SEP 2004)

En un cierto instante, un determinado punto de un sistema indeformable tiene una velocidad no nula
perpendicular a la rotacion @ del mismo. Indicar si podrd haber o no puntos del sistema con
velocidad nula.

EJERCICIO CIN.SIST.8 (JUN 2005)

En un instante dado, los puntos A(1,0,0)y B(0,0,1)de un sistema indeformable se mueven en el
sentido positivo del eje Oz con velocidades iguales en médulo de valor v. Determinar si el punto

1 . . . . .
A(O,T,O), que pertenece al mismo sistema indeformable, puede moverse en ese mismo instante
2

con la velocidad v, = % (=i - ﬁj + k).
EJERCICIO CIN.SIST.9 (SEP 2005)

Un solido rigido estda sometido a una rotacién pura @=2i+k. Si el eje de rotaciéon pasa por el
origen de coordenadas, obtener la velocidad del punto P del sélido que tiene coordenadas(1,2,0)

EJERCICIO CIN.SIST.10 (FEB 2006)

En el instante t se sabe que dos puntos de un sélido indeformable de coordenadas B(x,y,z) y
Py (=x,~y,z), con x, y, z cualesquiera, tienen velocidades respectivas: v, =—2yi +2xj+ 0k y
v, =+2yi — 2xj + Ok . Determinar la velocidad instantanea de rotacién del sélido, .

EJERCICIO CIN.SIST.11 (FEB 2008)

Un sélido cilindrico homogéneo de radio R = 1 rueda sobre el plano horizontal Oxy de tal manera
que su centro de masa, C'(0,0, R), tiene la velocidad ve = 34 ¥ una velocidad de rotacién w = 25,
Determinar la velocidad, va, del punto A(0,0, 0) de la generatriz de contacto del cilindrico con el
plano Oy y decir i el cilindro desliza.

EJERCICIO CIN.SIST.12 (JUN 2008)

De un sistema indeformable se sabe que tiene mma rotacidén instautiea w = 32+ p3 y que el

punto B(0,0,0) perteneciente al mismo tiene una velocidad vp = —4k. Determinar g para que la
velocidad del punto A(4,4, 0) sea nula. U

EJERCICIO CIN.SIST.13 (JUN 2009)

Las velocidacdes de los puntos 0(0.0.0), P1(1,0,0) y Py(0, 1,0), correspondientes a un sélido indefor-
mable, son, respectivamente, vo = 0, vp; = 23 v vpy = —24. Determinar la rotacién instantanca,
W= wyt +uwyt +w, k. de dicho sélido.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.7/9
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REPASO

EJERCICIO R-CIN.SIST.1 (Feb-97)

Indique las proposiciones correctas en un movimiento de traslaciéon de un sélido rigido:
a) Las trayectorias de sus puntos pueden ser curvas en el espacio.
b) Las velocidades de todos los puntos del sélido son iguales en cada instante.
¢) Las aceleraciones de todos los puntos del sélido son iguales en cada instante.

EJERCICIO R-CIN.SIST.2 (Feb 2002)

Los puntos A(1,0, 0), B0, 1, 0) y C(0, 0, 1), dados en un sistema de referencia inercial ortonormal,
tienen velocidades respectivas en el mismo (en unidades coherentes): va = (0, 1, 0), v8 = (0, 0, 1), vc
= (1, 0, 0). Discutir si dichos puntos pueden o no formar parte de un s6lido indeformable.

EJERCICIO R-CIN.SIST.3 (Jun 2003)

Un punto de un sistema indeformable que esta sometido a un movimiento general cuya rotacion es ®
tiene una velocidad v4. Determinar a partir de estos datos la ecuacion vectorial del eje instantianeo de
rotacidén y minimo deslizamiento del sistema.

EJERCICIO R-CIN.SIST.4 (JUN 2006)

De un sistema indeformable se sabe que tiene una rotacidn instantanea w = Ak v que el punto
B(0,4,0) perteneciente al mismo esta en reposo. Determinar la velocidad del punto A(0,8,0).

EJERCICIO R-CIN.SIST.5 (FEB 2007)

De un sistewa indeformable se sabe que ticne una rotacion instantdnea w = 4+ J y que el punto
B(0, 4. 0) perteneciente al mismo tiene una velocidad 2. Determinar la velocidad del punto A4(0, 8, 0).

EJERCICIO R-CIN.SIST.6 (SEP 2007) (FEB 2009)

De un sistema indeformable se sabe que tiene una rotacidn instantdnea w = 3¢ — j y que el punto
B(0,0,0) perteneciente al mismo tiene una velocidad vp = Ak. Determinar A para que la velocidad
del punto A(1,1,0) sea minima.

EJERCICIO R-CIN.SIST.7 (FEB 2008)

En un instante dado se sabe que las velocidades de los puntos A(1,2,0) y B(1,1,0) de un sélido
indeformable en movimiento son v4 = 24+ 17 v vB = 54 + 17, respectivamente. Ademds, todos los
restantes puntos tienen las velocidades paralelas al plano Ouxy. Determinar la rotacién instantdnea,
w, del sistema.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.8/9
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PROBLEMA CIN.SIST.1

Un disco de radio R, situado en el plano Oxy se desplaza de manera que su centro C est4 siempre
situado sobre el eje Oy. En el instante de estudio la velocidad angular del disco es @ = wk , la
aceleracion angular es @ = ark , la velocidad de Ces V¢ = Vi y su aceleracion es a€ = aj . Calcular

en dicho instante la velocidad y la aceleracion del punto P de la periferia del disco que se encuentra
sobre el eje Oy a mayor distancia de O.

PROBLEMA CIN.SIST.2

Una barra homogénea de longitud 23 se encuentra inicialmenle en el plano XZ de un

sistema de relerencia ortonormal, con uno de sus extremos (A) situado en el punto de

coordenadas (a,0.0) vy el olro (B) sobre el eje OZ. Se considera ademas el punto P, centro

geometrica de la barra. El extremo A.de la.barra esla obligado a moverse sobre una guia

paralela al eje OY de ecuacion x=a y el extremo B esta obligado a moverse sobre olra guia

coincidente con el eje OZ. En un momento dado, que se lomara como t=0, el punlo A

empieza a maverse con una velocidad constante vy. Se pide:

1 Oeterminar ta posicion y velocidad de los puntos A, By P en funcion del tiempo.

i) Oeterminar la aceleracion de .P y el radio de curvatura de su trayecloria en cada
instante. , ,

ii) Oemostrar que la trayecloria seguida por P es una circunferencia situada en un
plano vertical, determinando el cenlro v radio de la misma.

iv) Considerando la barra AB como parte de un sislema indeformat'e encontrar los
puntos de dichao sistema con velocidad nufa vy, a partir de ellcs, el £,2 inslantaneo de
rolacion y el valor de ésla.

Problemas-Cinemat.Sist Cin.Sist.9/9







O Qi

- L")
NC, Ingenieros Industriales ]L - Fisical :Jtng

Profesor )
¢/ Conde de la Cimera, 6 {bajo jardin), 28040 Madrid. .
Aula de Inge nieria Alex Garcia
= Tifno: 91 53575 29 .
o : P
Pew. Ss. 2 T -
b . B ' £=o :
e B |
LA R - ' '
% : -
; U;' X/ .

b .
/L> . XA—O :ﬁ)(A_O/&_O_

A - O(EOja_o) _ . | .
U’~UJJ *jAvU Jt:b\d“” t+_;/' | rA_(&,U'Z;t,.Q)
ZD—O~ :::bzn Q O
_rB§ Por GEOMETRA- PO LA FIGUNA:
XG:O Xb: 0]
B0y - o
Jo=° = Ui es Lt
T o = = Y :
25 = m - «20. —o 2,7 5 = .
T‘P: Si .P €5 PUrTo Mo Of AQ, TanBler. Lo s:n.a' De  Sws Pﬂqvgcawts:
X % >'( =0
- U ;@EP L ub
e e F
L i verd
EF = m"— Z - :2’, az -
PR V268 -t
AL .
) _ )(P:O
L= AR B .
o {: ni— J ( i -\)‘o‘—e 2
: e = 2 “"""‘,——;—_—“‘—i)__‘___:__g A
'- e = 2 (wru) ,
. . 2 (20'.\"%1‘.") /2 ) . ‘ | .
. D - - o — — T - = 1o :Q .
0=t +0nh = {.x&:(t%'a%fx%'h)——:—a [Exal=lan b= A
On-h +
—_ —p . i U"l‘,t Ua
B L= (0% 8 G (004 - )
\uF :

WA Ut
\/71— + 2-1— (30.1—\)':,"&1) . \//( * 3&-""%1"&1




1[ ' Fisic; I ]

= [ Ingenieros Industriales
. JC ¢ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. Profesor
i ula de Ingenieria ' -
| =0 Teléfono: 91 535 75 29 Alex Garcia
| '/;#""%1-- S =
: - Ru}*%lﬁl 1o
S 30}""()_-9“1
— : . ) "Lu-ai ) »
altxals A £ R S A—
.\/g‘ov; e 2 (Rr-Use)E e (33
-ttt . : ' ’ - .
ol U ] ust
Qu= 5 2wt 4 o E TR gy
T el () T T
: ‘ ‘ TAFN, o
et 4 RO
2003 (%{1) 4 (V"’ j’c

@gc: ,‘_2__2:_& - _-‘2‘/_'3-0\.‘ ._-:;ch :Jhe::é Clwr.o HE"'
/L/L/L) ){F: o fie _.DTrz.AchQa_.A e PWM oV L PLANO X*E"(Viéﬂdétﬁ

5
.4' \[-3-
. \jf""'fl Zo' ! C—|Muut— COHTF“‘DA E'J %= 3 bg raApIo -Z .O~
..." - . - 0..'\ —
jfc:jcn Q‘)H;TYNID-"E'H' M—..Z_.;.LQ‘ ied

| .E"J t=O ) 3:() nAx Mt VP VJ
" 3
Hawp paede O P = ( g

-
-

U

Mg x
1Y e ‘c: Ao
= A

(\4@‘
?
1]
<




0007
= [ Ingenieros Industriales 1§ Fisica l |44
C Profesor -
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid.
Auta de Ingenieria Alex Garcia TN

Tifno: 91 53575 29

. )y 4o S

LV)' X = MCJQJ(U ):5 L‘o-— AA—CL-t) L f

(9 P (mm s _~ gu{%
% ﬁ) .

T pcs Gé;‘%{c‘)
S I

[— ' . ‘ 5 n U,.°
e . | CQ:'QUBTL.TZ feh(@/\c U"f,' /L COS.{CU\D{‘SU— )1+ /0‘
. ‘ . 3 1
IEERN Ow S | o “@
- . . Ey oo ; ’_/
Ly a VAJ,w =3 EIR. (\/M,N:o)
vB"O.)U—p:;%*’L‘)xKB :_,g_.’_‘,/(;{..fg_
S e
g o Pasa M R’ (U‘E—-o> | o . | '
E' P\ S =5 Eu.t=0, EIRETOR
EN =0 WC’JE Dirgre DF C-)({:—:O):_Uj "3

O







T€t‘u€\ G-?

Cmt:MATlc.A‘Rcmwn DEL Pwre 4

4 (oMrosiddn ve MovimienTos
Vs o atudiel & wodmenle de une utiwls P tegele 9 des sifemay
de (@)XQSQ»’LW‘ Uno ))\o ,( U e ARV NS

Y ”{5} edmete de o {0( bods ¢ Y oo
o& S el wovugenty o\bm(o‘\o

-£l Wi nte de o of e Wg\[wﬁab
de S et @l msamiente righo

=Y, /320&{& Q\\Ném( ol Mo ol de We o hw.sz.
)‘Q(m\my ,

X, - Ut Movimiente eisho (fuibida &Q*&Q >

= Un mpimiente de aloalfe gqw ngz_\b\fxc\ el u‘bsfd Ja&:&’ c«% s b
@a\%\w\i R M andede r«.\ suteme S,

2 (OMEoGSN DE VE(DGINES

/P(‘:&a cne el o @Qu&qé\ ahyo ok G—Q\OS (“Q& {Q{Q@)Q S/, 5: U:"o
de ura Qe tivie (Aevde S)) haftie, Ueknodsed de aifaydne. 0= UL
(s ywiva de UV T° Sis, Ve

3/5\ 2/4
-9 5 T —’; “
Ua Al U S48 bAKQ

3 (oneodGdn DE Aceieratones

/ £ v ’ i ~ P ~° o\
A9 qleasn abidvie, G .,= G Adacd st G, 5= S

T
(XY
iy o V e p o —
seg! (,SZ wine  de A(.Q\»Q!‘C’\b;(}u C{Q G\{-{Q\&{\Q Ok; /s = C}\,PO
Y t
/ . i B . — ¥ - ":} P
Peleiig. de ol Qe LW X \/’;0

q CoR

Ab" l Q o Ci *1®” }; Ckms CkaaT Q(m’z*% i




" (omgodiviow DE VeloddAses v Ace (ERAGOWES ANGULARES Qo) A
Dicewos e & velotded angules el . = W, .~ QUe,

W, e & wme de-

e tgued modo, (¢ aelelaied angoler R \E{u: oY, .+, W, X W,

&1&(9}_ @)S . - (S,\_ @, )

«5‘

Ak at
5 EIeRlgos GuEMETticA Rearivg

f ' ' Me-vive Ssvanue a
6 | Db B bt

W viovive W Ao ac b <R

e poe | Gf,\ |

}\50 awdis &@%a&s\é& A% y Lon s yalet
dodas de W, 4 \Nw 5049&3 e
ella g%(}ma& -

ﬁzxw" U\)ma -+ «/‘x} Y <\ *WK o

wl{%%& W{i@ 4 m’\j FaX 11

S N T o S, edd en FTealadian e pegle @ Y {Q)g;?;:}}f R X ; @y AQ S‘a
L o C Y- RE k& o +§?u:§€ﬁﬁ ijw‘” U b Qx.,
Pos et (imn N po® Cv?}& on 575, (s {\Q&g‘,} de S, o
O 2 (TS )= |57 i
< - %
s2/50= Vs ) zbw-«* p/z./m )= wh
N -
e T\
i i e fe v B 4
% “*'} 2 i £ {’)ﬁ*}% )
&\{‘QL\,&"){\ LA
@ Déticer Qg O F l\w Cobaoh et
¢ -
7 WU e
U»\a%a.{ia
deide o
Om‘:

©




N an S8,
jﬁi \)C&VG.) DK, 942 F&C\@ WA dbs O%A

wn pleno KoY,
X de A en Junssh de oy R L

LA

. ‘», 17 ~z 5 iy g — = £ B

@G( { g}é j}éﬁ{ﬁ% B ééiii‘ = ixa}l O = (/TZ, ’ + 7 N

”E O o4

Nﬁ o b / de vel. -?5%%”% o
- {,ﬁ 3 ] —g 7 . - - —ty
Uo= U + f%zé{ 9(?%“3_ S ks = ALY

: VoY :
::} 50 4 tg}% "%3 ,«/ [#3}
¢ § } )
0= &8 } v é — SF 5




7V

¥ @-’w ® Cé'@}

Toc (9% e gQ‘Q/QXJJ%&}%
WA@ W

Lengosidoa
it Cﬂté\fff& Gor
[e3)) f«}»;m

}I) O LOAST é&{a QMQ@

' &

@ =% (de U 3 E_\MS\

Al
—>

@/
{‘j;\/%\ - J;é N
{aep V@ioueksmm
- i&‘ f*’“ $ wk
zgi/'< M Q /‘f'/ “:h

(M‘Q

Ceigd

mevrer———— e s

ALS B

=W w K]

-

T

Ky

p—— emssns

P O{LD + O(m"% U\}m){wza B

i )
f& - : P i
[T S o’% i} b o
g - ﬂ% 3‘/« Yo i
~ w (W, K; -, Ve
at ! \
‘E S ot 7 A 4
o [, Ci e, \am\mwmw/
oY, % MNAS .
Ui 0 O te T O . O
Q”i%‘y w%g‘i - 54
clt
Negoas de giue
We, = W K = e
wﬁ\/a w'z_cs\r- (,\‘EL o
FYEI R
s , Ao Loty
iy A E\":‘V\ <
(6(3 (C\ Jw‘f‘ﬁ; %o‘;ﬁm L5 Qkii‘:" ’i}ﬁ {j\ Cj &’y‘i»‘ (AN T
vele (,w&@f%;z} e
s & Qe
CVsL 2% /5}:‘%
N ey
el Q -y g m‘ - 5":»'21 o
O “+ Ji}; = '\j%r + é’i‘jm X Og\g ”g ('L”}f@ { &3 k 3,1"& \'}‘jt @ e
e (3{ (’5\‘5&%;“?‘/\ V‘JQ .
@'«\ {j’(}" ;e\,‘éffi >
o 2 .
XN x{}” S04 0550 = 4° 4 W[ ronh xR
o " Y ' AT A STl W i Q-
B e % ) , , \"W
o i . - O (\i)é’
CASE § (g,
S/%, ' Cre i




@& pude ‘\}
Als,
Caledadia Q,c{s?,
Ui =
}‘!J*? bﬁ%fi& éﬁgjé
CV.5R Si/%,

@5‘2 (‘\&Q Ck

v =N QQ
a"‘/& 1 q’Af

[

Céfiy&%

e TP

A/ S

“+

(aE wlada ey A

g,

%

Serssrinanetts

O Al ééiﬂiy’%"

(& felads e T

<P —:é ~W, (f-f Lt ;} ¢~ AR wg/é‘:i;?

Y

/ - - et e i 4 e e,

it i,

— Wy (Senss 5 W LAl

UJ x[ 0 xQF ]+ “@XQ?“

,L&,L{Qgéx} -W, iéﬁ;ﬁé {;}}étﬁj,f%

RV

R

|

\’\e‘\‘“‘”

%ﬁftﬁbﬁ?%i (@5/}?/@4&2 )J %IM/"K;

P

{}“!f Uy O

(&33/& . Lg,{,ﬂ/{}

- {JJ Wo (Sea b T

i

§ ~, - A

R {, =i

W, O

§
‘uz . X @i? =
Q<Z%

‘?g( %{E ﬂ\“}a

- o

QA/@ = 7y, wzt S/l €~ é—c £+ Uo;/’;(

e R
e e s s g

it
%

g) i\} L Senrs g;

®



A~ - . J}JQ'O

kY . i ’\> 8
@ x @\&Q Ous D) Qg -Cg‘;?\i
S - o e
UEQ a ‘\‘;?0 + &u'to}(Q?j”{\}“? Wz S-?ﬁ/i‘(“}j}“f”*ﬂfﬁéK ‘§ 2 SRkt | i
C % Uel Laeel )
VS& —_ AR
/s R v
rY ) TN a ) T e e K o -
Q?eg Q2+ wloead« Gxaes !U\LL [ oo 5y =3 iiﬂ
. R / —— ]
f:;f%f}ﬁ Clnotsst :
— e i
O% g O, 3
- P . O§~ . e —————
U;\ = U‘y\/w& W, x0of :'(—Léj ((24 Lw::/(;) U
C\LQ N Gl e _
A= B« Cofirede |+ 0 Seefun (fiwss)T |
Q1 /,Ql f S . Ay o u 3
—_
® Q’@Q&Qh§ .
- e oy 0 X S _
QPQ’ = L w\o, %U‘;Q =L O O Wy WEW U\J}“L &?A‘/) !
BRI s : y
-t {1t Ui’ 59{1& (}J LCOJ/)
[SHEIEEA 0 -ut
(DW\Q%(CQ( soloisre de B 4 @ won e oo
£ o K
OP = =) (Q»&Li@/ﬁ\)b - W ngm/’ij——f‘walw |
S Sy - “_ o T e ww“ﬂ*:‘j‘”p
e — % s \ 5-)
o © Jitenide ) Qisag@u;@g" h
- U aRe %\%\ C} } Z- '\}J‘z, ( - Sen ; ,f::) wa Con /??Kl wwmie Wgwwww R
L
) = T° 4 G5 %
‘\/F«‘SS . ARQ REL Ry

k= RN S 2 o e
LW W (59%/«/ « *~zw 0 tle/s (‘ﬂ.“ﬁ” LJJ} —J, Lswmps K

/C{Sﬁf‘& L g | ; e

e — 1 "
s ng\‘{” ) %j = L Cont W,y J vy wxj -t xnf K

o

R

\Mﬂv . . g

| Wl (o7 Ak ) -wi (Gben))

Yoc kanto “;:aw” E A{: ”\};—“’T’“ T € Clage LPe-6)
&Q

@f\ 9y AQ wo ceauRAros

v —
— + G - " )
q pes qﬁii l\~,<\Q(2 Ao éf: por B o'\Q ding ke @




9"{ =207, Q=tte . C&’zimi&? Tz,%

=
X,

Hor Weeke == T2 200
"W,

Buao Wy,

mmM
<=
o
1
by
o
-
¥
L
.

PR S e / S
W, = Wio = We

<
33
=
>
L
T
f
5,
-
i
WM
(9]
~

"m79<

A
(UJ (K')

A ) - N y ~ !
AR L =5l = - @3 (e ey (M 15 ™ ME;% - 2 50
K= o = wmgmigwg o

WW% “"?’g a

f
t 2. , - L?E F;i
, A

Edas Glidor © de e 3@@%@}”%& en dat ves welim

éﬁ
fw.,i

Ty
t = 2 - @ﬂg .

Ly W %ﬁ ff? \
i —~




J,b,o&

%

g‘v’x‘é@‘a /
{M’i“j%i | <
U,
:,? -
e

J;“;”“g”‘“ % w;z;

| R e s \




deo:szbﬁ v

Ingenieros Industriales Fisica | q

Profesor
¢/ Conde de ia Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. )

Alex Garcia

Teléfono: 91 535 75 29

CINEMATICA RELATIVA DEL PUNTO

1.-COMPOSICION DE MOVIMIENTOS

Se va a estudiar el movimiento de una particula P respecto a dos sistemas de referencia, uno
fijo S;, 01 X; Y; Z,, y otro m6vil Sy, que se mueve respecto a 5.

El movimiento de la particula respecto a S; se designa como movimiento absoluto, y es el que
verfa un observador situado en S;, mientras que el movimiento respecto a Sy se llama
movimiento relativo, y es el que veria otro observador situado en Sy.

En general, el movimiento que perciba el observador situado en el sistema fijo S; serd mas
complicado que el que perciba el observador situado en el sistema mévil Sy. Por eso el estudio
del movimiento de la particula respecto a S; se hara descomponiéndolo en dos movimientos:
- un movimiento relativo: el que percibe el observador de Sy,
- un movimiento de arrastre: el que percibiria el observador de S; si la particula se
moviera unida o “pegada” al sistema Sj.

N

Ky
e

2.-COMPOSICION DE VELOCIDADES

La velocidad absoluta de la particula respecto de S, serd la suma de:
- una velocidad relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada
del vector de posicion de P en el sistema Sy respecto del tiempo.
- una velocidad de arrastre: la que tendria P respecto a S si se moviese unida al sistema
Sy. Para su andlisis, al considerar la particula como parte del sélido 0, emplearemos el
campo de velocidades del sélido rigido.
Si llamamos S5, sistema o sélido 2, a la particula P, la notacién empleada para designar
las magnitudes ser4:
- movimiento absoluto: subindice 2/ (movimiento de 2 respecto de /)
- movimiento relativo: subindice 20 (movimiento de 2 respecto de ()
- movimiento de arrastre: subindice 0/ (movimiento de 0 respecto de /)
Para indicar la particula a la que nos referimos usaremos el superindice con la letra de la
particula analizada. ‘
La relacion entre velocidades quedara por tanto expresada como:

i
H

P _SoP SoP =P P
Va =V + O Vs =V +Vime

Teoria- Cinematica Relativa Cinemaética Relativa 1/6
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3.-COMPOSICION DE ACELERACIONES

La aceleracién absoluta de la particula respecto de S; sera la suma de:

- una aceleracion relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada

del vector de posicidn de P en el sistema Sy respecto del tiempo.

- una aceleracion de arrastre: la que tendria P respecto a S; si se moviese unida al
sistema Sy. Para su anélisis, al considerar la particula como parte del sélido 0,

emplearemos el campo de aceleraciones del solido rigido.

- una aceleracion de Coriolis: éste es un término nuevo consecuencia de la velocidad
angular del sélido Sp respecto del S; y de 1a velocidad relativa del S, respecto del Sp.

Manteniendo la misma nomenclatura, la aceleracion absoluta queda expresada como:
J2 , ~ P _ - P - P ~ = P
dy = azo + am +2- By % Vzo 0 Aups =Qpp Ty 200 40 X Vg

Qoryy = Q?/s -+ Qb/s’l 2 ws s *Xp e
4.-COMPOSICION DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES ANGULARES

Llamando:
@,, ala velocidad angular absoluta del sélido S; respecto del S.

o,, alavelocidad angular relativa del solido S; respecto del S,
. @, alavelocidad angular de arrastre del sélido S respecto del Sy
tenemos: By, =Dy + Oy,
De igual manera y manteniendo la nomenclatura, para la aceleraciéon angular obtenemos:

a,, A\ + By X Dy
d W,
b ‘ g )
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EJERCICIO CIN.REL.1(Jun-95)

Una plataforma circular de radio R gira alrededor de su eje geométrico con velocidad angular constante
o, respecto a la referencia S. Un punto mévil que parte del eje se desplaza radialmente por la plataforma
con velocidad constante igual a v respecto de la misma. Determine el valor modular de la aceleracién
del punto mévil respecto de S cuando dicho punto alcanza el borde de la plataforma.

EJERCICIO CIN. REL.2(Sep-95)

La aguja minutero de un reloj tiene 0,6 m de longitud. Determine la velocidad del extremo de dicha
aguja respecto de un observador vinculado a la aguja horaria, cuando el reloj marca las 12 horas,
expresando el resultado en mm/s redondeando a las cifras de las unidades. (Sep-95)

EJERCICIO CIN. REL.3(Jun-96)

Determine el médulo, direccidn y sentido de la aceleracidn de Coriolis para un punto que se mueve en el
ecuador terrestre, con velocidad v hacia el Este. Denominese o a la rotacién terrestre. (Jun-96)

EJERCICIO CIN. REL.4(Sep 96)

Si un punto se mueve respecto de la Tierra sobre el plano horizontal hacia el Sur, en un lugar del

o . . 135 - . . . .
hemisferio norte de latitud 4 =30°, con una velocidad v=-—"-m-s"', determine la direccion, sentido
- Yy

modulo de la aceleracion de Coriolis del punto si se admite que la tltima referencia es un sistema de
coordenadas con origen en el centro de la tierra y direcciones fijas (el médulo de la aceleracién se
expresard mediante una fraccion irreducible). (Sep 96)

EJERCICIO CIN.REL. 5 (Septiembre 2006-09-18)

La plataforma de un “tio-vivo™ de radio R gira con velocidad angular  respecto del suelo. Un disco de
radio «, cuyo eje es solidario del “tio-vivo” y dista b del eje del “tio-vive” (« < b < R), gira con velocidad
angular —w respecto del ““tio-vivo”. Calcule el médulo de Ia velocidad de un punto de la periferia del disco
de radio u respecto del suelo.

EJERCICIO CIN.REL. 6 (Junio 2008-06-20) (Septiembre 2008-09-05)

r\\[,

El circulo de radio R de.la figura rueda sin deslizar respecto del plano
x1y ¥y permanece perpendicular a dicho plano en todo instante. El cir-
culo estd unido por su centro a una estructura en forma de T con un
brazo de longitud L que gira alrededor del eje z;, manteniéndose para-
lelo al plano xy, y que permite el giro del circulo respecto de aquella
estructura. Determine la velocidad angular Ben funciénde &, Ry L.
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EJERCICIO R-CIN.REL.1 (Parcial 1996-01-19)

Un cono de revolucién de semiangulo 0/2=30° rueda sobre un plano fijo © con una rotacién de médulo
constante Q. Calcular el tiempo T que tarda el eje del cono en completar una vuelta completa en torno a
un eje perpendicular a 7.

EJERCICIO R-CIN.REL. 2 (Final 1996-09-09)

Una varilla 4B de longitud 2a puede girar en torno a un eje
vertical O;4 sobre el que se encuentra el punto 4. La varilla
AB se encuentra siempre horizontal y en el punto B se une a

una esfera de radio « la cual puede girar en torno a la varilla / A LB
AB. La esfera, a su vez, rueda y pivota sin deslizar sobre un L v ; '
plano horizontal fijo n. Calcular el modulo y el dngulo que A \

forma con la vertical la rotacion de la esfera respecto al plano
fijo si la varilla AB tarda un tiempo 7" en completar una vuelta 5
en tomo a la vertlcaL et e s S S e 5555

EJERCICIO R-CIN. REL.3(Jun-99)

La Luna gira alrededor de la Tierra presentandonos siempre la misma cara. Admitiendo que el centro de
la Luna describe una trayectoria circular con una frecuencia angular de revolucion € en un sistema de
referencia (S) con origen en el centro de la Tierra y con direcciones fijas, y que la Luna posee una
velocidad angular ® respecto a S, perpendicular al plano de la trayectoria de su centro, determine la
relacioén que debe existir entre Q y . (Jun-99)

EJERCICIO R-CIN. REL.4(Feb-00)
Obtenga la aceleracion de Coriolis para un punto material que se mueve sobre la superficie de la Tierra a
lo largo de un meridiano en sentido Sur - Norte en un punto de latitud 30° N, con velocidad v respecto a

la Tierra. (Feb-00)

EJERCICIO R-CIN. REL.5(Feb 01)

Si un punto se mueve respecto de la Tierra sobre el plano horizontal, con velocidad v hacia el Norte, en
un lugar de latitud A <0, determinar la direccion, sentido y médulo de la aceleracion de Coriolis del
punto si se admite que la referencia fija es un sistema de coordenadas con origen en el centro de la
Tierra y direcciones fijas. (Feb 01)

EJERCICIO R-CIN.REL. 6 (Febrero 2001-02-19)

Un cono recto, de seccidn circular y semiangulo 30°, rueda sin deslizar sobre un plano siendow el
moédulo de su rotacién instantanea cuyo valor es constante. Calcular el tiempo T que tarda el eje del
cono en completar una vuelta completa en torno a un eje perpendicular al plano y el minimo tiempo que
transcurre entre dos instantes en los que una misma generatriz del cono entra en contacto con el plano.
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PROBLEMA CIN.REL.1

Se considera un cono recto de semiangulo o = 30° y generatriz | = 40 cm, que rueda
uniformemente sin deslizar sobre el plano z = 0 de un sistema de referencia S{O, x, y,
z}, con su vértice fijo en el origen de coordenadas, pasando sobre el semieje Oy tres
veces cada minuto. Un punto ‘'mévil P recorre una generatriz del cono, OA, con
aceleracion constante respecto al ‘cono, de valor

a=3,2 cm - s En el instante inicial t = 0, el punto P se encuentra en el vértice del cono
y su velocidad es nula, la generatriz OA esta situada sobre el semieje Ox, siendo OA - i
> 0y el cono se mueve de forma que la velocidad de su centro de masas, vc, satisface la
condicién v - j > 0.

Se define otro sistema de referencia S;{O, xi, yi, 1}, que tiene el origen y el tercer eje
coincidentes con los respectivos de S, y se mueve de forma tal que el eje del cono

siempre permanece en reposo en S . En t = 0 los triedros de S y S coinciden.

Cuando el punto movil P llega a la base del cono, determine:

1) Intervalo de tiempo transcurrido desde el instante inicial.

2) Posicion del cono y del punto P en la referencia S, dibujando un croquis al
respecto.

3) Para el movimiento del cono respecto a S, ecuacién del eje instantaneo de
rotacion y valor de la rotacién instantanea, expresando las soluciones en las
coordenadas y base del sistema S.

4) Para el movimiento del cono respecto a S, ecuacion del eje instantaneo de
rotacién y valor de la rotacidn instantanea, expresando las soluciones en las
coordenadas y base del sistema S.

5) Velocidad de P respecto al cono, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

6) Velocidad de P respecto a S;, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

7 Velocidad de P respecto a S, expresando sus componentes en la base del sistema
S.

8) Aceleracion de P respecto al cono, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

9) Aceleracion de P respecto a S;, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

10)  Aceleracién de P respecto a S, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

NOTA:

Los resultados obtenidos se simplificardn y se expresaran, en su caso, en funcion de
numeros irracionales, sin efectuar operaciones con valores aproximados de estos
ultimos.

Sep 97
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PROBLEMA CIN.REL.2 (JUN 2005)

El sistema de referencia representado, S {0, x, y. z} 8 solidario a la cabina C, estando el eje z situado sobre ¢l gje
de giro de la cabina y siendo ademds coincidente en direccién y sentido con gy del sistema ligado al suelo Sq.

La cabina € de Ia gria gira en toroo a la vertical con velocidad angular wi{rk), al mismo tiempo la pluma o
aguilon A, se levanta respecto a la cabina con una velocidad angular e () ¥ se consideran en reposo las orugas o
tren de desplazamiento de la gria.

El anclaje de la pluma a la cabina en el punto Q, estd sitvado a una distancia € del eje de giro de la cabina y la
longitnd de la pluma es L.

1) Se piden, expresadas en 5:

1) Velocidad angular ways, ¥y aceleracién angular ag;s, de la pluma respecto de la referencia S,.
H) En esta segunda parte se considera la situacién:

= Reposos de las orugas o tren de desplazamiento de la gria.
» Rotaciones w;(f) = cte. = wh ¥ wa2(1) = cte. = .
= Angulo de la pluma con la horizontal = 5.

Se piden las siguientes magnitudes expre-
séndolas en S. '

2) Velocidad y. aceleracién del punto
Q, extremo de apoyo de la pluma,
respecto al suelo (S(), Yais, Y 2qys, -

3) Velocidad del puntolP1 extrerno de fa
pluma, respecto al suelo (Sy), vps,.

4y Aceleracién del punto P respecto al
suelo (8y), apss -

5) Velocidad y aceleracion de) punto P
respiecto a la cabina (S), vprs ¥ aps.

Considerando el movimiento de A wespecto a S| descompuesto en los movimientos de A respecto a C y de €
respecto a Sy, determine las siguientes magnitudes expresdndolas en S.

6) Velocidad y aceleracién de arrastre del punto P,

7)  Aceleracion de Coriolis del punto P,

8) Compruebe que la solucién de los apartados 3} y 4) coincide con la obtenida a partir de los apartados 5), 6)

y D

[T} En esta tercera y Gltima parte, el gancho de amarre que pende del cable de sustentacién estd a distancia & de P
y tiene masa m,

) Siendo wy = wy = 0, el carro avanza rectilineamente con aceleracién constants de valor a. Determine el
dngulo constante y (por medio de su tangente, tgy) que forma la vertical con el cable, ¥ su tensi6n, en
condiciones de movimiento estacionario.

110y Siendo wy = 0y w = cte. y estando el caro parado, determine el dngulo constante v (por medio de su
g tangente, tg ) que forma la vertical con el cable, y su tensién, en condiciones. de movimiento estacionario,
facilitando las ecuaciones que proporcionan tg ¥ v T en funcién de datos del enunciado.
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DINAMICA DEL PUNTO

1-LEYES O PRINCIPIOS DE NEWTON

1* Ley: Principio de Inercia.

Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme a no
ser que aquel estado se modifique aplicando al cuerpo una fuerza.

2° Ley: Ley fundamental de la dinamica.

La aceleracion (cambio en el estado de reposo o movimiento rectilineo uniforme) es
proporcional a la fuerza aplicada, coincidiendo con ella en direccién y sentido.

3" Ley: Principio de accion y reaccién.

La reaccion es 81emple igual y contraria a la accidn, es decir, las acciones mutuas de dos
cuerpos entre si son siempre iguales y contrarias.

Las leyes de Newton son vilidas en sistemas de referencia inerciales (es decir, en estado de reposo
0 movimiento rectilineo umforme sin aceleracion)

2-. ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA (2° LEY)

2.1.- ECUACIONES CARTESIANAS:

La forma mas general de la ecuamon fundamental de la dinamica, expresada en coordenadas
cartesianas, es la siguiente:

’77’552157\4(«\’,)’,2:«%,)}7290

"y

(F,?,t)zmi:? m-y=F(x,5,2,X,,2,t)
m-zZ=F (x,y,2,%,¥,2,t)

es decir, la fuerza puede depender de la posicién, la velocidad y el tiempo, y la ecuacion
vectorial da lugar a tres ecuaciones escalares diferenciales de segundo orden.

La ecuacion vectorial la podremos expresar en otras referencias, por ejemplo en cilindricas o
esféricas, proyectdndola en la direccion de los versores correspondientes.

2.2.- ECUACIONES INTRINSECAS:

Si expresamos la ecuacion fundamental de la dindmica en el triedro intrinseco obtendremos
las ecuaciones intrinsecas. Proyectando los vectores fuerza y aceleracién en el triedro queda:

. : d[vl
Fo=ma,=m-
dt
i
F o=m-a,=m —
P,

F,=0.

Teoria-Dinam.Pto. Dillatn.Pt0.1/16
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3.-MAGNITUDES CINETICAS

Llamamos asi a tres magnitudes que dependen de la velocidad y la masa del punto:

a) Cantidad de movimiento o0 Momento lineal, p :

Siendo m la masa del punto y v su velocidad, se define p como:

p=m-v
b) Momento cinético:

Siendo m la masa del punto material P, v su velocidad y O un punto del espacio, se define el
momento cinético io del punto material P respecto de O como el momento de la cantidad de
movimiento p respecto de O. Si es O el origen de coordenadas:

L,=0OPxm-vV=7Fxp
¢) Energia cinética:

Su unidad en el S.I. es el julio. Es un escalar que se define como:
E = lm 2
2

c

4.- TRABAJO Y POTENCIA

4.1-TRABAJO

El trabajo elemental que realiza una fuerza F cuando su punto de aplicacic’m se desplaza
dr segun una curva C es: dr
T
/“] b1~ |

D et

dt = F - dr ZF'dF'COSHZJF'dS'COSG—':F,‘dS ds =

ldci=ds

Si F =F. i+F, j+F, k y dF =dxi+dy ) +dz k , entonces:
dt =Fydx+F,dy+ F,dz

Para obtener el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento finito habra que
integrar la expresion anterior a lo largo del recorrido sobre la curva C, desde el punto inicial
1 hasta el final 2:

2 = —

T= II F-dr
El trabajo, por tanto, es un escalar con su signo, que dependera en general de la curva C o
trayectoria que une los puntos inicial 1 y final 2. Al igual que la energia, tiene unidades de

julios.
Operando en la expresion del trabajo elemental:

Ldr,
dt

a
a

Il
B

Il
!
2

it
~
<}

- dt

Teoria-Dinam.Pto. ., Dinam.Pto.2/16



&

| Ingenieros Industriales |] Fisica | “%%OJ :
Profesor @A

¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid.
Alex Garcia

Tifno: 91 535 75 29

4.2.- POTENCIA

La potencia es el trabajo realizado en la unidad de tiempo, o la derivada del trabajo
respecto del tiempo:

Es también un escalar, y su unidad en el S.I. es el Wattio.

5.- TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA DINAMICA DEL PUNTO

&\)
\9’6 DINAMICA DE LOS SISTEMAS PUNTUALES DE MASA VARIABLE

3.1.- TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La variacién de la cantidad de movimiento con el tiempo es igual a la fuerza resultante
aplicada sobre la particula. Para un sistema con m independiente de ¢:

~ - av dm dp = dp
F:m.a.—:m.-._ ( V) ‘ﬁjF:“‘B
dt dt de dt .
Si no hay fuerzas actuando sobre el punto material, la cantidad de movimiento se mantiene
constante: = TF -0

5.2.- TEOREMA DEL, MOMENTO CINETICO

La variacion con el tiempo del momento cinético de una particula material £ de masa m
respecto de un punto fijo O es igual al momento respecto de O de las fuerzas aplicadas sobre

P.Siendo O el origen y llamando ¥ a 013:

dL, dFxm-v) dF dm-3) _ dp . - -
Q= ( )=-></n VX ( )=I‘X—/‘=/‘X}‘:Mo
dt dt St dt dt
zf—’l/ L\?:j oy ¢ e Y ¢ SF
C 51 Y My = O g:zgwﬁ”
Si F'no da momento en O (nula o paralelaa 7 ), L, se mantiene constante. => S/Us} =) qé

5.3-TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

El trabajo de las fuerzas aplicadas sobre la particula material se traduce en un incremento de

la energia cinética de la particula:
(\ Tl2:I/V12:AEc:E63—Ec,

\\l(f Si las fuerzas aphcadas no realizan trabajo, se conserva la energia cinética de la particula.

t/\Q \Lﬁ’)\

Para un punto material que intercambia masa con el entorno en su movimiento (p01 ejemplo, un
cohete), la ecuacién fundamental de la dindmica aplicada a ese punto queda:

m- = F iy
dt ¢ .
donde m es la masa en un instante determinado, v es la velocidad del punto, F es la fuerza
aplicada al punto, s es la variacion de masa con el tiempo, dm/dt, y v . es la velocidad relativa al
punto de la masa aportada o desprendida. Es fundamental la eleccion correcta de los signos de v, y
m (m>0 si se gana masa, 71 <0 si se pierde masa).
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7.-DINAMICA DEL PUNTO SOBRE CURVA

Se estudia la dindmica del punto ligado a una curva. En el estudio entra en juego la reaccién de la

curva sobre la particula que evita que ésta abandone la curva, buscdndose en la resolucion del

problema tanto la posicion del punto como el valor de dicha reaccion en cada instante.

Se consideraran en general curvas lisas y fijas, sin rozamiento, por lo que la reaccién sera normal a la

curva. El valor de la reaccién sera desconocido a priori.

El punto material puede estar ligado a la curva con enlace unilateral o bilateral

- Enlace unilateral: la particula se apoya en la curva, la reaccién de la curva sobre la particula
solo puede tener un sentido, y si se anula, la particula se Puede separar de la curva (deja de
haber contacto entre ambas)

- Enlace bilateral: la particula estd ensartada en la curva, la reaccién de la curva sobre la
particula puede tener ambos sentidos, puede anularse y cambiar de signo, y la particula no
puede separarse de la curva nunca.

Con vinculo liso, no hay rozamiento entre punto y curva, la reaccidén es perpendicular a la tangente a
la curva (esta contenida en el plano perpendicular a la curva en cada punto), y dicha fuerza no realiza
trabajo.

7.1.- ECUACIONES INTRINSECAS CON CURVA FIJA Y LISA

Si la curva es fija y lisa, curva y trayectoria coinciden, y sus triedros intrinsecos también.
Considerando la abscisa curvilinea (pardmetro arco) / y F' y N en componentes intrinsecas, se

bt . i ’ PR . — — -
obtiene (e Reeivion Wi ua~ priieale A7) }kg N, 7t hoi

F = m@jv

FE +N, =ml—_%
p/%n

F,+N,=0

=

G (AII = F{{:C’ S v 2 i’(ﬁ-&r;)

=Y

S

8.- DINAMICA RELATIVA DEL PUNTO. FUERZAS DE INERCIA.

8.1-. ECUACIONES DE LA DINAMICA RELATIVA DEL PUNTO

Se analiza el movimiento de un punto P respecto de un sistema no merc1a1 S que a su vez se mueve
respecto de un sistema inercial S;.

Segun ya se ha visto, la ecuacion que rige la dinamica del punto material en su movimiento respecto
de un sistema inercial S; es:

%

F, : resultante de las fuerzas sobre P

Fo=map; m: masa del punto

aps, aceleracion respecto de S,

Por composicién de movimientos se obtienen las relaciones:
> S P _ 5 P o P
Para velocidades sz, = V,,,g +V s, (6 sz —V20 Vo 0 Vs =Vesw TV )

donde si O es un punto de S, es Vs, = VOss, + Wy, % oP
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EJERCICIO DIN.PTO.1 (Feb-95)

A partir de la ecuacién fundamental de la Dindmica clésica, deduzca el teorema de la energia
cinética para un punto material y escriba su enunciado.

S

"EJERCICIO DIN.PTO.2 (Jun 96)

‘Demuestre que un punto material sometido a una fuerza central que pasa por un punto fijo
describe una trayectoria plana.

\;\;} EJERCICIO DIN.PTO.3 (Jun 97)

(Y

“~ Un punto material de masa m se mueve rectilineamente sometido a una fuerza motriz constante
F y a una fuerza disipativa de tipo viscoso. Su movimiento viene determinado por la ecuacion
md— =F - knv. Determine el valor de la energia disipada en la unidad de tiempo.

t

k EJERCICIO DIN.PTO.4 (Feb 00)

Demuestre la ley de las areas para el movimiento de un punto material bajo la accién de una
fuerza central.
EJERCICIO DIN.PTO.5 (Jun-00)

Determine la energia perdida por rozamiento por un cuerpo que ha bajado deslizando sin rodar
por un plano inclinado de altura h y 4ngulo de inclinacidn a por accién de la gravedad g, siendo
u el valor del coeficiente dinamico de rozamiento cuerpo-plano.

< EJERCICIO DIN.PTO.6 (Sep-00)
£ '

En el marco de la Dindmica clsica, un punto material de masa m se mueve rectilineamente
sobre un plano horizontal sometido a una fuerza de rozamiento, colineal y opuesta a su
velocidad, y directamente proporcional a dicha velocidad (constante k). Si en el instante t = 0 su
velocidad es vy, calcule la distancia recorrida hasta que el punto material se detiene.

EJERCICIO DIN.PTO.7 (Feb 2002)

Un punto material de masa m describe una trayectoria plana bajo la accidn de una fuerza cuya
linea de accidn pasa permanentemente por el origen de coordenadas de un sistema inercial.
Expresar el momento cinético del punto en coordenadas polares y demostrar que es constante.

EJERCICIO DiN.PTO.S (SEPT 2002)

El vector de posicion de un movil de masa m respecto a una referencia inercial viene dado en
funcion del tiempo por: r(t) = A cos ot i + B sen ot j. Justificar que se trata de un movimiento
bajo la accién de una fuerza central dirigida permanentemente hacia el origen de coordenadas y
obtener la expresién de la variacion temporal del vector momento cinético del mévil respecto a
dicho origen.
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EJERCICIO DIN.PTO.9 (Jun 2003)

Un mévil de masa m es forzado a recorrer una curva I' con una velocidad cuyas componentes

J v, =—wR sen a)tl
cartesianas son: } v, =@Rcosawt [ ,

[Vz=(p/277)60

siendo @ una constante. Determinar las componentes

intrinsecas de la resultante de fuerzas que acttian sobre el mismo (segin los vectores tangente,

normal y binormal a la trayectoria).

EJERCICIO DIN.PTO.10Jun 2003)

Una masa m colgada de un punto fijo por medio de un hilo flexible, inextensible y de masa
despreciable de longitud /, se mueve de forma permanente seglin una circunferencia horizontal
de radio R < [. Determinar el periodo T, del movimiento de la masa (tiempo necesario para

describir una circunferencia completa) en funcién de la relacion R/L.

EJERCICIO DIN.PTO.11(JUN 2002) (Sep 2004)

Un punto material de masa m describe una trayectoria plana. Expresar su momento cinético en

coordenadas polares.

EJERCICIO DIN.PTO.12(SEP 2006)

Un punto de masa m se mueve a lo lareo de una curva definida por el vector » = (20+1)s +(t2+1)9+
P & I Y L) J

£3k. La fuerza de resistencia que se opone al movimiento viene dada por R = —kwv, k constante.

Determinar el trabajo de dicha fuerza resistente en ¢l intervalo de tiempo de t =08 o t+ =15

[Ind: Todas las magnitudes se expresan en el sistema internacional]

EJERCICIO DIN.PTO.13(SEP 2007)

Una circunferencia de radio R situada en el plano z = 0 estd centrada en el origen de coordenadas
0(0,0,0). Un punto material de masa M recorre dicha circunferencia con velocidad angular w
constante. Si en el instante t = 0 pasa por el punto (R,0,0), determinar, para todo instante t, el

momento cinéticoe L p respecto al punto P{0,0, H).

EJERCICIO DIN.PTO.14(FEB 2008)

Un bloque puntual de masa m se lanza sobre un plano horizontal, en el sentido positivo del eje
Ox. El coeficiente de rozamiento dindmico es uq v en el origen de coordenadas, & = 0, la velocida
es 1p. La Gnica fuerza resultante es la del rozamiento. Determinar, utilizando el teorema de la
energia cinética, la relaciéon entre la velocidad v y la posicién & mientras la masa se mantenga en

movimiento.

EJERCICIO DIN.PTO.15 (JUN 2010)

pasa por el origen de coordenadas con una velocidad o, (0) = 1. Determinar 2 (#) ¥ 2(f), para todo

t
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: REPASO
EJERCICIO R-DIN.PTO.1 (Jun-95)

Un automovil ejerce una fuerza de frenado constante que lo detiene en un espacio de 30 metros
en un tiempo de 3 segundos. Determine la velocidad inicial del automévil en km/h.

EJERCICIO R-DIN.PTO.2 (Sep 95)

Deduzca la condicién necesaria y suficiente para que en mecénica clasica, un punto material
describa una trayectoria curvilinea con velocidad de modula constante.

EJERCICIO R-DIN.PTO.3 (Jun-97)

Escriba la ecuacion fundamental de la Dindmica del punto en el caso de masa variable, indicando
el significado de cada uno de los simbolos utilizados.

EJERCICIO R-DIN.PTO.4 (Sep-97)

Se considera un punto material que se mueve exclusivamente por accion de una fuerza que, en el
caso mas general, depende de la velocidad, de-la posicién y del tiempo. ;Qué ley de fuerza
deberia actuar sobre el punto para que la componente de la fuerza segin la binormal a la
trayectoria resulte siempre nula?

EJERCICIO R-DIN.PTO.5 (Feb 99)

- Um bloque de masa m = 100 kg. se desplaza con aceleracién constante a = 1 m/s?, sobre un plano
horlzontal rugoso de coeficiente de rozamiento p = 0,1. Determine la potencia de la fuerza
"motriz que debe aplicarse al bloque cuando su velocidad es de 10 m/s.

EJERCICIO R-DIN.PTO.6 (Sep-01)

Determinar la maxima velocidad, v, supuesta constante, con la que un automévil puede describir
una trayectoria de radio R sobre un plano horizontal rugoso de coeficiente de rozamiento u para

la superficie.

EJERCICIO R-DIN.PTO.7 (Sep-01)

El vector de posicion de un mdvil de masa m viene dado en unidades del SI por:
r(t)y=costi+sentj+ (t/2n) k
Determinar en funcién del tiempo su Vector momento cinético respecto al origen.

EJERCICIO R-DIN. PTO 8 (Feb 2003)

Un mévil de masa m es forzado a recorrer una curva I" con una velocidad de.médulo constante v.
Determinar las componentes intrinsecas de la resultante de fuerzas que actian sobre el mismo
(segin los vectores tangente, normal y binormal a la trayectoria) en un punto dado en el que
dicha trayectoria tiene un radio de curvatura p.

»
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EJERCICIO R-DIN.PTO.9 (JUN 2006)

Un mévil puntual de masa m se mueve con velocidad v = 41 — 27 4 4k bajo la accién de una fuerza
F =14 — 35 + 2k. Determinar la potencia instantdnes desarrollada por la fuerza.

EJERCICIO R-DIN.PTO.10 (JUN 2008)

Un pistén circular, de seccion S y masa despreciable, soporta sobre su cara superior perpendicular
al eje Oz un sélido de masa M. Si para t = 0 sobre la parte inferior del pistén actia una fuerza,
F > Mg, externa vertical y hacia arriba, determinar la aceleracién a con la que sube el sélido.
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PROBLEMA DIN.PTO.1 (Feb 99)

Un punto material P, de masa m = 0,1 kg, se mueve en el plane Ozy atraido por una fuerza directamente
proporeional & la distancia al origen de coordenadas, con constante de proporcionalidad k = 12.10% N Jm.

1} Demuestre que los movimientos proyectados sobre los ejes Oz y Oy son movimientos arménicos de

.

igual frecuencia y determine Ia frecuencia angular eomiin en rad/s.

2) Si en el instante inicial el punto P se encuentra en Py (7o, 7o) ¥ su velocidad es v = 291+ o,
determine las ecuaciones del movimiento sabiendo que

o = 0,Im o = 20m/s
v = 0,05m 7w = 30m/fs

expresando dichas ecuaciones eén unidades del sistema internacional (SI).

3) Obtenga la ecuacién de la trayectoria de P en coordenadas cartesianas v compruebe que es una
elipse.

4} Determine las direcciones de los ejes de la elipse v el valor de la longitud de sus senijejes,
5) Represente la elipse v la posicién inicial del punto P sobre la misma.

LI 2 B O

Se permite el uso individual de calculadora SIN informacidn previa. La existencia en la calculadora
de informacién almacenada o programada relacionada con el temario de la asignatura supondra la
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PROBLEMA DIN.PTO.2 (JUN 2006)

Un punte material P de masa m estd en contacto con
Ay un sélido perfectamente liso de seccion semicireular
vertical, de centro {0,0) ¥ radic B, en un punto 4 de
coordenadas (o, wn) = (—Hseny, Heosfy) del siste-
ma de coordenadas representado en la hgura.
En el instante inicial se dota al punto P de una velaci-
dad inicial tangente al sdlide de médulo ¥y, de forma

N S N que su movimiento comienza hacla walores crecientes
Plx.yw g de la coordenada vertical, permaneciendo en todo mo-
Al Yo 8 0 v mento en ¢l plane #0y.
] La tinica fuerza que puede actuar sobre P, ademids del
. peso, es la reaccidn normal N del sdlido. Se considera
H ¥ que, siel médule de IV se anula, el punte P se separa
del sélido.
I) Fn esta primera parte se considera el movimiento del punto sobre el perfil circular.

1) Expresar ¢l médulo de la reaccidn normal N que gjerce el sdlido sobre el punto P, en funcidn del
4 » 2 . ¥z
angulo 8 v del médulo de su velocidad en un instante genérico.

2) Determinar la velocidad maxima w, con que &l mévil puede ser lanzado para que n
del perfil circular del sélido en su parte inicial ascendente.

]
o
43
&
7]
e
I
Ué
@

N Suponiendo que & mdvil se ha lanzado con velocidad vy < vy, se pide:
3) Demostrar que N es positive en toda la trayectoria ascendente de P, desde 4 hasta 5.

4) Determinar, a partir del principio de conservacién de la energifa mecanica, el valor erftico v, que
debe tomar la velocidad inicial para que &l punto P llegue a S con velocidad nula.

III) Suponiendo que la velocidad de lanzamiento de mdvil cumple vy, < vy < wpe

%) Obtener e valer de la ordenada yp del punto D de la trayectoria descendente de P en el que €l
z P & 4
puntoe se separa del perfil semicircular del sélido.
6) Justificar que el punto D estd a menor altura que el punto inicial 4, es decir, yp << yn .

IV)  Se considera el perfil parabslico que tiene su vértice en el eje Oz ¥ que enlaza con el perfil semicircular
en la posicién del punto D y tiene en él la misma pendiente que dicho perfil semicircular. El punto P
que se separa del perfil semicircular en [J sigue su trayectoria en contacto con el perfil parabdlico.

7y Justificar que a lo largo de la trayectoria de P sobre la pardbola, el punto no se separa de ésta, es
decir, siempre es N > 0.
3
- . 2y
8) Sabiendo que el radio de curvatura del perfil parabdlico viene dado por p(y) = [ 14+—] pcon
P
yy3 '

p= —%9—, expresar la reaccién normal N de la pardbola sobre P a lo largo de la trayectoria, [Ind:
2 :

En cﬂ{ﬁm punto de la pardbola, el coseno del dngulos que forma la normal a la misma con la vertical
1
. 2y T2
es: cosf= (1+—y ]
p

9) Determinar la ordenada yp del punto mas alto, F, al que asciende el mévil sobre la parabola, en
funcién de v, yo v 9.
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PROBLEMA DIN.PTO.3 (FEB 2008)

Un punto material de masa m se mueve de forma ascendente sin rozamiento vinculado a la hélice de
ecuaciones paramétricas:

= Reosy
¥ = Rseng
z=R ¢

La hélice se encuentra situada de forma que la aceleracién de la gravedad estd dirigida segin el sentido
negativo del eje Oz. Para dicha situacién las fuerzas que acttian sobre la masa puntual son la accién

del vinculo liso, F';, = Nin + Nab vy el peso, p = —mgk v los vectores intrinsecos de la curva durante
L ] . . — senpt + coswf + k
el movimiento ascendente vienen dados en componentes cartesianas por: ¢ 5 \
v2

sengi —coseg + k
V2
[Dato: Tener en cuenta que el radio de curvatura de flexién de la hélice vale p=2R].

n=(—coset —sengj)y b =

En la primera parte del problema (apartados 1) a 7)) se analiza el movimiento de la masa puntual por
efecto de las fuerzas actuantes siguiendo un tratamiento vectorial newtoniano.

En la segunda parte del problema (apartados 8) a 10} ) se analiza el movimiento de dicha masa a través
de la aplicacién del principio de conservacién de la energia

Se pide:
1) Escribir la ecuacién fundamental de la Dindmica en coordenadas intrinsecas (como expresién de n
y t) referida a una trayectoria curvilinea cualquiera. (1 punto)

2)  Obtener, por identificacién de las componentes 4, 7 v A, un sistema de tres ecuaciones, en el
que, ademds de las constantes del problema v constantes fisicas, ficuren las variables del problema

L dn o
Ny, No, v, TR (1 punto)
d ,

3) A partir de las ecuaciones para las componentes segiin 4, 7 y k obtenidas en el apartado 2) obtener

+

una relacidn explicita entre ¥ ¢g. [Ind: se sugiere eliminar la componente &) entre las dos
ccuaciones correspondientes a las componentes segtin ¢ ¥ 7 multiplicando la primera de ellas por
sen ¥ la segunda por cosp y restando a continuacién, y climinar posteriormente Ny utilizando la
ecuacion de la componente segin k|. * (1 punto)

4) Por derivacién de las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la particula. obtener una expre-

. . . w . . dv , . _
sién que relaciona v y Hi, y finalmente una expresién que relaciona - v R, {1 punto)
fasa
dv .
5) lgualar las expresiones para i obtenidas en los apartados 3) y 4) para obtener la ecuacién que
(928
expresa @ en huncion de gy K. (1 punto)
6) Integrar la expresién del apartado anterior en funcién del tiempo con las condiciones en ¢ = 0,
$o =wo ¥ wo = O, para obtener explicitamente ¢-= (). (1 punto)

. dv , )

7) Llevar los valores obtenidos de Ny, =, v v ¢ a la ecuacién correspondiente a la componente 7 del
2 VY

apartado 2) para obtener ¥y en funcion del tiempo ¢ y las constantes m, R, g, wy. (1 punto)
8) Mediante la ley de la conservacién de la energia meecanica entre la posicién inicial (t =0, v = g,
z = 0) y la posicién genérica (t = ¢ v=v, z = Rig), obtener v = v(vg, g, R, ) ¥ la 2max cuando la
masa se hace partir de su posicién inicial con una velocidad inicial wg. (1 punto)
9) Igualando las dos expresiones de v de los apartados 4) y 8), obtener la relacién entre DY@,
separando variables a continuacidn. (1 punto)
10) Integrar la expresion obtenida en el apartado anterior con la condicién en t = 0, 0o=wo¥ wog=20
v obtener ¢ = p(t). comprobando que coincide con la solucién dada en el apartado 6). (1 punto)
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PROBLEMA DIN.PTO.4 (JUN 2008)

Un tubo hueco de masa M = 0 transporta en su in-
terior una masa puntual, m # 0, que circula por su
terior sin rozamiento.

Fl tubo se mueve con rotacién angular constante (w =
whk = wok) en torno a una articulacién fija sin roza-
miento en el origen de coordenadas. Para ello achia
una fuerza exterior ' perpendicular al tuho en 2l pun-
to B, que dista del origen de coordenadas la distancia
fija b. La accidn del tubo sobre la masa puntual, si-
tuada en A, puede representarse por una fuerza F,

)
(et

o
Pt

9)

10)

perpendicular al tubo, al no existir rozamiento entre
el mismo ¥ la masa. Se denomina p = p(1) ala distan-
cia de la masa al origen en cada stante, £.

En ¢l instante ¢ = 0 la masa puntual m tiene las coor-
denadas polares (g, ) ¥ una velocidad en dichas coor-
denadas vo = poup + wopotte = 0up +wopotie

Expresar la aceleracion de la masa puntual m en coordenadas polares, a, en funcién del conjunte de
ariables §, p, 9, &, p y los vectores de la base polar u, ¥ u,.. Particularizarla para el caso presente
de v = w = wy. (1 punto)
Teniendo en cuenta que se frata de una situacién de vinculo liso, expresar la nulidad de la compao-
nente radial de la aceleracién para obtener una ecuacién en las variables g y p v la constante wy.
Multiplicarla por p y hacer una primera integral para obtener una ecuacidn en la que solo apare-

dp dp 1d(p)® 1d(pp
cen g,wo, p ¥ po. [Ind: tener en cuenta que g = %, que /j-ﬁ =pp =7 - Z Y que pp = j)—g-]
dt dt 2 dt d

{1 punio)
Separando variables, integrar en el tiempo la eccuacidn obtenida en el apartado 2) para obtener,
p=pt).Ent=0esp=pyvp=0 (I punto)
Comprobar que la solucidn de la ecuacion ohienida en el apartado 2) puede expresarse en la forma:

) em)t + e—wot

plt) = P = cosh wot. (1 punto)
Si la longitud del tubo desde el origen de coordenadas, O, hasta el extremo, es L, caleular el instante
te de salida de la masa puntual por el extremo, en funcion de wg, L ¥ pg. . (1 punto)
Determinar, utilizando las componentes polaves de la velocidad, el incremento de energila cinética,
AE,, entre el instante inielal, £ — 0, ¥ el instanie genérico ¢t = . Se weuerda que en ¢t = 0 la

velocidad de la masa no es nula. (1 punto)

Determinar laaceion, Fy, del vineulo sobre la particula de masa m como unaexpresién de m, wy, po, t.
(1 punto)
Determinar la expresion de la accidn exterior al tubo perpendicular a él, ¥, como 1ma expresién
de m,wo.p0.t, b (1 punto)
Determinar el trabajo realizado por F entre el instante inicial, £ = 0, y el instante genérico ¢t =1{.
{1 punto)
Determinar ¢l dngulo p, que la velocidad de salida, v, de la masa m, forma con €l eje Ou.
(1 punto)

dz x
= arg cosh —|

V2 —a? a

R EEEE

[Tud: tener en cuenta para el apartado 3) que

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 50 % del total del examen.
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PROBLEMA DIN.PTO.5 (FEB 2009)

Una masa puntual, m, estd enganchada en el extremo de un resorte de constante k y masa despreciable, cuyo otro
extremo estd fijo en el origen de un sistema inercial de coordenadas, Qxy, perteneciente a un plano horizontal, sin
rozamiento. La fuerza del resorte actiia permanentemente.

En un determinado instante la masa se dispara con velocidad vy paralela al eje Oy, de tal manera que Se mueve
sin rezamiento por el interior de la circunferencia de radio R y centro (#,0) en tanto en cuanto la fuerza N ejercida
por la circunferencia sobre la masa m sea positiva. Cuando N = 0 la masa despega hacia el interior de miwuna.

1)

2
=i

3)

[v'd]
p—

9)

10)

Aplicando la segunda ley de Newton, escribir la expresién de la componente normal a la trayectoria de la
fuerza ejercida sobre la masa por la circunferencia, N, en funcién de k.r,cos o, m,v? v R. (1 punto)
Utilizando la conservacidn de la energfa mecdnica en ol punto genérico P perteneciente a la cireunferencia,
escribir la ignaldad que relaciona m, o2, &, »2 ¥ vp. [Ind.: tener en cuenta que en el punto de lanzamiento la

- 1 )
energia total de mévil es £ = §mz:§] (1 punto)
Teniendo en cuenta que las rectas PO y PD forman un dngulo recto en el punto P, determinar la ecuacidn
que relaciona r, R, ¥ cos . (1 punto)
Obtener los valores de ¢, ¥ v en el punto general de despegue (N = 0), Damdndolos »*, 5+ ¥ uv* respectiva-
mente, en funcidn de &, m, R y . (1 punto)
Si se desea que el punto de despegue, P, sea el de mdxima ordenada, y = R, de la eircunferencia, como
aparece en el dibujo, obtener el valor vy en funcién de k. m v R. (1 punto)
Determinar en dicho caso las componentes de la velocidad en P*(vy y vy). El valor v} debe darse como funcién
Unicamente de ug. (1 punto)

Una vez que la masa ha despegado de la circunferencia, sélo queda sometida a la accidn de la fuerza del
resorte de constante k. Escribir la ecuacidn vectorial de Newton que relaciona m, P ky 1y descomponerla
en un sistemna de dos ecuaciones diferenciales escalares, una para la componente X y otra para la componente
y. (1 punto)

Comprobar que la solucién del sistema de dos ecuaciones diferenciales me neion aclas en el apartado anterior es:

3
r=Asen ‘/—t + 4y
’7’ N o . * » . .
p , stendo 4,84, B y &, constantes cualesquiera. Asimismo, obtener por derivacién
y=DBsen|/—t+3
mt

las dos ecuaciones correspondientes a las componentes de la velocidad (ve, vy} (1 punto)

Tbmando el instante en que la masa parte de P* como ¢ = 0 y utilizando como condiciones iniciales los valores
obtenidos en el apartado 6) determinar las cuatro constantes: A4, By do. (1 punto)

Sablendo que la ecuacién de la trayectoria es:

2 2 err s & .
Iy Y 2rysend, 9«
+ s - = =c0s° 4
A2 T B2 AD b
Indicar qué tipo de curva es y determinar el punto de corte con el eje Q. (1 punto)

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 50 % del total del examen.
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PROBLEMA DIN. RELA’Eff (JUN 2001)

i tubo AB, de m&mn”ﬁmg reciable, unido amente & la E{k/l?i)\fi‘kk OO gira con velocidad angolar
constante, £, en ¢l plano horizontal Oueyy aleededor del eje Oy, vertic al ascendeiite
Por ol interior ﬁﬁ%:lm pm;:fie OVETSE B pmsm nmmriai >, de masa m, sin rogarniento, actuando sobre

ronstante ﬁlax*-t:i@:e ky inﬂgimé s"gﬁmml nula.

fs

{figurn) estando di tj*’uiﬁr ff}{; i
valor deda distaneia OO0 o5 0.
Se pm;én& analizar ¢l equilibrio v el movimis
& / "

— L0 >0

Tt

e -
,*/A

[} Determine la posicidén de equilibrio rv%@s o de P en QOryz y oblenga el m}o; dc la reaccidn del tubao
eN 050 Casol '

Y ; A
£ 5 -

. . ¢ . D e ot
2} .In:;!;zhcg’sm las modificaciones en g respuesta anterior st — ~ 2% <0 o st o — £2°
i T m

3) Obrr*n:; la encrgia potencial del punto material en el sist

mmm /1a naturaleza del ethbrm

ma Qey: v justifique a partir de la

Para nxzahmr ¢l movimiento rﬁ%mz\'u en Oryz se adopta (m;m m»»i ante indeinl uno en el que Or vy Oy
coinciden g f»n direceion y *«fdni%tﬁﬂ En ese instante ¢l punto fsaterial P oposee una velocidad relativa wn.

4} Indlf{llf? cada nna ¢ :
expresandolas 01«

5) Obtenga ln o

las fuerzas reales v de las fue
sistema Oryz.

acion diferencial que deter umm b ley del movimiento relativo, y{t],

§) Determine Ja solucién de dicha ecuacién dtf{*r‘mma] con dos constantes de integp
dichas constantes a partir de las cowhgwma iniciales. Exprese finalmente

Acidn v obtenga
ecuacidn y(t) det

movike Hto relativo de P f
Ji P 5 4

71 Cale xm;;h,« componentes de la reaccigh del tubo sobre P e Mineidn deltiempo.

\ H
8) Para ¢onseguir la rotacidn uni urn?{ I tubo AB os necesario aphicar un pur Mok al sistema
formado por la manivela 00 y el tiibo AB. Determine el valor /’i icho par en funcidn del tiempo.

- . 5 k e
B lev del movimiento r¢lativo si — — Q% == (37 (:Lﬂ os cuando — — (2« (17
m m
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3.-MEDIDA INDIRECTA Y wedds do VAo ,} allimiboon o UGS ( Qaragl aAc(Ac,&kM\'/\\
Cwamdn o e Jiscag

Si la magnitud y estd relacionada con otras magnitudes z; a través de una ley fisica o

geométrica de la forma:

y=£z1 22 .., 2y ..,29)

podemos medir y de forma indirecta, midiendo las magnitudes z; y obteniendo el valor
de y a través de la relacién f. Hallando los valores corregidos por calibracién y
redondeo de las z; como se ha indicado en el apartado anterior, el valor caracteristico de
yes:

P=f7Z 1+ Ce +Cpi 72+ Cc2 + Cpaa ., Zi+ Csi + Chai o, Z g + Cizg + Ciag)

La incertidumbre tipica asociada a y sera:
e et e e o i e T e ___.,,,v—-.__\

WCERT e € 3 " ;
= WEDDS . (5 5 ,
{gth}F‘EC“; uy) = \/Z[é{,—] uz(zi) :\/(”ai;]] u (21)+...+[g—} u2(2q)

i=l

q

evaluandose las derivadas en el punto correspondiente a los valores de medida.

4.-INCERTIDUMBRE EXPANDIDA

Lambre expandida U(y)\se obtiene multiplicando el valor de la incertidumbre
tipica por k, factor de cobertura, que depende del nivel de confianza P con que queremos
obtener la medida:

(i
=k
k)|
expresandose el resultado de la medida para un nivel de confianza del p%:
| 2U,0)
siendo k(p) dato.

Un nivel de confianza del p% indica que la medida estara comprendida en el intervalo
;¥ ¥ U,()) con una probabilidad del p%.

Para un nivel de confianza p del 95%, k =2. Este valor es el mas empleado en

aplicaciones industriales, por lo que en general se escribird: Ups(y) = 2 * u(y) y el
resultado de la medida sera: y & Ups(y).

Incertidumbre de medida-Ejercicios Inc.Med. 3/5
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