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S1 alguna vez estos
apuntes te sirvieron
de ayuda, plensa que
tus apuntes pueden
ayudar a muchas
otras personas.
Comparte tus apuntes
En i1ndusbol.com o
simplyjarod.com
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VYECTORES Y SISTEMAS DE VECTORES

1.- DEFINICION

Vector geométrico: segmento orientado caracterizado por su:
. s
Sea'ﬁ&O\ e

Médulo: longitud del segmento. D (@um

Direccién: recta que lo contiene.
Sentido: del origen al extremo.

2.- CLASIFICACION

f Libres: En su determinacion no hay que espec1ﬁcar su recta soporte ni su punto de
| origen.

B Deslizantes: Hay que espemﬁcar la recta de accion pero no el punto de origen.

| ‘ ngados Para su determinacién hay que especificar tanto la recta de accién como el
; origen del vector.

3.- OPERACIONES CON‘ VECTORES

-~

En todas las operaciones que siguen, consideraremos
sistemas de referencia con bases ortonormales (los
vectores de las bases tendrdn moddulo unidad y seran
ortogonales). También consideraremos nuestros sistemas
de referencia orientados a derechas.

Componentes ortogonales de un vector: Denominamos asi a las proyecciones del
vector sobre los ejes del sistema de referencia. Para un sistema de referencia cartesiano,

con los vectores ortonormales de la base 7, J,k , el vector @ se puede expresar como:
a=aji+a,) +ak

donde a,,a,,a; son las componentes ortogonales o proyecciones sobre los ejes del

sistéma de referencia del vector a.

3.1- SUMA

Sumamos dos vectores de forma geométrica llevando el origen del segundo al
extremo del primero. El vector suma tiene por origen el origen del primero y
por extremo el extremo del segundo.

Propiedades: conmutativa y asociativa.

Teoria - Vectores Vect. 1/10
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3.2- PRODUCTO POR ESCALAR

Sea @ un vector y k un escalar. El producto exterior ka es otro vector de
direccion la de @, sentido el de @ si k>0 y contrario si k<0, y médulo k14 |

3.3- PRODUCTOS ENTRE VECTORES:

3.3.1- PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El resultado es un escalar, que se define, siendo a y b los vectores,
como:
a-b=1al bl cos 8, siendo 6 el angulo que forman.

Expresados @ y b en base ortonormal, podemos escribirlo como:

d=aji+a,j+ak

b=bi+b,j+bk

b/
e @
S

.
C%d»zuacm de

3.3.2- PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES | B»© ‘2), e &
- SN ESY
El resultado es un vector ¢ = a x b, de: EBz - O progec
: Médulo: | @11 b1 sen 8, siendo 6 el angulo que forman a y b
' : Direccion: perpendicular al plano formado por a y b
VoREein bE_L‘“v) Sentido: tal que a, b ,(ax b ) formen un triedro a derechas (reglas del
MANC DERE(WA]  sacacorchos o de la mano derecha).
Se verifica:

i J k
EZ&XE:CII a, a,
b, b, b,
Propiedades:
1) axb=-bxa antt@nmotalie)
2) Gx(b+E)y=daxb+axc

3.3.3- PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

Dados tres vectores d, b, ¢, se define como:

a a, a
i-(bxé)=(axb)c= |b b, b|=@ 5, &) ,
€ €6 &

y representa el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores. i.

Teoria - Vectores Vect. 2/10
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M= 0P«

Propiedades:

1) intercambiabilidad del producto escalar con el vectorial
a-(bx¢)=(ixbh) ¢

2) permutabilidad circular de vectores
G+(bxé)=¢-(axb)=0b-(¢xa)

3) antisimetria respecto al producto vectorial
G+(bx¢)=—d-(¢xb)

3.3.4- DOBLE PRODUCTO VECTORIAL

Se define como a x(I; x ¢ ). Es distinto de (a x 5) X C.
Se puede operar directamente o mediante la formula de expulsion:

4.- SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

4.1- MOMENTO RESPECTO DE UN PUNTO

s un vector. Se define el momento M, de un vector ¥ con origen en P respecto

~,/ de un punto O del espacio como el producto vectorial:

Al deslizar el vector v a lo largo de su linea de accién, el momento respecto de

O no cambia (ver demo).

Si consideramos el punto H, pie de la perpendicular por O a la recta soporte de

v, como origen de vV, el médulo del momento queda:

H 0P x §= (ww@)xw—

09)(34— P/

BIORO ~ mc'&)\o

& (i) Dando el valor de un vector, el punto respecto al cual tomamos momentos, y el
valor de dicho momento, queda definida la linea de accién de ese vector.

4.2- MOMENTO DE UN VECTOR RESPECTO DE UN EJE (MOMENTO

( OH{
Ros ‘qm\\’b
1y |= hiao W0l

AXICO)

Es un escalar. Se define como la proyeccion ortogonal sobre dicho eje (eje e) del
momento del vector respecto de un punto del eje. Considerando un vector ¥, un
punto O del eje e, y un vector unitario U, en la direccién del eje, el momento

axico vale:

ol = braro
&Yl g

W’fo

, Teoria - Vectores

M, no depende del punto del eje que consideremos.
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4.3- RESULTANTE Y MOMENTO: TORSOR

. Llamamos resultante R de un sistema de vectores deslizantes al vector que
" resulta de sumar todos los vectores del sistema:

R4 R=2 ¥, »Trwasiante
Llamamos momento del sistema respecto de un punto 4, M 4> a la suma de los
momentos en A de todos los vectores del sistema. Siendo P; el origen de cada
uno de los vectores V,, tenemos:

M, =% APx ¥,
Tomando otro punto B, el momento respecto de B vale:

%H E(BA'*R‘?\XG”\v M,=M,+ BAxR jverdemo[@
<
:g RAXT S Apx Ji:A .esta. ’expresién se le llama ecuacién del cambio de momentos, de gran
L " aplicacion.
= M — A
A A g\ — ) . . )
Y= Reducir un sistema de vectores deslizantes a un punto P es obtener un sistema
=My 4 &1 S R equivalente formado por la resultante y el momento del sistema respecto a P,
' AR aplicados ambos en P, llamandose al conju: R ﬁik; J-
4.4- INVARIANTES DEL SISTEMA (RESULTANTE Y MOMENTO
MINIMO)

Se llaman invariantes del sistema a ciertas expresiones vectoriales o escalares
que no cambian al variar el punto de reducciéon. Los invariantes fundamentales
son dos, aunque de ellos pueden derivarse otros:

1) Laresultante.R, (invariante vectorial)

— —

2)
multiplicamos escalarmente la ecuacion del cambio de momentos por R:

Aﬁ-;ﬂsg{:
iRi

(invariante escalar). Para demostrarlo

=

MB-E=MA-R+(BI1xR)-1§=MA-R =

resultante),- que representa la proyeccic’m del momento sobre la direccion de la
resultante, que coincide a su vez con el médulo del momento minimo, M. De
esto.se deduce que zel;;ﬁmomento tendré médulomminimeazen«gtedoswlos% ,ﬁntosgen

R

—
gt

Es

Un invariante derivado seria . (#, unitario en la direccién de la

encontramos un- nunto ene
que-elmédulo-de.ese:momento:es:minimo: (ver demo) g@p.—~,,..
4!

Ha 78
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4.5- EJE CENTRAL

El lugar geométrico de los puntos en los que el momento del sistema es minimo,
es decir, en los que el momento del sistema tiene la direccidn de la resultante, es
una recta paralela a la resultante llamada eje central. (ver demo)

Conocido un punto P y el momento del sistema en P, M »» la ecuacién vectorial
del eje central queda:

R,
J#f

+A-R (ver demo)

F=F +

Es evidente que el menor médulo minimo es 0; por tanto si encontramos un
punto en el que el momento del sistema es nulo, ese sera el médulo minimo, y
ese punto pertenecera al eje central.

S.- SISTEMAS DE VECTORES LIGADOS /(/Q D A/ TR f/%

5.1- RESULTANTE, MOMENTO Y VIRIAL (VIRITORSOR)

Asi como en el caso de vectores deslizantes habia que especificar la recta de
accion del vector, la cual quedaba definida con el momento, en el caso de
vectores ligados habra que especificar ademas el punto de aplicacion, que
quedaré definido con el virial.

Se define virial de un vector s respecto a un punto O, como el producto escalar
Vo= 045

siendo A el punto de aplicacion del vector

Por tanto, dadas las componentes del vector, del punto, y el valor del momento y

el virial respecto a ese punto, quedan definidos la recta de accién y el punto de

aplicacion.

Dado un sistema de vectores ligados se define el virial del sistema respecto al

punto O como la suma de viriales respecto a O de cada uno de los vectores que
lo constituyen: :

vo=2 OA, -5, ,
siendo 4; el punto de aplicacién de cada uno de los vectores del sistema.

Para relacionar el virial entre dos puntos, P y O, se emplea la ecuacién del
cambio de virales:

Vp=Vo + PQE

Teoria - Vectores ) Vect. 5/10
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El lugar geométrico de los puntos del espacio respecto de los cuales el virial es
nulo es un plano perpendicular a la resultante que recibe el nombre de plano
central, cuya ecuacion, siendo O el origen de coordenadas, ¥ el vector de
posicion de un punto P del plano central, y vo el virial en el origen, es:

-

Vo—-l_:‘R =0

Al punto de interseccion del plano central con el eje central se le llama punto
central. ‘

El plano central divide el espacio en dos semlespacms teniendo en uno viriales
positivos y en el otro negativos.

Teoria - Vectores . Vect. 6/10
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)( EJERCICIO VECT. 8. (SEP 2005)

Un sistema de vectores deslizantes tiene como resultante R=3i- j y momento respecto al origen
M, = ak . Determinar el valor de a para que el eje central del sistema pase por el punto A(1, 1, 0).

\/" EJERCICIO VECT. 9. (SEP 2006)

V2
2 3

w|§

Un punto tiene de coordenadas cartesianas ( ~.2 ) . Obtener sus coordenadas esféricas.

f: EJERCICIO VECT. 10. (FEB 2007)

t»l%

Un punto tiene de coordenadas cartesianas (_é_ ) Obtener sus coordenadas cilindricas.

EJERCICIO VECT. 11. (JUN 2007) /

Dados los vectores libres @ = i — 27 + k y b = 1 + 7 — k, justificar si puede existir un vector no
nulo ¢ = Ai 4 7 para el que se cumpla que (a x &) x ¢ = 0.

EJERCICIO VECT. 12. (FEB 2008)

. Expresar en la base de coordenadas cartesianas {O,%,7,k} los vectores unitarios u, y u,, de la

' . .z . . U
base de coordenadas polares y obtener, por derivacién, la relacién entre los vectores tp Y up ¥

du : { - e
la existente entre los vectores —= y Up. GQ"'}?» U Y

dt Tr !

T % EJERCICIO VECT. 13. (JUN 2008)
| ' |

Utilizar la férmula de doble producto vectorial (a x b) x ¢ para deducir la condicién que deben
cumplir @ - & y b - ¢ (el vector b # 0) para que se cumpla la asociatividad del doble producto
vectorial: (a x b) x ¢ = a x (b x ¢) para vectores cualesquiera a y c.

' EJERCICIO VECT. 14. (FEB 2009)

/ Determinar el Vector proyeccién del vector 4k sobre el plano de ecuacién x4y + 2z = 0.

X EJERCICIO VECT. 15. (FEB 2009)

Un sistema de vectores deslizantes tiene como resultante R = A7 +j y momento respecto al origen
Mo = —4k. Determinar el valor de A para que el eje central del sistema pasepor el punto A(4,4,0).

1 EJERCICIO VECT. 16. (SEP 2009)

Se da el sistema de vectores delizantes v1 = —1i+ 1§ y w9 = +1i con rectas soporte que
'\ pasan por los puntos respectivos 41(0,3,0) y A(1,0,0). Determinar un sistema equivalente al dado
con el menor ntmero posible de vectores, indicando su correspondiente recta soporte. \

Ejercicios - Vectores , (., - i Vect. 8/10
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EJERCICIO VECT. 1 (Feb 95)

Demuestre que el vector a = (u x v) X (r x s) pertenece a la interseccidn de los planos que forman u, vy
r,s.

EJERCICIO VECT. 2. (Feb-99)

Sefiale las siguientes afirmaciones correctas para cualquier sistema de vectores ligados, con la
particularidad de que todos pertenezcan a un mismo plano 7 y que su resultante no sea nula:

a) El eje central es perpendicular al plano .

b) El virial se anula en los puntos del eje central.
¢) El momento minimo es nulo.

d) El punto central siempre esta en el plano 7.

e) El plano central coincide con el plano 7.

EJERCICIO VECT. 3. (Feb 01) (SEP 2003)

Dado un sistema de vectores deslizantes, cuyo torsor en el origen de coordenadas expresado en
componentes cartesianas ortonormales es R(0,0,1) y Mo(1,1,0), determinar si existira algin punto para el
cual el momento sea nulo.

EJERCICIO VECT. 4. (Sep 01)

Un sistema de vectores deslizantes esta constituido por tres vectores dados por sus componentes
cartesianas ortonormales, a(-1,-1,1), b(1,1,1) y ¢(0,0,-1) y sus rectas soporte pasan respectivamente por
los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,1). Determinar el eje central de dicho sistema.

EJERCICIO VECT. 5. (Feb 02)

El torsor de un sistema de vectores deslizantes en el origen de coordenadas viene dado en componentes
cartesianas ortonormales por: {R, Mo} ={(0, 0, 1), (1, 0, 0)}. Determinar el eje central de dicho sistema.

EJERCICIO VECT. 6. (Jun 2002)

El eje central de un sistema de vectores deslizantes es el eje Oz, la resultante del sistema tiene por
moédulo 1 y el momento resultante del sistema con respecto al punto A(1,0,0) vale M, = (0,1,1) en las
apropiadas unidades. Determinar el torsor del sistema referido al origen.

\CEJERCICIO VECT. 7. (FEB 2005)

.

Un sistema de vectores deslizantes esta formado por los vectores a =j +2k, b =i+3j, ¢ =2i~ j +k. cuyas
rectas soporte concurren en el origen de coordenadas Determinar para ese sistema la ecuacion del eje
central.

Ejercicios - Vectores g ~ Vect. 7/10
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PROBLEMA VECT. 2. (Jun 98)

I) § es un sistema de vectores deslizantes cuyo torsor en el origen de coordenadas es
R(0,0,1) y My(1,1,0), expresado por sus componentes cartesianas ortogonales en una
base ortonormal.

1) Determine el momento de mdédulo minimo.

2) Calcule las coordenadas del punto en el que el eje central corta al plano

IT) Se considera un campo vectorial en todo el espacio, definido mediante
M=Ay+z) i+ (AZ-Ax)j-(x+y k
donde A es un numero real y (x,y,z) las coordenadas de cada punto.

3) Demuestre que existen dos valores distintos de A que permiten interpretar
M como un campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes, y
obtenga dichos valores. Para ello, exprese su resultante R como R, i + R, j +
R; k y obtenga la diferencia entre los momentos del sistema respecto a dos
puntos giualesquiera, Py, ¥o 25) Y O(xq ysq zg), introduciendo las variables
X =xq~xp, Y =y, —yp Z = z;— z,. Se obtienen asi tres ecuaciones que deben
satisfacerse para cualesquiera valores de X, ¥, Z, con lo que se encuentran las
relaciones necesarias para determinar 4, Ry, R,y Rz.) ‘

4) Sean A; y A, los valores de A (A > Ay) correspondientes a los dos sistemas

que se demgnan mediante S’ y §%. Determine la resultante R y el momento
resultante M’ respecto de un punto (x,y,z) cualquiera para S’ y lo mismo para

s

5) Calcule el momento de médulo minimo y el eje central de S'.
6) Calcule el momento de médulo minimo y el eje central de S°.

II}) Se forma un sistema de vectores deslizantes S ‘ acumulando todos los vectores de S,
Slys? ~

7) Calcule el momento de S respecto al origen de coordenadas.
8) Determine el momento de médulo minimo para S *.

9) Obtenga el eje central de S’y las coordenadas del punto en el que corta al
plano z = 0.

Problemas - Vectores. Vect. 10/10
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PROBLEMA VECT. 1. (Jun 97)

Un sistema est4 constituido por los tres vectores a, b y ¢, definidos por las siguientes
condiciones:

/ a) Los tres vectores son unitarios.

b) Su producto mixto es 1.
c)a-i>0,axi=0,b-j>0,bxj=0.
d) El momento de a respecto al origen es j, y el de b es k.

e) El momento axico de ¢ respecto al segundo eje cartesiano es nulo.

f) El momento del sistema respecto al origen tiene médulo V3, y su producto escalar
por i es negativo.

Vf 1) Determine los tres vectores a, b y ¢, con sus rectas soporte que se expresaran
mediante su  ecuacion en coordenadas cartesianas.

/ 2) Reduzca el sistema de vectores al origen de coordenadas.

/ 3) Obtenga la ecuacién del eje central del sistema en coordenadas cartesianas y el
punto de interseccion del eje central con el plano z = 0.

" 4) Determine los puntos en los que el momento del sistema posee médulo minimo y
calcule el valor de dicho momento.

Para los res‘téntes apartados se tpéajaré suponieri'ag) que cada uno de los vé}?ores a,b y \
/  cestan 1igédos al punto de sx;/ soporte mas préxi;{no al origen de coordenadas. ) ;
o / , S o ;
! . .. - a /s S /
5) Petermine el virial gél sistema respectofal origen de coordenadas. 7 /

/ / / /

) Reduzca el sxst?ma de vectores al punto de coordenadas cartesmnas D( 1,2,3).
/ ; i

7) Obtenga el ,plano central del 51stema expresando su ecuacion, én coordenadas
| / cartesianas. / /

i/ : /

ffﬁf
z%; /

AL

,/M ey
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GEOMETRIA DE MASAS (I)

1.-MOMENTO ESTATICO

1.1-RESPECTO DE UN PUNTO O (M. CENTRAL)

Dado un sistema material discreto formado por i masas m;, situadas cada una en
un punto 4; del espacio, se define el momento estético del sistema respecto del
punto O como: :

./i[o =ZOAi ‘m,

El momento respecto a otro.punto O’ seria:

My = 0'4,-m = (0'0+04,)m, =
siendoM:Zmi

1.2-RESPECTO DE UN PLANO = (M. PLANARIO)

Se define, a partir de ./ilo , para un plano = que contenga a O, como:

| : /11,,=/120-a:202i-m,-ﬁ= Zm,. d,

siendo # el vector director unitario del plano 7 y d; la distancia en perpendicular

de 4; al plano « (o la proyeccion de 0;1,. sobre u).
Es independiente del punto del plano que cojamos, por ejemplo O;

M, =M, i =(0'0-M+. M) ii =M, i
por ser 0'O perpendicular a .
5'\0 ¢ 1.3-RESPECTO A UNA RECTA 6 (M. AXIAL)

Se calcula el momento estatico respecto a un punto O de la recta y se proyecta
sobre un plano perpendlcular a la recta que pase por O:

=(ix M )X U '
donde # es vector dlrector unitario, tanto de la recta como del plano.

s e Uf&vyuf
Si elegimos otro punto O’ de la recta, //25 no cambia (demo).

2.-CENTRO DE MASAS DE UN SISTEMA

Es el punto en el que se anula el momento estatico del sistema. Siendo O el origen de
coordenadas y G el centro de masas:

.. - . - - - M OA.-m
M, =0=GO-M+ .4, —0G-M=A, —->OG=‘/:§° =ZM'

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(I): 1/5
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Al ser O el origen, el vector de posicion de 4; vendra dado por:
Py =02i=x,z7+y,~]+z,.l€ " )
y el de G sera:
- X1 +y,]+zk)m,
FG=OG=Z( iy +zk)m,
M
Ve i Considerando el sistema de vectores formado por los vectores peso de cada particula, el
ec el

centro de masas coincide con el punto central de dicho sistema.

Si el sistema material posee puntos, planos o ejes de simetria (masica y geométrica), el
centro de masas se encontrara sobre ellos.

Todo lo visto hasta ahora estaba referido a sistemas discretos. Para el caso de sistemas
continuos, los sumatorios se transforman en integrales y las masas m; en diferenciales de
masa dm, que serdn funcion de la posicion. Vemos la diferencia estudiando cada
coordenada de G:

sistema discreto sistema continuo
: Zmi ‘X, jx -dm
M M

.y, y-dm
Jo Dom-y, Yo |

M M

_o2mig _ Jz'dm

76 M Y

Si un sistema material puede descomponerse en varios subsistemas, por ejemplo en 4, B
y C,ysison iy M, 7z My y 7z M los centros de masas por las masas de cada uno

de los subsistemas, el centro de masas del sistema total es el punto:

. _rGAMA +rGBMB +rGCMC
=
M, +M,+M,

Centro de gravedad del sistema: Se define como el punto de aplicacién de las fuerzas
con las que la Tierra atrae a cada una de sus particulas. Normalmente, en los problemas
sobre solidos de pequefias dimensiones comparados con la Tierra, se supone que
coincide con el centro de masas.

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(l): 2/5
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3.- TEOREMAS DE GULDIN

Usaremos los teoremas de Guldin para determinar la posicion del centro de masas de
algunos sistemas P\Cmoﬁ(m{ da> (\\(g&sz; ) :;.@Qe{ '5;\};@)\ Q (ooos)

1% Teorema de Guldin:

El drea de la superficie engendrada por una curva plana al girar alrededor de un eje
coplanario que no la corta, es igual al producto de la longitud de la curva por la
longitud de la circunferencia que describe su centro de masas.

2'71"dG.L =4

L = longitud de la curva MN
A = area de la superficie generada al girar la curva MN alrededor del eje

M,\ v ¢
7 46: ‘ ¢
L ) B
]
e e Ll
$ : r‘ﬁ-"oﬁ-w
‘o
.

2° Teorema de Guldin:

El volumen del cuerpo engendrado por una superficie plana al girar alrededor de un eje
coplanario que no la corta, es igual al area que gira por la longitud de la circunferencia
que describe su centro de masas.

2‘7Z'dG<A =V

A = area de la figura
V' = volumen de revolucién generado al girar la figura alrededor del eje

NoTal
- 2
Esge,ﬁls 5= 4ve
' V2 %‘(\\“3
..,L'&,;___;_w‘_\'_} ! Elye )32 nak
{ Expwide| V= %nqloc
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CLASE

“/( EJERCICIO G.M.1. (JUN 2002)
/

Determinar el centro de masas de una placa plana semicircular por aplicacién del apropiado
teorema de Guldin.

~ EJERCICIO G.M.2. (SEPT 2002)

Determinar el centro de masas de una placa plana en forma de semicorona circular de radios
menor y mayor R; y R, respectivamente por aplicaciéon del teorema de Guldin.

\/" EJERCICIO G.M.3.

Se considera el sistema continuo de vectores ligados que resulta de aplicar en cada elemento
diferencial de volumen de un sélido rigido su peso, es decir g - dm, con g supuesta constante.
Demostrar que el centro de masas del sistema, G, resulta ser, ademds, el punto central
(interseccion del eje central y el plano central) de dicho sistema de vectores ligados.

7
i‘;éf‘ EJERCICIO G.M.4. (SEP 2006)

N

Determinar el centro de masas de una placa plana rectangular de lados ¢ v b de abscisas situadas

entre o = 0; 2 = a y ordenadas entre y = 0;y = b, sabiendo que la densidad superficial de masa es
o = 12, siendo ¢; una constants.

P EJERCICIO G.M.5. (Jun-98) (JUN 2007)

-

e

i W
2 S

Un alambre homogéneo tiene forma de “U”, con sus lados rectos de longitud 2a cada uno, y
la parte semicircular de radio a. Determine la posicion del centro de masas del alambre.

Se construye una figura de alambre homogéneo con dos lados w/
rectos de longitud 2L cada uno y un arco semicircular de ra-

dio . Determinar la posicién del centro de masas en los ejes o
[ e
indicados en la figura.

5

, =
2r
I .fﬁ %

/ EJERCICIO G.M.6. (JUN 2009) B

2 2
£
“.Dada el drea definida por el recinto interior de la ehpse ﬁ = 1 correspondiente al primer

cuadrante cartesiano, determinar la coordenada, yc, de su cenmo de masas.
/1

"/ EJERCICIO G.M.7. (JUN 2010)

Sobre un placa cuadrada de lado L delgada, con densidad de masa constante o y centrada en el
arigen de coordenadas O(0, 0}, se ha extraido una porcién cuadrada de lado I cuyo centro tenfa las
coordenadas (0, A). Determinar la coordenada, yo, de la placa resultante.

Geometria de masas-Teorfa Geometria de masas(I): 4/5
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REPASO
f};}«iEJERCICIO R-G.M.1. (Feb-97)

- Se considera un alambre homogéneo con forma de media circunferencia de radio R. Calcule la

¥ EJERCICIO R-G.M.5.

distancia al centro de masas.

EJERCICIO R-G.M.2. (Sep-98)

Un sistema de puntos materiales y masa total m posee un plano de simetria (7) de direccion u.
Determine el momento estatico respecto a un plano (7), paralelo al de simetria a la distancia d
y con igual orientacion, y tal que HH - u > 0, siendo H y H’los puntos de interseccion con 7'y
7’ de una perpendicular comin a ambos planos.

EJERCICIO R-G.M.3. (Sep-00)

Demuestre vectorialmente que el centro de masas de dos puntos materiales P; y P,, de masas
m;y my respectivamente, tiene que pertenecer al segmento P;P,.

EJERCICIO R-G.M 4. (SEPT 2005)

Enunciar el teorema de Guldin que relaciona la longitud de un arco de curva con la superficie
de revolucion que engendra al girar en torno a un eje coplanario con €L

\

Geometria de masas-Teoria Geometria de masas(I): 5/5
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ESTATICA DEL PUNTO MATERIAL Y DEL SOLIDO RiGIDO

1.-PUNTO MATERIAL. MASA, SOLIDO RiGIDO Y FUERZA

Punto material es todo::punto-geométrico (sin dimensiones, o de dimensiones
despreciables) al que asociamos. un. escalar. m, denominado masa. Este escalar
determina el diferente comportamiento de puntos con diferente masa ante idénticas
acciones mecanicas.

Sélido=rigido es todo sistema.de. puntos-que-mantienen sus. distancias- entre ellos~
invariables.a lo largo.del tiempo. *

Fuerza es toda accidn. susceptible de alterar. el estado cinemdtico. de los.sistemas
materiales.

2.-EQUILIBRIO DE LA PARTICULA LIBRE

Una particula libre sometida a un sistema de fuerzas de resultante ﬁzz 13’ se

encuentra en equilibrio si F = Zﬁ, = () . Esta condicién es necesaria y suficiente.

3.-EQUILIBRIO DE UN SOLIDO

Un s6lido sometido a un sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio si:

D Fry =0 eviratcaslocien

D Moy =0 evio 4ito
siendo M, el momento de las fuerzas exteriores (procedentes de particulas
exteriores al sistema) respecto a un punto O (O puede ser el punto que queramos).

St un s6lido sometido a un sistema de fuerzas esta en equilibrio, también lo estara si se
le somete a un sistema de fuerzas equivalente al anterior (igual resultante y momento).

Si un sélido esta en equilibrio, podemos sustituir cualquier parte del sistema de fuerzas
que actua por una parte equivalente.

En el caso de un sistema formado por varios s6lidos, o en el de un sélido no rigido, las
ecuaciones anteriores no serfan suficientes para garantizar €l equilibrio (ejemplo del
compas).

Teoria-Estatica ) Estatica-1/6
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4.-REACCIONES Y ESFUERZOS INTERIORES

Cuando un sistema se mueve libremente, cualquiera de sus puntos se mueve sin ninguna
restriccion sobre sus coordenadas. Sin embargo puede ocurrir que los puntos del sistema
estén obligados a cumplir ciertas condiciones de ligadura, existiendo puntos que deban
restringir posibles posiciones o movimientos (moverse sobre una determinada recta o
superficie, mantener distancias constantes con el resto de puntos (sélido rigido), etc.)
Para cumplir estas condiciones se introduciran unas fuerzas de enlace o ligadura
(incognitas en general) introducidas por los vinculos sobre el punto que debe cumplir la
condicion determinada, distintas de las fuerzas aplicadas o dadas (datos, en general).

Generalmente a las fuerzas de ligadura que surgen del contacto entre puntos de un
sistema y su entorno se las denomina reacciones.

Si se estudia un sélido rigido, a las fuerzas de ligadura que surgen en su interior
proporcionando la rigidez se las denomina esfuerzos interiores.

5.-FUERZA DE ROZAMIENTO

Las leyes de Coulomb (Charles A. de Coulomb, 1736-1806) sobre el rozamiento seco
entre dos cuerpos que pueden deslizar relativamente sobre una superficie de contacto se
establecen sobre la fuerza de rozamiento que es necesario vencer para iniciar el

deslizamiento (ﬁ‘R ).El valor de esta fuerza ﬁR _es;

iy

1) Independiente del area de las superficies en contacto.

11) Dependiente de la naturaleza de las superficies en contacto.

1i1) Proporcional a la componente normal de la fuerza mutua entre ambas
superficies.

Por tanto, las fuerzas que aparecen entre dos sélidos en contacto pueden reducirse a una
reaccion normal N 'y a una fuerza de rozamiento F, . El valor.de. la . fuerza. de

rozamiento “dependera del coeficiente de rozamiento yx, asi como de si existe o no
deslizamiento entre los s6lidos en contacto, presentandose dos casos:

a) No existe deslizamiento: en este cado, la fuerza de rozamiento es desconocida
a priori, tanto en médulo como en signo (sentido). Lo que si sabremos es que

su valor sera |FR' < ,uIN'
b) Existe deslizamiento: en este caso, la fuerza de rozamiento no es incognita,

su médulo valdra 11:“ R“M:ﬂ 'UW , y su sentido seréa contrario al de deslizamiento.

Esto implica que, en un problema, la solucién correcta dependa de que
tomemos bien el sentido de F,.

Rozamiento a rodadura y pivotamiento: ver Schz. Prz.
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6.-CONTACTO ENTRE DOS SUPERFICIES

Cuando dos solidos S;y S, estan en contacto en un punto P, siendo tangentes en ese punto, la
accion de uno sobre otro se descompone en fuerzas y momentos de contacto.

En la direccion normal al plano tangente a ambos sélidos en P se tiene la componente de la
fuerza de contacto entre ambos, N. Si tomamos un sistema Pxyz con origen en P, con el eje z en
la direccién de la normal al plano'y los ejes x e y conformando dicho plano, la normal serfa la
componente en z de la fuerza de contacto.

Generalmente entre las superficies en contacto-de los:sélidos hay una resistencia al movimiento
| relativo de las mismas. Esto produce fuerzas de rozamiento nombradas en funcién del
movimiento que tienden a impedir:

- rozamiento al deslizamiento (F,): fuerza que se opone a la velocidad de deslizamiento

- vi+v,j
~ - v, >0=F = —uN ————
entre las dos superficies v, = v i +v_j, cumpliendo: Yy

v, :0:>|ﬁ’,,}s,uN

- rozamiento a la rodadura (M,): momento que se opone al movimiento relativo de

rodadura, es decir, a la componente tangencial de la rotacién @,, (segin el plano tangente),

~ ol +ao.f
B - - 0, >0=>M, =-6- N—=
®, =l +o j,cumpliendo: o,

(o,AzOle,,’S(S-N

- rozamiento al pivotamiento (M ,): momento que se opone al movimiento relativo de

pivotamiento, es decir, a la componente de la rotacién @,, normal al plano tangente, w,=wlk,

.k

w,>0=>M =-¢-N
. b y2 ;
cumpliendo: w;

a)p:O:>1]\7[p <e¢-N
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EJERCICIO EST.1. (Sep-98)
o
| 1
~ Se aplica la fuerza F al bloque homogéneo de la figura,
de peso P, siendo u el coeficiente de rozamiento con el F o
plano horizontal. Obtenga los minimos valores de a y u 1 P
para que el bloque permanezca en equilibrio. h
\ZSEJERCICIO EST.2. (Feb 2003) 777 ,/}A /77

Un prisma recto homogéneo de base cuadrada de lado a y altura £ se sittia con su base apoyada
sobre un plano inclinado un angulo 6 respecto a la horizontal, de manera que dos lados
opuestos de su base son paralelos a la linea de base del plano. Sabiendo que el bloque no
desliza, determinar la relacion maxima entre la altura 4 y el lado de la base a para que el
prisma no vuelque.

EJERCICIO EST.3. (Jun 2004)

Un prisma cuadrangular recto y homogéneo de base cuadrada de lado a y altura & se apoya
sobre un plano inclinado un angulo 8 respecto a la horizontal con el que tiene un coeficiente de
rozamiento s <a/h, de manera que dos lados opuestos de su base son paralelos a la linea de
base del plano. Determinar el intervalo de valores que puede tener el angulo 0 para que el
prisma deslice y no vuelque.

. EJERCICIO EST.4. (JUN 2005)

i

\>/

Dos barras iguales de masa m y longitud L estan situadas en un plano
vertical como se indica en la figura. Entre el suelo y las barras existe
rozamiento, de coeficiente estatico x4 y el contacto entre ambas se
supone puntual y liso. Determinar el méximo angulo a que pueden
formar entre si sin que deslicen sobre el plano horizontal.

7

X EJERCICIO EST.5. (JUN 2006)

Determinar el médulo de la fuerzsa de rozamiento estdtico entre dos cuerpos que permanecen en
reposo que interactian con fuerzas de accidu-resccidn dadas por Fy = 1le — 27 + 8k v Fy =
—1i + 27 — 8k ¥ euyo plano de tangencia es el 2 = 0.

EJERCICIO EST.6. (FEB 2009)

Una placa rectangular, de lados a v b, coplanaria con el plano vertical Ory demasa A, estd sometida
asupeso, —Mgj, aplicado en su centro demasas Clxe, 5} . aunafuerza desconocida, (Fp,i+Fpyi),
aplicada en B(0,8), v auna fuerza, debida awn vineulo liso, {F4,.2), en el punto 4(0, 0). Determinar

Fpe Fpy v Faz, si la placa esta en reposo.

EJERCICIO EST.7. (JUN 2009)

Un sistema de fuerzas deshizantes que actia sobre un sélide indeformable estd constituido por los
vectores £y = Ai+ (A + 2)7, aplicado en A(1,0,0) vy Fy = (p + 1) + vy, aplicado en Ax(2,0,0).
Determinar los valoves A, ¥ » para que ol sdlido este en reposo.

Ejercicios -Estética Estatica-4/6
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EJERCICIO R-EST.1. (Jun-95)

Un bloque de 10 kg de masa se encuentra sobre un plano horizontal, siendo el coeficiente de
rozamiento entre el bloque y el plano igual a 0,15. Determine el valor de la fuerza de
rozamiento cuando se aplica al bloque una fuerza horizontal de 10 N.

EJERCICIO R-EST.2. (Sep-97)

En la figura, P es el peso de la barra 4B, BC es un hilo T
inextensible, sin masa, y 4 un apoyo articulado fijo en la \

pared vertical. Represente las fuerzas que actian sobre la e
barra AB en equilibrio y la condicién geométrica que han : .
de cumplir dichas fuerzas si 4, B 'y C son coplanarios.

EJERCICIO R-EST.3. (Sep 2003) v P

Un cubo homogéneo de lado / se encuentra apoyado contra una pared sin rozamiento
fonnando un angulo 2 <7r/4 con el suelo. Determinar el valor minimo del coeficiente de

reposo.

EJERCICIO R-EST.4. (FEB 2005)

!

- Una barra de longitud L y peso P se apoya sobre una pared vertical sin rozamiento y sobre el
suelo horizontal, con el que existe rozamiento de coeficiente s, de forma que las verticales

que pasan por sus extremos estan en un plano perpendicular a la pared vertical. Determinar el
angulo minimo que puede formar la barra con el suelo horizontal para mantener el equilibrio.

EJERCICIO R-EST.5. (SEP 2005)
Un punto material esta obligado a permanecer sobre la recta de ecuacién y = cx (c > O) y esta

sometido a su propio peso —mgj , a una fuerza eldstica horizontal que le atrae hacia el eje de
ordenadas (F=-kxi), a la fuerza de rozamiento el4stica horizontal que evita el deslizamiento
Sobxe la recta , de coeficiente estatico 1, y a la reaccidén normal de la recta, V. Obtener,

I nponiendo las condiciones de equilibrio del punto, la relacién que debe existir entre 1 yc

para que el punto pueda estar en equilibrio para x > 0 y los valores de x en los que el punto
puede estar en equilibrio.

. EJERCICIO R-EST.6. (FEB 2006)

En el punto A4,(1,0,0) de un sélido en reposo se aplica la fuerza F(1,0,0) y en el punto
- 4,(0,1,0) se aplica la fuerza F ,(0,0,1). Razonar si se puede conseguir su equilibrio estético
; aphcando una tercera fuerza en algin punto del mismo

Se quicre arrastrar una caja de masa on tirando de ella mediante e enerda e fonna 457 con
la hewizontal, ST el eoeficiente estdtion el rozamicnto entre la caja v el suelo es pre, determinar la
fension de Te enerda en el instante que Lo vaja condenza a deslizar snponiendo que no vuelea,

Ejercicios -Estatica Estatica-5/6
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PROBLEMA EST. 1. (Jun 00)

Se considera una gria tipo pluma cuya estructura simplificada se presenta en la figura. El brazo horizontal
(“pluma”) tiene un peso Py, con su centro de masas G; en la posicién indicada, incluyéndose en dicho peso el
del propio brazo y el del motor, despreciandose el peso del gancho y pieza soporte. Ademas, existe un
contrapeso de valor P' en el extremo de la pluma més préximo a la torre vertical.

La torre vertical esta fijada sobre una plataforma horizontal cuyo centro se encuentra sobre el eje de la torre y
el conjunto torre-plataforma posee un peso P, aplicado segin el eje de la torre. Ademads, existen contrapesos
simétricos, colocados sobre la plataforma, cada uno de valor P.

La polea con el gancho soporte de la carga puede alejarse hasta una distancia méxima (a) del ¢je de la torre.
La plataforma horizontal est4 simplemente apoyada en A y B.
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En la posicién indicada en la figura:
1) Establezca el sistema de fuerzas considerado dibujando cada una de ellas sobre su soporte, y obtenga
en forma literal la maxima carga Q que puede soportar la griua con la polea en la posicién limite indicada.
2) En las condiciones del apartado anterior calcule, en forma literal, el valor de las reacciones en los
pies de apoyo de la plataforma (A y B), supuestas ambas de direccién vertical.
3) Determine las reacciones en A y B cuando la gria no tiene carga suspendida. En estas condiciones,
obtenga una relacion entre parametros de la griia que asegure que las reacciones en A y B sean iguales.
4) La carga maxima del apartado 1) se eleva una altura 4’ < & con velocidad uniforme durante un
tiempo At. Determine, en forma literal, la potencia tedrica del motor de la gria.
5) Obtenga los valores numéricos de las magnitudes solicitadas en los apartados anteriores en el sistema

internacional de unidades, cuando los valores de los parametros son los siguientes:
a'=5m; a=36m; d;=6m; b=4m; c=3m;, h=20m;, h'=24m;
P;=30kN; P,=40kN; P'=36kN; P=180kN; A=120s
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CINEMATICA DEL PUNTO

LVECTOR DE POSICION. VECTOR VELOCIDAD., VECTOR
ACELERACION.

1.1. VECTOR DE POSICION. ECUACIONES HORARIAS.

Se define el vector de posicién, 7, de un punto P, como aquel que tiene por
origen el origen de coordenadas y por extremo el punto P. Dicho punto estard en
movimiento cuando su vector de posiciéon cambie con el tiempo, 7 =7(?). Las
componentes cartesianas de este vector estaran expresadas entonces como
funciones del tiempo: :

z 4 .
7
/ - T = . :
v r) = x()i+y@) j+z20) k=), y@), 2(1)
/(_/9//;7? (ﬂt),:;(t),z(t))
0 g N
A .
S J

7
que reciben el nombre de ecuaciones horarias. La curva descrita por P en su
movimiento se llama trayectoria, y esta definida por las ecuaciones horarias de

P.

x=Xx(t)

Trayectoria : r =7(2) Ecuaciones horarias: y=y)
z=1z(1)

1.2 VECTOR VELOCIDAD

Se define como la derivada del vector de posicion con respecto al tiempo.
Partiendo de las componentes cartesianas del vector de posicién, las
" componentes cartesianas del vector velocidad seran:

dr _dx- dy- dz- e s
[ +——j+—k=xi+p-j+zk
t  dt dtj dt ey T

1.3 VECTOR ACELERACION

Se define como la derivada del vector velocidad con respecto al tiempo. En
coordenadas cartesianas, sus componentes son:

\_d2x7 d’y- dz- . - . - . P
_dtzl+dt2 ]+dt2k—x'z+y'j+z~c

Q!
il

&%
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c&@ 2. TRIEDRO INTRINSECO
/5N

Dada una curva (la trayectoria de un punto en nuestro caso) como:

C: x = x(1), y = y(t), z = z(t) (las ecuaciones horarias en nuestro caso)

o bien como 7 =7(t) (nuestro vector de posicion), siendo t un pardmetro cualquiera

(para nosotros el tiempo), el vector r'(¥) = %, derivada de F(?) respecto del

pardmetro ¢, es un vector tangente a la curva, situado sobre una recta tangente a la

curva.
'

El vector » ”(t)=~;{r—t— no es un vector tangente. ¥''(¢) v ¥'(¢t) definen un plano llamado

plano osculador. La recta soporte del vector producto vectorial #'(#)x r''(t) es normal al
plano osculador y a la curva y se llama recta binormal. La recta soporte del vector
producto vectonal[ (1) x r”(t)]x ¥'(t), normal a la curva y contenida en el plano
osculador, se llama recta normal principal.
De esta manera queda definido, en cada punto de la curva, un triedro llamado triedro
intrinseco, formado por las rectas tangente, normal principal y binormal. Los planos
que componen este triedro son:
- el plano osculador, ya mencionado, que queda determinado por la recta tangente 'y
la normal principal,

- ¢l plano normal, formado por la normal principal y la binormal,
- ¢l plano rectificante, formado por la tangente y la binormal.

Por ultimo, se definen tres vectores unitarios: ¢ (vector tangente), n(vector

normal) y b (vector binormal), pertenecientes a la recta tangente, normal principal y
binormal, respectivamente, y que componen, en ese orden, el triedro intrinseco a

derechas.
/\/m
2 ¢
! rlex /‘ Aty
r(hx/‘ ((’)IX/“ /
(kg :

Siparam. arco = L3fano (ewide
k4 Sob& v

2.1. RADIO DE CURVATURA. RADIO DE TORSION ~ & 7 3 *\¥1

C&r o 4 AS -
Si consideramos dos vectores tangente, siendo da el angulo que forman y ds el J¢ 2{5 é@ el
arco que los separa, se llama radio de curvatura p. al cociente p. = ds/do.
De igual forma, si consideramos dos vectores binormales, siendo df el angulo

que forman y ds el arco que los separa, se llama radio de torsion p, al cociente
= ds/dp.
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Z 2.2 FORMULAS DE FRENET

Expresan las derivadas de los vectores 7, 71 y b con respecto al pardmetro arco
(s, abscisa curvilinea).

2.3 VECTOR DE DARBOUX

Se define como:

=t b . :
Q= —+— (contenido en el plano rectificante)

P Pe
Se comprueba que:
O xr=dt_
ds p,
s p. P
O x g=£1_b_= _n
ds yoa

3. COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD Y DE LA
ACELERACION.

Definido el triedro intrinseco, vamos a poder expresar las componentes del vector
velocidad y del vector aceleracion, en cada punto, en ese triedro, obteniendo asi las
componentes intrinsecas de ambos.
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3.1 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD:
T e e
Ve = { o 79|, siendo: || VA +y2 4z " {

3.2 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA ACELERACION:

- - Joods ut o fe
L (7 IO A " /N 1 R MRV
4= — = = A= = A — T
dt dt dt de dt P, dt P,

La aceleracion tiene, por tanto, dos componentes:

- una componente en la direccién de la tangente, llamada aceleracién tangente
(o tangencial), que representa la variacién del mddulo del vector velocidad con
respecto al tiempo

di| . -
a=—"=
dt

- una componente en la direccién de la normal principal, llamada aceleracion normal,

que representa la variacion de la direccion del vector velocidad con el tiempo

a,=—=a-n
Pe
Por tantoa=a, - +a, -7 . La aceleracion esta contenida en el plano osculador.

A
g /

4. HODOGRAFA DE VELOCIDADES /0 A/O

Curva que describeun vector equipolente al vector ve1001dad y con origen en el origen
de coordenadas La ecuac:lones parametncas dela hodografa son:

\ X = —=x(t
X d 10
. d
Y =250 ,.
&
\ zZ-= -—~\—z<r)
\\« - /’/ ,/ ’

S. DEFINICION@«ESCALAR DE LA VELOCIDAD Y DE LA
ACELERACION FUNCION _ESPACIO, FUNCION "HORARIA,
FUNCION CINEMATICA Mo /

/
5

Consuierando una orientacion de la trayectoria y un origen del parametro arco, s
(abscisa curv1hnea) se puede descrlblr el movimiento del punto’ 'sobre la trayectoria
mediante el escalar s(t), llamada funczon espacio o funcién horaria. La derivada de s(t)
respecto del tiempo se llama funcidn cinemdtica, w(t), y representa la velocidad como

escalar, commdlendo con ]v] De igual modo derivando la funcién cinematica respecto

al tiempo obtenemos la funcién y(t), que representa la aceleraciéon como escalar, y(t),
que coincide con q, .
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6. SOBREACELERACION s,

Se denomlna sobreaceleracwn de orden » a la derivada enésima del vector aceleracmn.
0 ,

7. TEOREMA DE LA PROYECCION/”

La ve1001dad aceleracmn y sobreaceleraciones de la‘ proyeccmn de un punto movil
sobre un eje o sobre un plano coinciden con las correspondlentes proyecciones de la
velocidad, aceleracién y sobreacelera01ones del punto

/

8. VECTOR POSICION‘; »_,,VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR

ACELERACION EN COORDENADAS CILINDRICAS.

_ |d*p dgo}z - do dp d’e| . d'z _
a= -pl— | U, | 2— —+p—r|u,+ U,
[dr’- ? ( dae ) | T e e | T ar

9. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

La ecuacion del movimiento armoénico simple, solucién de la ecuacién diferencial
¥+ o x =0, sobre una base rectilinea es:

x = A sen (vt + ¢)

siendo:

- A: amplitud o elongacién méaxima

- w: frecuencia angular o pulsacién. w = 2zf = 2z/T
- ¢: fase inicial

- f frecuencia

- T: periodo

Aplicando el teorema de la proyeccidn, este movimiento puede estudiarse como la
proyeccidn sobre un diametro de un movimiento circular uniforme:

T=Aseh (wi+yp)

Teoria~-Cinemat.Pto Cin.Pto.5/12
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CLASE

A

KJEJERCICIO CIN.PTO.1 (Sep-98)

Un punto se mueve uniformemente sobre una hélice circular de radio R y paso p. Obtenga el
valor modular de su aceleracidn si su velocidad es v.

>{ EJERCICIO CIN.PTO.2 (Jun-99)

Un punto se desplaza segin el eje de abscisas con movimiento uniformemente acelerado, y se
conocen los siguientes datos, todos ellos expresados en unidades SI:

x(5)-x(1)=32, v(5)-v(1)=8 yx(0)=2
Determine x(1) y x(5) en metros.

~ EJERCICIO CIN.PTO.3 (Feb-01)

Un punto se mueve en el plano XOY de manera que su aceleracidon estd permanentemente
dirigida hacia el origen de coordenadas. A partir de la expresién de su aceleracién en
coordenadas polares, demostrar que el radio polar que determina su posicién con respecto al
origen barre 4reas iguales en tiempos iguales (ley de las areas en el movimiento plano).

" EJERCICIO CIN.PTO.4 (Feb 02)

Un punto estd sometido a la composicién de dos movimientos arménicos perpendiculares de
ecuaciones paramétricas respectivas: x(t) = Asen(wt +7/4); y(t) = Asen(wt — 7 /4) . Determinar

la ecuacion cartesiana de la trayectoria e indicar las caracteristicas (relacién de frecuencias y
diferencia de fase) de la figura de Lissajous a que corresponde.

EJERCICIO CIN.PTO.5 (Feb 02)

El vector de posicion de un moévil viene dado en funcion del tiempo por:
r(t) = cos(1007t)i+sen(100at)j+ 2tk . Determinar las expresiones temporales de las

aceleraciones normal y tangencial del movimiento.

>( EJERCICIO CIN.PTO.6 (JUN 2005)

Un punto mévil describe una trayectoria cuyas ecuaciones paramétricas son:
x(t) = cos(3¢)
y(t) =2cos(t)

o . 7
Obtener los vectores unitarios tangente y normal a la trayectoria en ¢ = g S.

EJERCICIO CIN.PTO. 7 (FEB 2006)(FEB 2010)

En un instante dado, un punto mévil tiene una velocidad v = i y una aceleracién a = i+j+k.
Obtener la aceleracién normal, a,, el vector normal a la trayectoria, i, y el radio de curvatura, p

‘»\EJERCICIO CIN.PTO. 8 (SEP 20006)

Una particula se mueve en el plano Oxy con una velocidad v = yi — 2j. Sien t = 0 la partfcula se
encuentra en el punto Py (e,0), determinar la ecuacién de la trayectoria.

Ejercicios-Cinemat.Pto. Cin.Pto-6/12
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>/\ EJERCICIO CIN.PTO. 9 (JUN 2007)

Un punto que parte del reposo describe una trayectoria circular de radio R de forma que su
velocidad angular crece linealmente con el tiempo w = ot. Determinar las componentes intrinsecas
de la aceleracidén del punto cuando ha recorrido media circunferencia desde su posicidén inicial.

EJERCICIO CIN.PTO. 10 (FEB 2008)

Un punto describe una curva definida por las coordenadas polares en funcién del tiempo siguientes:
p=kt? y ¢ =kt ,donde k es una constante. Determinar su aceleracién a en la base {0, u,, u,}.

EJERCICIO CIN.PTO. 11 (JUN 2008)

Un tornillo se desenrosca de modo que su eje de simetria avanza colinealmente con velocidad
uniforme ¥ en el mismo sentido del eje Oz de una referencia fija. de coordenadas cilindricas. Si da
n vueltas cada segundo y el paso de hélice es h, determinar la expresién en coordenadas cilindricas
de la velodidad instantinea del punto del tornillo con coordenadas B{Rp,0,0).

EJERCICIO CIN.PTO. 12 (JUN 2009)

En un determinado punto de su trayectoria un mévil tiene una velocidad v = ¢ + 27 v una
aceleracidn a = ¢ + 7. Determinar el radio de curvatura p en ese punto.

EJERCICIO CIN.PTO. 13 (SEP 2009)

Un mévil tiene una aceleracién en funcidn del tiempo dada por a = —t2i +2tv/12 + 1 + mk ¥
una velocidad vo(t = 0) = i + 13. Deternminar su velocidad para todo £. ’

EJERCICIO CIN.PTO. 14 (SEP 2009)

Determinar en todo instante, utilizando Ia 1* férmula de Frenet, el vector normal n a la trayectoria
1 . V3
contd + sentj + —k.

de un mdvil gl el vector tangente a la misma es £ = 5

REPASO

EJERCICIO R-CIN.PTO.1 (Feb-95)

Un punto mévil describe la trayectoria (x*> / a?) + (y* / b*) = 1 en el plano z = 0 (a > b), con ¥
velocidad de moédulo constante y siempre en el mismo sentido. Seflale los puntos de la
trayectoria en los que la aceleracidén es méxima y justifiquelo.

EJERCICIO R-CIN.PTO.2 (Feb-96)

El movimiento de un punto responde, en unidades SI, a
x(t) = 10 sen(2nt + 7/2) (t>0)

Calcule el instante en el que la sobreaceleracién primera del punto alcanza por primera vez su
valor absoluto méaximo.

Ejercicios-Cinemat.Pto. Cin.Pto-7/12




| Ingenieros Industriales | Fisical g

Profesor . Jo7

¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. 122 ' )
Alex Garcia

Tifno: 91 535 75 29

EJERCICIO R-CIN.PTO.3 (Jun-96)

Un punto mévil que parte del reposo describe una circunferencia con aceleracion tangencial
constante. Cuando vuelve a pasar por primera vez por la posicidn inicial, su aceleracmn total
vale a. Determine el valor de la aceleracién tangencial.

EJERCICIO R-CIN.PTO.4 (Feb 97)

Un punto se mueve sobre una circunferencia con la siguiente ecuacién horaria o funcién espacio
s=(10-12)t, en unidades S.I. Determine su aceleracién tangencial y normal en f=35s.

interpretando el significado de los signos correspondientes.

EJERCICIO R-CIN.PTO.5 (Feb-97)

,Cuaél es la utilidad del vector de Darboux?.

EJERCICIO R-CIN.PTO.6 (Jun-97)

Un punto se desplaza segun el eje de abscisas con movimiento uniformemente acelerado, y se
conocen los siguientes datos, todos ellos expresados en unidades SI:
x(3)=25, v(2)=19 y v(5)=123

Determine la abscisa, en metros, cuando t = 4 s, es decir, x(4).

EJERCICIO R-CIN.PTO.7 (Sep 97)

Exprese el vector de Darboux en la base que define el triedro intrinseco de una curva, indicando
el significado de los simbolos empleados.

EJERCICIO R-CIN.PTO.8 (Feb-99)

Exprese las componentes intrinsecas de la aceleraciéon de un punto en mecanica clasica.

EJERCICIO R-CIN.PTO.9 (Jun-99)

El vector tangente a una curva en un punto es (1/3) i + (2/3) j + (2/3) k, y su vector de Darboux 2
i+2j. ;Cuanto vale, en ese punto, la curvatura de flexion?.

EJERCICIO R-CIN.PTO.10 (Sep-99)

Indique justificadamente cuédles son las hodégrafas de velocidades y aceleraciones en un
movimiento circular uniforme.

EJERCICIO R-CIN.PTO.11 (Sep-99)

Escriba la primera férmula de Frenet en funcion del vector de Darboux.
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EJERCICIO R-CIN.PTO.12 (Feb-00) (Feb 2004)

Obtenga las componentes intrinsecas de la aceleracién usando las féormulas de Frenet.

EJERCICIO R-CIN.PTO.13 (Jun-00)

Exprese en coordenadas polares la aceleracién de un punto con movimiento plano.

EJERCICIO R-CIN.PTO.14 (Sep-00)

En un mismo instante se lanza verticalmente, alejandose de la Tierra y desde su superficie, un
grave con velocidad vy, y se deja caer otro grave desde una altura hy > 0, sin velocidad inicial.
Ambos llegan al suelo simultaneamente. Determine el valor de vy, en funciéon dehyy g.

EJERCICIO R-CIN.PTO.15 (Sep-01)

El vector de posicién de un movil en una referencia cartesiana ortonormal viene dado por la
expresion: r(t) = (2 +1)i+ (%t} j+ (- 1) k (m), viniendo el tiempo expresado en segundos.
Indicar el tipo de trayectoria que sigue y obtener las componentes intrinsecas de su aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.16 (Jun-01)

Un movil recorre una hélice seglin las coordenadas paramétricas:

x=Rcoswt ; y=Rsen ot ; z=(p/2n) ot
Determinar, para cada instante t, el médulo de su velocidad y las componentes cartesianas del
vector tangente a la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.17 (JUN 2002)

Un punto estd sometido a la composicion de dos movimientos armoénicos perpendiculares de
ecuaciones paramétricas respectivas: x(t) = A sen(ot + ©/2) ;  y(t) = A sen(wt - 7/2). Determinar
la ecuacidn cartesiana de la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.18 (JUN 2002)

El vector de posicion de un mévil viene dado en funcidn del tiempo por: r(t) = Acoswt i +
Bsenwt j. Determinar la expresion temporal del vector tangente a la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.19 (SEP 2002)

Del movimiento de un punto se conocen completamente los vectores velocidad y aceleracion (v
y a). A partir de estos datos, determinar el radio se curvatura de la trayectoria.

EJERCICIO R-CIN.PTO.20 (FEB 2003)

Expresar en coordenadas polares la velocidad de un mévil que describe un movimiento plano.

Ejercicios-Cinemat.Pto. Cin.Pto-9/12
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EJERCICIO R-CIN.PTO.21 (JUN 2004)

Del movimiento de un punto se conocen completamente los vectores velocidad y aceleracién (v
y a). A partir de estos datos, determinar el médulo de la componente normal de la aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.22 (Sep 2003) (Sep 2004)

Un mévil recorre una curva plana (cicloide) cuyas coordenadas vienen dadas en funcién del

] x=R(w-t—senw-t) . .

tiempo en la forma siendo @ una constante. Determinar las componentes
y=R(l—-cosw-t)

cartesianas y el mddulo de su aceleracion.

EJERCICIO R-CIN.PTO.23 (FEB 2005) (Jun 95) (Sep-98)
Escribir las férmulas de Frenet, indicando el significado de cada simbolo empleado.

EJERCICIO R-CIN.PTO.24 (SEP 2005)

El vector de posicién con respecto a un punto fijo, O, de un punto mévil P que se mueve en un
plano es r(1) = p(H)u (1)
1) Expresar la velocidad y la aceleraciéon de P en la base {up U, }

i1) Obtener la velocidad y la aceleracion de P si se mueve de modo que su distancia a O
crece linealmente con el tiempo ( p(¢) = kt) y el radio vector OP gira alrededor de O

con velocidad angular constante( () = @t )

EJERCICIO R-CIN.PTO. 25 (SEP 2008)

El vector de posicidn con respecto a un punto fijo, O, de un punto mdvil P que se mueve en un
plano es r(¢) = p(f)u,(t). Expresar la velocidad y la aceleracion de P en la base {u,, ).

EJERCICIO R-CIN.PTO. 26 (SEP 2008)

Una particula se mueve en el plano Oxy con una velocidad v = 24 — yj. Sien t = 0 la particula se
encuentra en el punto Py (2, 3), determinar la ecuacidn de la trayectoria.
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PROBLEMA CIN.PTO 1 (Jun 2001)

Un punto P se mueve segiin una trayectoria plana definida en un sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas mediante

x = Alkt séﬁ(kt'}\)

con 0< ki< 2n
y = A(l — cos(kt))

donde A y k son constantes positivas y ¢ ¢l tiempo que define un instante genérico del intervalo indicado,

1)

5)

6)

-~
f—

Dibujar, de forma aproximada, el tramo de trayectoria del punto correspondiente al intervalo
especificado (0 < kt < 27).

Obtener las componentes cartesianas de la velocidad de P y el médulo de dicha velocidad, en
funcidén de .

Calcular las componentes cartesianas de Ja aceleracién de P y ¢l médulo de dicha aceleracién, en
funcién de ¢.

Determinar las componentes normal y tangencial de la aceleracidn, en funcién de f.
Expresar la abscisa curvilinea s(#) mediante integracién de «(t), adoptando s{0) = 0.

Calcular ¢l radio de curvatura de la trayectoria en ol instante ¢ = x/k y expresar los vectores
tangente ¥ normal principal del triedro intrinseco de la trayectoria, mediante sus componentes
cartesianas.

Encontrar el maximo valor de la velocidad en el intervalo considerado e indicar dénde se alcanza,
determinando, a su vez, los valores de las componentes tangencial y normal de la aceleracién
en dicho punto. ;Existe alguna razén que justifique ¢l valor de la componente tangencial de la
aceleracion?

Determinar ol instante en el que ¢l punto P ha recorrido sobre la trayectoria una arco de longitud
24 a partir de la posicién inicial (¢ = 0).

LI A I T

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 10 puntos sobre 20 del total del examen.
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PROBLEMA CIN.PTO 2 (Jun 2002) { By ne et edig 323

Un movil recorre una trayectoria en el plano xOy, viniendo dado su vector de posicion
en coordenadas cartesianas por: r = Acoswt i + Bsenat j, jcon A > By @ constante.

D) Determinar la ecuacioén de la trayectoria del mévil en coordenadas cartesianas,
indicando qué tipo de curva es.

2) Determinar vectorialmente en componentes cartesianas la velocidad del mévil en
funcidén del tiempo.

3) Determinar vectorialmente, asimismo en componentes cartesianas, la aceleracion
del mévil en funcién del tiempo.

4) Determinar las componentes intrinsecas de la aceleracion en funcién del tiempo.
5) Referir la ecuacion cartesiana de la trayectoria al nuevo origen definido por
(C,0).

[Ind.: Comprobar que, en la nueva ecuacion, para x = -C, debe ser y = B].

6) A partir de la ecuacion de la trayectoria referida al nuevo origen, y tomando

C = JA*-B?, demostrar que la expresiéon en coordenadas polares de dicha
trayectoria (centro polar el nuevo origen y origen de angulos el gje Ox) es:

B2
pO)=—4—
1+ ~ cosd
A
7 A vpartir de la trayectoria obtenida en coordenadas polares, y definiendo

w*(t) = d6(t)/dt en la nueva referencia, obtener la velocidad del movil en
coordenadas polares.

8) A partir de las expresiones de la posicion y la velocidad del mévil (de masa m)
en coordenadas polares, obtener el momento cinético del mismo con respecto al

origen (nuevo) en estas coordenadas.

9) Relacionar el valor w*() = d6(t)/dt con el valor de @ constante utilizado para la
definicién del movimiento en la referencia antigua.

% %k ok ok ok ok ok Examen de junio 18-06-2002

NO se permite el uso de calculadora

Duracion: 90 minutos Calificacién: 10 puntos sobre 20 del total del examen.
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CINEMATICA DE SISTEMAS

1.-DEFINICION DE SOLIDO RiGIDO

Un sistema de puntos constituye un sélido rigido si las distancias entre ellos
permanecen invariables a lo largo del tiempo.

Dicho de otro modo, un sélido rigido o sistema indeformable es aquel en el que dados
dos puntos cualesquiera 4 y B, la distancia entre 4 y B permanece constante:

AB =ct. 2=
ngr cte :%B cte

Dado un vector de médulo constante pero de direccién variable con un determinado
parametro, la derivada de ese vector respecto al parametro serd ortogonal al vector. Asi,

para el vector AB , si derivamos la expresién AB * = cte con respecto a ¢, tenemos:

A partir de este ultimo resultado se demuestra que las proyecciones de las velocidades
de los puntos sobre la recta que los une son iguales (“Tma. de las ‘proyecciones”) Si es
O el origen de coordenadas:

dOB dOA ‘ o A

(—"—) 0 e uvt=u-v Dou=
|4

iO:u

>oTl

2.-MOVIMIENTO DE TRASLACION

Un sdlido esta sometido a un movimiento de traslacién pura cuando dados dos puntos 4

y B cualesquiera del mismo, el vector 4B se conserva constante. Si es O el origen de
coordenadas:

AB=cté — OB-OA=cte — d—— T 5P =) 5 1=

Por tanto, todos los puntos tienen igual velocidad y aceleracidn, y todos describen
trayectorias iguales. Las trayectorias pueden ser curvilineas o rectilineas.

3.-MOVIMIENTO DE ROTACION

Un solido estd sometido a un movimiento de rotacién pura cuando existan dos puntos, 4
y B, del sélido que en todo instante tengan velocidad nula.

Se demuestra que cualquier punto C situado en la recta que une 4 y B tiene también
velocidad nula. Siendo O el origen de coordenadas: y

v _6:>5'15—t”4 0 AC=1-AB=0C-0A4=-(0B-0A4)
. B A B o Y, B p, dOC -
v,,=o:>d03:o dAC:/l'dAB:dOC_dOA:l'(dOB_dOA):j 5
dt dt dt dt dt dt dt dt

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.1/9
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4.-CAMPO DE VELOCIDADES DE UN SOLIDO RiGIDO

Los puntos de un sélido rigido en movimiento tendran, en general, trayectorias,
velocidades y aceleraciones diferentes, pero no independientes, debido al hecho de
pertenecer a un sélido y cumplir la condicién de distancias relativas invariables entre
ellos.

Obtencién del vector velocidad angular @ (ver Schz- Prz. pags: 106-112). i
Concepto de @& (invariante vectorial).s Ws/5 = Weoy = S L veletdad ded %"*“"1"“ Mcﬁmm@é‘“
de o ¢j&1 de un durema S (ipedko de (o gy de vasvtemas:. €5 vna velouidad aagylar O.‘;*e R
R {\Q();beﬂt%l“f Un Lol | el O(‘Q,\O AR GO LA (e.de fﬂfﬁ;{f\&, ofiinVado )Qj‘v’b’\ oA &ﬁta de @
\A Se considera un sistema de referencia fijo S;, Oxy;z;, v un sélido S que se mueve mano defec k
{y\{\\" “{ respecto de S;. Se liga a S un sistema de referencia Oxyz, siendo O un punto del sélido
S. De esta manera, el vector de posicion de otro punto P de S vendra dado por:

#7=¥°+OP , con OP expresado en S. Derivando esta expresion respecto al tiempo
(ver aptdo. 2.4) obtenemos el campo de velocidades de un sélido rigido:

VP=Vo+adxOP

Se deduce de la férmula que:
- Silos puntos O y P estan situados sobre una recta paralglg a @, ambos tienen la
misma velocidad. OPA W —  p= Jot WGP => Cp=in
- El producto escalar de la velocidad de cada punto por @ es constante (invariante

escalar), es decir:
vha=v°-a

De esto se deduce que la proyeccion de la velocidad de cada punto en la direccion
de @ es constante e igual a la velocidad minima que pueda tener un punto del
s6lido. ’

4.1-EJE INSTANTANEO DE ROTACION Y MINIMO DESLIZAMIENTO

Es el lugar geométrico de los puntos del solido cuya velocidad es minima, es decir,

paralela a @ . Es una recta de direccién la de @. La velocidad en estos puntos estd

contenida en el eje y se denomina velocidad de minimo deslizamiento y tiene por

, ? P Cl_j . ’ . ’ iy gt (7) 0-3 o~k °
médulo ¥, =V " -— . Su valor vectorial es: ¥/, :(V" —_—)T Z Maan
N 2 @) |l

La ecuacion del E.LR.M.D. se obtiene de forma analoga a como obteniamos la del eje

central. Conocida la velocidad de un punto P del sélido, 17,, , y su velocidad angular, la
ecuacion queda:

oxv’ . =X.C.

w’ :

- si encontramos un punto con velocidad nula, la velocidad de minimo
deslizamiento es nula y ese punto pertenece al EIRMD, que en este caso se
llamara solamente EIR.

- si encontramos dos puntos con velocidad nula, el EIR pasara por ellos.

=T,

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.2/9
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4.4-DERIVACION VECTORIAL EN EJES MOVILES

Dado un sistema de referencia fijo S;, O/ X;Y;Z; , y otro sistema de referencia S, OXYZ
que se mueve con respecto a S; con una velocidad angular @,,, si tenemos un vector u

expresado en el sistema S, % = u_i + uy} + uzlz , la derivada de u con respecto al tiempo

para un observador en Sy seré:

(dﬁj du, - du, - du - di dj dk ( diZJ di dj dk
— | = i+ “j+ k+u o—+u oty —=|— | tu —+u - tu —
dt), dt dt dt de 7 dt de \dr), de 7 drt dt

El primer término es la derivada del vector u para un observador ligado a S. El segundo
término se podrd expresar como el producto vectorial de la velocidad angular @, por

(dﬁj (dﬁ) I
— = — +C()01XM
dt), \dt),

4.5-CAMPO DE ACELERACIONES.

u , quedando por tanto:

Derivando el campo de velocidades de un sélido rigido segin la formula de derivacion
del apartado anterior, obtenemos la expresion general del campo de aceleraciones de un
solido rigido:

P _ 59 +cf)xa")x0f3+%a—)x0}3§

- do . ., _
El vector « :7 recibe el nombre de aceleracion angular. El vector @ suele estar
t .

expresado en una referencia mévil, por lo que es importante derivarlo correctamente,
empleando la férmula de derivacion si fuese necesario.

4.6-VELOCIDADES ANGULARES DE PIVOTAMIENTO Y RODADURA

Si estudiamos el movimiento de dos s6lidos, Sy y S;. en contacto, la velocidad del punto
P de contacto de Sy respecto de S; se llama velocidad de deslizamiento de Sy respecto de
Sy esta contenida en el plano tangente comun a ambos sélidos por P. El sélido Sy en su
movimiento respecto a S, tendra una velocidad angular @ que podremos descomponer
en:
- una componente contenida en el plano tangente comun a S; y Sy por P, llamada
velocidad angular de rodadura (responsable del avance de Sy sobre S)), @,
- una componente perpendicular a ese plano tangente, es decir, en la direccion
normal a dicho plano, llamada velocidad angular de pivotamiento, @,

Si Sy rueda sin deslizar sobre S, la velocidad relativa del punto de contacto entre
l)

ambos sélidos es nula: \V,, lo dal he oael dedo on @ suelo 5 el e,

2\ g
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4.2-DISTRIBUCION DE VELOCIDADES ALREDEDOR DEL EIRMD

En cada instante, la velocidad de un punto del s6lido se puede descomponer en:

- una componente paralela al EIRMD, igual para todos los.puntos del sélido, que

g —pr. 2.9

es la velocidad de minimo deslizamient Corresponde a una

ol Jal’

,,,,,, ]

traslacion del s6lido en la direccion del [‘EIRMD’

- una componente perpendicular al eje y proporcional a la distancia al mismo,
que corresponde a un giro alrededor del eje, con radio igual a esa distancia y
velocidad angular de giro @ .

Por tanto, el movimiento mds general de un sélido, siempre lo podremos descomponer
en uno de traslacion en la direccién del EIRMD, a velocidad minima de deslizamiento,
y otro de rotacién alrededor del EIRMD, con velocidad de giro @ .

Si la velocidad de minimo deslizamiento es nula, el movimiento se reduce a un giro
alrededor del EIRMD, que en este caso se llama EIR (eje instantaneo de rotacion).

I
EJE LR.M.D

4.3-AXOIDES

Son los lugares geométricos de las rectas que han sido EIRMD en el movimiento del
solido. Dependiendo de si estudiamos las rectas del espacio (referencia fija) o las del
sélido (referencia moévil), distinguimos:
Axoide fija: superficie formada por las rectas del espacio que han sido EIRMD.
Axoide movil: superficie formada por las rectas del s6lido que han sido EIRMD.

Teoria-Cinemat.Sist. Cin.Sist.3/9
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EN SOLUCIONES

EJERCICIO CIN.SIST.1 (Feb-95)

En un instante, y para un sélido rigido S, se conoce la rotacién Q aplicada, su derivada dQ/dt y la aceleracién
a0 de un punto O del mismo. Escriba la expresién de la aceleracién de otro punto P de S.

EJERCICIO CIN.SIST.2 (Jun-96)

En un cierto instante un sélido rigido posee una rotacién @, cuya derivada respecto al tiempo es nula, y la
aceleracion y velocidad de un punto A del mismo son, respectivamente, a, y va. Escriba las expresiones de la
velocidad y aceleracion de otro punto B del sélido en ese mismo instante.

EJERCICIO CIN.SIST.3 (Feb-99)

Relacione vectorialmente las velocidades de dos puntos de un sélido rigido que se mueve de la forma mas
general posible

EJERCICIO CIN.SIST.4 (Sep-99)

Cuando dos solidos se mueven relativamente manteniéndose en contacto en un punto de su plano tangente
comun en cada instante, indique la denominacién y orientacién de las componentes caracteristicas del torsor
cinematico del movimiento relativo de uno de los sélidos respecto al otro.

EJERCICIO CIN.SIST.5 (Jun-01)

Expresar la aceleracién de un punto de un sélido indeformable en funcién de las magnitudes del grupo
cinematico en su centro de masas y su posible variacién con el tiempo.

EJERCICIO CIN.SIST.6 (Feb-99) (Sep-01)

Formular y demostrar el teorema de las velocidades proyectadas en el movimiento de un sélido indeformable

EJERCICIO CIN.SIST.7 (Jun 99) (Feb 2003)

Formular el teorema de las velocidades proyectadas en el movimiento de un sélido indeformable.

EJERCICIO CIN.SIST.8 (Sep-01)

Expresar la aceleracion de un punto P de un sélido indeformable en funcién de las magnitudes del grupo
cinemdtico en un punto del mismo, O, que se mantiene fijo.

EJERCICIO CIN.SIST.9 (Jun 2002)

Los puntos de un sélido indeformable A(1,0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1), dados en un sistema de referencia
inercial ortonormal, tienen velocidades respectivas en el mismo (en unidades coherentes): vo = (0, 1, 1), vg = (-
1,0, 1), ve = (0, 0, 1). Determinar vectorialmente la rotacién del sélido. [Ind: Expresar las velocidades de A y
B en funcion de la velocidad de C y el vector rotacién para determinar las componentes cartesianas de éste].

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.5/9
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EN CLASE

EJERCICIO CIN.SIST.1 (Feb-98)

P
y "~ Un cono recto de base circular, altura 4 y semiangulo o = 30°, rueda sin deslizar sobre un plano fijo

con velocidad angular @ de médulo constante. Calcule el valor modular de la aceleracion del centro
de su base.

EJERCICIO CIN.SIST.2 (Jun-98)

Sfi En un sélido rigido la aceleracion de cualquier punto P, durante un tiempo finito, se expresa
/7 mediante ap = @ x (@ x OP). Indique el caracter verdadero o falso de las siguientes proposiciones:

a) El punto O permanece en reposo o se mueve rectilinea y uniformemente.

b) La rotacion instantinea es constante en el tiempo (en direccién, sentido y modulo).

¢) Todos los puntos del solido describen trayectorias situadas en un mismo plano o en planos
paralelos.

d) La velocidad de cualquier punto es paralela a un plano fijo.

e) La aceleraciéon de cualquier punto es paralela a un plano fijo.

EJERCICIO CIN.SIST.3 (Feb-00)

Demuestre que si un punto O de un sistema indeformable tiene una velocidad vo, y la rotacién del

LR B

sistema vale @, el punto G determinado por el vector de posicion respecto a O: 0G = —

2
donde A es un escalar cualquiera, pertenece al eje instantaneo de rotacién y deslizamiento minimo del
sistema.

EJERCICIO CIN.SIST.4 (Jun-00) (JUN 2004)

En un cierto instante, un determinado punto de un sistema indeformable tiene una velocidad v# 0y
paralela a la rotacion @ del mismo. Justifique donde se encuentra dicho punto y si algun otro punto
del sistema puede o no tener velocidad nula.

K}{V‘&EJERCICIO CIN.SIST.5 (Feb-01)

!
J

En un instante dado, los puntos A, B y C de un sistema indeformable cuyas coordenadas dadas en

centimetros en una referencia ortonormal son A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,1) tienen velocidades

respectivas va(0,3,-2), vp(-3,0,1) y ve(2,-1,0) dadas en m/s con relacién a la misma referencia.

Determinar el eje instantaneo de rotacién y minima traslacion sabiendo que el origen de coordenadas
.| pertenece al mismo.

~] EJERCICIO CIN.SIST.6 (Jun 01)

En un instante dado, los puntos O, A y B de un sistema indeformable cuyas coordenadas dadas en
centimetros en una referencia ortonormal son O(0, 0, 0), A(1, 0, 0) y B(0, 0, 1) tienen velocidades
respectivas vp(0,0,1), va(0,1,1) y vg(0,0,1) dadas en m/s con relacién a la misma referencia.
Determinar la rotacion del sistema y el eje instantaneo de rotacidon y minimo traslacion.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.6/9
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EJERCICIO CIN.SIST.7 (Feb 2004)(SEP 2004)

En un cierto instante, un determinado punto de un sistema indeformable tiene una velocidad no nula
perpendicular a la rotacion @ del mismo. Indicar si podrd haber o no puntos del sistema con
velocidad nula.

EJERCICIO CIN.SIST.8 (JUN 2005)

En un instante dado, los puntos A(1,0,0)y B(0,0,1)de un sistema indeformable se mueven en el
sentido positivo del eje Oz con velocidades iguales en médulo de valor v. Determinar si el punto

1 . . . . .
A(O,T,O), que pertenece al mismo sistema indeformable, puede moverse en ese mismo instante
2

con la velocidad v, = % (=i - ﬁj + k).
EJERCICIO CIN.SIST.9 (SEP 2005)

Un solido rigido estda sometido a una rotacién pura @=2i+k. Si el eje de rotaciéon pasa por el
origen de coordenadas, obtener la velocidad del punto P del sélido que tiene coordenadas(1,2,0)

EJERCICIO CIN.SIST.10 (FEB 2006)

En el instante t se sabe que dos puntos de un sélido indeformable de coordenadas B(x,y,z) y
Py (=x,~y,z), con x, y, z cualesquiera, tienen velocidades respectivas: v, =—2yi +2xj+ 0k y
v, =+2yi — 2xj + Ok . Determinar la velocidad instantanea de rotacién del sélido, .

EJERCICIO CIN.SIST.11 (FEB 2008)

Un sélido cilindrico homogéneo de radio R = 1 rueda sobre el plano horizontal Oxy de tal manera
que su centro de masa, C'(0,0, R), tiene la velocidad ve = 34 ¥ una velocidad de rotacién w = 25,
Determinar la velocidad, va, del punto A(0,0, 0) de la generatriz de contacto del cilindrico con el
plano Oy y decir i el cilindro desliza.

EJERCICIO CIN.SIST.12 (JUN 2008)

De un sistema indeformable se sabe que tiene mma rotacidén instautiea w = 32+ p3 y que el

punto B(0,0,0) perteneciente al mismo tiene una velocidad vp = —4k. Determinar g para que la
velocidad del punto A(4,4, 0) sea nula. U

EJERCICIO CIN.SIST.13 (JUN 2009)

Las velocidacdes de los puntos 0(0.0.0), P1(1,0,0) y Py(0, 1,0), correspondientes a un sélido indefor-
mable, son, respectivamente, vo = 0, vp; = 23 v vpy = —24. Determinar la rotacién instantanca,
W= wyt +uwyt +w, k. de dicho sélido.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.7/9
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REPASO

EJERCICIO R-CIN.SIST.1 (Feb-97)

Indique las proposiciones correctas en un movimiento de traslaciéon de un sélido rigido:
a) Las trayectorias de sus puntos pueden ser curvas en el espacio.
b) Las velocidades de todos los puntos del sélido son iguales en cada instante.
¢) Las aceleraciones de todos los puntos del sélido son iguales en cada instante.

EJERCICIO R-CIN.SIST.2 (Feb 2002)

Los puntos A(1,0, 0), B0, 1, 0) y C(0, 0, 1), dados en un sistema de referencia inercial ortonormal,
tienen velocidades respectivas en el mismo (en unidades coherentes): va = (0, 1, 0), v8 = (0, 0, 1), vc
= (1, 0, 0). Discutir si dichos puntos pueden o no formar parte de un s6lido indeformable.

EJERCICIO R-CIN.SIST.3 (Jun 2003)

Un punto de un sistema indeformable que esta sometido a un movimiento general cuya rotacion es ®
tiene una velocidad v4. Determinar a partir de estos datos la ecuacion vectorial del eje instantianeo de
rotacidén y minimo deslizamiento del sistema.

EJERCICIO R-CIN.SIST.4 (JUN 2006)

De un sistema indeformable se sabe que tiene una rotacidn instantanea w = Ak v que el punto
B(0,4,0) perteneciente al mismo esta en reposo. Determinar la velocidad del punto A(0,8,0).

EJERCICIO R-CIN.SIST.5 (FEB 2007)

De un sistewa indeformable se sabe que ticne una rotacion instantdnea w = 4+ J y que el punto
B(0, 4. 0) perteneciente al mismo tiene una velocidad 2. Determinar la velocidad del punto A4(0, 8, 0).

EJERCICIO R-CIN.SIST.6 (SEP 2007) (FEB 2009)

De un sistema indeformable se sabe que tiene una rotacidn instantdnea w = 3¢ — j y que el punto
B(0,0,0) perteneciente al mismo tiene una velocidad vp = Ak. Determinar A para que la velocidad
del punto A(1,1,0) sea minima.

EJERCICIO R-CIN.SIST.7 (FEB 2008)

En un instante dado se sabe que las velocidades de los puntos A(1,2,0) y B(1,1,0) de un sélido
indeformable en movimiento son v4 = 24+ 17 v vB = 54 + 17, respectivamente. Ademds, todos los
restantes puntos tienen las velocidades paralelas al plano Ouxy. Determinar la rotacién instantdnea,
w, del sistema.

Ejercicios-Cinemat. Sist. Cin.Sist.8/9
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PROBLEMA CIN.SIST.1

Un disco de radio R, situado en el plano Oxy se desplaza de manera que su centro C est4 siempre
situado sobre el eje Oy. En el instante de estudio la velocidad angular del disco es @ = wk , la
aceleracion angular es @ = ark , la velocidad de Ces V¢ = Vi y su aceleracion es a€ = aj . Calcular

en dicho instante la velocidad y la aceleracion del punto P de la periferia del disco que se encuentra
sobre el eje Oy a mayor distancia de O.

PROBLEMA CIN.SIST.2

Una barra homogénea de longitud 23 se encuentra inicialmenle en el plano XZ de un

sistema de relerencia ortonormal, con uno de sus extremos (A) situado en el punto de

coordenadas (a,0.0) vy el olro (B) sobre el eje OZ. Se considera ademas el punto P, centro

geometrica de la barra. El extremo A.de la.barra esla obligado a moverse sobre una guia

paralela al eje OY de ecuacion x=a y el extremo B esta obligado a moverse sobre olra guia

coincidente con el eje OZ. En un momento dado, que se lomara como t=0, el punlo A

empieza a maverse con una velocidad constante vy. Se pide:

1 Oeterminar ta posicion y velocidad de los puntos A, By P en funcion del tiempo.

i) Oeterminar la aceleracion de .P y el radio de curvatura de su trayecloria en cada
instante. , ,

ii) Oemostrar que la trayecloria seguida por P es una circunferencia situada en un
plano vertical, determinando el cenlro v radio de la misma.

iv) Considerando la barra AB como parte de un sislema indeformat'e encontrar los
puntos de dichao sistema con velocidad nufa vy, a partir de ellcs, el £,2 inslantaneo de
rolacion y el valor de ésla.

Problemas-Cinemat.Sist Cin.Sist.9/9
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CINEMATICA RELATIVA DEL PUNTO

1.-COMPOSICION DE MOVIMIENTOS

Se va a estudiar el movimiento de una particula P respecto a dos sistemas de referencia, uno
fijo S;, 01 X; Y; Z,, y otro m6vil Sy, que se mueve respecto a 5.

El movimiento de la particula respecto a S; se designa como movimiento absoluto, y es el que
verfa un observador situado en S;, mientras que el movimiento respecto a Sy se llama
movimiento relativo, y es el que veria otro observador situado en Sy.

En general, el movimiento que perciba el observador situado en el sistema fijo S; serd mas
complicado que el que perciba el observador situado en el sistema mévil Sy. Por eso el estudio
del movimiento de la particula respecto a S; se hara descomponiéndolo en dos movimientos:
- un movimiento relativo: el que percibe el observador de Sy,
- un movimiento de arrastre: el que percibiria el observador de S; si la particula se
moviera unida o “pegada” al sistema Sj.

N

Ky
e

2.-COMPOSICION DE VELOCIDADES

La velocidad absoluta de la particula respecto de S, serd la suma de:
- una velocidad relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada
del vector de posicion de P en el sistema Sy respecto del tiempo.
- una velocidad de arrastre: la que tendria P respecto a S si se moviese unida al sistema
Sy. Para su andlisis, al considerar la particula como parte del sélido 0, emplearemos el
campo de velocidades del sélido rigido.
Si llamamos S5, sistema o sélido 2, a la particula P, la notacién empleada para designar
las magnitudes ser4:
- movimiento absoluto: subindice 2/ (movimiento de 2 respecto de /)
- movimiento relativo: subindice 20 (movimiento de 2 respecto de ()
- movimiento de arrastre: subindice 0/ (movimiento de 0 respecto de /)
Para indicar la particula a la que nos referimos usaremos el superindice con la letra de la
particula analizada. ‘
La relacion entre velocidades quedara por tanto expresada como:

i
H

P _SoP SoP =P P
Va =V + O Vs =V +Vime

Teoria- Cinematica Relativa Cinemaética Relativa 1/6
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3.-COMPOSICION DE ACELERACIONES

La aceleracién absoluta de la particula respecto de S; sera la suma de:

- una aceleracion relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada

del vector de posicidn de P en el sistema Sy respecto del tiempo.

- una aceleracion de arrastre: la que tendria P respecto a S; si se moviese unida al
sistema Sy. Para su anélisis, al considerar la particula como parte del sélido 0,

emplearemos el campo de aceleraciones del solido rigido.

- una aceleracion de Coriolis: éste es un término nuevo consecuencia de la velocidad
angular del sélido Sp respecto del S; y de 1a velocidad relativa del S, respecto del Sp.

Manteniendo la misma nomenclatura, la aceleracion absoluta queda expresada como:
J2 , ~ P _ - P - P ~ = P
dy = azo + am +2- By % Vzo 0 Aups =Qpp Ty 200 40 X Vg

Qoryy = Q?/s -+ Qb/s’l 2 ws s *Xp e
4.-COMPOSICION DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES ANGULARES

Llamando:
@,, ala velocidad angular absoluta del sélido S; respecto del S.

o,, alavelocidad angular relativa del solido S; respecto del S,
. @, alavelocidad angular de arrastre del sélido S respecto del Sy
tenemos: By, =Dy + Oy,
De igual manera y manteniendo la nomenclatura, para la aceleraciéon angular obtenemos:

a,, A\ + By X Dy
d W,
b ‘ g )
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EJERCICIO CIN.REL.1(Jun-95)

Una plataforma circular de radio R gira alrededor de su eje geométrico con velocidad angular constante
o, respecto a la referencia S. Un punto mévil que parte del eje se desplaza radialmente por la plataforma
con velocidad constante igual a v respecto de la misma. Determine el valor modular de la aceleracién
del punto mévil respecto de S cuando dicho punto alcanza el borde de la plataforma.

EJERCICIO CIN. REL.2(Sep-95)

La aguja minutero de un reloj tiene 0,6 m de longitud. Determine la velocidad del extremo de dicha
aguja respecto de un observador vinculado a la aguja horaria, cuando el reloj marca las 12 horas,
expresando el resultado en mm/s redondeando a las cifras de las unidades. (Sep-95)

EJERCICIO CIN. REL.3(Jun-96)

Determine el médulo, direccidn y sentido de la aceleracidn de Coriolis para un punto que se mueve en el
ecuador terrestre, con velocidad v hacia el Este. Denominese o a la rotacién terrestre. (Jun-96)

EJERCICIO CIN. REL.4(Sep 96)

Si un punto se mueve respecto de la Tierra sobre el plano horizontal hacia el Sur, en un lugar del

o . . 135 - . . . .
hemisferio norte de latitud 4 =30°, con una velocidad v=-—"-m-s"', determine la direccion, sentido
- Yy

modulo de la aceleracion de Coriolis del punto si se admite que la tltima referencia es un sistema de
coordenadas con origen en el centro de la tierra y direcciones fijas (el médulo de la aceleracién se
expresard mediante una fraccion irreducible). (Sep 96)

EJERCICIO CIN.REL. 5 (Septiembre 2006-09-18)

La plataforma de un “tio-vivo™ de radio R gira con velocidad angular  respecto del suelo. Un disco de
radio «, cuyo eje es solidario del “tio-vivo” y dista b del eje del “tio-vive” (« < b < R), gira con velocidad
angular —w respecto del ““tio-vivo”. Calcule el médulo de Ia velocidad de un punto de la periferia del disco
de radio u respecto del suelo.

EJERCICIO CIN.REL. 6 (Junio 2008-06-20) (Septiembre 2008-09-05)

r\\[,

El circulo de radio R de.la figura rueda sin deslizar respecto del plano
x1y ¥y permanece perpendicular a dicho plano en todo instante. El cir-
culo estd unido por su centro a una estructura en forma de T con un
brazo de longitud L que gira alrededor del eje z;, manteniéndose para-
lelo al plano xy, y que permite el giro del circulo respecto de aquella
estructura. Determine la velocidad angular Ben funciénde &, Ry L.

Ejercicio — Cinematica Relativa Cinematica Relativa 3/6
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EJERCICIO R-CIN.REL.1 (Parcial 1996-01-19)

Un cono de revolucién de semiangulo 0/2=30° rueda sobre un plano fijo © con una rotacién de médulo
constante Q. Calcular el tiempo T que tarda el eje del cono en completar una vuelta completa en torno a
un eje perpendicular a 7.

EJERCICIO R-CIN.REL. 2 (Final 1996-09-09)

Una varilla 4B de longitud 2a puede girar en torno a un eje
vertical O;4 sobre el que se encuentra el punto 4. La varilla
AB se encuentra siempre horizontal y en el punto B se une a

una esfera de radio « la cual puede girar en torno a la varilla / A LB
AB. La esfera, a su vez, rueda y pivota sin deslizar sobre un L v ; '
plano horizontal fijo n. Calcular el modulo y el dngulo que A \

forma con la vertical la rotacion de la esfera respecto al plano
fijo si la varilla AB tarda un tiempo 7" en completar una vuelta 5
en tomo a la vertlcaL et e s S S e 5555

EJERCICIO R-CIN. REL.3(Jun-99)

La Luna gira alrededor de la Tierra presentandonos siempre la misma cara. Admitiendo que el centro de
la Luna describe una trayectoria circular con una frecuencia angular de revolucion € en un sistema de
referencia (S) con origen en el centro de la Tierra y con direcciones fijas, y que la Luna posee una
velocidad angular ® respecto a S, perpendicular al plano de la trayectoria de su centro, determine la
relacioén que debe existir entre Q y . (Jun-99)

EJERCICIO R-CIN. REL.4(Feb-00)
Obtenga la aceleracion de Coriolis para un punto material que se mueve sobre la superficie de la Tierra a
lo largo de un meridiano en sentido Sur - Norte en un punto de latitud 30° N, con velocidad v respecto a

la Tierra. (Feb-00)

EJERCICIO R-CIN. REL.5(Feb 01)

Si un punto se mueve respecto de la Tierra sobre el plano horizontal, con velocidad v hacia el Norte, en
un lugar de latitud A <0, determinar la direccion, sentido y médulo de la aceleracion de Coriolis del
punto si se admite que la referencia fija es un sistema de coordenadas con origen en el centro de la
Tierra y direcciones fijas. (Feb 01)

EJERCICIO R-CIN.REL. 6 (Febrero 2001-02-19)

Un cono recto, de seccidn circular y semiangulo 30°, rueda sin deslizar sobre un plano siendow el
moédulo de su rotacién instantanea cuyo valor es constante. Calcular el tiempo T que tarda el eje del
cono en completar una vuelta completa en torno a un eje perpendicular al plano y el minimo tiempo que
transcurre entre dos instantes en los que una misma generatriz del cono entra en contacto con el plano.
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PROBLEMA CIN.REL.1

Se considera un cono recto de semiangulo o = 30° y generatriz | = 40 cm, que rueda
uniformemente sin deslizar sobre el plano z = 0 de un sistema de referencia S{O, x, y,
z}, con su vértice fijo en el origen de coordenadas, pasando sobre el semieje Oy tres
veces cada minuto. Un punto ‘'mévil P recorre una generatriz del cono, OA, con
aceleracion constante respecto al ‘cono, de valor

a=3,2 cm - s En el instante inicial t = 0, el punto P se encuentra en el vértice del cono
y su velocidad es nula, la generatriz OA esta situada sobre el semieje Ox, siendo OA - i
> 0y el cono se mueve de forma que la velocidad de su centro de masas, vc, satisface la
condicién v - j > 0.

Se define otro sistema de referencia S;{O, xi, yi, 1}, que tiene el origen y el tercer eje
coincidentes con los respectivos de S, y se mueve de forma tal que el eje del cono

siempre permanece en reposo en S . En t = 0 los triedros de S y S coinciden.

Cuando el punto movil P llega a la base del cono, determine:

1) Intervalo de tiempo transcurrido desde el instante inicial.

2) Posicion del cono y del punto P en la referencia S, dibujando un croquis al
respecto.

3) Para el movimiento del cono respecto a S, ecuacién del eje instantaneo de
rotacion y valor de la rotacién instantanea, expresando las soluciones en las
coordenadas y base del sistema S.

4) Para el movimiento del cono respecto a S, ecuacion del eje instantaneo de
rotacién y valor de la rotacidn instantanea, expresando las soluciones en las
coordenadas y base del sistema S.

5) Velocidad de P respecto al cono, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

6) Velocidad de P respecto a S;, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

7 Velocidad de P respecto a S, expresando sus componentes en la base del sistema
S.

8) Aceleracion de P respecto al cono, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

9) Aceleracion de P respecto a S;, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

10)  Aceleracién de P respecto a S, expresando sus componentes en la base del
sistema S.

NOTA:

Los resultados obtenidos se simplificardn y se expresaran, en su caso, en funcion de
numeros irracionales, sin efectuar operaciones con valores aproximados de estos
ultimos.

Sep 97
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PROBLEMA CIN.REL.2 (JUN 2005)

El sistema de referencia representado, S {0, x, y. z} 8 solidario a la cabina C, estando el eje z situado sobre ¢l gje
de giro de la cabina y siendo ademds coincidente en direccién y sentido con gy del sistema ligado al suelo Sq.

La cabina € de Ia gria gira en toroo a la vertical con velocidad angular wi{rk), al mismo tiempo la pluma o
aguilon A, se levanta respecto a la cabina con una velocidad angular e () ¥ se consideran en reposo las orugas o
tren de desplazamiento de la gria.

El anclaje de la pluma a la cabina en el punto Q, estd sitvado a una distancia € del eje de giro de la cabina y la
longitnd de la pluma es L.

1) Se piden, expresadas en 5:

1) Velocidad angular ways, ¥y aceleracién angular ag;s, de la pluma respecto de la referencia S,.
H) En esta segunda parte se considera la situacién:

= Reposos de las orugas o tren de desplazamiento de la gria.
» Rotaciones w;(f) = cte. = wh ¥ wa2(1) = cte. = .
= Angulo de la pluma con la horizontal = 5.

Se piden las siguientes magnitudes expre-
séndolas en S. '

2) Velocidad y. aceleracién del punto
Q, extremo de apoyo de la pluma,
respecto al suelo (S(), Yais, Y 2qys, -

3) Velocidad del puntolP1 extrerno de fa
pluma, respecto al suelo (Sy), vps,.

4y Aceleracién del punto P respecto al
suelo (8y), apss -

5) Velocidad y aceleracion de) punto P
respiecto a la cabina (S), vprs ¥ aps.

Considerando el movimiento de A wespecto a S| descompuesto en los movimientos de A respecto a C y de €
respecto a Sy, determine las siguientes magnitudes expresdndolas en S.

6) Velocidad y aceleracién de arrastre del punto P,

7)  Aceleracion de Coriolis del punto P,

8) Compruebe que la solucién de los apartados 3} y 4) coincide con la obtenida a partir de los apartados 5), 6)

y D

[T} En esta tercera y Gltima parte, el gancho de amarre que pende del cable de sustentacién estd a distancia & de P
y tiene masa m,

) Siendo wy = wy = 0, el carro avanza rectilineamente con aceleracién constants de valor a. Determine el
dngulo constante y (por medio de su tangente, tgy) que forma la vertical con el cable, ¥ su tensi6n, en
condiciones de movimiento estacionario.

110y Siendo wy = 0y w = cte. y estando el caro parado, determine el dngulo constante v (por medio de su
g tangente, tg ) que forma la vertical con el cable, y su tensién, en condiciones. de movimiento estacionario,
facilitando las ecuaciones que proporcionan tg ¥ v T en funcién de datos del enunciado.
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DINAMICA DEL PUNTO

1-LEYES O PRINCIPIOS DE NEWTON

1* Ley: Principio de Inercia.

Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme a no
ser que aquel estado se modifique aplicando al cuerpo una fuerza.

2° Ley: Ley fundamental de la dinamica.

La aceleracion (cambio en el estado de reposo o movimiento rectilineo uniforme) es
proporcional a la fuerza aplicada, coincidiendo con ella en direccién y sentido.

3" Ley: Principio de accion y reaccién.

La reaccion es 81emple igual y contraria a la accidn, es decir, las acciones mutuas de dos
cuerpos entre si son siempre iguales y contrarias.

Las leyes de Newton son vilidas en sistemas de referencia inerciales (es decir, en estado de reposo
0 movimiento rectilineo umforme sin aceleracion)

2-. ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA (2° LEY)

2.1.- ECUACIONES CARTESIANAS:

La forma mas general de la ecuamon fundamental de la dinamica, expresada en coordenadas
cartesianas, es la siguiente:

’77’552157\4(«\’,)’,2:«%,)}7290

"y

(F,?,t)zmi:? m-y=F(x,5,2,X,,2,t)
m-zZ=F (x,y,2,%,¥,2,t)

es decir, la fuerza puede depender de la posicién, la velocidad y el tiempo, y la ecuacion
vectorial da lugar a tres ecuaciones escalares diferenciales de segundo orden.

La ecuacion vectorial la podremos expresar en otras referencias, por ejemplo en cilindricas o
esféricas, proyectdndola en la direccion de los versores correspondientes.

2.2.- ECUACIONES INTRINSECAS:

Si expresamos la ecuacion fundamental de la dindmica en el triedro intrinseco obtendremos
las ecuaciones intrinsecas. Proyectando los vectores fuerza y aceleracién en el triedro queda:

. : d[vl
Fo=ma,=m-
dt
i
F o=m-a,=m —
P,

F,=0.

Teoria-Dinam.Pto. Dillatn.Pt0.1/16
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3.-MAGNITUDES CINETICAS

Llamamos asi a tres magnitudes que dependen de la velocidad y la masa del punto:

a) Cantidad de movimiento o0 Momento lineal, p :

Siendo m la masa del punto y v su velocidad, se define p como:

p=m-v
b) Momento cinético:

Siendo m la masa del punto material P, v su velocidad y O un punto del espacio, se define el
momento cinético io del punto material P respecto de O como el momento de la cantidad de
movimiento p respecto de O. Si es O el origen de coordenadas:

L,=0OPxm-vV=7Fxp
¢) Energia cinética:

Su unidad en el S.I. es el julio. Es un escalar que se define como:
E = lm 2
2

c

4.- TRABAJO Y POTENCIA

4.1-TRABAJO

El trabajo elemental que realiza una fuerza F cuando su punto de aplicacic’m se desplaza
dr segun una curva C es: dr
T
/“] b1~ |

D et

dt = F - dr ZF'dF'COSHZJF'dS'COSG—':F,‘dS ds =

ldci=ds

Si F =F. i+F, j+F, k y dF =dxi+dy ) +dz k , entonces:
dt =Fydx+F,dy+ F,dz

Para obtener el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento finito habra que
integrar la expresion anterior a lo largo del recorrido sobre la curva C, desde el punto inicial
1 hasta el final 2:

2 = —

T= II F-dr
El trabajo, por tanto, es un escalar con su signo, que dependera en general de la curva C o
trayectoria que une los puntos inicial 1 y final 2. Al igual que la energia, tiene unidades de

julios.
Operando en la expresion del trabajo elemental:

Ldr,
dt

a
a

Il
B

Il
!
2

it
~
<}

- dt
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4.2.- POTENCIA

La potencia es el trabajo realizado en la unidad de tiempo, o la derivada del trabajo
respecto del tiempo:

Es también un escalar, y su unidad en el S.I. es el Wattio.

5.- TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA DINAMICA DEL PUNTO

&\)
\9’6 DINAMICA DE LOS SISTEMAS PUNTUALES DE MASA VARIABLE

3.1.- TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La variacién de la cantidad de movimiento con el tiempo es igual a la fuerza resultante
aplicada sobre la particula. Para un sistema con m independiente de ¢:

~ - av dm dp = dp
F:m.a.—:m.-._ ( V) ‘ﬁjF:“‘B
dt dt de dt .
Si no hay fuerzas actuando sobre el punto material, la cantidad de movimiento se mantiene
constante: = TF -0

5.2.- TEOREMA DEL, MOMENTO CINETICO

La variacion con el tiempo del momento cinético de una particula material £ de masa m
respecto de un punto fijo O es igual al momento respecto de O de las fuerzas aplicadas sobre

P.Siendo O el origen y llamando ¥ a 013:

dL, dFxm-v) dF dm-3) _ dp . - -
Q= ( )=-></n VX ( )=I‘X—/‘=/‘X}‘:Mo
dt dt St dt dt
zf—’l/ L\?:j oy ¢ e Y ¢ SF
C 51 Y My = O g:zgwﬁ”
Si F'no da momento en O (nula o paralelaa 7 ), L, se mantiene constante. => S/Us} =) qé

5.3-TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA

El trabajo de las fuerzas aplicadas sobre la particula material se traduce en un incremento de

la energia cinética de la particula:
(\ Tl2:I/V12:AEc:E63—Ec,

\\l(f Si las fuerzas aphcadas no realizan trabajo, se conserva la energia cinética de la particula.

t/\Q \Lﬁ’)\

Para un punto material que intercambia masa con el entorno en su movimiento (p01 ejemplo, un
cohete), la ecuacién fundamental de la dindmica aplicada a ese punto queda:

m- = F iy
dt ¢ .
donde m es la masa en un instante determinado, v es la velocidad del punto, F es la fuerza
aplicada al punto, s es la variacion de masa con el tiempo, dm/dt, y v . es la velocidad relativa al
punto de la masa aportada o desprendida. Es fundamental la eleccion correcta de los signos de v, y
m (m>0 si se gana masa, 71 <0 si se pierde masa).
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7.-DINAMICA DEL PUNTO SOBRE CURVA

Se estudia la dindmica del punto ligado a una curva. En el estudio entra en juego la reaccién de la

curva sobre la particula que evita que ésta abandone la curva, buscdndose en la resolucion del

problema tanto la posicion del punto como el valor de dicha reaccion en cada instante.

Se consideraran en general curvas lisas y fijas, sin rozamiento, por lo que la reaccién sera normal a la

curva. El valor de la reaccién sera desconocido a priori.

El punto material puede estar ligado a la curva con enlace unilateral o bilateral

- Enlace unilateral: la particula se apoya en la curva, la reaccién de la curva sobre la particula
solo puede tener un sentido, y si se anula, la particula se Puede separar de la curva (deja de
haber contacto entre ambas)

- Enlace bilateral: la particula estd ensartada en la curva, la reaccién de la curva sobre la
particula puede tener ambos sentidos, puede anularse y cambiar de signo, y la particula no
puede separarse de la curva nunca.

Con vinculo liso, no hay rozamiento entre punto y curva, la reaccidén es perpendicular a la tangente a
la curva (esta contenida en el plano perpendicular a la curva en cada punto), y dicha fuerza no realiza
trabajo.

7.1.- ECUACIONES INTRINSECAS CON CURVA FIJA Y LISA

Si la curva es fija y lisa, curva y trayectoria coinciden, y sus triedros intrinsecos también.
Considerando la abscisa curvilinea (pardmetro arco) / y F' y N en componentes intrinsecas, se

bt . i ’ PR . — — -
obtiene (e Reeivion Wi ua~ priieale A7) }kg N, 7t hoi

F = m@jv

FE +N, =ml—_%
p/%n

F,+N,=0

=

G (AII = F{{:C’ S v 2 i’(ﬁ-&r;)

=Y

S

8.- DINAMICA RELATIVA DEL PUNTO. FUERZAS DE INERCIA.

8.1-. ECUACIONES DE LA DINAMICA RELATIVA DEL PUNTO

Se analiza el movimiento de un punto P respecto de un sistema no merc1a1 S que a su vez se mueve
respecto de un sistema inercial S;.

Segun ya se ha visto, la ecuacion que rige la dinamica del punto material en su movimiento respecto
de un sistema inercial S; es:

%

F, : resultante de las fuerzas sobre P

Fo=map; m: masa del punto

aps, aceleracion respecto de S,

Por composicién de movimientos se obtienen las relaciones:
> S P _ 5 P o P
Para velocidades sz, = V,,,g +V s, (6 sz —V20 Vo 0 Vs =Vesw TV )

donde si O es un punto de S, es Vs, = VOss, + Wy, % oP

Teoria-Dinam.Pto. . Dinam.Pto.4/16



L

B Ingenieros Industriales I Fisica | 3o,
J C Profesor 2 q
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid.
Aula de Ingenieria Alex Garcia
= Tifno: 91 535 75 29
CLASE

EJERCICIO DIN.PTO.1 (Feb-95)

A partir de la ecuacién fundamental de la Dindmica clésica, deduzca el teorema de la energia
cinética para un punto material y escriba su enunciado.

S

"EJERCICIO DIN.PTO.2 (Jun 96)

‘Demuestre que un punto material sometido a una fuerza central que pasa por un punto fijo
describe una trayectoria plana.

\;\;} EJERCICIO DIN.PTO.3 (Jun 97)

(Y

“~ Un punto material de masa m se mueve rectilineamente sometido a una fuerza motriz constante
F y a una fuerza disipativa de tipo viscoso. Su movimiento viene determinado por la ecuacion
md— =F - knv. Determine el valor de la energia disipada en la unidad de tiempo.

t

k EJERCICIO DIN.PTO.4 (Feb 00)

Demuestre la ley de las areas para el movimiento de un punto material bajo la accién de una
fuerza central.
EJERCICIO DIN.PTO.5 (Jun-00)

Determine la energia perdida por rozamiento por un cuerpo que ha bajado deslizando sin rodar
por un plano inclinado de altura h y 4ngulo de inclinacidn a por accién de la gravedad g, siendo
u el valor del coeficiente dinamico de rozamiento cuerpo-plano.

< EJERCICIO DIN.PTO.6 (Sep-00)
£ '

En el marco de la Dindmica clsica, un punto material de masa m se mueve rectilineamente
sobre un plano horizontal sometido a una fuerza de rozamiento, colineal y opuesta a su
velocidad, y directamente proporcional a dicha velocidad (constante k). Si en el instante t = 0 su
velocidad es vy, calcule la distancia recorrida hasta que el punto material se detiene.

EJERCICIO DIN.PTO.7 (Feb 2002)

Un punto material de masa m describe una trayectoria plana bajo la accidn de una fuerza cuya
linea de accidn pasa permanentemente por el origen de coordenadas de un sistema inercial.
Expresar el momento cinético del punto en coordenadas polares y demostrar que es constante.

EJERCICIO DiN.PTO.S (SEPT 2002)

El vector de posicion de un movil de masa m respecto a una referencia inercial viene dado en
funcion del tiempo por: r(t) = A cos ot i + B sen ot j. Justificar que se trata de un movimiento
bajo la accién de una fuerza central dirigida permanentemente hacia el origen de coordenadas y
obtener la expresién de la variacion temporal del vector momento cinético del mévil respecto a
dicho origen.
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EJERCICIO DIN.PTO.9 (Jun 2003)

Un mévil de masa m es forzado a recorrer una curva I' con una velocidad cuyas componentes

J v, =—wR sen a)tl
cartesianas son: } v, =@Rcosawt [ ,

[Vz=(p/277)60

siendo @ una constante. Determinar las componentes

intrinsecas de la resultante de fuerzas que acttian sobre el mismo (segin los vectores tangente,

normal y binormal a la trayectoria).

EJERCICIO DIN.PTO.10Jun 2003)

Una masa m colgada de un punto fijo por medio de un hilo flexible, inextensible y de masa
despreciable de longitud /, se mueve de forma permanente seglin una circunferencia horizontal
de radio R < [. Determinar el periodo T, del movimiento de la masa (tiempo necesario para

describir una circunferencia completa) en funcién de la relacion R/L.

EJERCICIO DIN.PTO.11(JUN 2002) (Sep 2004)

Un punto material de masa m describe una trayectoria plana. Expresar su momento cinético en

coordenadas polares.

EJERCICIO DIN.PTO.12(SEP 2006)

Un punto de masa m se mueve a lo lareo de una curva definida por el vector » = (20+1)s +(t2+1)9+
P & I Y L) J

£3k. La fuerza de resistencia que se opone al movimiento viene dada por R = —kwv, k constante.

Determinar el trabajo de dicha fuerza resistente en ¢l intervalo de tiempo de t =08 o t+ =15

[Ind: Todas las magnitudes se expresan en el sistema internacional]

EJERCICIO DIN.PTO.13(SEP 2007)

Una circunferencia de radio R situada en el plano z = 0 estd centrada en el origen de coordenadas
0(0,0,0). Un punto material de masa M recorre dicha circunferencia con velocidad angular w
constante. Si en el instante t = 0 pasa por el punto (R,0,0), determinar, para todo instante t, el

momento cinéticoe L p respecto al punto P{0,0, H).

EJERCICIO DIN.PTO.14(FEB 2008)

Un bloque puntual de masa m se lanza sobre un plano horizontal, en el sentido positivo del eje
Ox. El coeficiente de rozamiento dindmico es uq v en el origen de coordenadas, & = 0, la velocida
es 1p. La Gnica fuerza resultante es la del rozamiento. Determinar, utilizando el teorema de la
energia cinética, la relaciéon entre la velocidad v y la posicién & mientras la masa se mantenga en

movimiento.

EJERCICIO DIN.PTO.15 (JUN 2010)

pasa por el origen de coordenadas con una velocidad o, (0) = 1. Determinar 2 (#) ¥ 2(f), para todo

t
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: REPASO
EJERCICIO R-DIN.PTO.1 (Jun-95)

Un automovil ejerce una fuerza de frenado constante que lo detiene en un espacio de 30 metros
en un tiempo de 3 segundos. Determine la velocidad inicial del automévil en km/h.

EJERCICIO R-DIN.PTO.2 (Sep 95)

Deduzca la condicién necesaria y suficiente para que en mecénica clasica, un punto material
describa una trayectoria curvilinea con velocidad de modula constante.

EJERCICIO R-DIN.PTO.3 (Jun-97)

Escriba la ecuacion fundamental de la Dindmica del punto en el caso de masa variable, indicando
el significado de cada uno de los simbolos utilizados.

EJERCICIO R-DIN.PTO.4 (Sep-97)

Se considera un punto material que se mueve exclusivamente por accion de una fuerza que, en el
caso mas general, depende de la velocidad, de-la posicién y del tiempo. ;Qué ley de fuerza
deberia actuar sobre el punto para que la componente de la fuerza segin la binormal a la
trayectoria resulte siempre nula?

EJERCICIO R-DIN.PTO.5 (Feb 99)

- Um bloque de masa m = 100 kg. se desplaza con aceleracién constante a = 1 m/s?, sobre un plano
horlzontal rugoso de coeficiente de rozamiento p = 0,1. Determine la potencia de la fuerza
"motriz que debe aplicarse al bloque cuando su velocidad es de 10 m/s.

EJERCICIO R-DIN.PTO.6 (Sep-01)

Determinar la maxima velocidad, v, supuesta constante, con la que un automévil puede describir
una trayectoria de radio R sobre un plano horizontal rugoso de coeficiente de rozamiento u para

la superficie.

EJERCICIO R-DIN.PTO.7 (Sep-01)

El vector de posicion de un mdvil de masa m viene dado en unidades del SI por:
r(t)y=costi+sentj+ (t/2n) k
Determinar en funcién del tiempo su Vector momento cinético respecto al origen.

EJERCICIO R-DIN. PTO 8 (Feb 2003)

Un mévil de masa m es forzado a recorrer una curva I" con una velocidad de.médulo constante v.
Determinar las componentes intrinsecas de la resultante de fuerzas que actian sobre el mismo
(segin los vectores tangente, normal y binormal a la trayectoria) en un punto dado en el que
dicha trayectoria tiene un radio de curvatura p.

»
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EJERCICIO R-DIN.PTO.9 (JUN 2006)

Un mévil puntual de masa m se mueve con velocidad v = 41 — 27 4 4k bajo la accién de una fuerza
F =14 — 35 + 2k. Determinar la potencia instantdnes desarrollada por la fuerza.

EJERCICIO R-DIN.PTO.10 (JUN 2008)

Un pistén circular, de seccion S y masa despreciable, soporta sobre su cara superior perpendicular
al eje Oz un sélido de masa M. Si para t = 0 sobre la parte inferior del pistén actia una fuerza,
F > Mg, externa vertical y hacia arriba, determinar la aceleracién a con la que sube el sélido.
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PROBLEMA DIN.PTO.1 (Feb 99)

Un punto material P, de masa m = 0,1 kg, se mueve en el plane Ozy atraido por una fuerza directamente
proporeional & la distancia al origen de coordenadas, con constante de proporcionalidad k = 12.10% N Jm.

1} Demuestre que los movimientos proyectados sobre los ejes Oz y Oy son movimientos arménicos de

.

igual frecuencia y determine Ia frecuencia angular eomiin en rad/s.

2) Si en el instante inicial el punto P se encuentra en Py (7o, 7o) ¥ su velocidad es v = 291+ o,
determine las ecuaciones del movimiento sabiendo que

o = 0,Im o = 20m/s
v = 0,05m 7w = 30m/fs

expresando dichas ecuaciones eén unidades del sistema internacional (SI).

3) Obtenga la ecuacién de la trayectoria de P en coordenadas cartesianas v compruebe que es una
elipse.

4} Determine las direcciones de los ejes de la elipse v el valor de la longitud de sus senijejes,
5) Represente la elipse v la posicién inicial del punto P sobre la misma.

LI 2 B O

Se permite el uso individual de calculadora SIN informacidn previa. La existencia en la calculadora
de informacién almacenada o programada relacionada con el temario de la asignatura supondra la
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PROBLEMA DIN.PTO.2 (JUN 2006)

Un punte material P de masa m estd en contacto con
Ay un sélido perfectamente liso de seccion semicireular
vertical, de centro {0,0) ¥ radic B, en un punto 4 de
coordenadas (o, wn) = (—Hseny, Heosfy) del siste-
ma de coordenadas representado en la hgura.
En el instante inicial se dota al punto P de una velaci-
dad inicial tangente al sdlide de médulo ¥y, de forma

N S N que su movimiento comienza hacla walores crecientes
Plx.yw g de la coordenada vertical, permaneciendo en todo mo-
Al Yo 8 0 v mento en ¢l plane #0y.
] La tinica fuerza que puede actuar sobre P, ademids del
. peso, es la reaccidn normal N del sdlido. Se considera
H ¥ que, siel médule de IV se anula, el punte P se separa
del sélido.
I) Fn esta primera parte se considera el movimiento del punto sobre el perfil circular.

1) Expresar ¢l médulo de la reaccidn normal N que gjerce el sdlido sobre el punto P, en funcidn del
4 » 2 . ¥z
angulo 8 v del médulo de su velocidad en un instante genérico.

2) Determinar la velocidad maxima w, con que &l mévil puede ser lanzado para que n
del perfil circular del sélido en su parte inicial ascendente.

]
o
43
&
7]
e
I
Ué
@

N Suponiendo que & mdvil se ha lanzado con velocidad vy < vy, se pide:
3) Demostrar que N es positive en toda la trayectoria ascendente de P, desde 4 hasta 5.

4) Determinar, a partir del principio de conservacién de la energifa mecanica, el valor erftico v, que
debe tomar la velocidad inicial para que &l punto P llegue a S con velocidad nula.

III) Suponiendo que la velocidad de lanzamiento de mdvil cumple vy, < vy < wpe

%) Obtener e valer de la ordenada yp del punto D de la trayectoria descendente de P en el que €l
z P & 4
puntoe se separa del perfil semicircular del sélido.
6) Justificar que el punto D estd a menor altura que el punto inicial 4, es decir, yp << yn .

IV)  Se considera el perfil parabslico que tiene su vértice en el eje Oz ¥ que enlaza con el perfil semicircular
en la posicién del punto D y tiene en él la misma pendiente que dicho perfil semicircular. El punto P
que se separa del perfil semicircular en [J sigue su trayectoria en contacto con el perfil parabdlico.

7y Justificar que a lo largo de la trayectoria de P sobre la pardbola, el punto no se separa de ésta, es
decir, siempre es N > 0.
3
- . 2y
8) Sabiendo que el radio de curvatura del perfil parabdlico viene dado por p(y) = [ 14+—] pcon
P
yy3 '

p= —%9—, expresar la reaccién normal N de la pardbola sobre P a lo largo de la trayectoria, [Ind:
2 :

En cﬂ{ﬁm punto de la pardbola, el coseno del dngulos que forma la normal a la misma con la vertical
1
. 2y T2
es: cosf= (1+—y ]
p

9) Determinar la ordenada yp del punto mas alto, F, al que asciende el mévil sobre la parabola, en
funcién de v, yo v 9.
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PROBLEMA DIN.PTO.3 (FEB 2008)

Un punto material de masa m se mueve de forma ascendente sin rozamiento vinculado a la hélice de
ecuaciones paramétricas:

= Reosy
¥ = Rseng
z=R ¢

La hélice se encuentra situada de forma que la aceleracién de la gravedad estd dirigida segin el sentido
negativo del eje Oz. Para dicha situacién las fuerzas que acttian sobre la masa puntual son la accién

del vinculo liso, F';, = Nin + Nab vy el peso, p = —mgk v los vectores intrinsecos de la curva durante
L ] . . — senpt + coswf + k
el movimiento ascendente vienen dados en componentes cartesianas por: ¢ 5 \
v2

sengi —coseg + k
V2
[Dato: Tener en cuenta que el radio de curvatura de flexién de la hélice vale p=2R].

n=(—coset —sengj)y b =

En la primera parte del problema (apartados 1) a 7)) se analiza el movimiento de la masa puntual por
efecto de las fuerzas actuantes siguiendo un tratamiento vectorial newtoniano.

En la segunda parte del problema (apartados 8) a 10} ) se analiza el movimiento de dicha masa a través
de la aplicacién del principio de conservacién de la energia

Se pide:
1) Escribir la ecuacién fundamental de la Dindmica en coordenadas intrinsecas (como expresién de n
y t) referida a una trayectoria curvilinea cualquiera. (1 punto)

2)  Obtener, por identificacién de las componentes 4, 7 v A, un sistema de tres ecuaciones, en el
que, ademds de las constantes del problema v constantes fisicas, ficuren las variables del problema

L dn o
Ny, No, v, TR (1 punto)
d ,

3) A partir de las ecuaciones para las componentes segiin 4, 7 y k obtenidas en el apartado 2) obtener

+

una relacidn explicita entre ¥ ¢g. [Ind: se sugiere eliminar la componente &) entre las dos
ccuaciones correspondientes a las componentes segtin ¢ ¥ 7 multiplicando la primera de ellas por
sen ¥ la segunda por cosp y restando a continuacién, y climinar posteriormente Ny utilizando la
ecuacion de la componente segin k|. * (1 punto)

4) Por derivacién de las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la particula. obtener una expre-

. . . w . . dv , . _
sién que relaciona v y Hi, y finalmente una expresién que relaciona - v R, {1 punto)
fasa
dv .
5) lgualar las expresiones para i obtenidas en los apartados 3) y 4) para obtener la ecuacién que
(928
expresa @ en huncion de gy K. (1 punto)
6) Integrar la expresién del apartado anterior en funcién del tiempo con las condiciones en ¢ = 0,
$o =wo ¥ wo = O, para obtener explicitamente ¢-= (). (1 punto)

. dv , )

7) Llevar los valores obtenidos de Ny, =, v v ¢ a la ecuacién correspondiente a la componente 7 del
2 VY

apartado 2) para obtener ¥y en funcion del tiempo ¢ y las constantes m, R, g, wy. (1 punto)
8) Mediante la ley de la conservacién de la energia meecanica entre la posicién inicial (t =0, v = g,
z = 0) y la posicién genérica (t = ¢ v=v, z = Rig), obtener v = v(vg, g, R, ) ¥ la 2max cuando la
masa se hace partir de su posicién inicial con una velocidad inicial wg. (1 punto)
9) Igualando las dos expresiones de v de los apartados 4) y 8), obtener la relacién entre DY@,
separando variables a continuacidn. (1 punto)
10) Integrar la expresion obtenida en el apartado anterior con la condicién en t = 0, 0o=wo¥ wog=20
v obtener ¢ = p(t). comprobando que coincide con la solucién dada en el apartado 6). (1 punto)
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A)

PROBLEMA DIN.PTO.4 (JUN 2008)

Un tubo hueco de masa M = 0 transporta en su in-
terior una masa puntual, m # 0, que circula por su
terior sin rozamiento.

Fl tubo se mueve con rotacién angular constante (w =
whk = wok) en torno a una articulacién fija sin roza-
miento en el origen de coordenadas. Para ello achia
una fuerza exterior ' perpendicular al tuho en 2l pun-
to B, que dista del origen de coordenadas la distancia
fija b. La accidn del tubo sobre la masa puntual, si-
tuada en A, puede representarse por una fuerza F,

)
(et

o
Pt

9)

10)

perpendicular al tubo, al no existir rozamiento entre
el mismo ¥ la masa. Se denomina p = p(1) ala distan-
cia de la masa al origen en cada stante, £.

En ¢l instante ¢ = 0 la masa puntual m tiene las coor-
denadas polares (g, ) ¥ una velocidad en dichas coor-
denadas vo = poup + wopotte = 0up +wopotie

Expresar la aceleracion de la masa puntual m en coordenadas polares, a, en funcién del conjunte de
ariables §, p, 9, &, p y los vectores de la base polar u, ¥ u,.. Particularizarla para el caso presente
de v = w = wy. (1 punto)
Teniendo en cuenta que se frata de una situacién de vinculo liso, expresar la nulidad de la compao-
nente radial de la aceleracién para obtener una ecuacién en las variables g y p v la constante wy.
Multiplicarla por p y hacer una primera integral para obtener una ecuacidn en la que solo apare-

dp dp 1d(p)® 1d(pp
cen g,wo, p ¥ po. [Ind: tener en cuenta que g = %, que /j-ﬁ =pp =7 - Z Y que pp = j)—g-]
dt dt 2 dt d

{1 punio)
Separando variables, integrar en el tiempo la eccuacidn obtenida en el apartado 2) para obtener,
p=pt).Ent=0esp=pyvp=0 (I punto)
Comprobar que la solucidn de la ecuacion ohienida en el apartado 2) puede expresarse en la forma:

) em)t + e—wot

plt) = P = cosh wot. (1 punto)
Si la longitud del tubo desde el origen de coordenadas, O, hasta el extremo, es L, caleular el instante
te de salida de la masa puntual por el extremo, en funcion de wg, L ¥ pg. . (1 punto)
Determinar, utilizando las componentes polaves de la velocidad, el incremento de energila cinética,
AE,, entre el instante inielal, £ — 0, ¥ el instanie genérico ¢t = . Se weuerda que en ¢t = 0 la

velocidad de la masa no es nula. (1 punto)

Determinar laaceion, Fy, del vineulo sobre la particula de masa m como unaexpresién de m, wy, po, t.
(1 punto)
Determinar la expresion de la accidn exterior al tubo perpendicular a él, ¥, como 1ma expresién
de m,wo.p0.t, b (1 punto)
Determinar el trabajo realizado por F entre el instante inicial, £ = 0, y el instante genérico ¢t =1{.
{1 punto)
Determinar ¢l dngulo p, que la velocidad de salida, v, de la masa m, forma con €l eje Ou.
(1 punto)

dz x
= arg cosh —|

V2 —a? a

R EEEE

[Tud: tener en cuenta para el apartado 3) que

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 50 % del total del examen.
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PROBLEMA DIN.PTO.5 (FEB 2009)

Una masa puntual, m, estd enganchada en el extremo de un resorte de constante k y masa despreciable, cuyo otro
extremo estd fijo en el origen de un sistema inercial de coordenadas, Qxy, perteneciente a un plano horizontal, sin
rozamiento. La fuerza del resorte actiia permanentemente.

En un determinado instante la masa se dispara con velocidad vy paralela al eje Oy, de tal manera que Se mueve
sin rezamiento por el interior de la circunferencia de radio R y centro (#,0) en tanto en cuanto la fuerza N ejercida
por la circunferencia sobre la masa m sea positiva. Cuando N = 0 la masa despega hacia el interior de miwuna.

1)

2
=i

3)

[v'd]
p—

9)

10)

Aplicando la segunda ley de Newton, escribir la expresién de la componente normal a la trayectoria de la
fuerza ejercida sobre la masa por la circunferencia, N, en funcién de k.r,cos o, m,v? v R. (1 punto)
Utilizando la conservacidn de la energfa mecdnica en ol punto genérico P perteneciente a la cireunferencia,
escribir la ignaldad que relaciona m, o2, &, »2 ¥ vp. [Ind.: tener en cuenta que en el punto de lanzamiento la

- 1 )
energia total de mévil es £ = §mz:§] (1 punto)
Teniendo en cuenta que las rectas PO y PD forman un dngulo recto en el punto P, determinar la ecuacidn
que relaciona r, R, ¥ cos . (1 punto)
Obtener los valores de ¢, ¥ v en el punto general de despegue (N = 0), Damdndolos »*, 5+ ¥ uv* respectiva-
mente, en funcidn de &, m, R y . (1 punto)
Si se desea que el punto de despegue, P, sea el de mdxima ordenada, y = R, de la eircunferencia, como
aparece en el dibujo, obtener el valor vy en funcién de k. m v R. (1 punto)
Determinar en dicho caso las componentes de la velocidad en P*(vy y vy). El valor v} debe darse como funcién
Unicamente de ug. (1 punto)

Una vez que la masa ha despegado de la circunferencia, sélo queda sometida a la accidn de la fuerza del
resorte de constante k. Escribir la ecuacidn vectorial de Newton que relaciona m, P ky 1y descomponerla
en un sistemna de dos ecuaciones diferenciales escalares, una para la componente X y otra para la componente
y. (1 punto)

Comprobar que la solucién del sistema de dos ecuaciones diferenciales me neion aclas en el apartado anterior es:

3
r=Asen ‘/—t + 4y
’7’ N o . * » . .
p , stendo 4,84, B y &, constantes cualesquiera. Asimismo, obtener por derivacién
y=DBsen|/—t+3
mt

las dos ecuaciones correspondientes a las componentes de la velocidad (ve, vy} (1 punto)

Tbmando el instante en que la masa parte de P* como ¢ = 0 y utilizando como condiciones iniciales los valores
obtenidos en el apartado 6) determinar las cuatro constantes: A4, By do. (1 punto)

Sablendo que la ecuacién de la trayectoria es:

2 2 err s & .
Iy Y 2rysend, 9«
+ s - = =c0s° 4
A2 T B2 AD b
Indicar qué tipo de curva es y determinar el punto de corte con el eje Q. (1 punto)

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutos Calificacién: 50 % del total del examen.
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PROBLEMA DIN. RELA’Eff (JUN 2001)

i tubo AB, de m&mn”ﬁmg reciable, unido amente & la E{k/l?i)\fi‘kk OO gira con velocidad angolar
constante, £, en ¢l plano horizontal Oueyy aleededor del eje Oy, vertic al ascendeiite
Por ol interior ﬁﬁ%:lm pm;:fie OVETSE B pmsm nmmriai >, de masa m, sin rogarniento, actuando sobre

ronstante ﬁlax*-t:i@:e ky inﬂgimé s"gﬁmml nula.

fs

{figurn) estando di tj*’uiﬁr ff}{; i
valor deda distaneia OO0 o5 0.
Se pm;én& analizar ¢l equilibrio v el movimis
& / "

— L0 >0

Tt

e -
,*/A

[} Determine la posicidén de equilibrio rv%@s o de P en QOryz y oblenga el m}o; dc la reaccidn del tubao
eN 050 Casol '

Y ; A
£ 5 -

. . ¢ . D e ot
2} .In:;!;zhcg’sm las modificaciones en g respuesta anterior st — ~ 2% <0 o st o — £2°
i T m

3) Obrr*n:; la encrgia potencial del punto material en el sist

mmm /1a naturaleza del ethbrm

ma Qey: v justifique a partir de la

Para nxzahmr ¢l movimiento rﬁ%mz\'u en Oryz se adopta (m;m m»»i ante indeinl uno en el que Or vy Oy
coinciden g f»n direceion y *«fdni%tﬁﬂ En ese instante ¢l punto fsaterial P oposee una velocidad relativa wn.

4} Indlf{llf? cada nna ¢ :
expresandolas 01«

5) Obtenga ln o

las fuerzas reales v de las fue
sistema Oryz.

acion diferencial que deter umm b ley del movimiento relativo, y{t],

§) Determine Ja solucién de dicha ecuacién dtf{*r‘mma] con dos constantes de integp
dichas constantes a partir de las cowhgwma iniciales. Exprese finalmente

Acidn v obtenga
ecuacidn y(t) det

movike Hto relativo de P f
Ji P 5 4

71 Cale xm;;h,« componentes de la reaccigh del tubo sobre P e Mineidn deltiempo.

\ H
8) Para ¢onseguir la rotacidn uni urn?{ I tubo AB os necesario aphicar un pur Mok al sistema
formado por la manivela 00 y el tiibo AB. Determine el valor /’i icho par en funcidn del tiempo.

- . 5 k e
B lev del movimiento r¢lativo si — — Q% == (37 (:Lﬂ os cuando — — (2« (17
m m
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3.-MEDIDA INDIRECTA Y wedds do VAo ,} allimiboon o UGS ( Qaragl aAc(Ac,&kM\'/\\
Cwamdn o e Jiscag

Si la magnitud y estd relacionada con otras magnitudes z; a través de una ley fisica o

geométrica de la forma:

y=£z1 22 .., 2y ..,29)

podemos medir y de forma indirecta, midiendo las magnitudes z; y obteniendo el valor
de y a través de la relacién f. Hallando los valores corregidos por calibracién y
redondeo de las z; como se ha indicado en el apartado anterior, el valor caracteristico de
yes:

P=f7Z 1+ Ce +Cpi 72+ Cc2 + Cpaa ., Zi+ Csi + Chai o, Z g + Cizg + Ciag)

La incertidumbre tipica asociada a y sera:
e et e e o i e T e ___.,,,v—-.__\

WCERT e € 3 " ;
= WEDDS . (5 5 ,
{gth}F‘EC“; uy) = \/Z[é{,—] uz(zi) :\/(”ai;]] u (21)+...+[g—} u2(2q)

i=l

q

evaluandose las derivadas en el punto correspondiente a los valores de medida.

4.-INCERTIDUMBRE EXPANDIDA

Lambre expandida U(y)\se obtiene multiplicando el valor de la incertidumbre
tipica por k, factor de cobertura, que depende del nivel de confianza P con que queremos
obtener la medida:

(i
=k
k)|
expresandose el resultado de la medida para un nivel de confianza del p%:
| 2U,0)
siendo k(p) dato.

Un nivel de confianza del p% indica que la medida estara comprendida en el intervalo
;¥ ¥ U,()) con una probabilidad del p%.

Para un nivel de confianza p del 95%, k =2. Este valor es el mas empleado en

aplicaciones industriales, por lo que en general se escribird: Ups(y) = 2 * u(y) y el
resultado de la medida sera: y & Ups(y).

Incertidumbre de medida-Ejercicios Inc.Med. 3/5
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REPASO
EJERCICIO R-IN.MED.L. (Sep-96)

El lado de un cuadrado, de valor 100 mm., se conoce con una incertidumbre tipica de 2 um.
Determine la incertidumbre (k = 2) del 4rea del cuadrado.

EJERCICIO R-IN.MED.2. (Feb 98) (Sep-99)

{Qué son las magnitudes de influencia? Indique un ejemplo.

EJERCICIO R-IN.MED.3. (Jun-99)

Se conoce el valor de la base b de una placa rectangular y su incertidumbre tipica u;. Asimismo, se ha
determinado la altura 4 de dicha placa con incertidumbre tipica u,. Obtenga la incertidumbre
expandida (k = 2) para el 4rea de la placa.

EJERCICIO R-IN.MED 4. (Sep-00)

Conociendo la incertidumbre tipica, up, del didmetro D de un circulo, determine la incertidumbre
tipica del drea del circulo y su incertidumbre tipica relativa.

EJERCICIO R-IN.MED.5. (Jun-01)

Determinar la incertidumbre relativa con la que se podra obtener la velocidad de un moévil en
movimiento rectilineo a partir de la medida del espacio recorrido y el tiempo empleado, sabiendo que
estas medidas se realizan con una incertidumbre relativa del 1%.

EJERCICIO R-IN.MED.6. (Feb 02)

Determinar la incertidumbre relativa resultante en la estimacidén de la distancia a un punto dado
mediante un haz laser por un procedimiento de reflexiéon (2d = cAt), sabiendo que la incertidumbre
en la determinacién del intervalo de tiempo entre emisién y recepcion de sefial es del 0,5% y
suponiendo que la velocidad de la luz se conoce con exactitud.

EJERCICIO R-IN.MED.7. (SEPT 2002)

Al medir un prisma recto de base cuadrada, se obtienen los siguientes valores, todos afectados de sus
correspondientes incertidumbres, para las longitudes de su lado del cuadrado de la base y su altura,
respectivamente: a = 2 £0,005 cm; h = 40 £ 0,15 cm. Sobre la base de estas medidas, determinar el
volumen del prisma y la correspondiente incertidumbre.

EJERCICIO R-IN.MED.8. (SEPT 2008)

Para medir el valor de una corriente que circula en sentidos contrarios por cada uno de dos con-

ductores paralelos rectos infinitamente largos y extremadamente delgados se mide la distancia d

que les separa y la fuerza F' por unidad de longitud con que se repelen los conductores utilizando
2

—4
la férmula F = %, pero escrita en la forma: I = (21r)%y0 3¢} F3. Si se miden directamente la

pareja de valores [F,d] y se obtiene para cada uno de dichos valores una incertidumbre relativa de
wg Y wy, determinar la incertidumbre relativa, wy, del valor probable de I. Se supone wy, =0y
wy, = 0.

Incertidumbre de medida-Ejercicios Inc.Med. 5/5
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DINKMICA R CRTVA

3 : ” ot v -.P . s 74 . o 7% = P
Para aceleraciones: Aprs, = Apys + A" 515, + 2 Wy XV, 00N 2+ g, XV =a

coriolis
P

4

r = P _ = P - P — =P -~ P _ - P . p - =
(6 ay’ =a, +d, +2- Doy XV, 6 Aups =Qpp +Aupg +2°0 400 XVir,
. R ) ~ = Py D
donde si O es un punto de S, es: a”sis, =@ %sss, + Wgys5, X (@g5, X OP) + @55 x OP
Asi, la ecuacion de la dindmica puede escribirse:

e - ~ ~p =~ > - p =P ~p
F=m-ap =m-(aps+ass +2-a)S/S[ XVps)=m-(a" rer +a" are +a’ coriovss)
"\3'\9.«\‘@&&1 R o ¢qol
y a partir de ésta se puede escribir: F—m(a” s +a” cororis) =m-a" ket
L ARR T CORIOLS )
77 e A lpcf ¥
que proporciona la ecuacion de la dinamica en el movimiento del punto P respecto del sistema no

inercial S, incluyendo en las fuerzas sobre P los términos que resultande m-a“un y m-a"corows ,
que reciben el nombre de: - - 2
Fopp =—m-a" g =~ /a°+wxfWXo()]~%WyO*’)
. ! - AR —P~ G, +F i nege. (0 Taiong )
- Fuerza de inercia de Coriolis: Feor ==m-a’ coriovss => ﬁ - m(&) xfpw e SPIV* Fined o't Juge

-l x oe) 2 Fiaerc axuw el
Por tanto, la ecuacion fundamental de la dindmica relativa queda: F+ Foan + F’COR =M,

(ng Gt 0(0"‘)“”0 A omeo ax] o lo (\cfc&n) a(”& =0

A partir de esta ecuacidn, la condicién para la estatica relativa es que: F o+ ﬁARR =0 (D— - =
¢

- Fuerza de inercia de arrastre:

(siendo siempre FCOR =0 por ser nula la velocidad relativa en estatica)

@ECUAC[(’)N DE LA ENERGIA EN DINAMICA RELATIVA.

De forma analoga se puede analizar la energia cinética relativa, aplicando el teorema de la energia

cinética en el movimiento respecto del sistema no inercial S:
AT (eloRio (feappcte « )

- TN ~
dEc:dT:F'VP/s’dt'*'FARR'V/>/s’dt+ COR'VP/s'dt

L Uprr o (4}
- . I—TTT T
stendo: Feop Vs dt ==m- (2@, XV, )Wy s -dt =0
Por tanto: dE.=dT = ﬁ-ﬁ,,,s At F Vg - dt

St F'y F, derivan de potencial, entonces se conserva la energia mecanica. Un caso tipico e
interesante en que £, es conservativa se produce en un movimiento del sistema S de giro en torno a

un eje fijo con velocidad angular constante Q. Si se considera dicho eje como el eje z y se toman unas
coordenadas cilindricas r,8, z , se obtiene:

F e =mQ%rii, | que deriva de una energia potencial de valor:

1 . ,
Ui = -3 mQ*r*, llamado potencial centrifugo.

Teoria-Dinam.Pto. Dinam.Pto.5/16
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PROBLEMA DIN. RELAT. 1. (JUN 2001)

ivon velooidad anpgular

Un tulio AR, deseecldu despreciable, inido selidarimuente s la manivela Oy 0 gir

constante, 2, en o plane hor *:‘}35%3&5 Oy alrededor del ele Oz, vertical ascende

Por ol inrerior del tubo puede moverse up punto material P, de masa m, sin rozemionto, sctusudo sobre

el mising, sdemis del peso, ia verza de un muelle ideal, de constante eldstica & v Jongitud nat m*zl nula.

’{51 sistema de referencia Oy 2y o8 inereial ¥ como sistema de referencia ligado al tube se atilizard Qnyz

{figura} estando divigido Oy segin el eje del tulo ¥ slendos Oz paralelo & Gz v deb mismo sentido, Bl
E(:xi de b distancia OO o5 0,

% propone analizar el equilibrie v el movimiento relativo de P respecto a Oryez. admitiendo gue se verifios
;ﬁ‘b &

— =

It

~2 -

L} Determine la posicién de equilibrio refative de P en Oryz v obtenga o valor de la resceidn del tuba

OO0 CHso)

) . . i x’}i . !‘f 1 i
2} Justifique las modilicaciones en la respuesta anterior st — — 0% < 0o si — —~ 0% 0.
ey Som

3} Obtenga la energla potencial del punto material en el sistema Quyz v justifique a partir de la
misima la naturaleza del equilibrio,

Para analizar el movimicnto relativo en Oryz se adopta como instante incial uno en ol que Or v Qe
coineiden en direceidn v sentido. En ese instante el punto material P posee ana velocidad relativa o,

1} Indigue cada nna de las fuerzas reales v de las fuerzas de inercia que actiian sobre ol punto material,
expresandolas en ol sistema Oayz.

51 Oblengacda comncion diferencind gue « E{ terming b ey del movimie o refativo, 1], del prnto P

6} Betermine la solucidn de dicha cenacion diferencial con dos constantes de integracion v obtenga
dichas constantes a partir de las condiciones iniciales. Exprese finalmente la ecuacion y(2) del
moviniento relativo de P '

t

Vctfé 7} Calende s componentes de la reaceidn del tubo sobre P en faneién del tiempo.

Q(ﬁ 8] Para conseguir la rotacién nniforme del tnho AB os necesario aplicar un par M.k al sistema
e formado por lamanivela 0,0 vy ol tubo AB. Determine el valor de dicho par en fuucidn del tiempo.
&
z 3 + . . . ;‘7 3 53 “y N ; ) . _’
Sa Car 0 iCuwil s dn Im; el mr:‘;zxmvnm reluative sio— — 2% = 07 - Cuoil s crande — - 7 o 117

j\/" Hi H
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PROBLEMA DIN. RELAT. 2 (SEP 2003)

L

ion ¥ masn fh%{}fé{“miﬂm. ,g,im eén *zm j} Jaro {»; = ﬁj at’mmmﬁi} par

Un tubo OA, de longitud L v
un motor gue le imprime ung vels
G0y, respecto a un sistema ine

ymr

al é;e'z. ref@mmm 3@{(}3&31{131}1 Sﬁgﬁﬁ Eaa(iif;a a ﬁgma

Una bolita, asimilable a un punto material
P de masa m, puede moverse por el tubo
st rogamienta y su posicldn en ol sistema
de referencia S:{Owyz}, solidaria del tuba,
se establece mediante la abscisa £ = OP.
A su vex, Ta posicion del sistema S respecto
a5y viens definida medinnte t’*l angulo ¢

Yy

m\ entre los respectivos efes do abselsas, como
‘\ 7 se observa en la figuea,
L . Sobre el punto material P se aplica una
0 =lo% - A .
o fuerza afractiva hacles O, de mddulo

KO P siendo b = ctes v, ademids, el tubo
ejerce sobre I la reaceidn correspondiente.

En el instante indclal, £ = 0, los sistemas de referencia S ¥ 8y coinciden (o = 0), el punto P s encuenira
en la abscisa © = 1, v su velocidad respecto 2 S es cero {4 = 0).
Los valores de los pardmetros m, « v L son tales que el movimiento de P lo aleja permanentemente
de O. En todo ¢l ejercicio se considera exclugivianente el movimicnto del punto material cuando éste se
encuentra dentro del tubo, es decie, 2, <2 < L.
1} Dibuje sobre un croguis las fuerzas que actian sobre P, distintas de Jas de inercia,

2} Obtenga las fuerzs de inercia sobre P para el sistema de referencia S, en funcidn de m, w, @ v

en la posicién genériea de la figura, eopresindolas por sus com; wmentes en la base {4,j &k} de §.
Represente dichas fuerzos de inercia enoun croquis similar al del apartado 1),

P
-

3)  Aplicando la ley fundamental de la dindmica al punto P en S, deduzea fa ecuacion diferencial
que determina x{f} y compruebe que coincide con la expresion & ~ (w? — k/m)x = 0. Asimismo,
determine la reaccidn del tubo sobre P como funcion de m, w v ok, expresindola vectorialmente en
fa base (4,7, k} de S,

4} Justifique, sin resolver la ecuacién deiferencial, qn@ el movimiento de 1? se produce en la forma
indicada {alejamiento permanente de O} cuando w? > kfm.

A)  Determine w(4) para las condiciones inicinles indicadas, como funcidn del tempo v de pardmetros
del enuncindo.

6) Exprese li velocidad de P respeeto a § camo funcidn del tiempo y de pacimetros del enunciado.

7} Determine In energia potencial Uz} asociada al movimiento de P en S.

8} Validndose de la energia potencial determine la velocidad de P respecto a $ m’mtiu I* alcanza of
extremo dol tubo.

9} Caleule Ia potencia que ejerce el motor gue hace girar ¢l tubo cuando P alcanza el punto A.
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TRABAJO Y ENERGIA (I)
1.-CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

Campo escalar: Se denomina asi a una funcién que asigna a cada punto del espacio un valor
escalar:

U=U(x,y,2z)=U(F)

U(x,y,z)=cte es la ecuacion de una superficie. Se llamaréan superficies de nivel (equiescalares o

equipotenciales) y seran las superficies de puntos en los que el campo escalar tiene ese determinado
valor cfe. Las superficies equiescalares no se pueden cortar (los puntos de corte tendrian asignados
dos valores distintos). Esto no implica que las superficies tengan que ser paralelas.

Campo vectorial: .Se denomina asi a una funcién que asigna a cada punto del espacio un valor
vectorial:

V= V(x, y,z) = 17'(17)
En coordenadas cartesianas tendra la forma:

V =V (x,y,2) +V,(x,9,2)] +V,(x,,2)k
Las lineas tangentes en cada punto al campo vectorial reciben el nombre de lineas de campo.

CBJ{lpdg\g\scalg%resA planos éyer%chez’sil)rz.l}g/:ié‘ 150)
Campos vectoriales planos (ver'Schez.Prz. pag 151)
. .

2.-CIRCULACION DE UN CAMPO VECTORIAL,

Se define circulacién de un campo vectorial ¥ a lo largo de una curva C entre los puntos A y B
como: '

J7a
c

Expresados V'y dr en cartesianas, estando C expresada en paramétricas en funcién de un parametro

A
F = F(A) = (A + y ()] + 2Ok = dF = di +d + ek = F o azi + L aii + ik
y T i a7
V=V,.(50,2)i +V,(x,,2)] +V.(x,y,2)k
la circulacién de ¥ a lo largo de C entre los puntos A y B se expresara mediante una integral en A:
*

o pa dx ‘ dy dz

,,J 7 odr = [, 5,20 Ty [, 5, 2(0)] AV, D, 2] da
El trabajo de una fuerza es un caso particular de circulacién, en el que el campo vectorial es un
campo de fuerzas.
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3.-GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR

Es un campo vectorial que asigna a cada punto del dominio en el que est4 definido el campo escalar
un vector con:
- direccion: normal a la superficie de nivel del campo escalar U que pasa por cada punto.
- sentido: el correspondiente a valores crecientes de U .
- méddulo: derivada de U segun la normal en el sentido de los valores crecientes de U .

Operador V:

o . - 0 = - .
El operador V indica la operacién V=—-i +—-j+ ai-k. Se opera “como si fuese un
Y

ox 2

7 99
T Il vector.
é‘""g h %&3 ¥ - El“producto” por una funcion escalar U,V -U , representa el ;radiente\\gie dicha funcién
447 (gradU =V -U)
\Qi} A El “producto escalar” por un vector (campo vectorial)I7 7 representa la
— divergencid,de dicho campo (divV =V -V ) = “’”g“ -+ &V}’ -t 55%153«
O%‘é}“} 4 p 0% 55
M -~ El “producto vectorial” por un vector (campo vectorlal)V Vx v, representa el
4 p
M 0r0F30.Y W@de dicho campo. (rotV =V xV) fo duele (o€f

En la expresion del gradiente se veriﬁca:‘VU dr =dU . ’

El gradiente es la derivada direccional maxima.

La expresion de V U en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas queda, respectivamente:

U - 08U - 8U p O Sebel (et e

DVU=—"i+—j+—

Ox Oy oz
2)VU=6—U-L7P+ L oU ﬁ¢+6—[]*‘ﬁ_

op p@qp 0z
3)VU=§£~L7,.: 1ov ‘U, + L_ou ‘i,

or r 00 rsen® 6g0

4.-FUNCION POTENCIAL. ENERGIA POTENCIAL. CAMPOS CONSERVATIVOS.

Funcién potencial (ver Schz.Prz.).

Se demuestra que un campo vectorial V tal que la circulacion de V entre dos puntos A y B no
depende del camino o curva elegida entre esos puntos puede expresarse como V = gradU , donde
U se llama funcion potencial de la que deriva V . Se verifica, por tanto, que si V deriva de una
funcién potencial U :

- lacirculacién-de ¥ entre dos puntos cualesquiera es independiente del camino.

- lacirculaciéon de V' alo largo de cualquier linea cerrada es nula.

Teoria-T. y E. (I) T.yE.(1)2/7
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Campos de fuerzas

Un campo de fuerzas| deriva de un potencial cuando existe una funcién E,, llamada energia
potencial, tal que F =CYVE - Se verifican para F las dos propiedades del apartado anterior.

F
Si en lugar de considerar la fuerza F consideramos la intensidad de campo — , ésta serd también un
m’

. -vE P — Jf.. -— \7(‘c
campo vectorial que denvara de una funcion potencial ¢ = —%ala que se llamara potencial. .
m

Energia potencial y potencial son funciones-escalares indeterminadas a falta. de una constante, lo
que permite asignar el valor que se quiera para ellos en un punto arbitrario del espacio, y en funcién
de ese valor quedaran definidos el resto de valores para el resto de puntos. Esto no tendra demasiada
importancia al calcular incrementos de estas funciones, pues evidentemente la constante
desaparecera.

5-TEOREMA DE LA CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA

Enunciado por Helmholtz en 1847. Se expresa, introduciendo en el teorema de la energfa cinética
(7,5 =AEc) la condicion de que la fuerza aplicada derive de un potencial, como:

w‘:.%‘,i
)= [Foar=-] f (2~
r = [F-dF = [VEp-dF = - dEpz—(EpB-EpA):—AEp:.-»AEHAEp:o:

‘;L//

es decir, cuando los Gnicos campos de fuerzas que actiian derivan de un potencial, la energia
mecanica (cinética + potencial) se conserva constante. De ahi que a esas fuerzas se las llame
conservativas. En el caso de un punto material el movimiento se realiza intercambiando energia
cinética con energia potencial y manteniendo la energia total (mecdnica) constante.

= AEm=0= Em = cte

Para el caso general en que las fuerzas aplicadas sean unas conservativas y otras no conservativas
tendremos:

Tre +Tpne =AEc =1, =AEc+AEp = AEm
6.-IDENTIFICACION DE LEYES DE FUERZA CONSERVATIVA.
Una fuerza conservativa cumple que:

- No depende del tiempo ¢ ni de la velocidad v, solamente depende de la posicién:

2 =ﬁ(x, V,z)

Il
ol

- Surotacional es nulo, es decir:  rotF =

=%lo
BES I\ E PR
R =

Teoria-T. y E. (I) T.y E.(1) 3/7
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PROBLEMA T. y E.(I).1 (JUN 2005)

Un pumto material P de masa m, sometide a su pro-

¥ . P . .
A aR ¥} pio peso, estd oblizado & moverse sin rosamisnto so-
bre la cinloids vertical cuyvas ecuaciones paramétricas
SOT

€ [—w, w]

x = R{f+send)
| ¥ = R{l-—cosf)

~xR o

donde # es un pardmetro que depends dsl $ismpe.
Ij El movimiento del punte estd determinado dindmicamente por la accidn de des fuersas: a peso del punto
material, que es nna fuerza conservativa que deriva de potencial, v la reaccién de la curva que mantiene
al punto sobre la misma ¥ que, al no existir rozamiento, es perpendicular en todo instante a la curva ¥
no realiza trabajo.

1} Obtener las componentes cartesianas y &l mddule de la velocidad de P en funcidn de 8 y 6 = Et—
2) Determinar los vectores unitarics tangente t ¥ normal = a la cicloide en P, v el dngulo ¥ que

forma ¢ con la horizontal, en funcidn de 8. Se elige ¢ en 2] sentido de abscisas crecientes v n con
componente vertical positiva.

3) Hallar la expresion de la abscisa curvilinen o longitud de arco, s(8), entre O v F en funcidn de #/2,
ds
recordando que v = —,
oE
4)  Escribir la energia mecdnica de P en funcién de s v §. tomando como origen de ensrgias potenciales
la recta v = 0. Indicar =i la enerefa 25 o no una constante del movimiento.

51 A partir de la expresidn obtenida en el apartado anterior, ohtener, por derivacidn con respecto al
tiempo, la ecuacidn diferencial del movimiento de P en funcidn de s y sus derivadas y comprobar
que coincide con la que se obtiene por aplicacidn de la segunda ley de Newton.

2]
N

Justificso 2] tipo de movimiento que realiza el punto ¥ detzrminar el periods de las oscilaciones del
punto material,

I} El punto material sz pone en movimiento en ¢ = 0 sin velocidad nicial desde un punto € que tiens
absacisa positiva y estd situado a una altura v = R. Su evolucidn temporal estd dada por la solucidn de
la ecuacidn del movimiento, que tiene la forma s(f) = A senfwnt + ).

7) Obtener @ tiempo 71 que tarda el punto P en ir de €' a O, particularizando la solucién general
de lo ecuacidn del movimiento y su derivada con respects al tiempo o las condiciones iniciales del
misino,

II} El punto material se pone ahora en movimiento sin velocidad inicial desde el punto 4 o una altura y = 2R,

&) Obtener, a partir de la conservacidn de la energia mecdnica, una expresion para la velocidad de P
en funcién de 8/2.

8) Determinar, por integracidn de la expresién obtenida en el apartade anterior, el tiempo 7 que
tarda P en llegar al punto mds bajo de la cicloide, ¥ comparar el resultado con &l obtenido en el
apartado 7).

, . . 1— coséd 5 8 1+ cosé g
[Num: Se recuerdan las relaciones trigonométricas: s = sen” 3 0 Ty = a:os2 3 ]
ok ok ok ok ok ok
NO se permite el uso de calculadora
Duracidn: 90 minutos Calificacién: 50 9% del total del examen.
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CLASE

>< EJERCICIO T.vE.(D).1 (Feb-01)

Determinar el trabajo realizado por una fuerza F(x,y,z) = By + )i + (3x + z)j + (2xz + y)k (N) entre
los puntos de coordenadas (4,0,0) y (a,0,b) (m) al circular sobre la curva de ecuaciones en coordenadas

2 Y
,Z = ———arctan—

. 2
cartesianas : x° + y’z =q
2 X

.~ EJERCICIO T.yE.(D.2 (Jun-01)

Determinar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y,z) = azk entre los puntos de coordenadas (R,0,0) y
(0,0,R) al circular sobre la curva obtenida por interseccion de las dos superficies de ecuaciones en
~ coordenadas cartesianas: x° + V+2=R; y=20

"\ EJERCICIO T.yE.(I).3 (Sep-01)(SEP 03)

En una regién del espacio existe un campo de fuerzas conservativo, F, cuya funcién potencial
expresada en coordenadas cartesianas dadas en el SIes: Ux, y,2) = x(3y+7°) —yz .

1) ‘Obtener la expresion vectorial de la fuerza F, dada en unidades del Sistema
Internacional, considerandola orientada en el sentido de los potenciales decrecientes.

11) Id. el trabajo realizado por la fuerza al desplazar un mévil entre los puntos (1,0,0) y
(0,1,0).

EJERCICIO T.vE.(I).4 (Feb 2004)

< En una region del espacio existe un campo de fuerzas plano cuya expresién vectorial es:
F(x,y,z) = (Fy /r)(yi - xj), donde F,es una constantey r=+/x? + y° .

1) Determinar el trabajo realizado por esta fuerza sobre un punto material de masa m al
J recorrer por completo en el sentido antihorario una circunferencia de radio R centrada en el origen
1 oA dada por las ecuaciones: x’+y*=R%*: z= z, = cte. [Indicacién: Observar que la fuerza es
/ perpendicular a r = xi + yj |
J . j:; i) Indicar si la fuerza es o no conservativa.
S

| EJERCICIO T.yE.(I).5 (FEB 2005)
Un campo de fuerzas plano estd definido en coordenadas cartesianas por F(x, y) = axzyji +

2xy + 5y)j. Determinar si existe algun valor de a para el que el campo sea conservativo y en ese
caso calcular la energia potencial.

EJERCICIO T.yE.(I).6 (FEB 2005)

>< Un punto material estd en lo més alto de una esfera de radio R, que est fija sobre el suelo. El punto
! material empieza a deslizar sin rozamiento sobre la esfera. Determinar la altura sobre el suelo a la que
el punto material abandona el contacto con la esfera.

Ejercicios-T. y E.(I) T.y E(1) 4/7
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EJERCICIO T.vE.().7 (FEB 2007)

Un campo de fuerzas, en el espacio tridimensional, viene dado por la expresién, en coordenadas
4 - ,() gy, 4 * P . 4 T\ x g - .

esféricas, F(r) = —3kr‘u,. Evaluar el potencial U, tomando U = 0 en el origen de coordenadas.

EJERCICIO T.yE.(I).8 (SEP 2007)

Expresar en la base de coordenadas cartesianas (0,7,7,k) el campo de fuerzas que en coordenadas
esféricas viene dado por F(r,8) = —kr? cosfu,, siendo k una constante, 6 el dngulo que r forma

7
con el gje Or v up = —, el primer vector de la base de coordenadas esféricas aplicado en el punto
P{X}}rﬁz)'

Demostrar que el campo de fuerzas F(r,6) = —kr?cosfu, de la cuestién 1) no admite funcién

potencial.

EJERCICIO T.vE.(1).9(SEP 2009)

Un punto mévil de masa m describe el primer cuadrante de un arco de circunferencia centrada en
el origen de coordenadas de radio R. Las fuerzas que actian son F = ai +bj, con a v b constantes,
v la acclon variable del vinculo liso. Caleular el trabajo realizado por todsas las fuerzas desde el
punto A(R,0) hasta el punto B(0, R).

Ejercicios-T. y E(I) T.yE.(I)5/7
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EJERCICIO R-T.yE.(I).1 (Sep-95)

Indique dos proposiciones equivalentes respecto de la proposicién: V es un campo vectorial que deriva
de una funcidén potencial U.

EJERCICIO R-T.yE.(I).2 (Sep-99)

Defina qué entiende por superficie de nivel de un campo escalar y por lineas de campo de un campo

vectorial.
EJERCICIO R-T.yE.(I).3Feb 02)

En una regién del espacio existe un campo de fuerzas conservativo unidimensional, F(x), cuya funcién

potencial s6lo depende de la distancia al origen: U(x) = k/x, donde k es una constante.

1) Obtener la expresion vectorial de la fuerza, F(x), considerandola orientada en el sentido de los
potenciales decrecientes.

ii) Id. el trabajo realizado por la fuerza al desplazar un movil desde el punto x = x; al x = x,.

EJERCICIO R-T.yE.(I).4(Jun 02)

En el semiespacio de abscisas positivas (x>0) existe un campo de fuerzas conservativo
unidimensional cuyo potencial (energia potencial por unidad de masa) depende de la distancia al
origen en la forma: U(x) = -k/x, donde k es una constante positiva. Obtener para los puntos de dicho
semiespacio, la expresion vectorial de la fuerza, F(x), que actiia sobre una masa puntual m situada en
la abscisa x.

EJERCICIO R-T.vE.(I).5(Sep 02)

, _ Xi +yj +zk :
Sobre una masa m actia un campo de fuerzas dado por F(x, y,z)=m ﬁ( - i}j YT } Determinar
X +y +z )’

si el trabajo realizado por dicho campo al mover la masa entre dos puntos correspondientes

respectivamente a las esferas x° +)° + z° = R, y X+ +22 =R dependera o no de los puntos
inicial y final elegidos. Se recuerda que una fuerza central s6lo dependiente de la distancia al centro de
fuerzas es siempre conservativa.

EJERCICIO R-T.yE.(I).6(JUN 2004)

Determinar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y,z)=ayjentre los puntos de coordenadas
(O,«/ER/2,—\/:’):R/2) y (0,R,0) al circular sobre la curva obtenida por interseccion de las dos

superficies de ecuaciones en coordenadas cartesianas: x> + y® +z> = R*;x=0.

EJERCICIO R-T.yE.(I).7(FEB 2006)

Un campo de fuerzas viene dado por la expresion F = 2yi - 2xj + Ok. Indicar si es, o no, un campo
conservativo y calcular el trabajo realizado a lo largo del contorno de la circunferencia x* + y* =16en
una vuelta completa. [Ind.: observar que la fuerza es tangente a la circunferencia en todos los puntos
de ésta y de mddulo constante.]

EJERCICIO R-T.vE.(I).8(JUN 2006)

Un resorte con un extremo fijo en el origen de coordenadas O(0,0,0) y una masa m sujeta a su

otro extremo, de vector de posicién 7, evoluciona en el plano 20y de tal manera que la fuerza con

que actua sobre dicha masa viene dada por F' = —kr (k cs una constante). Determinar la energia
potencial del resorte si para » = 0 es E,(0) = 0.

Ejercicios-T. y E.(I) T.y E.(I) 6/7
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TRABAJO Y ENERGIA (11)

1.-MOVIMIENTO RECTILINEO DEL PUNTO MATERIAL BAJO LA ACCION DE UNA
FUERZA CONSERVATIVA

Se estudia el caso de un punto sometido a la accién de una fuerza conservativa dependiente
solamente de la distancia a un plano fijo. Si se denomina como x a la distancia a ese plano y

como1 al versor perpendicular a dicho plano, se verifica que Ep = Ep(x) — F= -gradEp = Fi,

y st el punto posee una velocidad inicial en la direccion de F', el movimiento tendra lugar en una
recta perpendicular a un plano fijo. Identificando esa recta como el eje Ox, se tiene:

S.‘ F- FN) Z’:'> F= -.fifx]—)f = d[% mvzj =F.dF =-dEp(x) = a’[%mv:L Ep(x)} =0
= (aawer Vet va “Zﬁg:*:”’ e

wn Fa -Vep al Emv“ + Ep(x) :E:cte:> y= ;[E - Ep(x)] = v(x)
Gue Gy ~dEi > :
R N A T - [—=

dr m 0 2 [2 x = x( )£ K - -D
-’—;I'[E - Ep(x)] LL‘?-'WWH chinh& TG 4Q tE,

Tt b s fene oo D laper i@ becde £,

eh} L&k&\”‘@:’ic (e A B pafe @ Bin Ligﬁ,q(& D § Cledts 1

(nwies v& a0 Hins ooy R pare )'/& € J=
6?; =

6 =€ 08, »teo

P

Pozs BoRRERA a0 Ragrizs  Po2o Hed Gdese (ke de v
=M. Lo SN nus

‘St v=0,Ec = 0 y E = Ep(x) (interseccion de la grafica de Ep(x) con la recta horizontal de
ordenada igual a E).
Al ser F' = -dEp/dx, las posiciones de equilibrio (F = 0 = -dEp/dx) se producen en los extremos de
Ep(x). En el entorno.de un minimo la fuerza atrae al punto hacia el minimo, mientras que en el
entorno de un maximo la fuerza aleja al punto del maximo. Por tanto, segin que tipo de extremo
sea, se tendrd equilibrio estable o inestable:

- min Ep(x): _dEp(x) =0 ; ___d“Epz(x) >0 = equilibrio estable
dx Cdx e
- max kp(x): *"-—dji]z(x) =0 ________d’fpz(x) <0 = equilibrio inestable
N e

- Pozo de potencial: intervalo-en-el-que-Ep(x).es.menor que E. La diferencia la “altura” de Ep(x) y E
en.cada punto.es.la Ec. -
- Barrera de potencial: intervalo-en-el-que £p(x) es-mayor.que E. El movimiento en esta zona no es

posible;-no-esta-definido.

En los puntos que limitan estas zonas, interseccion de £y Ep(x), la particula alcanza el reposo o
invierte el sentido de movimiento. Si uno de estos puntos resulta ser un maximo relativo de Ep(x),
el punto quedaria en reposo, pero esta posicién es inalcanzable (indeterminacién en el denominador
de la integral del tiempo (£ = Ep(x)), criterios de convergencia, etc).

Teoria-T. y E.(II) T.y E(ID1/7
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CLASE
EJERCICIO T.y E.(I).1 (Feb-98%)

Un pequefio bloque de masa m estd obligado a desplazarse por el eje de abscisas, dentro del
intervalo limitado por los puntos O (x = 0) y R (x > 0), permaneciendo unido a dichos puntos
mediante dos muelles cuyas constantes recuperadoras son k; y k,. Determine el periodo de las
oscilaciones alrededor de la posicidén de equilibrio estable.

EJERCICIO T.y E.(ID).2 (Jun 00) (Feb-01)(SEP 03)

Expresar las energias cinética, potencial y total de un cuerpo de masa m que se mueve
unidimensionalmente con una amplitud 4 bajo la accién de un resorte de constante recuperadora k
alrededor de un punto de equilibrio en funcién de su distancia a éste.

EJERCICIO T.y E.(II).3 (Jun 01) (JUN 2004)

Expresar en funcién del tiempo las energias cinética, potencial y total de un cuerpo de masa m que
se mueve unidimensionalmente con una amplitud 4 bajo la accién de una fuerza atractiva
proporcional a su distancia al origen de coordenadas. (constante de proporcionalidad k), sabiendo
que en el origen de tiempos, pasa por el origen.

EJERCICIO T.y E.(I1).4 (SEP 2002)

Un péndulo simple de longitud / y masa puntual m colgada a su extremo se mueve realizando
pequefias oscilaciones de amplitud angular 0 alrededor de su posicién de equilibrio (sin
amortiguamicnto). Escribir una ccuacion diferencial de scgundo orden en ¢l desplazamiento angular
del péndulo a partir de dicha posicién que permita obtener el mismo en funcién del tiempo.

EJERCICIO T.y E.(IT).5 (JUN 2005)

Demostrar que, en el movimiento del oscilador arménico, la energia cinéticamedia coincide con la
energia potencial media (EC> = (E , > , tomando promedios a un periodo de oscilacién.

[Ind: j (

»

@2 @27 2
sen’® xdx :f cos® xdx =]
@

EJERCICIO T.y E.(I).6 (SEP 2005)

Un punto material de masa m=0,2kg se mueve sobre una base rectilinea horizontal, que se toma
como eje de abscisas, bajo una fuerza conservativa cuya energia potencial estd dada por

3x D . .
Ep(x)z-ﬁ, donde £, (x) resulta en julios cuando x se expresa en metros. Determinar si,
X +

lanzando el punto desde x, =—-3m con velocidad inicial vp = 2 m/s hacia abscisas crecientes,
alcanza el origen de coordenadas, calculando en su caso el punto de retorno.

Ejercicios-T. y E. (1I) T.y E.(1)2/7
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EJERCICIO T.y E.(I).7 (SEP 2006)

b

syrsi

Dada la funcidn potencial Iz = Ugexp | === |, con Uy 3 0. determinar para que valores de
3 a 32 3 €] s :

el equlibrio es estable, inestable 6 indiferente.

EJERCICIO T.y E.dI.8 (JUN 2007)

Un punto material de masa m se nueve sobre el eje x sometido a una fuerza conserwativa cuya
energfa potencial es Ey(x) = ax{x® — 35%) con a y b constantes. Si comienza el movimiento en la
posicién de equilibrio inestable moviéndose hacia © crecientes con velocidad inicial despreciable,
determinar la velocidad méxima que aleanza.

EJERCICIO T.y E.(II).§ (FEB2010)

Eu o mstante dado, Ia masa me de un oscilador anmédnico lineal de constante & tlene nia pesicidn
rg ¥ una velocidad vg. Deterininar la velocidad maxima, ey,,,. e dicha masa en funeion de los
tlatios.

REPASO

EJERCICIO R-T.y E.(II).1 (Feb-96)

Un punto material se mueve sobre un segmento rectilineo 4B dentro de un pozo de potencial. ;Qué
condicién debe cumplir la funcion que representa la energia potencial E,(x) en los puntos A y B
para que el punto material describa un movimiento periédico?.

EJERCICIO R-T.y E.(II).2 (Jun-96)

Determine la amplitud de un oscilador arménico simple de masa m = 2 kg. y constante recuperadora
k =200 N-m™' si su velocidad maxima es vy = 2 m-s™.

EJERCICIO R-T.y E.(II).3 (Sep-96)

Un oscilador simple con masa m y constante recuperadora k (de forma que la fuerza sobre m cuando
se encuentra a una distancia x de la posicién de equilibrio es -kx) se mueve libremente. Escriba la
expresion que proporciona el periodo de las oscilaciones.

EJERCICIO R-T.y E.(I).4 (Feb-97)

Un tirador ha de disparar sobre un blanco movil que oscila armoénicamente en un segmento, con una
frecuencia elevada que impide que el tirador pueda seguir el blanco con la mira del arma.
Justifique qué decision es mas adecuada para intentar alcanzar el blanco:

a) apuntar al centro del segmento,
b) apuntar a uno de los extremos del segmento o
c) apuntar a una posicion intermedia entre las anteriores.

Ejercicios-T. y E. (II) T.y E(ID3/7
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EJERCICIO R-T.y E.(II).5 (FEB 02)

i
Un punto material de masa m se mueve con energia mecénica total £ en un pozo de potencial

unidimensional dado por: E,(x) = E, +%kx2, donde x es la distancia del mévil al origen de

coordenadas. Determinar los limites (mecanica clasica) del movimiento del punto para E > E, y el

periodo del movimiento.

EJERCICIO R-T.y E.(II).6 (SEP 2004)

Un punto material estd sometido a una fuerza asociada a la energia potencial unidimensional
E, (x)= 3x? +x’(SI) . Determinar la expresion vectorial de la fuerza en funcién de x y determinar

los limites del movimiento del punto cuando su energia total es £ = 0 (SI). (SEP 2004)

EJERCICIO R-T.y E.(II).7 (JUN 2008) (SEP 2008)

Siendo F(x) = (=622 + 14, (en unidades del SI) una fuerza conservativa unicimensional, caleular
la variacién de la energia potencial entre los puntos v = 1 my « = 3m.
Siendo F(r) = (—6+2 + Ly, (en wunidades del SI) una fuerza conservativa central, caleular la

variacion de la energla potencial entre dos puntos cuyas distancins al origen son rp = 1m v
79 = 4 n.

OSCILADORES AMORTIGUADOS

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.1

Escriba la ecuacién horaria correspondiente al movimiento rectilineo de un punto material sometido
a una oscilacion libre y amortiguada con amortiguamiento débil, indicando el significado de los

parametros utilizados. (Feb-96*)

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.2

La solucion en régimen permanente para las oscilaciones forzadas de un sistema amortiguado
regulado por la ecuacion mi + AxX + kx = Fysenw ¢ es

o,
X = ' sen(@ L +y)

2
[ma)/ —i] + 22
iy

Exprese la impedancia del oscilador. (Jun 96*)

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.3

Una oscilacién amortiguada se caracteriza por la ecuacion x = Ae™'sen(wt +¢). Calcule el
intervalo de tiempo entre dos inversiones sucesivas del sentido de movimiento. (Sep 96*)

Ejercicios-T. y E. (II) T.y E.(1D)4/7
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EJERCICIO T.y E.(II). O.A.4

Recordando que la amplitud de la respuesta permanente en el caso de oscilaciones forzadas y
amortiguadas se expresa por

Fy/m

2 2 2
\/(a)f —0,*) +4y’0,
justifique si un sistema de este tipo presenta siempre resonancia en amplitud. (Jun 97*)

B=

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.5

. A qué se denomina factor de calidad de un oscilador arménico?. (Sep-97*)

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.6

Se considera el sistema mecéanico con un grado de libertad caracterizado por la ecuacion
mxX+Ax+hkx=0

Indique la relacidén que deben satisfacer los pardmetros para que exista sobreamortiguamiento.

(Jun-98%*)

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.7

;,Como se denomina el movimiento de un punto definido por la ecuacion
x = Ae™ sen(wt + @) (Feb-99%)

EJERCICIO T.y E.(I). O.A.8

Una masa m = 0,1 kg estd unida a un resorte de constante recuperadora k = 10 Ny se mueve
rectilineamente en el seno de un medio viscoso que ejerce soble ella una fuerza de oposicion
proporcional a su velocidad de valor f, = Av, donde L =2 N.s. m™'. Determine si el movimiento de la
masa serd sobreamortiguado, con amortiguamiento critico o subamortiguado. (Jun 00%*)

EJERCICIO T.y E.(II). O.A.9

Una masa m = 0,1 kg estd unida a un resorte de constante recuperadora k y se mueve
rectilineamente en el seno de un medio viscoso que ejerce sobre ella una fuerza de oposicion
proporcional a su velocidad de valor f,, = Av, donde A = 2 N.s.m™'. Determinar el valor que debe

tener la constante recuperadora k para que el movimiento resultante sea criticamente amortiguado.
(Feb 01*)(Jun 03)

EJERCICIO T.y E.(IT). O.A.10

Escribir la ecuacion diferencial del movimiento de un oscilador armoénico unidimensional de masa
m y frecuencia natural @, cuando se le introduce en fluido viscoso que ejerce sobre €l una fuerza
opuesta y proporcional a su velocidad (F, = -Av). (Feb 03)

Ejercicios-T. y E. (1I) T.y E.(ID5/7
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PROBLEMA T. y E.(IT).1 (Jun 2004)

Da energfa potencial de una lllclbd . en movimiento unidimensional en funcién de la posicidn viene

expresada por E,(2) = Uy - ( + —— )); donde U} v @ son constantes positivas.

Ly

2)

o
et

-.._3
St

8)

Representar F,(x) en funcién de z para 0,5¢ < # < 3a
Determinar el valor de z para el cual la masa se encuentra en equilibrio estable, xp.

Expresar la energia potencial B, { oL} pora @ = Ly -6, siendo ¢ un pequenio desplazamieonto alrededor
L
de la posicidn de equilibrio zp, obteniendo Ep(e).
4 : » . l 1 7 B e | . . ' . 1 < 5
Aproximar el término — = —— = (i + ¢)™ mediante un desarrollo en serie alrededor e la
I  mate o Wro
oo [¢]
posicién de equilibrio 7 = e/my = () despreciando términos de orden superior a 2.
n,('n. = 1) 4

Made: (L4 7)™ = 14 nr 51

Haciendo uso del desarrollo obtenide en ¢l apartado anterior, justificar que I5y(e) puede escribirse,

7 2

bajo la aproximacion efectuada, en la forma: Fo(x) = Up | — ] .
o) - o U 7

g (f]

s

Comparar ¢l resultado obtenido con el potencial de nn oscilador armonico que realizara pequeias
oscilaciones de elongacion ¢ alrededor de la posicién de equilibrio »y = a. En concreto. determinar
cuanto valdria la constante de fuerza & del oscilador que tuviera en el entorno del punto de equilibrio
la misma variacidn de la energia potencial.

A partir del resultado del apartado anterior, determinar la fuerza de atraccidn hacia el punto de
equilibrio estable que sufre Ta masa e al separarla del mismo una pequena distancia 2 en el sentido
positivo del ¢je O,

51, partiendo del reposo desde la posicion del apartado anterior, se deja a la masa m woverse bajo
la accion del potencial considerado, determinar en funcion de los datos del cnnneiade la maxima
velocidad que adquirird y el punto en ol que se alcanzard ese maximo.

Deseribir el movimicuto posterior de la particula a partir de su liberacion en el citado punto de
elongacion £, determinando el perfodo de su movimieuto.

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 90 minutoes Calificacién: 50 % del total del examen.

Ver también: (Fisica I, junio 1994) (Fisica I, septiembre 1998)

Problemas-T. y E. (II) T.yE. (I1) 6/7
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PROBLEMA T. y E.(II).2 (FEB 2007)

acttian si-
—fx + F, con

Dos luerzas conservativas, una cuya expresion es Iy = —kz y otra de tipo constante, Fo = F
multaneamente en la direccion del eje Ox sobre un idn atdmico. Por consiguiente Fiu
ko F > 0.

Se pide:

1) Obtener, salvo una constante aditiva, €', la expresion de la energia potencial, U(2) correspondiente

a dicha combinacion de [uerzas. (1 punta)
5

21 Demostrar que la coustante ¢ puede ser tomada como ¢ = —)—;: sin ningtn impedimento de tipo
dimensional. (1 pnoto)
33 Determinar Jlas posibles posiciones de equilibrio de la particula (o del ién). indicando el tipo de
equilibrio. (1 punto}

F=
1y Sien o que signe, la energla total es 17 = sl determinar los valores extremos {puntos de retroceso)
de e que aleanza el 100, (1 puto)
5y Determinar para qué valor de 2 es maxuna la velocidad. (1 punto)
6} Determinar In cnergla cinética mdaxima del ion. (1 punto)
7YV Detenuinar la velocidad mdximea del idn. {1 punto)
33 Obtener I funcion reducida, U0, en funcion de vaviables adimensionales. a traves de los caunbios

] RAEE
de variable T L7y 7 Se dice gque U7 es 1a enerzgia potencial en mnidades de
( /“. ) (\l):,)

/;2 »
- voque o) la posieion en inidades de —. {1 punto)

. v

9 Dibwjar la grafica de 7 en funcion de «”entre los vadores o' = —d v &' = (1 punto)

10} Identificar en el espacio (7.6 Tas posicioues de equilibrio encontradas en el apartado 3).(1 puuto)

Problemas-T. y E. (1I) T.yE. (D 7/7
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GEOMETRIA DE MASAS (II)

1.-MOMENTOS DE INERCIA DE UN SISTEMA MATERIAL

En lo sucesivo vamos a particularizar nuestro sistema material para el caso de un sélido
rigido. Se tratard de un sistema continuo, por lo que los sumatorios los expresaremos
como integrales y los elementos puntuales de masa como diferenciales.

Se define el momento de inercia del sistema como:

siendo r la distancia de dm al.punto, recta o plano respecto al cual calculamos el
momento de inercia, y con la integral extendida a todo el sistema. Asi, definimos:

momento de inercia respecto al’origen;

101,=:f(x2; +/~y2 + zz) a’m
momento de inercia féspecfd a los ejes coordenados:
=1y + ) dm
1 =[> +2).dm

L= f(x“) + y‘z) ci’m

momento de inercia respecto a los planos coordenados:
Li=] Zdm -
L= Iyz dm
[y; = .[XZ dm "
Es facil deducir las relaciones entre ellos a la vista de las ecuaciones:
I = [-\:v + I
Iy, =1Ly + 1,

]z = ],\'z + [yz

[O = ],\"y + [,\’Z+ 1.\’2

Teoria-Geometria de masas (1) Geometria de masas (II): 1/7
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2.-PRODUCTOS DE INERCIA DE UN SISTEMA MATERIAL RESPECTO A
N\) DOS PLANOS ORTOGONALES

Se define como:
P= j ry ry dm

donde r; y r; son las distancias, considerando sus signos, del dm a los planos
considerados.

Si consideramos las parejas de planos coordenados, los productos de inercia son:
POyz,Oxz =ny :.‘-x Yy dm
POyz,Oxy:sz:J.x'Z'dm

PO,\'Z,O,\‘y = Pyz = ,fy “z dm

’,/,i;/,U&-TENSOR DE INERCIA DE UN SISTEMA RESPECTO AL ORIGEN

Lo definimos como:

_ I X - P.\‘_v - sz
lo=|-B, I, =B,
o R\'z - P ¥z I z

4.-MOMENTO DE INERCIA RESPECTO A UNA RECTA QUE PASA PORO Y

"zh/,‘(") TIENE POR COSENOS DIRECTORES cosa, cosp, cosy

Dado el tensor de inercia en el origen O, I o, el momento de inercia respecto a una recta
e que pase por O y cuyos cosenos directores sean los mencionados cosa, cosf, cosy,

vale:
I.\' - P.\)/' - P.\'Z cosa
I, = (cosa cosp cosy)| - P, I, ~—P,]||cosp

-P, P I cosy

yz z

O desarrollando:
I, =1, cos’a+ I cos’f+ I, cos’y -2 Pyy cosa cosp-2 Py, cosa cosy-2 Py, cosf cosy

Dado que un vector unitario en la direccion de la recta, u, tiene por

componentes (cosa cosf cosy), la expresionde I, queda: I, = u 1o u

Teoria-Geometria de masas (1) Geometria de masas (II): 2/7
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5.-EJES PRINCIPALES DE INERCIA

Si cambiamos los ejes del sistema de referencia, las componentes del tensor de inercia
cambiardn también. Se demuestra que, para cada punto O, existen tres ejes ortogonales
para los cuales la expresion del tensor de inercia es una matriz diagonal, y se denominan
ejes principales de inercia.

De esta forma, si los ejes Ox’y’z’ son principales de inercia, la expresién del tensor de
inercia queda

(L. 0 0
Io=]0 I, 0
0 0 I

2

Si el eje x” es principal de inercia, P,y = P, = O(andlogamente para y’, z’)

6.-ELIPSOIDE DE INERCIA

Es el lugar geométrico de puntos que se obtiene al llevar sobre cada recta r que pasa por

O, y desde O, el segmento de valor OP:%/T' Cuando r describe la radiacion de

rectas de vértice O, para cada valor de 4, obtenemos un elipsoide de inercia.
La ecuacio6n del elipsoide de inercia es:

I, _]).\'y —P.\'z x
(x y 2) ~-P, I, =P_||ly|=H
_APA\AZ _P' [_ z

)z z
0, desarrollando:
2 2,y 2 ] )
[ox"+ ]yy +Lz -2 P.\'_y xy-z Py xz-2 P_vzyz =h
Los ejes del elipsoide de inercia serdn principales de inercia en O.
Si dos de los momentos principales de inercia son iguales, el elipsoide es de revolucion.
Si los tres momentos principales de inercia son iguales, el elipsoide es una esfera. En

este caso, el momento de inercia es el mismo independientemente de la direccién de la
recta que pase por O.

X‘V\j‘?} 7.-ELIPSE DE INERCIA

En el caso de un sistema masico plano, la interseccion del el elipsoide de inercia con el
plano que contiene la masa es, para cada valor de A, una elipse. Considerando que el
plano mencionado fuera el Oxy, la ecuacidn de la elipse quedaria:

].\' X2+ 1'\7 y2 "2 [).\:V ‘xy = h2

Teoria-Geometria de masas (II) Geometria de masas (I11): 3/7
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8.- TEOREMAS DE STEINER

El momento de inercia de un sélido rigido respecto de:
a).-un punto
b).-una recta 0
c).-un plano «
es igual al momento de inercia del sélido rigido respecto de:
a).-el centro de masas CM
b).-una recta dcy por CM y paralela a o
¢).-un plano de wcy por CM y paralelo a
mas la masa del sélido rigido por el cuadrado de la distancia entre:
a).-Py CM
b).-5 Yy 5CM
C).-TY TCM
respectivamente. Asi: P

2 -
a) para momentos centrales: Ip=Icy+Mua

b) para momentos axiales: Is= 1, + M-d

¢) para momentos planarios: =1 + M-d’

s

Por tltimo, el producto de inercia de un sélido rigido respecto de dos planos, 7; y 7, €s
igual al producto de inercia respecto a dos planos paralelos a los anteriores por el centro
de masas, 7oy Y Ty, , MAS la masa del sélido por las distancias a y b entre 7;- 7, Yy

ST

-

Q- e, » respectivamente:

z P xiz2 :P”c,w, ”CMZ+M.a.b

RADIO DE GIRO

“Radio de una superficie esférica de centro O (para momentos centrales respecto de
0), de una superficie cilindrica de eje & (para momentos axiales respecto a §) o mitad
de la distancia entre dos planos paralelos a 7 (para momentos planarios) tales que si
en ellos se situase toda la masa del sistema material, se tendria el mismo momento de

inercia.” ‘ o KOG j%\l
DL\ Q(C{(h‘@; © Qg (,fifﬂLMUcWD G U e}\&menhv 6@31%#(&; ({N/\\‘U, (ects o
pUno] oo qe hebie gue sibar w quako gee tuviere foda
N L TN —_— , . . ]
_ .U” ,\,\93? M e W:“’L‘j ol que 3 (fepeato dob el o) =M kK™
69'\ (9 (\!(}E( hLo' JC (.Q (}\{J\Q X\/"/ lj(‘cc i{%o e/( mmﬁb G‘(f (V'léf;/btai (a‘ﬂ‘(_, ¢ j“f)()‘{.e
YA 4 N ey, Ty ete by sig 9 = oy mo~e=hu de ferl

L’” j,,u{{ Moes o oy drnlaione Y < o, /v’ﬁf"l‘*&?.
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EJERCICIO G.M.(ID).1 (Jun-96)

. Determine el radio de giro de un cilindro hueco y homogéneo, de radios a y b (a > b), respecto de su eje
/ geométrico.

EJERCICIO G.M.(ID.2 (Jun-2002)

5
1 ‘”i\‘ . L . . :
%gb . | Determinar el momento de inercia dxico de un cubo de densidad uniforme, masa m y arista a respecto a uno de
- sus ¢jes de simetria perpendiculares a las caras.

;; EJERCICIO G.M.(I1).3 (Sept-2002)
3
' Determinar el momento de inercia axico respecto a un eje diametral de una esfera hueca de masa m y radio R.

AN
Yo

S

/ EJERCICIO G.M.(II).4 (JUN 2004)

Determinar el momento de inercia éxico, /;, y el radio de giro, k, respecto de su eje de revolucién de un disco

de radio R, masa M y densidad mésica superficial o(r) = o,r, donde r es la distancia al eje de revolucién.

| }é’% EJERCICIO G.M.(II).5 (JUN 2005)

o
Un sélido homogéneo de masa M tiene forma de cilindro hueco de altura H y radios interior R, y exterior R,.
Determinar el momento de inercia de ese s6lido respecto al plano de su base.

EJERCICIO G.M.(II).6 (SEP 2006)

A

Determinar el momento de inercia de una placa rectangular homogénea de masa m v lados « v b,
. § respecta de su centro.

EJERCICIO G.M.(I1).7 (FEB 2007)

Obtener el momento de inercia dxico respecto a su eje de revolucidn de un cilindro de radio R.
masa M. altura by densidad variable p(r) = py(R2 — r). en hueidn dnicamente de AL y R,

EJERCICIO G.M.(I1).8 (JUN 2007)

Determinar el momento de inercia de una placa cuadrada de masa M ¥ lado L respecto a un eje
que contiene a uno de los lados.

EJERCICIO G.M.(II).9 (SEP 2007)

Obtener el momento de inercia dxico respecto a uno de sus cjes de revolucidn de una corona esferica
de radio interior Ry, radio exterior Ry y densidad variable p(r) = pg(R — ), en funcién finicamente
de Ry, Ra, ;o v R, siendo R una constante.

Ejercicios-Geometria de masas (11) Geometria de masas (11): 5/7
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EJERCICIO G.M.(ID).10 (FEB 2009)

En un disco de espesor despreciable, centro ¢, radio R ¥ den-
sidad superficial de masa constante, ¢, se ha practicado un
agijero cirewlar de radio by euyo centro dista e del centro C.
Determinar el momento de inercia dxico respecto a una recta
perpendicular por su centro, o, en funcidn de o, R, 0y a.

EJERCICIO G.M.(I).11 (FEB 2010)

Determinar el momento de nevcia, Io, respecto a su centro de wasas, de una varilla delgada de
densidad 1meal de masa constaute, A L v longitud L, en fincidn de diches dabos.

EJERCICIO G.M.(I1).12 (JUN 2010)

, - ; . e . 4 - - or
Un clindro de radic Ry albwra H tiene 1ma densidad de masa dada por la hnadn po== TR

Determinar sn momento de inercia, fg, respectn a su oje de sietria, en funeidén de sn masa, A,y
e su raclio. I

Ejercicios-Geometria de masas (II) Geometria de masas (II): 6/7
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REPASO
EJERCICIO R.G.M.(I).1 (Sep-97)

Se considera un cubo homogéneo, de arista 0,2 m y masa 12 kg. Si el momento de inercia respecto de una de
sus aristas vale 0,32 kg-m?, determine el momento de inercia respecto a una diagonal del cubo.

EJERCICIO R.G.M.(I).2 (Sep-98)

Determine el momento de inercia de una esfera maciza de radio R Yy masa m respecto a uno de sus diametros.

EJERCICIO R.G.M.(II).3 (Feb-99)
Calcule el momento de inercia respecto al centro de un cubo homogéneo de masa m y arista a.

EJERCICIO R. G.M.(II) .4 (Feb-00)

Obtenga la relacion existente entre los momentos de inercia de un cuerpo respecto a dos planos
perpendiculares concurrentes y el momento de inercia respecto a su recta de interseccién.

EJERCICIO R.G.M.(ID).5 (Jun-00)

Obtenga el momento de inercia de una esfera de densidad constante respecto a un eje diametral.

EJERCICIO R.G.M.(IN).6 (Sep-95) (Jun-97)(Feb-01)

Calcular el momento de inercia de un cubo homogéneo, de arista a y masa M respecto a una de sus diagonales.

EJERCICIO R.G.M.(II.7 (Feb 2002)

Determinar el momento de inercia éxico respecto de a su eje de simetria de un cono de revolucidn de masa m,
radio de la base R y altura h.

EJERCICIO R.G.M.(I1).8 (SEP 2003)

Una placa cuadrada de lado /, espesor ¢ y densidad gira alrededor de un eje perpendicular a ella que pasa
» €SP g
por su centro. Determinar su momento de inercia axico respecto a dicho eje.

EJERCICIO R.G.M.(IN).9 (SEP 2005)

Obtener el momento de inercia dxico respecto de su eje de revolucién de un disco de radio R, masa My
densidad superficial variable o(r) = o) (R — ), en funcion Gnicamente de My R

EJERCICIO R.G.M.(II).10 (SEP 2006)

Determinar el momento de inercia de una placa rectangular homogénea de masa m y lados @ v b,
respecto de su centro.
EJERCICIO R.G.M.(I).11 (JUN 2009)

Determinar el momento de inercia dxico respecto al eje O diametral, I, correspondiente a una
corona circular plana de densidad constante de masa, o, comprendida entre los radios r = Ity

"= Rz

Ejercicios-Geometria de masas (II) Geometria de masas (I11): 7/7
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MOVIMIENTO BAJO FUERZAS CENTRALES
1-LEY Y CONSTANTE DE GRAVITACION UNIVERSAL

Dos masas puntuales m; y m;, separadas una distancia r, ejercen entre si una fuerza atractiva cuyo
modulo es:
F oMy m2

r?

siendo G la constante de gravitacién universal (G = 6,67-10"" m® kg! s).
Cada masa ejerce una fuerza igual y opuesta sobre la otra, dirigida segin la recta que une m; y m;,
Vectorialmente, la ley se expresa como sigue:

= m-m, _ F

donde: ' /é‘.b C ]
- ]321 es la fuerza que actda sobre m; debida a m;. ' (EL:
- o Vg
- 1, es el unitario dirigido de m; a m; m
- ﬁm = _sz
2.-INTENSIDAD DE CAMPO Y POTENCIAL

Dada una masa puntual M situada en el origen de coordenadas, la fuerza que ejerce sobre otra masa
puntual m situada a una distancia r de M es:

Mm_ > E(bt‘ r‘ &

Se llama intensidad de campo gravitatorio o campo gravitatorio [ o g de M a la fuerza que M

ejerce sobre la unidad de masa:

Es decir, por el hecho de estar presente M, se produce una perturbacién en el espacio que se pone de
manifiesto al aparecer una fuerza F sobre otra masa n.
Se puede comprobar que la fuerza de atraccion gravitatoria es conservativa y por lo tanto deriva de
una energia potencial. Considerando el campo gravitatorio, éste derivara de un potencial de forma
que:

w=V=-G— +cte:

r .

Si se impone la condicidn de regularidad en el infinito es 7 => 0'si r — w=>cte =0y por tanto:

solo R e a . de
ANY
w=V= M MLy &’\\M\’Cw (€1€M»¢L" é‘ii "“" |
I Lot"\,‘) “,\j "VL(. )Pc’&

que determina un pozo de potencial negativo en todo punto. Las lineas de campo son semirrectas
que parten del origen de coordenadas. Las superficies de nivel son esferas con centro en el origen.

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.1/14
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3.-MOVIMIENTO DEL PUNTO BAJO FUERZAS CENTRALES

Se va a estudiar el movimiento de un punto material sometido a un campo vectorial (una fuerza)
cuya recta soporte pasa siempre por un punto fijo O denominado centro del campo (centro de
fuerzas). El campo se denominara campo central. El campo gravitatorio de una masa puntual es un
ejemplo. & J/= /(= Qy= O
CHafF= 30 % 00— (mre
El problema general que se estudia Sera por tanto el movimiento de un punto material P sometido a
una fuerza que pasa siempre por un punto fijo O. La aceleracion del punto material pasara también
por O, que se tomard como origen del sistema de referencia. El estudio del movimiento sera en
general mas comodo considerando unas coordenadas polares (r, ¢). fed g4 ho
Lo, conene T def pulhe . AL o C 7

Como ya se ha visto anteriormente, en este tipo de movimientos se cumple lo siguiente:

- El momento de la fuerza respecto de O es nulo, por lo que el momento cinético L,de P
respecto de O es constante.

- Ley de 4reas: consecuencia de lo anterior, la velocidad areolar es constante: r’p=C
- La trayectoria es plana.

Expresando la velocidad y el teorema de la energia cinética en coordenadas polares y aplicando la
ley de areas, se obtiene:

dr)z ct
=|— +~2—~(31r:r(t))
d drY do (dt -
u_+r~—£~17¢(/,:>v2=(———) +(r-——¢) = dl
dt dt dt ol +c2(, @)
= — —(sir=r
Cde deLdo e dli) T
e dt d¢ © 9 b=
2 2
zé-nra’[(%) +f—2j(sir=r(t))
1 ) 1)’
Fdr—-F dr=d|—-mv" |= d=
2 1 o Ty c* | .
:E-m'a’ C E; +_r7 (sir =1(@))
Con estos resultados, conocido #(#) y operando se obtiene F’=F (%)
2 2!
‘F:m-(—d—-—;——%j JABILRD (-
dt ¥
De la misma forma, conocido r(¢p), se obtiene F'=F(p)
| wre e e X
o [d /), ] . amflenre 5
r dgo r

W
3
&

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.2/14
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Formulas de Binet

Permiten relacionar velocidad y aceleracién con la trayectoria para el caso de un movimiento

central:
2 :CZ!:(d(l/r)] +(1)2j'
do ¥

Cz(dz(l/r) 1)
a=-—x 7t
do® ¥

1? form. de Binet:

2% form. de Binet:

r
4.-CARACTERISTICA DE LA TRAYECTORIA PARA F. ATRACT. Y REPULS.

4.1.-CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE LA TRAYECTORIA

Ver Schz-Prz pg.229
Segun que la fuerza central sea de atraccion o de repulsién con respecto a O, la trayectoria tendra:

- F >0 (repulsién) — convexidad hacia O. =
- F <0 (atraccién) — concavidad hacia O. R
4.2.-ANALISIS DE CONICAS wmw{@c)\gﬁz

Elipse (onlay .
Lugar geométrico de los puntos M tales que la suma de sus distancias » y »’ a dos puntos fijos F'y
F”, llamados focos, es constante e igual a 2a
Pardmetros:
- a: longitud del semieje mayor. (44 °= 2a)
- b: longitud del semieje menor. (BB'= 2b)
- cvsemidistancia focal. (FF'= 2¢)

Se cumple o’ = b*+¢?

- e: excentricidad. e = ¢/a < 1

- @ = MEA : anomalia verdadera *©

- u =M, ,0A4: anomalia excéntrica “2

@ ,1+e u
Secumple:ig == | —1g—
P g2 l—egZ

- p: pardmetro-de la elipse. Es la ordenada en el foco. p = b%/u

Otros parametros de interés:

- MM/M,M’= b/a=cte
- Radios de curvaturaen A'y B: pa=b*a pp=a’lb ~©
- Areade laelipse: S= 7 ab.

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.3/14
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Hipérbola

Lugar geométrico de los puntos M tales que la diferencia de sus distancias » y ’ a dos puntos fijos F
y F’, llamados focos, es constante.
Parametros:
- a:longitud del semieje mayor. (44°= 2a)
- ¢: semidistancia focal. (FF’= 2c¢)

W b tal que ¢’= o+ b’

- e: excentricidad. e = c/a> 1
- p: parametro de la hipérbola.

Es la ordenada en el foco. p = b%/a
- Las asintotas de la hipérbola tienen

. b
por ecuaciones y = t—x
a

Parabola Q;j

Lugar geométrico de los puntos M tales que su
distancia a un punto F llamado foco es igual a su
distancia a una recta D llamada directriz.

El foco se encuentra en (p/2,0) y la directriz tiene
por ecuaciéon x=-p/2. La ordenada en el foco vale
p(parametro de la parabola), como se deduce de la propia definicion.

prQ pi

4.3.-ECUACION DE CONICAS EN COORDENADAS POLARES

La ecuacién de cualquier conica en coordenadas polares, adoptando el foco F' como polo y la
semirrecta ¢ = 0 coincidente con el eje mayor de la conica, se puede escribir de la siguiente manera:

e <l(elipse) e= E(excem‘rz'cidad)
= _1_—p ) e =1(pardbola) ; con a., en conicas con centro
+ecos(g’ ;
, P2\ e > 1(hipérbola) p =—(pardmetro)
So lovaileds opn a

Si la semirrecta ¢ = 0 no coincide con el eje mayor de la cénica, en la ecuacion de la conica se
sustituye ¢ por ¢- ¢y, siendo ¢y el angulo del semieje mayor con la horizontal (eje Ox). i
Esta ecuacion corresponde a la elipse, la parabola y la rama de la hipérbola tales que son céncavas
hacia el foco F elegido como polo. En el caso de la hipérbola, la otra rama sera convexa hacia F'y
su ecuacién sera: N\

I”“—“"“*—‘E"-‘“‘— con e>1

1+ ecos(@)

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.4/14
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5.-NATURALEZA DE LA FUERZA CUANDO LA TRAYECTORIA ES UNA CONICA

Empleando la ecuacién polar de las cénicas y la 2° férmula de Binet se obtienen las siguientes
conclusiones (ver Schz-Prz pgs.232-233):
- Si la trayectoria es una cénica, la fuerza que actla es newtoniana y central, con centro en
un foco de la conica. progefieast a L en Gp
- Si la cdnica presenta concavidad hacia el foco, la fuerza es atractiva.
- Si la conica presenta convexidad hacia el foco(es decir, la otra rama de la hipérbola), la
fuerza es repulswa

6 -MOVIMIEN TO BAJ O FUERZA CENTRAL CONSERVATIVA

Toda fuerza central que dependa s6lo de la distancia al centro de fuerzas es conservativa y deriva de
un potencial. Las lineas de campo serin semirrectas que parten del centro de fuerzas, y las
superficies de nivel seran esferas concéntricas de centro el centro de fuerzas. Si sélo acttia esa
fuerza, la energia mecanica del movimiento se conserva: oL

-

4=

lmvz+E (F)“E-Ctebvz"z[E—E (l’)] v = i}— 2+ r‘fiE 2' rrp=C
2 ’ m r ’ dt dt )’ v

Expresando la velocidad en polares y despejando en la ecuacién de la energfa se obtiene:

dr mC” | 2
(2}-] m[E E, ()= J— E-E, (]

2

siendo E (r)=FE (r)+ el potencial efectivo. De esta forma se puede estudiar el

poef’ 2

movumento segun el radlo vector. Despejando se obtienen las ecuaciones del movimiento (en
cuadraturas generalmente) t=t(+) y p=¢(r). (ver Schz-Prz pg.234).

7.-MOVIMIENTO DE UN PUNTO BAJO LA ACCION DE UNA FUERZA NEWTONIANA :
DISCUSION DE LAS TRAYECTORIAS.

Se analiza el movimiento de un punto material de masa m atraido por un punto O con una fuerza

~ A

F=-m- zgu, , que se lanza con una velocidad vy a una distancia »y) de O. Se quieren obtener su
¥ ‘*\.—2}&?{ éﬁﬁ\;&%Vizv LA ® ”}‘“ﬁ\,s g’é’}ig’éé‘,aff “%éf‘ ;{)%"K‘ém

trayectoria y sus ecuaciones horarias.

Trayectoria:

Por lo ya visto, con el planteamiento hecho, la trayectoria serd una cdnica concava de ecuacion

polar general: leom K 50 g‘ Eén(~Up)
5 F 2 2 2 4
= P - con §p=£—>0 y  e=,/1+ C;E
I+ecos(p—g,) ik ¢ k*m
e &
=

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.5/14
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{
\

\ a=-t oo oKk

\

Si la fuerza es de repulsion (k<0), la trayectoria serd convexa respecto del centro de fuerzas,
correspondiendo a la rama convexa de la hipérbola, con e>1 y:

S0y em 14 2EE
P k Y k*m
Discusion de la trayectoria:
- Fuerza atractiva (k>0):
. 1 2k
E<0=e<l (elipse) E=—my,’ e :>v;3< <y, <=
2 7, ¥y
E=0=>e=1 (pardbola) = v, = 2k
o
E>0=e>1 (hipérbola) = vy, > 2k
"o
- Fuerza repulsiva (k<0):
o ,i,‘,’
E>0=e>1 (hipérbola, rama convexa) = voz >0 ©

La excentricidad e no puede ser negativa. Su valor minimo es por tanto e =0, y corresponde a una
circunferencia de energia:

2
mk

FE =
ac?

<0 ; e=0 (circunferencia)

2 2
: C? ¥y Vv,
siendo: p=cte.=r, = 7 — p

2
=k =ryv,

Determinacion de los semiejes de la conica y expresion de la velocidad:

- Fuerza atractiva(k>0):

L 2 2Kk
2F 2F

donde el signo - se aplica para el movimiento eliptico y el + para el movimiento hiperbdlico (rama
céncava).

- Fuerza repulsiva (k<0):
km m ) 2K k
2F 2F rooa

Teoria Movimientos Centrales Mov.Cent.6/14
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Movimiento eliptico: Periodo, curvatura maxima, curvatura minima:
EO
’ 22 AT
. ‘ a 5 # i
- Periodo: ’, T? =472 2 5\0/" aen

k-

. 1 , .
Curvatura maxima: [———-J = —]—2— Se produce en el punto mas alejado del foco,
P ¢ / max

apocentro (si el foco es el Sol se llama afelio, si es la Tierra, apogeo), y en el mas
cercano, pericentro (perihelio para el Sol, perigeo para la Tierra)

ooy
-
[ —

. 1 kb®
Curvatura minima: — = e
min

p. C’a’

TSy e ™
t

8.-LEYES'DE KEPLER

1°.- Las curvas que describen los planetas en su movimiento son elipses que tienen por foco el
centro del Sol:
2%~ Los-centros.de los-planetas describen curvas planas alrededor del Sol, cumpliendo la ley de
areas:
3%-  Los cuadrados de los tiempos de las revoluciones siderales son proporcionales a los cubos
2 a 3

de los semiejes mayores de las drbitas: # =—=

17 a; -
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EN CLASE

- EJERCICIO MOYV.CENT.1. (Feb 98)

Exprese la elipse b2’ + a%° = b’ (a > b > 0) en coordenadas polares con polo en el foco de
abscisa positiva y semieje polar de igual direccién y sentido que el Ox.

EJERCICIO MOV.CENT.2. (JUN 2004)

La ecuacién del movimiento de un satélite alrededor de su centro de atraccién newtoniana
p
l+ecosep
(unidades astronomicas) y e = 0,5. Determinar el tipo de cénica que describe y las distancias de
méximo alejamiento y maximo acercamiento (la primera en caso de existir) del satélite a su centro

de atraccidn.

expresada en coordenadas polares con origen en dicho centro es: r = , donde p =3 u.a.

EJERCICIO MOV.CENT.3. (FEB 2005)

Un planeta describe una érbita eliptica en torno al Sol, de la que se conocen la excentricidad y el
perihelio 7, . A partir de estos datos, determinar los semiejes de la érbita.

mm

EJERCICIO MOV.CENT.4. (SEP 2006)

Desdémona es un satélite natural de Urano descublerto en 1936 por la sonda espacial Voyager 2
Su drbita en torno a Urano es circular de radio R. La masa de Urano es Afy;. Determinar el periodo
de la drhita en funcidn de R, My, v la constante nniversal G.

EJERCICIO MOV.CENT.S. (JUN 2007)

Un asteroide sigue una érbita circular de radio R en torno al Sol. Obtener la expresién que propor-
ciona el periodo T de la 6rbita en funcidn de R, la masa del Sol A y la constante de la gravitacién
universal G.

EJERCICIO MOV.CENT.6. (FEB 2008)

Tomando como mébdulo de la fuerza central de atraceién, F, que ejerce el Sol sobre cada uno de los
l 3 ]
. mC? mk c- b~
planetas del Sistema Solar: F = =g con GMg=h=—=Cte y p=— (paumwtm de
pr2 )
la elipse), demostrar que se cumple para todoq ellos la tercera ley de Kepler.

EJERCICIO MOV.CENT.7. (JUN 2009)

Un punto que se mueve bajo la accién de una fuerza central que apunta al origen e coordenadas O

tiene en un instante dado el vector de posicién r = 372 +47 4+ 1k v una velocidad v = 22 + 15 + Lk.
) , . dA
Determinar la constante de las areas, (', v la velocidad arcolar. TR
i
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EJERCICIO MOV.CENT.8. (JUN 2009)

Utilizar la ley de las dreas para obtener el semieje menor, b, de la elipse recorrida por un planeta,
si se conoce la velocidad, vp.,, en el perihelio, la excentricidad, e ¥ el periodo, T'.

EJERCICIO MOV.CENT.9. (SEP 2009)

Se lanza desde un punto P de la linea de los polos terrestres situado a una distancia del centro de
la Tierra, rp, mayor que el radio terrestre R, un proyectil de masa m y velocidad vp en direccidn
perpendicular a dicha linea de los polos. Escribir un sistema de dos ecuaciones que permitan
determinar la distancia r, desde el centro de la Tierra al punto A en que la trayectoria eliptica del
proyectil, que no choca con la Tierra, cortarfa a la mencionada linea de polos, asi como la velocidad
en A, v,.

EJERCICIO MOV.CENT.10. (JUN 2010)

En un instanke dado un planeta tlene 1m vector de posicidn, respecto al Sol, rp == 1M J)m

posicidn.

EJERCICIO MOYV. CENT.11. (feb 2001)

Suponiendo que la Tierra fuera una esfera inmovil, determinar el maximo alejamiento de su superficie
que alcanzaria un proyectil lanzado verticalmente (en direccion radial desde un punto de la misma con
una velocidad inicial vy

EJERCICIO MOYV. CENT.12. (feb 2004)

Una sonda espacial enviada desde la Tierra hacia el espacio exterior debera tener una velocidad v, cuando
esté muy lejos de nuestro planeta. ;Con qué velocidad minima, vy se debera lanzar desde la superficie
terrestre?. Considerar sélo la actuacion del campo gravitatorio terrestre.

Ejercicios Movimientos Centrales Mov.Cent.11/14
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REPASO

EJERCICIO R-MOV.CENT.1. (Jun 96)

Determine la energia potencial efectiva de un punto material de masa m sometido a una fuerza

central, newtoniana y atractiva F = ——-u,, siendo C la constante de las 4reas.
r

EJERCICIO R-MOV.CENT.2. (Feb 97)

mk
En el sistema solar, la fuerza que el Sol ejerce sobre un planeta de masa m es:F = — —5 U,
¥

en un sistema de coordenadas polares con origen en el Sol. Justifique, a partir de la tercera ley de
Kepler, que la constante k es la misma para cualquier planeta, sabiendo que k = C? / p.

EJERCICIO R-MOV.CENT.3. (Feb 99)

En una 6rbita planetaria indique la distancia del planeta al Sol en el afelio y en el perihelio, en
funcioén del semieje mayor y de la distancia focal (distancia entre el centro y el foco).

EJERCICIO R-MOV.CENT.4. (Jun 99)

Un punto material describe una trayectoria plana cumpliendo la ley de las 4reas respecto al origen
. : do
de coordenadas en un sistema inercial, formulada mediante r2~67[—: cte. en coordenadas polares.

Demuestre que el movimiento del punto obedece a una fuerza central.

EJERCICIO R-MOV.CENT.5. (Jun 00)

Un punto material de masa m se mueve bajo la accién de una fuerza central conservativa segin la
trayectoria (dada en coordenadas polares)

_—pr

l—ecosg

donde p (p > 0) y e (e > 1) son parametros constantes. A partir de estos datos, obtenga la expresién
de la citada fuerza en funcién de la posicién del movil, indicando si es atractiva o repulsiva.

r(e) =
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PROBLEMA MOV.CENT.1 (FEB 2003)

Un método para la transferencia de satélites entre 6rbitas planetariag eg la
utilizacion de la Hamada Grbita de transferencia de Hohmann. Supuestas las
drbitas de oripen y destino circulares, coplaparias ¥ concéntricas alrededor
del Sol, 1a érbita de transferencia de Hohmann es una drbita eliptica (H), en
cuyo perihelio {(punto de distancia minima al Sol) y afelio (punto de distancia
méixima af Sol) es tangente, respectivamente, a las drbitas mds cercana y
mis alejada de éste. Los propulsores def vehiculo interorbital se encienden
brevemente enando el aatdlite estd en la drbita estable de origen a fin de
comunicarle de forma précticamente instantdnea la velocidad adecuada para
el sezuimiento de la orbita de transferencia; a continitacion, la nave viaja
sin la ayuda de Jos propulsores hasta llegar a la drbita de destine; alli,
éstos sc encienden de nuevo pars conferirle la velocidad adecuads para ef
seguimiento de la érbita circular estable alrededor del Sol a dicha distancia.

Sa considera la transferencia mediante una érbita de Hohmiann de un satélite que se mueve alrededor del
Solen una drbita circular de radio Ry hasta otra también circular, coplanarin y concéntrica con la anterior
de radio By > Ry. La transferencia se realiza mediante un incremento practicamente stantdineo de
velocidad, Avp, coando el satélite estd en la érbita estable de menor radio y un segundo incremeato,
Avyy, asimismo pricticarente instantédneo, cuando lega a la rbita de radio Ry, en la que permanererd a
partir de entonces. Se considera la masa del Sol suficientemente grande como para poderlo tomar como
origen de una referencia inercial y se desprecia la accidn gravitatoria de los planetas.

1)

3)

7)

8)

Obtener las energias potenciales, BX(Rr) y Ea(Rur), las energias cinéticas, BI(Rr) ¥ £ [Rur), ¥
las energias totales, B*(Rr) y E*(Rar) del satélite en las érbitas cirenlares estables de menor radio
(R7) v de miayor radio (Ray) respectivamente. Penominar m a la masa del satélite y tomar como
datos adicionrales la constante de gravitacion universal, G, y la masa del Sol, M.

Determinar Jas velocidades de movimiento del satélite en las citadas drbitas estables de radio mencr
y de radio mwayor, & las que sc denominard, respectivamente, v y v,

Establerer, aplicando el tecrema de conservacidn de la evergia mecanica, una relacién entre las
distancias minima y méxima de acercamiento al Sol (respectivamente Ry y Rar) y las velocidades
respectivas, vy y v, que deberd tener el salélite en dichos puntos cuando se mucvs segtin la frbita
de Hohmann una vez impulsado por la accién de los propulsores. [Indicacion: Recordar que la drbita
de Hohmann ez una érbita eliptica descrita por el satélite bajo la accién de la fuerza central de
abraccidu gravitatoria cjercida por el Sol].

Aplicando la constancia de la velocidad areolar det movimiento del satélite sometido a 1a fuerza de
atraccién del Sol, demoatrar que las distancias de alejamiento a éste en el afelio v el perihelio [ Ry
y far) ¥ los respectivas velocidedes (vr y vag) verifican la relocién: Hyvy = Raop.

A partir de las dos relaciones encontradas en los apartados anteriores, determinar explicitamente
los valores up y vps en funcién de los datoz del preblema, demostrando que los mismos son, respec-

\ 2R, 2Ry
tivamente: vr = v ,J ——— Y UM = P \f—m--——--.
T Ry + Ay ¥ M Far -+ Ay

A partir del resultado obtenido en el apartadn precedente, determinar los incrermentos respectives
de velocidnd, Avy y Avy (supuestos pricticamente instanténeos segin lo dicho), que deben pro-
porcionar los propulsores al satélite para salir de la érbita ciccular de radio f2 ¢ integraree en la
Srbita circular de radio Hyy, indicando €] sentido de propulsion requerido en cada caso.

Discutir ¢l hecho aparentemente paraddjico de que, aiendo positivos log dos incrementos instantdnens
de velocidad hallados, Ja velocidad orbital en 1a ¢rbita de mayor radio, Ry, sea menor que la ve-
locidad orbital en la 6rbita de menor radio, Hy.

Obtener los resultados del apartade 6) para el caso de que la érbita Anal tuviera un radio Ry
menor que el de la 6rbita inicial.
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PROBLEMA MOV.CENT.2 (FEB 2006)

IL

En la fizura se representa, visto desde arriba, un mue-
: lle de constante eldstica k, de masa despreciable ¥ lon-
gitud natural nula, con un extremo permanentemnents:

y sujeto en el origen de coordenadas O{0,0) de una re-
v ferencia Oxy situada sobre una superficle horizontal

perfectamente lisa. Bl ctro extremo del muelle lleva

S . »  enganchada una masa puntual de valor m.

o i B, o 0)

Fn el instante £ = 0 la masa m se situa en el punto Folwry, 0) del eje Oz y se lanza con una velocidad

@ = 01 + 1pyf en la direccidn del eje Oy. En estas condiciones la trayectaria es una elipse centrada en

0(0, 1), como se demuestra en los iltimos apartados.

Se pide:

1) Determinar el valor erftico, #,,, que debe tener v,, para que la trayectoria sea una circunferencia
de radio x5, El resultade se dara en funcidn de k, m v xp.

2y Justificar que sl vgy # Voye, el punto de lanzamiento, Py{xg, U, es un vértice de la trayectoria
eliptica.

fim
- . . . . m )
vértices de dicha travectoria estan en los vértices Fy ( .,W\ ) Py {—x0, 01y Py (D? Uy \as{-&—:-

e

3} Justificar, aplicando la ley de las dreas y el teorema de conservacién de la energla, que los restantes

v que la velocidad vg es: vy = —«x.:.\,f’r——i + 05
{ m

En esta segunda parte del problema se considera que la masa m sigue unida al resorte y se lanza desde

una posicién cualquiera (xg, to) con una ‘v’.:LCldijd cualquiera { 2oy, ty).

4)  Eseribir la ecuacién de Newton para el movimientn de la masa bajo la accién del muelle y tomar
componentes cartesianas r e y, obtenlendo asl una ecuacidn diferencial para cada una de ellas.
Diichas ecuaciones son independientes.

7t

[Nuig

Camprobar que las soluciones respectivas de las mismas son:
4 / LA B / i
2 = Asen — w1 = Hsen — L2
\' m v ¥ \ 1 ¥

6) Determinar A4, B, ¢1 ¥ @2 en funcidn, exclusivamente, de k,m, 2o, g0, ve0 ¥ tyo

7} Eliminando f entre las ecuaciones anteriores se obtiene la signiente ecnacién de la trayectoria
212 2 9.
T ) U Ty . N 2 .
— +(—) e GOS0y~ 10 | = 580" [y — @
(7) +(5) —qpete—wd (o2 = 1)

que es una elipse centrada en el origen de coordenadas. Determinar la relacién que deben cumplir
los pardmetros &, ™, ¥0, ¥, ¥20 ¥ Uy para que los ejes naturales de esa elipse coincidan con los de
la referencia, Verificar si los datos iniciales de los apartados 2) ¥ 3) cumplen dicha relacidn.

8) Considerar, para el caso general, el vértice de la elipse menos alejado del origen (caracterizado por
su distancin al mismo (r = rmgn) ¥ 51 velocidad { ¥ = Umax)) ¥ obtener, a partir de estos pardmetros

s 3

la energfa total E y la constante de las dreas C. [Ind.: Recordar que €' = 27 = [r = v

ol
.

A partir de las expresiones obtenidas en el thmrtado anterior, comprobar que los valores minimo
(Tmin) ¥ mAximo (rmaxr) de la distancia de la masa al origen son, respectivamente:

\ /‘E ~ VE? — km(? JE+ VE2 = km(C?

Tax =
k ‘ k

Tmin =
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EJERCICIO MOV. CENT. " -

Un satélite orbita alrededor de Jupiter en una Orbita circular de radio R

Jupiter) con periodo 7, . Del mismo modo se considera la Luna orbitando

=15-R,(R,radio de

alrededor de la Tierra en

6rbita circular de radio R =60-R, y periodo T} . Obtener la relacion de densidades de Jupiter y la

Tierra.
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s Upiea rogizrd QUE ACTUA T ateace. 6RAVITAT beL SoL —b

—® Gnsgrvar. @ o G Mgw dr
Rz

o Engrbwg EP:_GHrm A S Y
v / 2

kY

k3
oBusw:«os UT'. 2 U‘M"" ) VELee . E™ oRAITRT CieviaRES DE

ITAbWS Py KBy .

Nov En ORRBITA CIRCULAER PDF RRADIC M

EF=ma: d,:- GMsm :‘Mgl_-:)\)“z- A
v v T

E* +) = - 6 Hewm -
/1) > (Rr) S22 Y (Ry) = C.*_*f_m 3E*<zr)=E;(;aT).ya*(tr):-éﬂE_'1“

=
T 2R, 2%y
s - _bMewm | ~ ; C
Ep¥ (Ru) = - _éi“ j ECTRa)z 6 e oY gy B (R R - L M
2 R ~~

2) 2R
UKo [6Mg , 6H
T = Cog ¥ s
REEIC “/;":J

3) Env Lo orem ELPTICE Sdio acuA ta Foeraa be meace BEL SoL = EneemE=cde

En PeERIHELID: E=4 0 LY GMgm
2 T

2 ug-v,}:gems[i _ 4

Ev aFewo @ L mUl*s GRsw r Ra
4) . 2
Var= dA ) \Fxs LG v K5
| e Sy rxvl | Ey R, rLG = \éazé\chlb-m\;%%:% Rr s
Ev ApgL. rj_\'r,___aumf-_ ce = = = ARV
2
Pof?. TAMTO reTU‘T: } ,“U;..
5) U;‘«anzecm[i_i } Vs - o=yl 2R :J**\/?RN
[< (% =D R o+ Rr+Rr
Rr U7 = RuUn Uaz-- = [GMs 2Ry :%W
R RT‘)’RH "21"”2“
U A-EI-Z - R -Rr z |
L) 2O [ B s oy R RE o (8,CR0) R

RrRin (R - Rr*) /
Anaroco para U, T T Rr(ﬁ},/}?f)(/eM+;2,)




. Q’ - ,
- = S,
= | Ingenieros Industriales I Fisical Jg%g
C Profesor Modlilr
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. s
Aula de Ingenieria Alex Garcia .
Tifno: 91 535 75 29 2 /9

6) Urz ¥ uAU = AU - or U o w[/.._uﬂ ..4}0
R
| ———

>4

¥
Un U 2 A% = A v g [ - /2R ) o
12— iy
| VS Y
<4

7) [—A te. AforRTADA AL SATELTE oM gL J'MAU" INGTANTANE® GE INUIGRTE B~ Pro PO CLOMAR,
/
AL SATELVIE LA PoStIBIIDAD B PASAR A umvd DISTANCIA MAYOR pal CENTITR D& ATROLOON,

P bomne Lo Ep g pavor Une ver aLLi LA WLotnd DEu SATELIE £ Demagiane RAR

TARA Lo GbE CoRRELPMDE A uua CRER CILCWAR Pg RAPIO Re , bE Forrd GUE SV

A De ge
FIR D€ SEM PE mMusw AunEnTion, Pace GuE PUED PER-AMECER EN LA MISHA.

@> E_Ik) AFELID (ET : HS Q\/ < U"V
v T

_ r+Rv
En g PERIMEL 10 ( Ry ) N
/é“c 221 >yt

/JU.-r:UTr-JT*: GHS [ /-Q—i?j ‘J<0
Rr +1Rv
AVV:U;* / HS{ /-ZKT A >0

+v

»
A”GOS Av- son NEGATL VIS —b gELo‘MN APLIcAMDG AL SATELITE vaa PROPULSIN EN

SEMNTIDS LONMTRARIO A SU MARCHA




. Profesor
c/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. *Co

Aula de Ingenieria Alex Garcia
Tlfno: 91 535 75 29 :

= JC | Ingenieros Industriales I Fisical g,

MEDIOS DEFORMABLES

1.- SOLIDOS DEFORMABLES

El sélido ideal indeformable no existe. Todo solido sometido a esfuerzos experimenta
deformaciones, que pueden clasificarse en tres zonas:

- elasticidad: el sélido sufre pequefias deformaciones reversibles.

- plasticidad: las deformaciones son mayores e irreversibles.

- rotura: el sélido rompe. . ‘ /é:g é\
= =
=

1.1.- ESFUERZOS Y TENSIONES INTERNAS EN SOLIDOS DEFORMABLES

en una componente normal y una tangenc1a1
F o= F-i
F, =[x F)x 7
Esto da lugar, respectivamente, a:

iy OF, | F,-S>0=ocdetraccién @ g——— "
- tensidn (esfuerzo) normal: o =—= ’ : .

8S | F,-S <0 = o decompresion ﬂ
T a .
Estos esfuerzos dan lugar a deformaciones del tipo: &= —l—~ T2
[ l« Al
z
. OF, |
- tension (esfuerzo) cortante: 7 =—=L
oS . x
e ——— —
T 37 -
. . X ) ! /
Estos esfuerzos dan lugar a deformaciones del tipo¢g = = , ,
14

Yol =

Las tensiones tienen dimensiones de presién (N/m’ = Pa ), mientras que las deformaciones
son adimensionales.

1.2.- SOLIDO ELASTICO. LEY DE HOOKE

La ley de Hooke es una ley empirica que relaciona tensiones (esfuerzos) y deformaciones dentro de
la zona de elasticidad de los so6lidos:

Tension = Mddulo de elasticidad = cte. dependiente del material

Deformacion

p P y .
- normales: —=Y = o =Y g (AY también se le denomina como E )

- tangenciales: ?;- =G :>Z'= G- ¢

Teoria Medios Deformables M.D. 1/16
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1.3.- ZONAS DE ELASTICIDAD, PLASTICIDAD Y ROTURA

a
@ Zona 1: zona elastica. Deformacién
B8 C reversible. Ley de Hooke valida:
@/\ c=FE¢ — E=iga
G'E ...8 En A: og: limite elastico (lineal)
|
! Zona 2: zona eldstica no lineal.
I @ | Deformacién reversible, pero Ley de
2 | Hooke no vélida.
5]
- /
"2“ / : En B: limite elastico no lineal.
*]
H- « : Zona 3: zona pldstica.
| En C: rotura

DErForMACIONES £

1.4.- PRESION. COEFICIENTE DE COMPRESIBILIDAD

Se define la presién como P = % donde F, es la fuerza normal‘aplicada en toda la superficie del

s6lido. Esto da lugar a una deformacién en volumen —A—I;V—

AP
AV IV,

A vpartir del médulo de compresibilidad se define el coeficiente de compresibilidad (o
compresibilidad simplemente) como:

Se define el modulo de compresibilidad como: f =—

po L __AVIV,
B AP
(0 en forma diferencial: k= ——1— QK
V aP T=cte

5 Para sélidos y liquidos, k puede considerarse constante y muy pequefio, por lo que, integrando la
ultima ecuacién se obtiene: V = Voe"‘A”, ecuacion a partir de la cual, considerando desarrollos en

serie, se obtiene la primera férmula de k.
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2.- FLUIDOS

Se llama fluido perfecto a todo sistema material continuo que no soporta ningtin esfuerzo cortante y
fluye.

La densidad p caracteriza a un fluido a una temperatura y una presion.

Un fluido con gran compresibilidad (k) tendrd una variacién de densidad grande. Los liquidos, en
general son poco compresibles, y en la practica se considerardn incompresibles.

8 \}5\5" C&;NLLV{’(“

2.1.- HIDROSTATICA o Enrodes 0 6y

Estudio de los fluidos en equilibrio (reposo). Se basa en el principio de Pascal y en el principio de
Arquimedes.

Cuando un fluido estd en reposo ejerce una fuerza normal sobre toda superficie en contacto con €él.
A la fuerza normal por unidad de superficie se la llama presion (ver 1.4).

1Pa=1N/1m*
Unidades de presion latm= 760mmHg = 760torr =101325Pa = 14,7 psi(lib/ pulg®)
1psi =1lib/1pulg® = 689,1Pa

2.1.1.- ECUACION FUNDAMENTAL DE LA HIDROSTATICA

Permite conocer la presién en un punto de un fluido. La presién aumenta con la profundidad en el -

liquido. Conocida la presion en un punto A del fluido, la presién en un punto B situado a una altura
h por debajo de A viene dada por (ver demo): | KO~

\0 N2
P P +p-g- h ,_Qj-;, 2
Esta presidn recibe el nombre de presién absoluta. S i
: l
_L__@

Se denomina presién manométrica a la difetencia
entre la presion absoluta y la atmosférica: P =P

man ahs

-P

aty

2.1.2.- PRINCIPIO DE PASCAL

La presion aplicada a un fluido encerrado se transmite sin variacion en todas direcciones a todas las
partes del fluido y paredes del recipiente (ver aplicaciones con demo).

2.1.3.- PRINCIPIO DE ARQUIMEDES. FLOTACION

Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje vertical ascendente igual al peso del
volumen de fluido desalojado (ver demo). El empuje recibe también el nombre de fuerza de
Sflotacion.
La linea de accién del empuje pasa por el centro de gravedad del fluido desplazado, llamado centro
de carena o centro de presiones, que no tiene que coincidir necesariamente con el centro de
gravedad del cuerpo sumergido(solamente si el cuerpo es homogéneo).
Un cuerpo que flota estard en equilibrio si el centro de carena y el de gravedad se encuentran en la
misma vertical:

- si ambos coinciden, el cuerpo esté en una posicion de equilibrio indiferente.

- siel centro de carena esta por debajo, el equilibrio es inestable

- siel centro de carena estd por encima, el equilibrio es estable

Teoria Medios Deformables M.D. 3/16
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2.1.4.- PROPIEDADES SUPERFICIALES DE LIQUIDOS. TENSION SUPERFICIAL

Originada por las fuerzas de cohesién moleculares del liquido, actia paralelamente a la superficie y
tiende a “estirar” esa superficie, apareciendo en cada entrefase. Es una fuerza por unidad de
longitud. :

y = % Enel S.I se mide en N/m

2.2.- FLUJOS FLUIDOS

En los fluidos en movimiento, cada molécula del fluido tiene en cada instante una velocidad, que en
general varia con el tiempo. Asi, para conocer el estado de movimiento de un fluido es necesario
conocer en cada instante su campo de velocidades.
Se definen:
- linea de flujo: camino seguido por una particula individual dentro de un fluido en
movimiento.
- linea de corriente: curva tal que su tangente en cada punto proporciona la direccién de la
velocidad en ese punto.
Cuando la distribucién de velocidades no se modifica a lo largo del tiempo, ambas lineas coinciden
y el movimiento del fluido se dice que es estacionario.
Existen dos tipos de flujos:

- flujo laminar: las trayectorias de las particulas son uniformes y no se cruzan. El mapa de
velocidades se compone de lineas que parecen “laminas de fluido”

- flujo turbulento: al rebasar una cierta velocidad, aparecen corrientes parasitas o remolinos.
El flujo no es estacionario, cada elemento puede cambiar de direccion

Caracteristicas de los flujos:

- compresibilidad: variacion de la densidad del fluido por cambios de P y 7. El fluido podra
considerarse compresible o incompresible.

- viscosidad: presente en el movimiento del fluido, origina fuerzas tangenciales entre las
capas del fluido, provocando una disipaciéon de energia mecénica y un gradiente de
velocidades en el movimiento.

- flujo estacionario: la distribucién de velocidades del fluido es constante en el tiempo.

- flujo rotacional: en cada punto el fluido tiene asociada una velocidad angular neta

Se consideran fluidos ideales a los fluidos incompresibles y no viscosos. ( = e, }Z: C))

2.2.1.- ECUACION DE CONTINUIDAD (CONSERVACION DE LA MASA)

En un fluido que circula por un conducto de seccion variable, el gasto (masa por unidad de tiempo)
dm p-dV p-S-dl ]
a i a7

ha de ser constante.

Considerando dos secciones de areas S; y Sy, la ecuacidn de continuidad queda:

PSS V= py S, v,

Teoria Medios Deformables M.D. 4/16
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2.2.2.- CONSERVACION DE LA ENERGIA EN FLUJOS FLUIDOS. TEOREMA DE
41,
"

BERNOULLI ,
Hkg\@’ Fesy (Jgf:c'l'ﬁ/‘ Q: O}

| db

i
"
i 7]
o

! w/ V,y
‘34.

Se estudia el problema representado en la figura, para el caso de un fluido de densidad constante.
Planteando la ecuacidn de la energia cinética, se obtiene la ecuacion de Bernoulli (ver demo):

F e FL e.e €0 fun Ec oy
% )V( Vol %’A _PA "1\‘““\

1 2 1
(YW, E +p-g Y +-?jp-vlz =b+p-g-y +5p~vz':>P+p~g-y+-2~p~v2 =cte

| Se llama presién estatica al término P+ p-g-y

1‘ Se llama presién dinamica al término 5 pv:

2.2.3.- VISCOSIDAD Y PERDIDAS POR FRICCION EN CONDUCCIONES FLUIDAS.
ECUACION DE POISEVILLE J/\\{\F; ey (/’(_¢Q . (e e Km&« bM\"Ct\

La viscosidad # es la causa de la friccidn interna en un fluido. Si tenemos un flujo laminar de un
fluido en un conducto, la viscosidad va a originar un gradiente de velocidades, de forma que el
fluido mds cercano a las paredes tendra una velocidad mucho menor que el fluido més alejado de

las mismas.
. dv dv
Ley de Newton para fluidos: fuerzas entre capas: F =7-S - o (E = grad. de veloc)
-2 ’ NS QUANDRILA
esfuerzo cortante  dF/dS [ ] MLT M RO T 0

B razon de deformacion vl dh - T

Para el caso de un conducto cilindrico de seccién circular de radio
R, la distribucion de velocidades es parabélica y vale (ver demo): 7~

La ecuacién de Poiseville, valida solamente para flujos laminares, proporciona el caudal que
atraviesa un conducto cilindrico en la unidad de tiempo (ver demo):

Q=sv 0] 0
dQ%KL?rmrc)\{‘z} lfﬁ&;)‘(g’()

M. - K &R
ggzzﬁfug?‘im :JQ{Q ,_J,L(\‘ ’(j )(((ﬂ ;M 5/16
r~
L ?
ll ( ip‘ (R B ’)“\2:1 \(ci('ék
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2.2.4.- FLUIDOS DE FLUJO TURBULENTO. NUMERO DE REYNOLDS

Si la velocidad del fluido es elevada, el flujo deja de ser laminar y pasa a ser turbulento, y la
ecuacion de Poiseville ya no es vélida.

La turbulencia en un flujo se caracteriza con el ntimero de Reynolds (Re). En el caso de un flujo a
través de un conducto de seccidn circular, su valor es:

| (o how v = velocidad promedio del fluido
D . o .y

XN i\Jv\(s Re:2-v-r-p r =radio de la seccion
9 n p = densidad

n = viscosidad

Experimentalmente se comprueba que para Re<2000 el flujo es laminar, y para Re>2000 es
turbulento.

2.2.5.- MOVIMIENTO DE SOLIDOS EN EL SENO DE UN FLUIDO. FORMULA DE
STOCKES

Cuando un so6lido se mueve en el seno de un fluido de viscosidad #, aparece una fuerza que se
opone al movimiento. Esta fuerza responde a la férmula de Stockes:

4. — | =factor de forma (cte. que depende de la geometria del s6lido)
n = viscosidad

v = velocidad del s6lido respecto del fluido

En el caso de un solido en movimiento en el seno de un fluido se define el nimero de Reynolds

como: .
Qab AR e
s

VN 0 he v = velocidad del solido relativa al fluido

_v-L.p| L=longitud caracteristica del s6lido

n p =densidad

n = viscosidad

Si Re’<1, el flujo que rodea el solido es esencialmente laminar.
Si 1<R.’<10, se produce turbulencia tras el solido, llamada estela, y la fuerza de arrastre es mayor
que la de Stockes, siendo proporcional al cuadrado de la velocidad.

Teoria Medios Deformables ‘ M.D. 6/16




— Ingenieros Industriales B Fisical Zp,
J C Profesor e}
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. Se)
Aula de Ingenieria Alex Garcia

= Tifno: 91 535 75 29 ;i

EJERCICIO M.D.1. (Feb 96)

Formule el teorema de Bernoulli para un fluido incompresible en régimen permanente por una tuberia,
indicando el significado de los simbolos empleados y las hip6tesis necesarias.

EJERCICIO M.D.2. (Sep-96)

Dos cuerpos tienen la misma masa pero densidades diferentes. Si se coloca cada cuerpo en un platillo
distinto de una balanza de dos platillos, que se supone perfecta, indique si el fiel de la balanza se sitGa o
no en el cero de la escala, justificando su respuesta.

EJERCICIO M.D.3. (Sep 96%)

¢ Qué magnitudes relaciona la ecuacion de Poiseuille para fluidos y qué hipétesis basicas utiliza?

EJERCICIO M.D.J4. (Feb 98%)

Un fluido de densidad p y coeficiente de viscosidad 1 circula por una tuberia de didmetro D con
velocidad v. Defina el nimero de Reynolds correspondiente.

EJERCICIO M.D.5. (Jun 98)

Explique el funcionamiento de un medidor de caudal tipo Venturi en una tuberia horizontal.

EJERCICIO M.D.6. (Jun 98%)

En el sistema CGS de unidades la unidad de viscosidad es el poise. Obtenga su equivalencia con la
unidad en el Sistema Internacional (SI).

EJERCICIO M.D.7. (Feb 99)

Un fluido de densidad p circula por una tuberia horizontal en condiciones en las que es aplicable el

teorema de Bernoulli. Relacione el incremento de presién entre dos secciones de la tuberia con las
velocidades respectivas.

EJERCICIO M.D.8. (Jun 99)

Un cuerpo s6lido de densidad p permanece flotando en un liquido permaneciendo sumergido las dos
terceras partes del mismo. Determine la densidad del liquido si se desprecia la densidad del aire.

EJERCICIO M.D.J9. (Sep 99%)

Enuncie y formule la ley de Stokes para el movimiento de los cuerpos en el seno de fluidos.

EJERCICIO M.D.10. (Feb 00)(JUN 04)

Enuncie el teorema de Bernoulli, explicando el significado fisico de cada término.

Ejercicios — Medios Deformables M.D.7/16
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EJERCICIO M.D.11. (Sep 00)

Determine la velocidad con la que sale el agua por el fondo de un depédsito de 2,5 metros de altura
cuando esta lleno, adoptando como valor de la gravedad 9,8 m/s.

EJERCICIO M.D.12. (Feb 01)

Escribir la expresién de la hidrostatica experimentada por un cuerpo sumergido a una profundidad 4 en
un fluido de densidad p.

EJERCICIO M.D.13. (Jun 01)

Obtener en unidades del S.I. la presion existente en el fondo de una piscina de 3 metros de profundidad
situada en un lugar donde el valor local de la aceleracién de la gravedad es 10 m/s?, suponiendo que la
presion atmosférica es 1 bar y el agua tiene una densidad de 1000 kg/m’.

EJERCICIO M.D.14.

Definir y expresar cuantitativamente la compresibilidad de un medio material. (Sep 01)

EJERCICIO M.D.15. (Sep 01)

Determinar la profundidad a que es necesario descender en un lago con agua de densidad 1000kg/m’
para que la presion alcance el valor de dos veces la presion atmosferlca supuesta igual a 1 bar, en un
lugar donde el valor local de la aceleracion de la gravedad es 10m/s?.

EJERCICIO M.D.16. (Feb 2002)

Una muestra de aceite con un volumen inicial de 800 cm® se somete a un aumento de presién de 1-10°
Pa, disminuyendo su volumen en 0,8 cm’. Determinar su modulo de compresibilidad.

EJERCICIO M.D.17. (Jun 2002)

Una barra de material desconocido de seccién 1 cm? se somete a una traccion de 10° N, experimentando
un alargamiento relativo del 0,1 %. Determinar el médulo de Young del material.

EJERCICIO M.D.18. (Feb 2003)

Obtener la fuerza horizontal neta que ejerce el agua sobre una presa de anchura D sobre la que alcanza
una altura H medida desde el fondo. Tomar p como densidad del agua.

EJERCICIO M.D.19. (Feb 2003)

Un tanque grande abierto al aire, de radio R y pared de espesor despreciable contiene agua hasta un
altura H. Se practica un orificio de didmetro d<<D en la base del tanque. Despreciando efectos debidos a
viscosidad y a contraccion de vena liquida, determinar el tiempo que tardara el tanque en vaciarse.

Ejercicios — Medios Deformables M.D.8/16
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EJERCICIO M.D.20. (Jun 2003)

Obtener el momento de fuerzas respecto a la linea de base (recta interseccién del fondo, supuesto
horizontal, con la pared en contacto con el agua, supuesta vertical) que ejerce el agua almacenada en una
presa de anchura D sobre la que alcanza una altura H medida desde el fondo. Tomar p como densidad

del agua.

EJERCICIO M.D.21. (Jun 2003)

Sabiendo que la distribucién de velocidades en una tuberia rectilinea de longitud L y radio interno R por
la que circula un fluido newtoniano de viscosidad 7 en régimen laminar bajo una diferencia de presién

|ap|

en sus extremos Ap es: v(r) = 4—(1’32 —r?), siendo r la posicién radial medida a partir del eje de la

tuberia, obtener la expresion del caudal de dicho fluido en funcién de los parametros dados.

EJERCICIO M.D.22. (Sep 2003)

Determmal la reduccién de volumen que experimenta el aceite de una prensa hidraulica (inicialmente 1
m’) cuando se le somete a un aumento de presién de 5-10° Pa. El modulo de compresibilidad del aceite
es 5:10° Pa.

EJERCICIO M.D.23. (Sep 2003)

Determinar la presion manométrica minima necesaria en una toma de agua para que el chorro de una
manguera de bomberos conectada a ella pueda alcanzar una altura 4. (Suponer que la toma tiene un
didmetro mucho mayor que la manguera).

EJERCICIO M.D.24. (Feb 2004)

Determmar la reduccion de volumen que expenmenta el ace1te de una prensa hidraulica (inicialmente 1
m ) cuando se le somete a un aumento de presién de 5:10° Pa. La compresibilidad del aceite es 2:10™°
Pa’.

EJERCICIO M.D.25. (SEP 2004)

Determinar la posicion de equilibrio de un bloque de un material de densidad p vy altura & que flota en
la interfaz entre sendas capas de gran espesor de un fluido de densidad p, y otro de densidad p,,
conp, > p> p,. Expresar dicha posicién de equilibrio en funcién de la fraccion de & que queda
sumergida en el liquido inferior (de mayor densidad).

EJERCICIO M.D.26. (SEP 2004)

Por una tuberia de 100 mm? de seccion interior circula un fluido a una velocidad media de 4 m/s.
1) Determinar el caudal que circula por la misma.
1) Admitiendo que se mantiene el caudal, determinar la velocidad media del fluido cuando el
didmetro de la tuberia se reduce a la mitad.

Ejercicios — Medios Deformables - M.D.9/16
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EJERCICIO M.D.27. (FEB 2005)

Escribir la ecuacién fundamental de la hidrostatica, indicando el significado de cada simbolo.

EJERCICIO M.D.28. (JUN 2005)

Un fluido incompresible circula por una tuberia horizontal que tiene un tramo de seccion Al y otro de
seccién A2 (A1>A2). Si se puede medir la diferencia de presion entre esos tramos, Ap = p, — p,,

obtener la expresidn que proporciona el caudal Q que pasa por la tuberia (volumen de fluido por unidad
de tiempo), en funcién Unicamente de Ap, Al, A2, y la densidad del fluido p, mediante la aplicacion
del teorema de Bernoulli.

EJERCICIO M.D.29. (SEP 2005)

Definir el médulo de Young para un material que sufre una deformacion elastica por unidad de longitud
£ al ser sometido a un esfuerzo de tracciéon o compresion o , e indicar su unidad en el SI.

EJERCICIO M.D.30. (FEB 2000)

Exprese la ley de Hook para la deformacién longitudinal de una barra sometida a traccion.

EJERCICIO M.D.31. (JUN 2006)

Un tubo horizontal de seccién transversal Ay por el que circula un fluido ideal incompresible
presenta un estrechamiento con seccién transversal 4s, siendo Ay < 4. Demostrar que la presion

Yy =

en la seccién A3 es menor que en la seccidén Ay (p2 < p1).

EJERCICIO M.D.32. (JUN 2006)

Definir el médulo de compresibilidad (o de volumen), B, para un fluido.

EJERCICIO M.D.33. (SEP 2006)

Dos varillas de cobre A v B tienen la misma longitud y el drea de la seccidn transversal de la varilla
A es el doble del drea de la seceidn transversal de la varilla B. Si se aplican lag mismas fuerzas
de traccidn en los extremos de cada una de las varillas, responder qué respuesta es verdadera:
a) Las dos varillas sufrirdn igual alargamiento.
b) La varilla A se alarga la mitad gue la varilla B.
¢) La varilla A se alarga el doble que la varilla B.
d} Ninguna de las dos varillas sufrird alargamiento.

EJERCICIO M.D.34. (FEB 2007)

P . vz ) ‘) . ’ 1

Un tubo horizontal de scecion transversal A; = 4 cin® por el que circula agua {considerado un
fluido ideal incompresible) presenta un estrechamiento con seceidn transversal Ay = 2 can® y donde
la velocidad es vy = 2- 1072 m s~ 1. Calcular, en pascales (Pa), la diferencia de presiones py — py.

EJERCICIO M.D.35. (FEB 2007)

Calenlar cudnto se alarga una barra de seccién uniforme A = 107" m? y de longitud | = 4 m
g Y g
. A& )
sometida a una fuerza de traccién F = 100 N si su médulo de Young vale £ = 10° N m

Ejercicios — Medios Deformables M.D.10/16
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PROBLEMA M.D.1.

La compuerta AB de la figura representa una placa rectangular de 280 kg., 1,5 m de altura y 1,1 m
de anchura, componente de un sistema que se utiliza habitualmente para cerrar el canal de desagiie
en la parte inferior de los depdsitos de petréleo, en el que se recoge agua dulce como consecuencia
de condensaciones en los mismos. Para la configuracién representada en la figura se pide

determinar:

1) Las fuerzas totales que sobre la compuerta ejercen el petréleo (de densidad relativa 0,85) y
el agua, indicando en cada caso el correspondiente centro de presiones.

2) El momento M respecto al eje del pasador representado en B necesario para mantener
cerrada la compuerta contra la accién de las fuerzas hidrostaticas del agua y del petréleo.

3) La compresion inicial requerida en un resorte de constante eldstica k = 3,5 - 10* N - m

destinado a ser colocado contra la compuerta y a 1 m por debajo del pasador en B con objeto
de mantener estacionario el nivel de agua en el depésito en caso de condensacién adicional.

Problemas — Medios Deformables M.D.13/16
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PROBLEMA M.D.2.

i) De un dep6sito de pared rectangular de altura H y gran dimension lateral se efectiia la descarga
de un fluido ideal de peso especifico y de las dos maneras siguientes:
a) Mediante una ranura horizontal de gran anchura lateral y practicada entre las
profundidades z , y z , (segin indica la figura a)
b) Mediante una puerta al piso situada a la profundidad z 1, (segun indica la figura b).

Se pide determinar la expresion de la velocidad del fluido (en funcién de la altura medida a
partir de la cota z;), la velocidad maxima en el chorro de salida, el caudal del mismo por unidad
de dimension lateral y la velocidad media del fluido en cada uno de los dos cases.

ii) Se sustituye el fluido ideal por un fluido viscoso de viscosidad p y se hace que la descarga se
realice entre dos paredes paralelas y muy anchas, de manera que el flujo resulte completamente
laminar, y, en un punto dado de la conduccién se coloca un mandémetro con un liquido
manométrico de peso especifico y,, en el cual se registra una lectura R sobre una distancia L
(ver figura c¢). Se pide obtener la expresion de la velocidad del fluido en funcién de la altura
dentro del conducto, la velocidad méxima en el fluido, su velocidad media y su caudal por
unidad de dimensién lateral, comparando el resultado con el correspondiente a una conduccion
cilindrica.

ii1) Para cada uno de los casos descritos, indicar la altura dentro del fluido a la que habria que
situar un tubo de Pitot que indicara exactamente los valores de la velocidad méaxima y la
velocidad media.

Nota: Para la determinacion del perfil de velocidades en la conduccién formada por las paredes
paralelas, aplicar la definicién de viscosidad a un volumen de fluido situado a una distancia
dada de cada una de las paredes y establecer el correspondiente equilibrio de fuerzas.

Problemas — Medios Deformables M.D.14/16
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PROBLEMA M.D.3 (FEB 2000)

Desde una altura h sobre un estanque suficientemente profundo, se deja caer verticalmente un
cuerpo esférico de radio R y densidad p menor que la densidad del agua del estanque, de manera
que el mismo incide sobre la superficie de éste sumergiéndose y experimentando tanto el empuje
hidrostético como la fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad debida a la viscosidad del
agua segun la ley de Stokes (F, = 6nRnv : Coeficiente de viscosidad del agua igual a m).
Suponiendo que en el momento de atravesar la superficie del agua la esfera no sufre ninguna
interaccion adicional debida al choque con la misma:

1) Determine la velocidad vy de la esfera en el momento justo de su entrada en el agua del
estanque.
2) Establezca la ecuacién del movimiento de la esfera en el seno del estanque durante su

descenso en el mismo, expresando la variacién de su velocidad con respecto al tiempo en
funcién de la propia velocidad. Se sugiere tomar como sentido de desplazamiento positivo
el vertical descendente.

3) Obtenga explicitamente la expresion de la velocidad del movimiento descendente de la
esfera en funcién del tiempo.
4) Demuestre que, en su movimiento de caida, la esfera llega a un punto de retroceso en el que

la velocidad se anula y determine el instante en que esto ocurre a partir de la entrada de la
esfera en el estanque. Indique en qué condiciones tal retroceso tendrd lugar y en qué
condiciones no existiria.

5) Determine en funcidn de los datos del problema la profundidad bajo la superficie del agua a
la que se alcanza dicho punto.
6) Una vez alcanzado el punto de retroceso, establezca la ecuacién del movimiento de la esfera

a partir de ese instante en forma anéloga a lo realizado en el apartado 2). Se sugiere tomar
ahora como sentido de desplazamiento positivo el vertical ascendente.

7) Obtenga de forma explicita y tomando como nuevo origen de tiempos el instante en el que
se alcanza la velocidad nula, la expresion de la velocidad de la esfera en funcién del tiempo
en su movimiento ascendente.

8) Para el caso de una esferade R = 1,00 cm, p = 0,80 g - cm” lanzada desde una altura de 1 m
sobre el nivel del estanque y un fluido con densidad pp = 1,00 g - cm™ y coeficiente de
viscosidad n = 1,02 - 10° N - m? - s, obtenga, sin establecer la ecuacidén horaria del
movimiento, y por consideracién del caso mas favorable (suponiendo despreciable el
rozamiento viscoso) una cota superior para el valor de la velocidad de la esfera en su
movimiento ascendente cuando llega de nuevo a la superficie del estanque, comparandolo
con el valor vq obtenido en el apartado 1). Témese g= 9,81 m - s™.

9 A partir del citado valor de vy y del valor particularizado de la profundidad del punto de
retroceso obtenido en el apartado 5), determine la energia que se ha disipado por rozamiento
viscoso en el movimiento de bajada de la esfera hasta dicho punto de retroceso.

(Examen de febrero 21-02-2000)
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PROBLEMA M.D.4 (JUN 2007)

Figura 1 Figura 2 Figura

e de tres won forma de imeo

se clisy

aara de revolueidn en tornoe al eje vertiesl v de radio m
ian iy lent
1 e cacla der

R, que sstan llenos de agua {(eonsider f’ul(i come 1 fuido ideal}. Los depdsitos ge arnente

mediante un rrificie cirendar sitvadoe en la base, de radio ¢ 4 R Bl nivel del

(). se mide desde 1o base, ¥ se consic wsltive en senticdo zflSi’Il':‘:’l’.'l.{'.]61‘.“1"1T«(19x La rapidez de warinclon de y
dy o . e

se denota por g = —; Vs A una mapgnitwd negativa s el nivel de agna disminnye,
£ )

13 Detenninar la relacidn entre la velocidad de salida del agua por el orificio, @, v la altura del nivel
del gena, v, wtilizando el teorema de Bermonlli, (1 punto)

11 Se considera un depodto dlindrico de rdio By altura B, como s muestra en la figura 1

2y Expresar el volumen dV,

funciom de |dy| ¥ de la se

que sale del depdsito cuando el nivel de agua es y v disminuye |dy|, en

cidmn el depdsito, {1 punto)

37 Detenminar el walor mstentdanes de §, teniendo en cuenta gue el volumen de agua anterior dV es el

forma i colimna de seccion apmximadamonte igual o
et [Ind.: Re

que sale por el orifiedn en an dempe d6 v
alvura v di: Ve = 70~

la del oribicia v de corelar que 1 <0 O por definicidn v por tanto

] {1 punto)

47 Integrends la ceuacion diferencial del apartade anterior, obiener el tempo T que tarda en vaciarse

el depdsito. (1 punto)
11} Se considera ahora un depdsito semiestérico de radio I, como se mmestra en la Hignra 2.

3 Expr

.

el vohumen dVe que sale del de

sito cuando el nivel de agua es y v disminuye |dy|, en

funcidn de |dy| ¥ de la seccion del depdsito. (1 punto)
6) Determivar el valor instantdneo de i, corno ge ha indiendo en el apartado 3), (1 punto)
Ty rratde la ecuacion diferencial del apartado anterior, obtener el tiempo T que tarda en vaciarse

el depdsito, (1 punto)

111) Finalmente, se comsidera un depdsito en el que y = cx™, donde  es la distancia al ¢je de revolueion,
¢ es comstante v oo Wnhnero entero, comne se muestra, en la Henea 3.

81 Determinar el valor instantaneo de j, como se ha indicado en los apartados anferiores. (1 punto)
9 Determinar el valor de o para que g sen congtante, (1 punto)

107 Obtener el tiempo de vaelado del depdsito, para ol valor de o obtenido en el apartado anterior,
vomande ¢ = 773, (1 punto)

Problemas — Medios Deformables M.D.16/16
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Ejercicios propuestos

Obtener mediante el andlisis dimensional la relacién entre el periodo de revolucion de un
satélite artificial que orbita alrededor de la Tierra (masa M) en una 6rbita de radio R, com-
parando el resultado con el que proporciona la tercera ley de Kepler. (T? = 47°R3/GM)

— En algunas areas de la Fisica se utiliza un sistema de unidades definido por Planck en
el que los valores de las unidades de masa, longitud y tiempo se obtienen a partir de las
constantes universales G, constante de la gravitacién universal, %, constante de Planck
reducida (% = h/2n) y ¢, velocidad de la luz. Obtener, salvo factores numéricos adicionales,
las combinaciones mas sencillas de G, % y ¢ que tengan dimensiones de masa, longitud
y tiempo, y determinar los valores de la masa, longitud y tiempo de Planck en el Sistema
Internacional. [G = 6,67 - 107" N-m?/kg?, i = 1,05 - 10734 J-s, ¢ = 3,00 - 108 m/s ]

Se utiliza un péndulo simple para medir el valor local de la aceleracién de la gravedad. Si
se desea que la incertidumbre relativa en el valor de g sea menor del 1% vy la incertidum-
bre relativa en la medida de la longitud del péndulo es del 0,5%, determinar la maxima
incertidumbre relativa que se puede permitir en la medida del periodo. (T = 2 \/l/_g)

- Obtener la expresién de las componentes Cartesianas de los vectores de las bases locales
de los sistemas de coordenadas cilindricas {up, Uy, u,) y estéricas (¥ ,, Wy, U } Aplicar al
célculo de las coordenadas cilindricas y esféricas de los puntos cuyas coordenadas carte-
sianas son (1,1,0), (1,0,1), (0,1, 1), (1,-1,0),(1,0,=1),(0, 1, =1).

~i>[1.5] Para un vector libre ¥, indicar la forma de obtener _Su proyeccion sobre un eje y un plano
cualesquiera. Dado el vector libre vV =37-7+ 2k hallar su proyeccién sobre el eje Ox
positivo y sobre el plano de ecuaciony ~ z = 0.

wf;:e- Un sistema de vectores deshzantes esta formado por los vectores @ = 7 + 2,
b=7 TH+37y T =27-T+ k cuyas rectas soporte concurren en el origen de coordenadas.
Determinar para ese sistema la ecuacion del eje central.

x2
Se considera la parabola de ecuacién y = 5 Ay el segmento del eje x [-2,2]. Se define

un sistema de vectores deslizantes, que representan fuerza por unidad de longitud, medida
sobre el eje y = 0, se forma que el origen de los vectores esta sobre el segmento definido en
el eje xy el extremo sobre la pardbola definida. Calcular el valor de A para que ese sistema
continuo de vectores deslizantes sea equivalente al vector nulo, es decir, tenga resultante
nula y momento nulo.
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| Coor. Cart.(x,v,z) | Coor. Cil. (p,0,2) Comp. U, Comp. 1, Comp. u,
1.1.0. [ 4142.0.7854.0 | 0.7071,0.7071,0 | -0.7071,0.7071,0 | 0,0,
1,0.1° 1,0,1 1,0,0 0,1,0 "0,0,1
011, 1.1.5708,1 0,1,0 -1,0,0 0,01
_ 1.-1.0 1 4142.0.7854.0 | 0.7071,-0.7071,0 | 0.7071,0.7071,0 0,0,1
NO = 110 14142235620 | -0.7071,0.7071,0 | -0.7071,-0.7071,0 0,01
- 10.-1 1,0, '1,0,0 | 0,1,0 " 0:0,1
No - 1.0 1.3.1416,1 -1,0,0 0,-1,0 0,0,1
MD*&" 0.-1, 1,-1.5708,1 0,-1,0 1,00 0,0,1.
oA " 1,1.5708,1 0,1,0 i -1,00 |00,
Coor. Cart.(x,v,z) | - Coor. Es{. (r,8,0) 1 Comp. u, Comp. Uy } Comp. u,
110 14142,1.5708,0.7854 | 0.7071,0.7071,0 00-1 | -0.7071,0.70710
.00 1.4142,0.7854.0 0.7071.,0,0.7071 | 0,7071,0,-0.7071 | 0,10
011 [ 74142.0.7854,1.5708 | 0,0.7071,0.7071 | 0,0.7071,:0.7071 | -1,00
1.-1.0 1 4142.1.5708.-0.7854 [ 0.7071,-0.7071,0 | 0,0.-1 | 0.7071,0.7071,0
NO 1,10 1.4142,1.5708.2.3562 | -0.7071,0.7071.0 0,0,-1 -0.7071,-0.7071,0
1.0.-1 14142235630 | 0.7071,0,-0.707} | -0.7071,0,0.707] 0,1,0
NO -1.0,) | 71.4142.0.7854.3.1416 | -0.7071,0,0.707) | -0.7071,0,-0.7071 01,0
MO 0.1 - |1.4142,0.7854,-1.5708 | 0,-0.7071,07071 | 0,-0.7071,-0.797] \ L.0.9
0.1.-1 [ 1.4142,2.3562,1 5708 | 0,0.7071,-0.707} [0,0.7071,-0.7071 | -10,0
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Ejercicios propuestos

a) Calcular el centro de masas de una placa homogénea con forma de cuadrante de
disco de radio R por la definicién y utilizando el segundo teorema de Guldin.
b) Calcular utilizando el segundo teorema de Guldin la posicion del centro de masas de
una placa con forma de cuadrante de elipse, de semiejes a y b.

— e @ Un cono de altura & y radio de la base R se coloca sobre un cilindro del mismo radio de la
base R y altura H de forma que la base del cono coincide con la tapa superior del cilindro
y tienen ambos el mismo eje de simetria. Obtener la relacién que debe existir entre H yh
para que el centro de masas del sistema compuesto esté contenido en el plano comun.

[11.3] Se considera un sistema discreto de puntos materiales y se define el sistema de vectores
ligados que resulta de aplicar sobre cada punto el peso, es decir una fuerza F; = mg.
Demostrar que el centro de masas del sistema coincide con el centro de gravedad del
sistema de fuerzas, definido como el punto central del sistema de vectores ligados. Se
recuerda que el punto central de un sistema de vectores ligados se localiza, conocido el

VoR ~ Mo x R
viritorsor en O (R, Mo, Vo), mediante la expresion: OC = _ﬁ%{&-

Un punto material esta obligado a permanecer sobre la recta de ecuacién y=cx{(0<ec<i)
sometido a una fuerza atractiva proporcional a la distancia a un punto fijo de coordenadas
(0,a) (factor de proporcionalidad &) ¥ a su propio peso —mgj. Determinar la posicién o
posiciones de equilibrio en el caso de que la recta sea lisa (no hay rozamiento) y en el caso
de que exista rozamiento entre el punto y la recta, con coeficiente de rozamiento estatico 4.

@ Una escalera de longitud L y masa m se encuentra apoyada y en equilibrio contra una pared
vertical y sobre el suelo, siendo 6 el &ngulo que forma la misma con la horizontal. Sabiendo
que el coeficiente de rozamiento entre la escalera y el suelo es u y entre la escalera y la
pared vertical es despreciable, determinar el peso maximo de un hombre que puede subir
hasta la posicién mas alta de la escalera sin que el conjunto resbale sobre el suelo. Aplicar
el resultado obtenido al caso enque L =5m, m = 75kg, 6 = 45° 4 =0,6 .

*ﬁA Un lapiz de seccidn recta hexagonal esté colocado sobre un plano inclinado de forma que
“ su eje de simetrfa es horizontal. E! 4ngulo que forma el plano con la horizontal vale o y se
va aumentando hasta que el lapiz pierde el equilibrio, deslizando o rodando hacia abajo.
Determinar el intervalo de valores que debe tener el coeficiente de rozamiento estatico u

entre el lapiz y el plano para que el lapiz ruede hacia abajo por el plano sin deslizar.
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Ejerclclos propuestos Cﬂw Ao Bt {"ux)

1l.1] Un punto P se mueve en un plano de modo que su distancla a un punto fijo O crece iinealmente
con el tlempo y el radio vector O P gira alrededor de O con velacldad angular constante. Hallar
en funclén del tiempo la velocidad y la aceleraclén del punto Py su trayectoria.

e

T

~il.2] Un punto describe la cardiolde cuya ecuacién en coordenadas polares es p(y) = a(l + cosy)

de forma que ¢(t) = bt (a, b constantes). En el Instante Inicial, su posicién en coordenadas
carteslanas es'(2a,0) y su velocldad v(0) = vgj, (v¢ > 0). Determinar:
1. Velocldad y aceleraclén en el Instante en que el punto pasa por el gle Oy posltivo (p =
n/2).
2. Compenentss Intrinsecas de la aceleracién y radlo de curvatura en el mismo Instante.

Un punto mévill, Iniclaimente en reposo en (R, 0, 0) describe un movimiento hellcoidal sobre la
superticle lateral de un cilindro de radio R cuyo eje coinclde con el eje Oz, en el sentido de cotas
creclentes. La vslocidad del punto vy y la velocidad angular wg son constantes, Determinar la
ecuaclén de la hoddgrafa de'las velocldadss y representarla.

[1l1.4] Un punto esta sometido a fa composicién de dos movimlentos arménicos perperdiculares de
ecuaclones paramétricas x(f) = A sen(wt + 7/4), () = A cos(wt ~ m/4). Determinar la ecuacion
carteslana de la trayectoria.

\,,51\ >[11.5] Un punto mévil recorre la hélice de ecuaciones paramétricas x(1) = acost, y(f) = asent, z(1) =

b1, Determinar en funclén del tliempo los vectores del trledro Intrinseco, las curvaturas de flexion
y de torslén y el vector de Darboux.

- [111.6] La curva plana llamada ciclolde tiene por ecuaciones paramétricas x(f) = R(wt - sen(wt)) , .

y(t) = R(1 — cos(wr)), con R, w constantes. Un punto mévil recorre una clcloide. Determinar el
radlo de curvatura y los vectores del triedro intrinseco en el instants ¢ = m/w, Hallar tamblén el
Instante r* en el que el punto ha recorrido sobre la trayectoria un arco de longitud 2R desde el
Instante Inicial. . '

m Un avién no tripulado vuela con velocidad constante v, a una altura h sobre el suelo y sigulendo
una trayectorla paralela a una carretera recta. La distancla entre el plano vertical de vuelo del
avién y la carretera es 4. En un punto de la carretera esta sltuado un candn antlaéreo que
séio puede disparar perpendicularmente a la carretera, con un angulo de elevacién varlable
a. El proyectll es lanzado con velocidad v,. Sl en el instante del disparo, el avién esta a una
distancia yq del plano que,.contiene a la trayectorla del ‘proyectll, determinar la velocldad con Ia
que se debe disparar el proyectll para que alcance al avién, para una elevacion determinada, en
funcién de o, h,d, g y v, vy discutir los valores de o para los que el alcance es posible. Obtener
el valor numérico de v,, cuando h =1 km,d = 3 km, v, = 700 km/h, ¢ =30°y g = 9,81 m s~2
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Ejercicios propuestos

—fF Un automavil toma una curva peraltada. Determinar el intervalo de velocidades a las que el
automovil puede tomar la curva de forma segura, es decir, sin sufrir desplazamientos laterales
de su trayectoria, en funcion del radio de la curva R, del angulo de peralte {angulo de inclinacién
de la calzada respecto a la horizontal) y del coeficiente de rozamiento entre los neumaticos y el
asfalto, 1. Obtener los valores numéricos para R = 100 m, @ = 10° y 1 = 0,7 (asfalto seco) 6 0,4
(asfalto mojado).

— ;ws Un punto material de masa m se mueve sobre una recta sometido tinicamente a la accién de una
fuerza proporcional a su velocidad y de sentido opuesto a ella (F = ~kv}). En el instante inicial,
Su posicion es xo y su velocidad vy en el sentido que se toma positivo sobre la recta. Determinar:
1) Las funciones cinematica y horaria del movimiento.
n)  Eltiempo que tarda la velocidad inicial del mévil en reducirse a la mitad.
m)  Ladistancia desde la posicidn inicial a la que se anularia la velocidad del punto.

PG

[
i

— X Un punto material de masa m se mueve en el plano Oxy sometido a una fuerza F = (a+ by)i+cj
(a,b,c constantes). En el instante inicial se encuentra en reposo en el origen de coordena-
das. Determinar la ecuacion de la trayectoria, en forma paramétrica (dependiente del tiempo) e
implicita (eliminando la dependencia temporal).

Un vagon cisterna de ferrocarril con una masa inicial mq esta lleno de agua e inicia su marcha
con una velocidad vy. La cisterna tiene una fuga en el fondo, de forma que pierde agua a un
ritmo de k kg s™1. Demostrar que:
1) La aceleracién que adquiere el vagén cuando se le aplica una fuerza constante Fges
F

a(ty = —2
mO - kt . » ’ . .
W)  Para que la aceleracién del vagén fuera constante e igual a a, la fuerza aplicada deberia

ser F(t) = mgag - kagt.

Un automévil de masa m = 1000 kg, cuyo motor desarrolla una potencia constante P =90 CV, se
mueve por una carretera recta, sometido a una fuerza de rozamiento aerodinamica proporcional
al cuadrado de su velocidad, F = —kv?, con k = 4,1-10~2 N/(km/h)?. Demostrar que la velocidad
del automévil no puede superar una cierta velocidad limite vy, y calcular vp en km/h. (1 CV =
7355W)

) 517)%?/_ Un portero de fatbol saca el balén desde su porteria en direccién a la contraria imprimiéndole
“ una energia cinética E.. La trayectoria del balén se ve afectada por el viento desde la porteria
contraria que ejerce una fuerza constante horizontal F sobre él. Determinar el valor del angulo
a de salida del balén respecto a la horizontal para el que se consigue un alcance maximo, y
obtener el valor numérico si E. = 180 J, masa del balén m =400 gry F = 3 N. Para un valor
dado de F, ¢qué condicién sobre a se debe verificar para que el bal6n no vuelva arrastrado por

el viento a la porteria?
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Ejercicios propuestos
\\% “ Un punto material de masa m = 0,2 kg puede moverse sobre una base rectilinea que se toma como eje de

abscisas, bajo una fuerza conservativa cuya energia potencial est4 dada por E,(x) = % donde E,(x)

resulta en julios cuando x se expresa en metros. -

) Representar E,(x) en funcion de la abscisa.

)  Determinar el punto x; en el que la energia potencial posee un minimo relativo, obteniendo el valor
de ésta.

w) Determinar las posiciones de equilibrio del punto material, sefialando su naturaleza (estable, inestable
o indiferente).

v} Representar la fuerza que actta sobre el punto en funcién de x.

v) Determinar la maxima velocidad que alcanza el punto cuando se abandona en el origen sin velocidad
inicial, justificando si vuelve a pasar o no por la posicién inicial.

vi) Determinar la minima energia total del punto que asegure que, moviéndose hacia el origen desde
puntos muy alejados con x positiva, consiga alcanzar aquel.

vi) Determinar si, lanzando el punto desde x = -3 m con velocidad inicial v¢ = 2 m/s , alcanza o no el
origen, determinando en su caso el punto de retorno.

vii) Describir el tipo de movimiento que realiza el punto cuando se abandona en x = -2 m sin velocidad

inicial.
ﬂ Un campo de fuerzas plano esta definido en coordenadas cartesianas por F(x,y) = ax?y*i + (2x°y? + 5))j.
~ ) 1)  Determinar si existe algin valor de a para el que €l campo sea conservativo y en ese caso calcular la

energia potencial.
) En el mismo caso conservativo, calcular el trabajo realizado al mover una masa puntual de 0,5 kg del
origen al punto (1, 1) (m) a lo largo de la parabola y = 22.

n La interaccidn fuerte entre dos nucleones se puede aproximar mediante el potenmal de Yukawa. En este
modelo, la energia potencial de un nucleén en el nucleo atémico es U(r) = —Up— 1o e donde Uy ¥ ro
son constantes positivas y r > 0. "

1)  Obtener la fuerza sobre el nucleén en funcién de r y su valor para r = ry.

Si el nucledn tiene carga eléctrica, su energia potencial electrostatica esta dada por V(r) = 70, (Vo cons-

tante positiva) y se suma a la energia potencial anterior.

1)  Determinar el valor de r para el que la energfa potencial total se anula.

m) Obtener aproximadamente el valor de r para el que el nucledn esta en equilibrio.
[Datos numéricos: Up = 7,37-10712 4, rp = 1,22.10"% m, ¥ =2,31 1038 J]

Un punto material est4 en lo mas alto de una esfera de radio R, que esta fija sobre el suelo. El punto

material empieza a deslizar sin rozamiento sobre la esfera. Determinar la altura sobre el suelo a la que
o el punto material abandona el contacto con la esfera y la distancia entre el punto del suelo en que cae el
punto material y el punto de apoyo de la esfera.

Una plataforma vibra horizontalmente en su pilano con un movimiento arménico simple de periodo 0,8 s .
Sobre elia descansa una caja de masa 1 kg que empieza a deslizar cuando la amplitud de vibracién
alcanza los 10 cm . ¢ Cuanto vale el coeficiente de rozamiento estatico entre la plataforma y la caja? Si el
coeficiente de rozamiento estatico fuese 0,40, ;cuél serfa la amplitud maxima de vibracién antes de que
la caja deslizase?

Un resorte de longitud en descarga £, = 20 cm y constante elastica k = 400 N/m se elonga lentamente

bajo la accién de una masa de 300 g sometida a la gravedad.

1) Calcular la longitud en equilibrio del resorte elongado por ese peso y el trabajo desarrollado para
estirarlo.

n)  Sien estas condiciones se hace oscilar 1a masa verticalmente, calcular la frecuencia y el periodo de
las oscllaciones.

m) Se desplaza la masa 1 cm por debajo de su posicion de equilibrio y se le imprime una velocidad
vertical hacla abajo de 2 cm/s. Calcular la energfa total de la masa, la amplitud de! movimiento y la
velocidad maxima que alcanza.
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Ejercicios propuestos

‘- Un misil balistico se dispara verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Tierra con una veloci-

dad inicial vo. Determinar:

1) El valor limite, v., que puede alcanzar vy si se desea que el misil vuelva de nuevo a la superficie
terrestre.

1) La altura méxima que alcanzara si se lanza con vy = v./2, comparéandola con la que se obtendria
suponiendo la gravedad constante con {a altura.

m) La velocidad final que alcanza si se lanza con vy = 2v,, en ausencia de otros cuerpos celestes
que influyan en su movimiento.

) Relacionar la existencia o inexistencia de limites en la trayectoria con la energia total del misil en
cada caso.

-| VI.2] Dos pequedas naves espaciales de masa 2000 kg estan en orbita circular en torno a la Tierra a una
altitud de 400 km.
1) Determinar el periodo de revolucién en esa 6rbita y la velocidad de las naves.

Si una de las naves pasa por la vertical de un cierto punto 90 s antes que la otra y la que va detras
reduce su velocidad en un 1% , de forma muy rapida, ésta entra en una 6rbita eliptica.

u)  Determinar para esta érbita el semisje mayor y el nuevo periodo orbital.

m) Comprobar que, en una vuslta completa, la nave que iba detras consigue adslantar a la otra.

~ El cometa de Halley se mueve en una 6rbita eliptica de gran excentricidad alrededor del Sol. En el
perihelio, el cometa esta a 8,75 - 107 km del mismo, estando a 5,26 - 10° km en el afelio. Determinar
los valores de los semiejes de la elipse, la excentricidad de la misma, la energia total del cometa, las
velocidades en el afelio y perihelio y el periodo de la érbita. {Datos: Masa del Sol, M = 1,99 - 10® kg,
masa del cometam ~ 1,00 - 10" kg )

- Un asteroide, de masa m = 10%° kg se acerca a la Tierra describiendo una trayectoria hiperbélica cuyas
asintotas forman un angulo de /2 rad y cuya distancia de maximo acercamiento es 10000 km. Se pide
determinar:

1) Los valores de la excentricidad y el pardmetro p de la hipérbola.
n)  Lavelocidad areolar y la energia total del asteroide.
m)  La velocidad del asteroide en el punto de méximo acercamiento.

?b Considerando la densidad de la Tierra variable segdn la relacion p(r) = po(2 — r2/R?), donde po 6s la

densidad en la superficie y R el radio de la Tierra, determinar:

1) Ladensidad en el centro de la Tierra y el valor de po Sila masa de la Tierra es M.

n)  La relacién entre la aceleracién de la gravedad en la superficie obtenida con la distribucién de
densidad dada y la obtenida con una distribucién homogénea de masa, interpretando el resultado.
(En ambos casos, la masa de la Tierra es la misma, M).

m)  Para ambas distribuciones de densidad, la ecuacién diferencial del movimiento de un cuerpo que
se moviera sin rozamiento, y bajo el tnico efecto de la gravedad, por un tinel diametral que
atravesara la Tierra pasando por su centro.

NO Sobre un segmento de longitud 2L se distribuye uniformemente una masa gravitatoria M. Un punto
material de masa m {m « M) puede moverse sobre la recta perpendicular al segmento que pasa por
su punto medio, sometido al campo gravitatorio que crea la distribucién de masa. Obtener (sin resolver)
la ecuacién del movimiento del punto.
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Ejercicios propuestos

~ [ViL-1]Justificar si los puntos A y B de un sélido rigido cuyas coordenadas, en un instante dado y en una base
cartesiana ortonormal, son A(1,2,-1) y B(1,-2, 1) pueden poseer en ese instante las velocidades
va =i+2j+5kyvg = —i+ j+ 4k, expresadas en esa misma base.

/"?‘> En un instante dado, los puntos A(1,0,0) y €(0,0,1) de un sistema indeformable se mueven en el
sentido positivo del eje Oz, y el punto B(0, -—‘ﬁ,O) se mueve en la direccion del vector (=1,— V2, 1). Si
en dicho instante el médulo de las velocidades de los tres puntos es el mismo, e igual a v, determinar,
en ese instante:

1) Lavelocidad angular del sistema.

n) La velocidad del punto que esta en el origen de coordenadas.

u) La velocidad minima de cualquier punto del sistema.

v} La ecuaci6n del eje instantaneo de rotacion y deslizamiento minimo.

N —VII.3] Una barra AB de longitud L est& apoyada sobre un escalén 5
de altura 4, segin se muestra en la figura. El extremo A
situado a menor altura se mueve con velocidad horizontal N
constante v. Si se denota por @ el angulo que forma la barra
con la horizontal, hallar la velocidad y la aceleracién del I
otro extremo de la barra, B, en funcién de 6, L y h. (Se : A

considera que la barra esta siempre contenida en el plano v
de la figura.)

VIL.4 | Un sélido rigido esta sometido a una rotacion pura w = 2i + k constante. Si el eje de rotacion pasa
permanentemente por el origen de coordenadas, obtener la velocidad y aceleracién del punto P del
s6lido que en un instante tiene coordenadas (1, 2, 0).

W) Un disco de radio R rueda sin deslizar sobre una recta ho-
rizontal describiendo un movimiento plano con velocidad o D
angular constante w. Determinar la velocidad y aceleracion /
vectoriales, y sus valores modulares, para los puntos que g

se indican en la figura. & J
& A

/—Ma> Se considera un cono recto, de semidngulo @ = 30° y generatriz £ = 40 ¢cm, que rueda uniformemente
‘ sin deslizar sobre el plano z = 0 de un sistema de referencia fijo, con su vértice fijo en el origen de
coordenadas, pasando scbre el semieje Oy positivo tres veces cada segundo. Si en el instante inicial
la generatriz de contacto con el plano esta sobre el eje Ox positivo, determinar:
1) Elvectorrotacibnwent=5s.
) La ecuacién del eje instantaneo de rotacién y deslizamiento minimo en ese mismo instante, en el
sistema de referencia fijo ya definido.
m) La velocidad y aceleracién del punto de la base del cono que, en ese instante, esta en contacto
con el plano.

‘Z}Jqo v
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Ejercicios propuestos

Dos masas puntuales Iguales'm se fijan en puntos dlametralments opusstos de una clrcunferen-
cla de radio R y masa despreciable. La circunfgrencia, contenida en un plano vertical, rueda 8in
deslizar sobre una recta horizontal, siendo la velocidad de su centro constante, ve = v¢i en el
sistema de referencla S respecto al que la recta es fija. En el Instante Inicial una de las masas
estéd en contacto con la recta horlzontal en el punto O.

)  Determinar el momento cmetico del sistema formado por las dos masas respecto a 0, Lo, ¥
respecto al centro de masas, L. , comprobando que se cumple el primer teorema de Kanig.

) Calcular la energla cinética del sistema respecto a § y respecto a §*, comprobando que se
cumple el segundo tearema de Kénlg.

VIIl.2 | Se considera un alambre rigldo y uniforme, de densidad lineal de masa 4, en forma de cuadrante

cireular, colocado con su centro en el origen de coordenadas de un sistema cartesiano Oxyzy

]gj;} %3 . tal que sus extremos tienen por coordenadas A(0,a,0) y B(0, 0, a). Ef alambre descrito se hace

- ﬁQW\,&) glrar con velocldad angular w alredsdor del eje Oz. Determinar.su energla cinética y el momento
s & cinético respscto al origen de coordenadas.

. Sobre una mesa de blllar suficlentemente amplia se sltuan tres bolas en reposo de Igual radio,
' en el orden B,, B, y, By, de modo que sus respectivos centros se encuentren sobre una misma
.recta. Sablendo que sus masas respectivas guardan la relacion m ='2m;~= m;, analicense los
diferentes choques que se produciran entre las diferentes bolas cuando se comunica a la bola
B, una velocldad Iniclal v, = 6, 0 m/s dirigida hacia la bola B,. Supéngase an todos los casos que
los choques son sldsticos, esto es, en cada Interacclon se conserva la cantidad de movlmlento
y la energla clnética.

'VIIlL.4|Una cuerda esta arrollada alrededor de un cliindro mactzo, de radio Ry masa M,y sujeta al techo.
Determinar la velocidad del cilindro después de haber caido una altara s. Repetir el problema
SUponIendo que el cillndro es husco y tiene la'masa concentrada en su supericle.

Una cufta de masa M y angulo sobre la horizontal 6 se encuentra en reposo sobre una balanza
con platlllo horizontal, que sélo registra fuerzas-en direccién vertical, a la que se halla unida
solidarlamente, de manera que la Indicaclén de ésta es Mg. En un momento dado, se sltua
un pequsefo bloque de masa m en la parte méas alta del plano inclinado de la cufia y se deja
deslizar hacla abajo. El rozamlento entre bloque y cufia se considera despraclable. Determinar
la Indicaclén de la balanza mientras el bloque desliza.

Un clllndro de 30 cm de radio y 25 kg de peso se eleva medlante un cable enrollado en su
periferla. A los dos extremos del cable se aplican fuerzas de distinto médulo, de manera que
el cllindro adqulers Un movimiento de rotacién con una aceleraclén angular de 6,44 rad/s? de
sentido contrarlo a las agujas del relo], y asclende con una aceleracién de 1 m/s?, Determinar la
tensién soportada por ambas secclones del cable.

mUna barra de acero-de 2 m de largo y 100 kg de peso se encuentra con uno de sus extremos
sobre el suelo y el 6tro sujeto por una cuerda en vertical. La barra en equilibrio forma un angulo
de 30° con el suelo, Determinar las reacclones en el punto de contacto en esta conflguraclén y
Justo después de que se rompa la cuerda, sl se considera despreciable el rozamiento.
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Ejercicios propuestos

- Determinar el momento de inercia de:
1) Una esfera maciza de radio R y masa M respecto a uno de sus didmetros.
)~ Un cubo de arista a y masa M respecto a una diagonal que pase por vértices ~Opues-
tos.

m)  Un disco de radio R, masa M y densidad superficial o(r) = opr respecto a su eje de -~

revolucion.

Se considera un cilindro homogéneo de altura igual al didmetro. Determinar, en funcién de
Su masa M y su radio R los siguientes pardmetros:
1) Momento de inercia respecto al eje de simetria y a una generatriz.
1) Momento de inercia respecto a la base, a un plano axial y a un plano tahgente a la
superficie laferal.
m)  Momento de inercia respecto al centro de masas.
v)  Momento de inercia respecto a una recta diametral de una base.

D m Determinar la velocidad de rotacién que adquirira un volante de inercia cilindrico de masa

/J o M y radio R que puede girar alrededor de un eje fijo coincidente con su ele de simetr(a,
cuando es golpeado en un punto de su periferia por una masa puntual m que tiene una
velocidad v e incide seguin una direccién tangencial al mismo contenida en un plano per-
pendicular al eje de gnro suponiendo que la masa queda adherida al volante.

o b MObtener la relacién entre los tiempos empleados por tres cuerpos rodantes de- Ia misma

de anguio 8 cuando se ponen en movimiento sin velocidad inicial desde una altura h y
ruedan sin deslizar paralelamente a su eje de simetrfa 4 lo largo de una linea de méxima
pendiente del plano

xee m [IX:5]Sobre una polea formada por un disco uniforme de radio R y masa M se cuelga una cuerda
pesada de masa m y longitud L, de forma que la diferencla de altura entre sus extremos
en el Instante inicial es 4. Determinar la velocidad angular de la polea cuando el extremo
mas corto de la cuerda alcanza la altura del centro de la polea. Se considera que no hay
deslizamiento entre la cuerda y la polea. .

“Un eje CD de longitud L tiene sus extremos apoyados en dos cojinetes en los puntos
C(-L/2,0,0) y D(L/2,0,0). El eje gira con movimiento de rotacién uniforme de velocidad
angular w. Existen dos masas m que giran solidarias con dicho sje y que en el instante

considerado ocupan los punto A(b/2,a,0) y B(-b/2, —a, 0). Las masas y el eJe forman un .

conjunto rigido, unidos por varillas de masas despreciables. Se pide:

) Hallar la expresién vectorial de las fuerzas de reaccién en los cojinetes.

n  Discutir si el sistema esté estatica y/o dinamicamente equilibrado.

m) Hallar la relacién M/m que permite que, al colocar dos masas de valor M, en los
puntos de abscisas by -5, a distancla del ejg |y| = a/3, en el mismoplano que las
masas Iniciales, los cojinetes no sufran accién dindmica al girar el sistema.

Jadb.s-

*

masa y radio externo (uno tubular, con la masa concentrada en la periferia, uno cllindrico °
o= e macizo homogéneo y otro esférico homogéneo) en llegar a la base de un plano inclinado

%

E
D

&

i



_ — - — Hoe
== | Ingenieros Industriales I Fisica | ] %A
JC Profesor J ’,
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. /j
Aula de Ingenieria Alex Garc,’a
Tifno: 91 53575 29

H~E. C N?q 24-— EUERD -—zaog

LM- Ver Ex beon Hag ()

{XX

Citupieo - M, R, )= QR
V"l

I jY‘ Aw\ —_ \f ﬁZrLr 2edv 4R - _ 4 MRz
<
ro f L' f\
-r=r M
h m = \/gL: . [ =
dm = pd - parr 2R dv P e
I - T Ml 2 1
o Aj') I j Cl T 7 }22
, v = o E‘L 1‘J K.K g 2
J f /arr.ra 2 /) : é MR
a2 -0

dm K JVaﬁf-mzlJz

(SmETLIAY i

ANEN :IU%

I = Ta+ MRY = & MR?
T & ¥ le™ = MR
)caw\gww : 4
T

,l,M) I -(-]-_,Q—P:EJ;- 4HRT +2L':HI? _.‘t( MR

’\STEN

,LV) ID—I 2.-‘-de—sz+4 MK..j; MRz




= l Ingenieros Industriales Il Fisica | I Rty
C Profesor . 2
¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. /-~
Aula de Ingenieria Alex Garcia ‘j
Tifno: 91 53575 29

2 ©I0: 5 TRMERC ausosle T factT B0 — Q¢ tche

{ CoN‘.&vDﬂ«ﬂram Ee S\e‘rw hAS&+\/am~n.-
! 23 =0
/X . EN 2L CroGug APAMCEEAN REALCINES lNTfRNA;

EMTRE MASA v VOLAAMTE | 7 fRERCCIamES EYTEUJAs

EP EL EJFE QUE wPidEn DESPLA R AM tsasTO DL
VOLANTE y TLUE GRTAN A2 Danbe Mp= 0 =S

-VOLANY‘E :M'R

oS L om, I

- Po(l Tma. M’W\ Cindr Amco S‘;&uﬂ 2 FARA  SIsT,

"Cuoave g lasTieo X O = dL 2sicr - = —
Es B
E 02 Fi3 pE 610 T wmSy
o}Jo SE ESPECIFICON "VERTI COLES n _ T - é -
NU o1 20 TALES => M9 (s 050 LZ"‘—[‘MID'K:V ) -k = RmU ® @ @ @
LoS PEPS (St ot omsiniamn £r ‘ - — Lzm 2 ZVOL
Diréccion (FK), sERIAN PARALELSS LZVOE Lm K= IEWL("‘\
A 2 Y dopian Mzzo) °

P
.)911 Tm == 12 U'a.}’I%.c.?{ = Emuy+l}_ &3 (l) =

Deg o O — - - - = -
TR PE Goeur v pracn 8 wowere = GUETR L UM : U ©yom = O +eo)R) (2)

R YY) "(f

3 { 2
RS +LHR
(}(’;.(}F+5wn-6:m-lzl=>
' _-—__bR:cj‘e Z:‘L_ = Derivarig? )

Tudo
. i . =6 _
CiLonro MRM%M% m% a” = . RL———‘;QG o R
Ecrera -
' G REALIZA PHoUln e e, 5 GNSIGE a Y La Pugba INTE(:F—#!L POD/UA ReLaclLorhaR
FLams a,1 2 v t. Pe IZSD To6o (tiaciad Obes o< .

/ =
Pore sea SoLIDR HonosBngs g 1R.S.D. pRico T'MA"’(’M- Cwer Pxeo e &2
. b/' v' = \d‘"‘)'mgz ’Itj":& G (\stl\\j\L
A f‘iv
. M7F,zaoQTAMAa'(DAu MJ;:DJ}_;, éM‘jl—; o = MQ%B Q-(ID +MR ) W

vai) c{(e\ercwio
.VZ-M vz mﬁ%B-Q PA(ZTJENMDCL REPDSO ; Uy(t= 0)=0 ¥ Q= (j'e.-_-;

m;e..QRZ - )
% o= g SeaOR a&:j - = %o =4 8.t

2
Iy it LjremR Xlly)=d =ty = 'aegz = ’”‘2 1
5 9548, senl | pR?
Id’w:m'z | R L
Re TART> | CON) IH'CJL “é""Rz tre = te. o Lesr C ¢

=
_&*asﬁ%’"’zz &y %

Ao




== ~ |l Ingenieros Industriales | Fisical it %oj
C' Profesor \ ”'%07 q
; ¢/ Conde de la Cimera, 6 (bajo-jardin), 28040 Madrid. 3
Aula de Ingenieria ex Garcia /
%}ng : Tifno: 91 535 75 29 , (A’ ] 3 ,

v ' poL_a:M,R
3 CUEP‘DA:YY‘,Ll

S @RE EL SisTEHA Taon +ROLEA -
AcTdan _ ) _ .
™My GrsERUAT L0 (T5 10vp) s
N :ne &‘"45“""’]’(?5&9 [ONEAY PAt =0
N\ﬁ 1 GaNgERVAT X ol . A J
= ' . /
EA'Nowr)‘,EQVATPETl-: L:L,+RR+[»+<J£L5:‘ L_l’;il-ci ‘ //
Z;za-o pug. 0P =0 . : . . . /
— b dn
P""‘ TanTo En S‘STEHA CoRpA + PLEA EHec ke hpsigr = e
L0 _ . ]
%&\sr C?”S\xr N E_C«!- sver T+ EP:’: SisT p ‘ ' -
: b+
0+0 .mblql (Lﬂ (j—>+~;}v{§_@,iwu‘+1:ﬁdc} m(zzbu)(&@’wdﬁm 2

%[io+(L+d)J = 1 Uz+é_./5MfZ1ol—"13 (2L+d) )"amﬁoos_sn.. UP—/(J;H-M‘AP —-—D-‘

} T | = ekl =
oy L plard) s Bt i L)
Cote %34(1!;1;}5104) _ e YRR :—A)
i o+ o™ (2 + M) .
= ey (s

R




Jadll.s-

UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID gé}
E. T. S. DE INGENIEROS INDUSTRIALES ‘”?E%?QLES
Fisica General | Curso 2008-09
Hoja de Evaluacién Continua n° 10 Fecha limite de entrega: 22 ene 2009

.ogoz@'

Ejercicios propuestos
Un poste vertical de acero en forma de cilindro macizo de 15 cm de diametro y 3 m de largo debe
soportar una carga de 80000 N.
) Determinar la tensién de compresién a que se somete el poste en caso de considerar despreciable
el efecto de su propio peso.
1) Determinar en este caso la deformacion que sufre el poste.
)  Determinar cdmo variardn la tensién de compresion y la deformacién calculadas en el caso de
tomar en consideracién el propio peso del poste.
La densidad del acero es 7860 kg/m?, el médulo de Young es ¥ = 2 - 10! N/m?2.

@ Una presa tiene la forma de un sélido rectangular. El lado que da al lago tiene una superficie § y una
altura H. La superficie del agua llega al borde de la presa. Obtener la fuerza horizontal neta ejercida
por el agua sobre la presa y el momento de fuerzas respecto a un eje longitudinal situado en su base
y- coincidente con su arista en contacto con el agua del lago. Determinar la posicién del eje central del
sistema de fuerzas hidrostaticas sobre la presa.

Determinar la posicién de equilibrio de un bloque de madera (p = 900 kg-m~?) de altura k = 10 cm que
flota en la interfaz entre una capa de agua (p = 1000 kg-m~) y otra de aceite (p = 750 kg-m~?), ambas
de espesord =10cm .

1) Determinar la densidad de un liquido en funcién de la presién, teniendo en cuenta su compresibi-
lidad.

) Determinar, utilizando el resultado anterior, la presién hidrostatica del liquido en funcién de la
profundidad.

w) Comprobar que la expresion obtenida tiende a la que se tiene para un liquido incompresible si su
médulo de compresibilidad es muy grande o si la profundidad es pequefa.

) Determinar para el caso del agua de mar la presién a una profundidad de 10,9 km utilizando la
expresion obtenida en el apartado ii) y compararla con la que se obtendria suponiendo el agua
incompresible.

Datos: Presién atmosférica en la superficie del mar: py = 1,01 - 10° Pa . Compresibilidad del agua:

k =45,8-10"!1 Pa~!. Densidad del agua en la superficie del mar pg = 1030 kg/m?.

[)@ Un globo sonda lleno de helio tiene una masa m = 15 kg y forma esférica de radio R = 2,5 m. Si se
suelta el globo desde el nivel del mar, en su movimiento ascensional se ve sometido, ademas de a su
propio peso y al empuje aerostatico, a una fuerza de rozamiento viscoso F = %nRvaz, donde p es la
densidad del aire y v la velocidad a la que asciende el globo. Determinar la velocidad limite ascensional
y el tiempo que tarda el globo en alcanzar 10 km de altura.

Se va a bombear petréleo con una viscosidad de 0,3 Pa-s y densidad de 860 kg/m?® de un tanque
abierto suficientemente grande a otro cuya entrada se encuentra situada a 30 m por encima del nivel
del petr6leo en el tanque de origen. El bombeo se va a realizar a través de una tuberia de 0,12 m de
didmetro y longitud 1 km. Determinar:

1) La presién manométrica que debe ejercer la bomba para mantener un flujo, supuesto laminar, de
0,06 m/s .
i)  La potencia consumida por la bomba, suponiendo que su rendimiento sea igual al 70% .

Un tubo horizontal de seccién circular tiene una zona ancha de seccién transversal 40 cm? y otra
estrecha de seccién 10 cm?. Fluye agua por el tubo con un flujo de 5 - 10~3 m/s . Calcular:
1) Lavelocldad del agua en las zonas ancha y estrecha.
n)  La diferencia de presion entre estas zonas.
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