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S1 alguna vez estos
apuntes te sirvieron
de ayuda, plensa que
tus apuntes pueden
ayudar a muchas
otras personas.
Comparte tus apuntes
En i1ndusbol.com o
simplyjarod.com
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CINEMATICA

1-CINEMATICA DEL PUNTO

1-1.VECTOR DE POSICION. VECTOR VELOCIDAD, VECTOR ACELERACION.

fj& 1.1. VECTOR DE POSICION. ECUACIONES HORARIAS.

Se define el vector de posicién, 7, de un punto P, como aquel que tiene por origen el
origen de coordenadas y por extremo el punto P. Dicho punto estard en movimiento
cuando su vector de posicion cambie con el tiempo,r =r(1). Las componentes

cartesianas de este vector estaran expresadas entonces como funciones del tiempo:
7 A

,»"W‘
< \k\/// (x(t),z{e),z(t)}

, / F) = ()7 + () ] +z)k = (x(1), y(t), 2(1)
?

,r

0 L ~
v

i rd
E o .
- ’ - j

e e

que reciben el nombre de ecuaciones horarias. La curva descrita por P en su
movimiento se llama trayectoria, y esta definida por las ecuaciones horarias de P.

_ ‘ Jx = Xx(1)
Trayectoria : 7 =r(1) Ecuaciones horarias:{y = y(1)
L’ =z(t)

A% 1-1.2 VECTOR VELOCIDAD

i

Se define como la derivada del vector de posicion con respecto al tiempo.
Partiendo de las componentes cartesianas del vector de posicion, las  componentes
cartesianas del vector velocidad seran:

o dar dx;+a’v~,+dz]; e T T
V= =" = X-] cjHE-
a a4 Yol

1-1.3 VECTOR ACELERACION

Se define como la derivada del vector velocidad con respecto al tiempo. En
coordenadas cartesianas, sus componentes son:

dv dleercz’z.yﬁdezz/-c- T s Tk
et =Xx-1 2. Z K
a ar e’ T ar e
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'@ 1-2. TRIEDRO INTRINSECO
Dada una curva (la trayectoria de un punto en nuestro caso) como:
C:x = x(t), y = y(t), z = z(t) (las ecuaciones horarias en nuestro caso)

0 bien como r=r(t) (nuestro vector de posicion), siendo t un parametro cualquiera (para
dr o | ,
, derivada de r(t) respecto del parametro 1, es un
4

nosotros el tiempo), el vector r'(z) =

vector tangente a la curva, situado sobre una recta tangente a la curva.
ot

-

El vector r''(1)=
(1) "

no es un vector tangente. r''(¢) y r'(¢) definen un plano llamado plano

osculador. La recta soporte del vector producto vectorial r'(z)x7''(t)es normal al plano
osculador y a la curva y se llama recta binormal. La recta soporte del vector producto
vectorial[?’(i)xF"(t)]x 7'(t), normal a la curva y contenida en el plano osculador, se llama
recta normal principal.
De esta manera queda definido. en cada punto de la curva, un triedro llamado rriedro
intrinseco, formado por las rectas tangente, normal principal v binormal. Los planos que
componen este triedro son:

- el plano osculador, ya mencionado, que queda determinado por la recta tangente vy la

normal principal,

- el plano normal, formado por la normal principal y la binormal,

- el plano rectificante, formado por la tangente y la binormal.
Por altimo, se definen tres vectores unitarios: ¢ (vector tangente), n (vector normal) y b (vector
binormal), pertenecientes a la recta tangente, normal principal y binormal, respectivamente, y
que componen, en ese orden, el triedro intrinseco a derechas.

Teoria- Cinematica B - Cinematica 2/16
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it 1-2.1. RADIO DE CURVATURA. RADIO DE TORSION

Si consideramos dos vectores tangente, siendo da el angulo que forman y ds el arco que
los separa, se llama radio de curvatura p,. al cociente p. = ds/do.

De igual forma, si consideramos dos vectores binormales, siendo df el angulo que
forman y ds el arco que los separa, se llama radio de torsion p, al cociente p, = ds/df.

Aps 1-2.2 FORMULAS DE FRENET

Expresan las derivadas de los vectores ¢, i y b con respecto al parametro arco (s,
abscisa curvilinea).

ds p,
di_ b
ds p. P
db 7
ds P

1-2.3 VECTOR DE DARBOUX

Se define como:

1

Q= L + b (contenido en el plano rectificante)
P Pe
Se comprueba que:
{ Qxr= di_ 1
ds .
Q x ,;:_df.: L. b
ds P. P.
&« B :_‘;ﬁ: _n
s
L P
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g;i? 1-3. COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD Y DE LA
! ACELERACION.

Definido el triedro intrinseco, vamos a poder expresar las componentes del vector velocidad y
del vector aceleraciéon, en cada punto, en ese triedro, obteniendo asi las componentes

intrinsecas de ambos.

%j‘; 1-3.1 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA VELOCIDAD:

ar -
— =t
ds

_ o dr dr ds - ds -
V= =——~-~w=t~—=t~[v

dr ds dt dt

, stendo: fT =

*\j 1-3.2 COMPONENTES INTRINSECAS DE LA ACELERACION:

av  d-r) apl . @ df - B L a4 . v
—_— = = -l+[v’»——:-—~f+ =-— 0 +—-n
dt dt dt de  dt o, di p.

La aceleracion tiene, por tanto, dos componentes:

a:

- una componente ¢n la direccion de la tangente, llamada aceleracidn tangente (o
tangencial), que representa la variacion del médulo del vector velocidad con respecto al

tiempo JUEEE———

(/M o
§’a,=—~:a -
dt

- una componente en la direccion de la normal principal, llamada aceleracion
normal, que representa la variacion de la direccidn del vector velocidad con el tiempo

Portantod@=a, - +a, -1 . La aceleracion estd contenida en el plano osculador.
o et
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2-CINEMATICA DE SISTEMAS

pe \/2—1.-DEFINICI(')N DE SOLIDO RiGIDO

Un sistema de puntos constituye un sélido rigido si las distancias entre ellos permanecen
invariables a lo largo del tiempo.

“Dicho de otro modo, un sélido rigido o sistema indeformable es aquel en el que dados dos
puntos cualesquiera 4 y B, la distancia entre 4 y B permanece constante:

]n\or AB =cte AB’= cte

Dado un vector de moédulo constante pero de direccion variable con un determinado parametro,

la derivada de ese vector respecto al pardmetro sera ortogonal al vector. Asi, para el vector AB ,
. . . "2

si derivamos la expresion AB ~ = cte con respecto a £, tenemos:

= dAB

dAB- 0= 24
dt dt

0

A partir de este Gltimo resultado se demuestra que las proyecciones de las velocidades de los
puntos sobre la recta que los une son iguales (“Tma. de las proyecciones™) Si es O el origen de
coordenadas:

0B dOA S S _nT
dOB c/Ol):O - Gopd gt
dt dt

/ . ,
% 0 v 2-2-CAMPO DE VELOCIDADES DE UN SOLIDO RIGIDO

gxi8h

Los puntos de un sélido rigido en movimiento tendran, en general, trayectorias, velocidades y
aceleraciones diferentes, pero no independientes, debido al hecho de pertenecer a un sélido y
cumplir la condicion de distancias relativas invariables entre ellos.

Obtencion del vector rotacion o velocidad angular @ (ver demo)
Concepto de @ (invariante vectorial).

Se considera un sistema de referencia fijo S;, O,x,;y,z;, y un soélido S que se mueve respecto de
S;. Se liga a S un sistema de referencia Oxyz, siendo O un punto del sélido S. De esta manera, el
vector de posicion de otro punto P de S vendra dado por:

7" =F% +OP , con OPexpresado en S. Derivando esta expresion respecto al tiempo (ver
aptdo. 2.4) obtenemos el campo de velocidades de un sélido rigido:

V=V +oxOP

Interpretacion fisica de la formula.

Teoria- Cinematica ) Cinematica 5/16
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Se deduce de la formula que:
- St los puntos O y P estan situados sobre una recta paralela a @ , ambos tienen la misma
velocidad. A o (L)
- El producto escalar de la velocidad deﬁ@u ito por @ es constante (invariante
escalar), es decir: Vi =026 3 (T «50)e
De esto se deduce que la proyeccion de la velocidad de cada punto en la direccion de @ es
constante e igual a la velocidad minima que pueda tener un punto del sélido.

S/ 2-2.1-EJE INSTANTANEO DE ROTACION Y MiNIMO DESLIZAMIENTO

Es el lugar geométrico de los puntos del solido cuya velocidad es minima, es decir, paralela a
@ . Es una recta de direccion la de @ . La velocidad en estos puntos esta contenida en el eje y se

. . , . . . . . sp @ e
denomina velocidad de minimo deslizamiento y tiene por moédulo V. =V" ‘:—‘ (P e sdlido
@
: - =p @ @
).Su valor vectorial es: ¥, = V" — | —
ol | o

La ecuacion del E.ILR.M.D. se obtiene de forma andloga a como obteniamos la del eje central.

Conocida la velocidad de un punto P del sdlido, V", y su velocidad angular, la ecuacién

queda:
-~ oxyv’ j
o= ]AI’ -4 S -+ /L(();
oN {

- sl encontramos un punto con velocidad nula, la velocidad de minimo deslizamiento es
nula y ese punto pertenece al EIRMD, que en este caso se llamara solamente EIR.
- si encontramos dos puntos con velocidad nula, el EIR pasara por ellos.

+0 [ 2-22-DISTRIBUCION DE VELOCIDADES ALREDEDOR DEL EIRMD

En cada instante, la velocidad de un punto del solido se puede descomponer en:

- una componente paralela al EIRMD, igual para todos los puntos del solido, que

. , . . . i hlyb) C/) (/)
es la velocidad de minimo deslizamiento, ¥, =V’ ~:1 — . Corresponde a una
o |@

traslacion del sélido en la direccion del EIRMD.

- una componente perpendicular al eje y proporcional a la distancia al mismo,  que
corresponde a un giro alrededor del eje, con radio igual a esa distancia y velocidad angular de
giro @ .

Por tanto, el movimiento mas general de un solido, siempre lo podremos descomponer en uno
de traslacion en la direccion del EIRMD, a velocidad minima de deslizamiento, y otro de
rotacion alrededor del EIRMD, con velocidad de giro @ .

St la velocidad de minimo deslizamiento es nula, el movimiento se reduce a un giro alrededor
del EIRMD, que en este caso se llama EIR (eje instantaneo de rotacion).

Teoria- Cinematica Cinematica 6/16
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/

o R
3%V 2-2.3-AXOIDES

Son los lugares geométricos de las rectas que han sido EIRMD en el movimiento del solido.
Dependiendo de si estudiamos las rectas del espacio (referencia fija) o las del solido (referencia
movil), distinguimos:

Axoide fijo: superficie formada por las rectas del espacio que han sido EIRMD.

Axoide movil: superficie formada por las rectas del solido que han sido EIRMD.

%\Q \/(@?‘ 2-2.4-DERIVACION VECTORIAL EN EJES MOVILES
s

Dado un sistema de referencia fijo S;, O,X;Y,Z; , y otro sistema de referencia S, OXYZ que se
mueve con respecto a S; con una velocidad angular@,,, st tenemos un vector « expresado en el

sistema S, « = i +u j+uk . laderivada de i con respecto al tiempo para un observador en

Sy sera:
( a’ﬁj du, - du. - du. - di dj dk [dﬁj di dj dk
— = 1+ cjA—ktu —tu =+u, - =|—| ‘u —+u = +u
\dt ), dt dt dr dt de° dt dr ), dt dt dt

El primer término es la derivada del vector « para un observador ligado a §. El segundo
término se podra expresar como el producto vectorial de la velocidad angular @, por i,

(a’fzj (c[ﬁ) -
— | = —| +o, xu
dt ), dr ),
%\Q \/ 2-2.5-CAMPO DE ACELERACIONES.
:g,x““f : : o e . . L
Derivando el campo de velocidades de un sélido rigido segun la formula de derivacion del

apartado anterior, obtenemos la expresion general del campo de aceleraciones de un séhdo
rigido:

quedando por tanto:

1> ., — — el d”‘ -
g’ =a’ +(U><((1)><OP)+,—;(—)><OP
dt

. da ‘ ' . -
El vector a = o recibe el nombre de aceleracion angular. El vector @ suele estar expresado
1

en una referencia movil, por lo que es importante derivarlo correctamente, empleando la
formula de derivacion si fuese necesario.

“
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f 3\)3{\\*‘ /2 2.6-VELOCIDADES ANGULARES DE PIVOTAMIENTO Y RODADURA
oY

’ Si estudiamos el movimiento de dos solidos, Sy y S, en contacto, la velocidad del punto P de
contacto de Sy respecto de S, se llama velocidad de deslizamiento de Sy respecto de S; y esta
contenida en el plano tangente comun a ambos sélidos por P. El sélido Sy en su movimiento
respecto a §; tendra una velocidad angular @ que podremos descomponer en:.

- una componente contenida en el plano tangente comun a S; y Sy por P, llamada
velocidad angular de rodadura (responsable del avance de Sj sobre S)), @,

- una componente perpendicular a ese plano tangente, es decir, en la direccion normal a
dicho plano, llamada velocidad angular de pivotamiento, @,

Si Sy rueda sin deslizar sobre Sy, la velocidad relativa del punto de contacto entre ambos

rye xr P ~
sdlidos es nula: V, =0

Vamos a estudiar el movimiento de una particula P respecto a dos sistemas de referencia, uno
fijo S,, Oy X, Y, Z;, y otro movil Sy, que se mueve respecto a ;.

El movimiento de la particula respecto a S, se designa como movimiento absoluto, y es el que
veria un observador situado en S, mientras que el movimiento respecto a Sy se llama
movimiento relativo, y es el que veria otro observador situado en Sj.

En general, el movimiento que perciba el observador situado en el sistema fijo S, sera mas
complicado que el que perciba el observador situado en el sistema movil Sy. Por eso el estudio
del movimiento de la particula respecto a .S; se hara descomponiéndolo en dos movimientos:
- un movimiento relativo: el que percibe el observador de §.
- un movimiento de arrastre: el que percibiria el obsewadm de Sy st la particula se
moviera unida o “pegada” al sistema 5. —
A

N

. B e SV

v

N
N
o
AN
<
N
(g
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0 / 2-3.1-COMPOSICION DE VELOCIDADES
P
La velocidad absoluta de la particula respecto de S; serd la suma de:
- una velocidad relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada
del vector de posicion de P en el sistema S, respecto del tiempo.
- una velocidad de arrastre: la que tendria P respecto a S si se moviese unida al sistema
Sy. Para su analisis, al considerar la particula como parte del sélido 0, emplearemos el
campo de velocidades del solido rigido.
Si llamamos S5, sistema o sélido 2, a la particula P, la notacion empleada para designar
las magnitudes sera: :
- movimiento absoluto: subindice 2/ (movimiento de 2 respecto de /)
- movimiento relativo: subindice 20 (movimiento de 2 respecto de 0)
- movimiento de arrastre: subindice 0/ (movimiento de 0 respecto de /)
Para indicar la particula a la que nos referimos usaremos el superindice con la letra de la
particula analizada.
La relacion entre velocidades quedara por tanto expresada como:

L I R I S S LIy I L
Vy =Vy +['m/ 0 Vies =V +V
)
/
" gj 2-3.2-COMPOSICION DE ACELERACIONES

La aceleracion absoluta de la particula respecto de S; serd la suma de:

- una aceleracién relativa: la que tiene la particula P respecto de Sy, es decir, la derivada
del vector de posicion de P en el sistema Sy respecto del tiempo.

- una aceleracién de arrastre: la que tendria P respecto a S5y si se moviese unida al
sistema Sy, Para su andlisis, al considerar la particula como parte del sélido 0,
emplearemos el campo de aceleraciones del solido rigido.

- una aceleracion de Coriolis: éste es un término nuevo consecuencia de la velocidad
angular del solido Sy respecto del S, y de la velocidad relativa del S>respecto del Sp.

Manteniendo la misma nomenclatura, la aceleracion absoluta queda expresada como:

>

. I Y — = p
0 A s =gy Tape +20 0 X Vg

0 ;’; 2-3.3-COMPOSICION DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES ANGULARES

o

Llamando:
@,, ala velocidad angular absoluta del solido S respecto del Sy,

@,, alavelocidad angular relativa del sélido S, respecto del Sy

@,, alavelocidad angular de arrastre del solido Sy respecto del Sy

tenemos: Wy = W, + @

De igual manera y manteniendo la nomenclatura, para la aceleracion angular obtenemos:

(azl =Qyy T Ay Wy X Oy

Teoria- Cinematica Cinematica 9/16
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leff**} EJERCICIO CIN.SIST. 1 (Parcial 1996-01-19)

Un cono de revolucion de semiangulo ¢/2=30 rueda sobre un plano fijo 7 con una rotaciéon de
modulo constante Q. Calcular el tiempo T que tarda el eje del cono en completar una vuelta

completa en torno a un eje perpendicular a 7.

Yeck o EJERCICIO CIN.SIST. 2 (Final 1996-06-24)

Un cono de revoluciéon ¢ de semidngulo /2 = 30° y
vértice O rueda sin deslizar sobre un plano horizontal fijo
Oxy. Un segundo cono de revolucion k de semiangulo
p/2 = 30° de eje de revolucion vertical, cuyo vértice es
también O, permanece en contacto con ¢ a lo largo de
una generatriz comin sobre la que puede rodar sin
deslizar. El cono k gira en torno a su eje de revolucion
con una rotacion Q. Calcular el tiempo necesario para
que el eje de ¢ describa una vuelta completa en torno a z

H&L&o EJERCICIO CIN.SIST. 3 (Final 1996-09-09)

3)
=7

®

Una varilla AB de longitud 2a puede girar en torno a un
eje vertical 0,4 sobre el que se encuentra el punto 4. La
varilla AB se encuentra siempre horizontal y en el punto
B se une a una esfera de radio « la cual puede girar en
torno a la varilla AB. La esfera, a su vez, rueda y pivota
sin deslizar sobre un plano horizontal fijo 7. Calcular el
modulo y el angulo que forma con la vertical la rotacion
de la esfera respecto al plano fijo si la varilla A8 tarda un
tiempo 7 en completar una vuelta en torno a la vertical.

I
%{g;;% EJERCICIO CIN.SIST. 4 (Final 1999-02-16)

4)

o L

Una esfera se mueve manteniendo un contacto puntual con el plano fijo z = 2y. Si la rotacion de la

esfera es o = (o(—‘% P+4)+ 4/\) obtenga los valores modulares de las rotaciones de pivotamiento

y de rodadura.

Aﬁt% EJERCICIO CIN.SIST. 5 (Febrero 2001-02-19)

=7 )

®

Un cono recto, de seccion circular y semiangulo 30°, rueda sin deslizar sobre un plano siendow el
modulo de su rotacion instantanea cuyo valor es constante. Calcule el minimo tiempo que
transcurre entre dos instantes en los que una misma generatriz del cono entra en contacto con el

plano.

o EJERCICIO CIN.SIST. 6 (Febrero 2002-02-11)

Se considera un cono rodando uniformemente, sin deslizar, sobre un plano fijo. Demuestre que,
prescindiendo del vértice, la aceleracion de cualquier punto del eje instantneo de rotacion es

perpendicular a dicho eje.

Ejercicio - Cinematica
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EJERCICIO CIN.SIST. 7 (Junio 2005-06-20)

N
\}«QL 7)  Un solido rigido S, se mueve respecto a un sistema fijo S siendo su rotacion instantdnea @ que
expresada en S; es (0, 0, 2) rad/s. En el mismo instante la posicidon y velocidad de un punto Ae S,
expresados en S| son, A(1, 1, 1) m y va (4, -6, 0) m/s. Determine las coordenadas del punto que es
@ pie de la perpendicular por A al eje instantdneo de rotacidn (eir), expresandolas en S;. .

En el movimiento definido en la cuestion anterior determine la ecuacion del eir en S; como
interseccion de dos de sus planos proyectantes, y obtenga los invariantes cinematicos.

En el movimiento definido en la cuestion anterior la velocidad del punto Be S cuyas coordenadas
en S, son (2, 3, 3).

W EJERCICIO CIN.SIST. 8 (Septiembre 2006-09-18)

W

8) La plataforma de un “tio-vivo™ de radio R gira con velocidad angular w respecto del suelo. Un disco de
radio «, cuyo eje es solidario del “tio-vivo™ y dista b del eje del “tio-vivo™ (¢ < & < R}, gira con velocidad
@ angular — respecto del “tio-vivo™. Calcule el madule de 1a velocidad de un punto de la penferia del disco
de radio « respecto del suelo.

EJERCICIO CIN.SIST. 9 (Junio 2008-06-20) (Septiembre 2008-09-05)

%) El circulo de radio R de la figura rueda sin deslizar respecto del plano
X1y y permanece perpendicular a dicho plano en todo instante. El cir-

J ; [0 culo estd unido por su centro a una estructura en forma de T con un
\( ) brazo de longitud L que gira alrededor del eje z;. manteniéndose para-

lelo al plano x vy, y que permite el giro del circulo respecto de aquella
estructura. Determine la velocidad angular Sen funcion de &, Ry L.

EJERCICIO CIN.SIST. 10 (Septiembre 2008-09-05)

10)  Una esfera de radio R rueda sin deslizar a la vez sobre el plano O,x,y, y sobre el plano O, x,z;. Siel médulo
de la velocidad de su centro es v, calcule el médulo w del vector rotacion en funcion de Ky v,

EJERCICIO CIN.SIST. 11 (Junio 2009-06-12)

11) Seconsidera un solido rigido con movimiento de traslacion. Sefiale la proposicidn o proposiciones correctas.
a) Las velocidades de sus puntos son constantes.
b) Las trayectorias de sus puntos son superponibles por una traslacién.
d) La velocidad angular no es nula en una traslacién circular.
d) Lasaceleraciones de sus puntos son iguales en cada instante.
&) Las trayectorias de sus puntos son rectilineas.

Ejercicio — Cinematica Cinematica 11/16
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EJERCICIO R-CIN.SIST. 1 (Parcial 1997-01-27) (Junio 2009-06-12)

4
| 1)  Justifique si los puntos A y B de un solido rigido, cuyas posiciones en un instante se expresan en
¥ una referencia cartesiana de base ortonormal mediante A(1,2,-1) y B(1,-2,1), pueden poseer, en ese

Y . . ~ .
’ instante, las velocidades v4(1,2,5) y va(-1,1,4) expresadas en la misma base.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 2 (Junio 1997-06-19)

2)  Un elipsoide cuyo centro O es fijo, rueda y pivota sin deslizar sobre un plano fijo, siendo P el
~ punto genérico de contacto entre el plano y el elipsoide. Deduzca la posicion del eje instantaneo de
rotacién del elipsoide

whe ol
EJERCICIO R-CIN.SIST. 3 (Parcial 1998-02-03)

: 3)  Escriba la expresion general de la aceleracion de un punto P de un solido rigido, supuestas
‘ conocidas su velocidad angular y la derivada temporal de la misma, asi como la aceleracion de otro
{ punto O.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 4 (Junio 2003-06-09)

los axoides del movimiento.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 5 (Junio 2004-06-17 Septiembre 2005-09-05 Septiembre 2006-09-138
Junio 2008-06-20)

5)  Un punto O de un sélido rigido posee una velocidad vo y una aceleracion ao. En el mismo instante
la rotacion del solido es @ v su derivada temporal @ . Escriba la expresion de la velocidad
!

\/ 4)  Un cono recto de seccion circular rueda uniformemente sobre un plano fijo, sin deslizar. Indique
®
|
(/; aceleracion de otro punto, P, del solido.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 6 (Junio 2006-06-26)

6) Unacslerade centro O v radio R = 0,1 m rucda sin destizar sobre el planoz = 0. Enun instante suvelocidad
angular es w = 3i + 4j + 2k rad/s, Determine las rotaciones de rodadura y de pivotamiento. y ¢l maodulo de
la velocidad del centro O, en unidades 51

EJERCICIO R-CIN.SIST. 7 (Septiembre 2006-09-18)

7 Sefiale la proposicién o proposiciones correctas para cualquier sdlido rigido con movimiento de traslacion:

a) Todos los puntos poseen trayectorias rectilineas.
b) La velocidad y aceleracion, en un instante, son las mismas para todos los puntos.
¢) La velocidad es constante durante el movimiento.

d) La velocidad angular es nula.

Ejercicio — Cinematica Cinematica 12/16
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EJERCICIO R-CIN.SIST. 8 (2) (Febrero 2007-02-12)

) La rotacion instantdnea de un sdlido rigido, o, es @ = j+2k y lavelocidad del punto A (1, 1,0)es vy = —i+k.

Determine la velocidad del punto de o que es coincide conelorigen de coordenadas, si todas las magnitudes
estan en unidades SL. ‘

En el mismo instante del movimiento del sélido rigido o de 1a cuestién anterior, se sabe, ademas, que la
aceleracion del origen de coordenadas y la aceleracion angular poseen valores nulos. Obtenga el maédulo de
la aceleracion del punto A.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 9 (Febrero 2007-02-12)

9)  Un punto material recorre una circunferencia de radio R partiendo del reposo, con una velocidad propor-
cional al tempo, v = &z. Calcule el tempo que emplea en dar la primera vuelta y el modulo de la aceleracion
al final de la misma.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 10 (Junio 2008-06-20)

10)  En un movimiento de traslacion circular uniforme de un sélido rigido, la trayectoria de un punto A{0,R.0)
de dicho sélido es la curva de ecuaciones v+ v* = R? | z = 0, y su velocidad es vy = v. Calcule los valores
modulares de la velocidad y de la aceleracién de otro punto B (0, 2R, 0) del mismo sélido.

EJERCICIO R-CIN.SIST. 11 (Junio 2009-06-12)

.. . P N 0D . y p m . . )

11) La aceleracion angular de un sélido rigido es —3j radfs® v su velocidad angular 2k rad/s. Determine las
componentes cartesianas de la aceleracion del punto P (1, 1.0} {coordenadas cartesianas en metros) si la
aceleracién del punto O(0,0,Mesde (1,0, 1 nys~,

Ejercicio — Cinematica Cinematica 13/16




Zg,

AW

Grado en Ing. en Tecnologias Industriales Mecanica
»M; %@4%»7
ria, Arguitectura, ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° 1zda., 28040 Madrid. Profesor
: Tifno: 91 53575 29 www.academiajc.com Alex Garcia

PROBLEMA CIN.SIST.1

Se considera un cono recto de semiangulo o = 30° y generatriz | = 40 cm, que rueda
uniformemente sin deslizar sobre el plano z; = 0 de un sistema de referencia  S;{Oy, x1, 1, Zi 1,

“con su vértice fijo en el origen de coordenadas, pasando sobre el semieje O, y; tres veces cada

minuto. Un punto moévil P recorre una generatriz del cono, O;A, con aceleracion constante
respecto al cono, de valora= 3,2 cm - s, En el instante inicial t = 0, el punto P se encuentra en
el vértice del cono vy su velocidad es nula, la generatriz O A esta situada sobre el semieje O xy,
siendo OA - i; > 0 y el cono se mueve de forma que la velocidad de su centro de masas, vc,
satisface la condicién v - ji > 0.

Se define otro sistema de referencia S{O, x, vy, z}, que tiene el origen y el tercer eje
coincidentes con los respectivos de S;, y se mueve de forma tal que el eje del cono siempre
permanece en reposo en S . En t = 0 los triedros de S; y S coinciden.

1) Para el movimiento del cono respecto a Sy, indique el eje instantaneo de rotacion y
calcule el valor de la rotacion instantanea, expresando este ultimo resultado en las
coordenadas y base del sistema S. Indique los axoides del movimiento en S,

2) Para el movimiento del cono respecto a S, indique el eje instantanco de rotacion 'y
calcule el valor de la rotacion instantanea, expresando este ultimo resultado en las

coordenadas y base del sistema S. Indique los axoides del movimiento en S,

Cuando el punto movil P llega a la base del cono, determine:

3) Intervalo de tiempo transcurrido desde el instante inicial.
4) Posicion del cono y del punto P en la referencia Sy, dibujando un croquis al respecto.
5) Para el movimiento del cono respecto a S, ecuacion del eje instantaneo de rotacion y

valor de la rotacién instantanea, expresando las soluciones en las coordenadas y base del
sistema S;.

6) Para el movimiento del cono respecto a Sy, ecuacion del eje instantaneo de rotacion y
valor de la rotacion instantanea, expresando las soluciones en las coordenadas y base del
sistema S;.

7) Velocidad de P respecto a Sy, expresando sus componentes en la base del sistema Sy

) Aceleracion de P respecto a Sy, expresando sus componentes en la base del sistema Sy.

NOTA.: Los resultados obtenidos se simplificaran y se expresaran, en su caso, en funcion de
numeros irracionales, sin efectuar operaciones con valores aproximados de estos ultimos.

Problemas ~ Cinematica - . Cinematica 14/16
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PROBLEMA CIN.SIST.2 (Sep 2004)

Una bola de radio r = 3 cm rueda sin deslizar sobre la superficie exterior de un cono de revolucidn de eje Oz cuya
ecuacidn es
3 W 2 .
M4y =0 {—o0 € 7 < +oo)
1.2 bola se mantiene en contacto con el cono en dos puntos de su superficie de manera que el cehtro de fa bola, €,
deseribe una circunferencia de radio QC (O es ¢l vértice del conol sitwada en el plano 2 = 0.

1) Adoptando y = 0 para ¢} plano de su hoja de examen, dibuje el cone y la esfera cuundo el centro de fa misma
se encucntre sobre el semicje Ox positivo. (Dibuje Ox paralelo a las lineas de escritura de la cabecera de Ia
haja). -

- > n
Calcule el semidngulo del cono y compruebe que su valores o = e
3

d

- _
3) Determine la distancia OC y compruebe que es igual a 2 Viem,

De aqui en adelante, se supone que la bola se mueve, particado del reposo en la posicién indicada en 1), siendo
. . . Foo L . o . -
constante la aceleracion tangencial de C con valor gy = 2 Vir emesT Fao el instante injeial, b oaceleracion de C
se dirige segin Oy positivo,
4y Caleule el tiempo. 1y, que transcurre hasta que C vuelve a pasar por primera vez por L posicion nicial,
5y Indique cudles son los axoides del movimiento de Ja bola.
61 Obtenga lavelocidad angular de-la bola, @(1), en funcion del tempo.
. . dw
71 Determing —-—.
di
&) Caleule la aceleracion de C en la posicidn del apartado 4).
$i A es el punto de la bola en contacto con ¢l cono (¢ > () en fa posicion indicada en 4). obtenga!
91 Velocidad de AL
101 Accleractdn de AL

N R R

NO se permite el uso de calculadora
Duracién: 80 minutos Calificacion: 50 % del total del examen.

-
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PROBLEMA CIN.SIST.3 (JUN 2005)

El sistema de referencia representado, S {O, x, ¥, 7} ¢s solidario a ia cabina C, estando el gje 7 situado sobre el gje
de giro de la cabina y sieado ademis coincidente en direccidn y sentido con | del sistema ligade al suelo 5.

La cabina ¢ de Ia gnia gira en tomo a la vertical con velocidad angular {7}k, al mismo tiempo la pluma o
aguilén /A, se levanta respecto a la cabina con una velocidad angular wo () y se consideran en reposo las orugas o
wen de desplazamicnto de la gria.

El anclaje de la pluma a la cabina en el punto Q, estd situado a una distancia € del eje de giro de la cabina y la
longitud de la plura es L.

1) Se piden, expresadas en S:

P

}N) Velocidad angular ways, y aceleracién angular a5, de la pluma respecto de la referencia S;.

1) Ep esta segunda parte se considers lu situacion:
= Reposos de las orugas o tren de desplazamiento de la gria.
« Rotaciones wi(f) = cter =Wy w2(l) =cte. = wn.
= Angulo de la pluma con la horizontal = £.
Se piden las siguientes magnitudes expre-
sdndolas en 5.
@ 2} Velocidad y aceleracitn del punto

Q, extrerno de apoyo de la pluma,
respecto al suelo (S(), vous| ¥ agys, -

33y Velocidad del punto P, extrerno de ka
‘ pluma, respecto al suelo (5y), vps,.

6&34} Aceleracidn del punto P respecto al
suelo (S}), ap.'rgl .

@) 3} Velocudad y eceleracion de] punio P
respecto 3 la cabina (8}, vps Y @gs.

Considerando el movimiento de A respecto a S) descompuesto en los movimientos de A respecto a &y de ©
respecto a Sy, determine las siguientes magnitudes expresdndolas en S.

5) 6) Velocidad ¥ aceleracién de arrastre del punto P.

o5

Campruebe que la solucién de los apartados 3) ¥ 4) coincide con la obtenida a partir de los apartados 3), 63

c)) 7y Aceleracion de Coriolis del punto P
L) 8
) ¥y 7

T} En esta tercera y Gltima parte, el pancho de amarre que pende del cable de sustentacidn estd a distancla h de P
¥ tiene masa m.

“9) Siendo wy = wa = 0, el carmo avanza rectilineaments con aceleracién constante de valor 2. Determine el
dngulo constante ¥ (por medio de su tangente, tgy) que forma la vertical con el cable, ¥ su tensida, en
condiciones de movimiento estacionario. :

10} Sieado wr = 0 y wy = cie. y estando el cago parado, determine el dngulo constante y (por medio de su
tangente, tg¥) que forma la vertical con el cable, ¥ su teusidn, en condiciones de movimiento estacionario,
facilitando las ecuaciones gue proporcionan t2y ¥ 7 en funcidn de datos del enunciado.
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CINEMATICA PLANA

1.-DEFINICION DE MOVIMIENTO PLANO

Se trata de un caso particular de movimiento en el que las velocidades de todos los
puntos de un solido indeformable S estan contenidas en un plano o en planos paralelos
(se podra estudiar el movimiento en uno de los planos y generalizar el resultado a los
demas), o lo que es lo mismo, todos los puntos siguen trayectorias paralelas a un plano

fijo (o director), 7, . .

Si el vector director de 7, es u y si 4, B 'y C son tres puntos no alineados de S que
forman un plano no perpendicular a 7, y cuyas velocidades son paralelas a 7, se
demuestra que cualquier punto . de S tiene un movimiento paralelo a 7,y que la
rotacion @ de S es un vector perpendicular a 7, (ver demo).

De existir @, sera perpendicular al plano, y por tanto, al ser @ y la velocidad de
cualquier punto de S perpendiculares, se tendra un eje instantdneo de rotacién (E.LR.),

min

. - =P (() rq- -
siendo V. =F".-==0 (P punto del solido). De esta forma, los axoides del
= I

movimiento seran superficies cilindricas normales al plano director, tangentes entre si
en cada instante a lo largo de una generatriz sobre la que se tiene movimiento de
rodadura sin deslizamiento.

Los puntos de S que evolucionan sobre 7, constituyen el plano movil 7 .El estudio se
reduce asi al del movimiento de un plano movil sobre uno fijo.

2.-C.LR. Y SEGUIDOR DE POLOS.

Aparece ahora un punto caracteristico, interseccion del E.LR. con el plano 7,
llamado C.LR. (centro instantaneo de rotacion), definido como el punto de 7 cuya
velocidad respecto a 7, es nula. Se denota por /(2) y serd un punto distinto en cada

nstante.

Se define también el seguidor de polos como el punto que se mueve de forma que su
posicidn coincide en cada instante con la del C.L.R. Este punto no pertenece al plano fijo
ni al plano moévil, stimplemente acompaiia al punto que en cada instante es C.LR. Se
denota por /*.

En lugar de axoide fijo y axoide movil, podemos hablar de sus equivalentes en el caso
particular de movimiento plano, base y ruleta, que son ahora las curvas interseccion de

los axoides con el plano del movimiento, curvas que ha descrito el C.LR.:

- Base: lugar geométrico de los puntos del plano que han sido C.LR.
- Ruleta: lugar geométrico de los puntos del sélido que han sido C.LR.

Fijandonos en el seguidor de polos, la base y la ruleta se pueden definir como las
trayectorias de /* respecto a los planos fijo y mévil respectivamente.

Teoria — Cinematica plana A Cin. Plana 1/24
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Por la propia definicién de 7, es v/ = 0,y por tanto el campo de velocidades del plano.
movil es: ¥ =¥/ +@x IP = & x IP. De aqui se deduce la propiedad fundamental del
C.IR.: las normales a la trayectoria (o a la velocidad) de todos los puntos del plano 7

secortan en el CLR. —> & Yeremam las veloudedes de 2 puatm ot
pelpandioaeles, dende de wlfesr eitarl er (iR
3.-BASE Y RULETA. ECUACIONES

Se consideran dos sistemas de referencia O,x;v; y Oxy, situados sobre los planos fijo y
movil respectivamente, de forma q los ejes z; y z son paralelos y ;, X ], = IEI =k =1ix J

Las coordenadas x; e y; de O, origen de la base moévil, en la base fija, se denominan &
y 7 respectivamente, y se designa por ¢ al angulo q el eje x forma con el eje x;. Cada
terna ({,77,@) determina, en cada instante, la posicion de la base movil respecto de la

fija, y por tanto de todos los puntos del plano mévil.
Las funciones del tiempo &(¢),7n(t),p(t) determinan el movimiento en el tiempo.

Eliminando ¢ v obteniendo las funciones &(¢), 7(¢) se tiene una secuencia de posiciones

del plano mévil respecto al fijo, con independencia de la velocidad a la que se suceden.
A partir de estas consideraciones y de la definicién de C.LR. se pueden obtener

(ver demo):

- ecuaciones de la base (ecuaciones paramétrico-temporales de las coordenadas de

[* en la base fija)
17

'\ﬁ]([):‘f_'f

&
y)y=n+-=
@

- ecuaciones de la ruleta (ecuaciones paramétrico-temporales de las coordenadas
de I* en la base movil):

& seng —1 cos@

x(t) =
@

(1) = £ cosp +7 seng
@

23

Se denomina con el simbolo ” a la derivada con respecto a t de la funcidon
correspondiente.
Eliminando el tiempo (secuencia de posiciones sin la velocidad de su recorrido), se

obtienen las ecuaciones paramétrico-angulares de base y ruleta:

- Dbase: x(p)y=&-7
yi(p)=n+¢
- ruleta: x(p)=<Esengp —n'cosg

y(p)=<E"cosp+n'seng

[49 2 27

Se denomina con el simbolo a la derivada con respecto a ¢ de la funcion

correspondiente.
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4.-MOVIMIENTO DE UNA BASE DE FRENET

Se estudia el movimiento de una base de Frenet r (triedro intrinseco), con origen O, de
una curva plana I". ‘
Se definen una abcisa curvilinea / sobre I', los vectores de la base t,n,b yel vector de

-t b . L, . y
Darboux Q =—+— (7 radio de curvatura de torsién, p radio de curvatura de flexion).

rop
b
Por ser curva plana, 7 = o0 y por tanto Q=-
o
Se obtiene asi que (ver demo):
o _dls dl b
- larotacion cinematica de la baseres w = f—i— Q= 2
dt dr yo,

- Ol =p-i,es decir, el C.LR. de la base de frenet de una curva que se mueve
sobre dicha curva es el centro de curvatura de flexion de esta ultima.

- De esta forma, la ruleta de la base de frenet r de una curva es la recta normal de
dicha curva, mientras que la base de esa F es el lugar geométrico de los centros
de curvatura de esa curva, ﬂ,%\e&& /vd ol

- Se deduce de este/tlfimo punto que la curva se puede obtener haciendo{?‘odar sin
deslizar una recta sobre el lugar geométrico de los centros de curvatura. Una
curva generada de esta manera se llama evolvente de la curva base. Asi pues, la
evoluta de una curva es la envolvente de sus rectas normales.

5-YELOCIDAD DE I'*

Considerando la base (perteneciente al plano 7, ) y la ruleta (perteneciente al plano ),
siempre tangentes entre si, se puede estudiar el movimiento de r (Base de Frenet)
respecto de las dos referencias anteriores. Se obtienen asi:

‘ - b, dl
- rotacién de F respecto de la base: o, = —-—;{—( b{ , P, binormal y radio de
pyat
curvatura de flexién de la base)
., . b dl
- rotacion de r respecto de la base: @ ,, = ———( b, p, binormal y radio de

curvatura de flexi6n de la ruleta)
- Rotacién de 7 respectode 7,0 @ =g ,, — D¢ ,,
_edl -
e 4ty
dt

De todo lo anterior se puede deducir la velocidad del seguidor de polos en funcion de
@, PY P

7 %7 ) fl- yec naton leke
v :—_--—-—‘——~§ T Ue(. Noth khane

n 7’l| _ g

Y of %

i

e

. . -%. wh
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6.-CAMPOS DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES. ACELERACION DE L
POLO DE ACELERACIONES.

Ya se ha visto que, siendo P un punto del solido S que se mueve con movimiento plano,
se cumple: v =V v+ o xIP=axIP

Teniendo presente que la posicion de I coincide en cada instante con la de I* (y por

tanto, para cualquier punto P es [P =1 P) , la velocidad de un punto P se puede
expresar también como: vi=ax 1P
y la aceleracion de un punto P vendra dada, por campo de aceleraciones del solido
rigido como: '

a’=a' +cu><(a)><[*13)+c}'}x[:ﬁ]5
o bien, derivando la expresion de la velocidad:

— e w0 — d 1*1—3
a’ =adxI"P+dx
dt
Desarrollando y operando estas expresiones se obtiene (ver demo en anexo):
@ i - ) —
- X da
b‘i ! =7 = 5
! )’

Con estos resultados puede encontrarse el punto /” que, si existe, tiene aceleracidon nula

-1 = .
a =0, lHamado polo de aceleraciones (ver demo en anexo):

Y j,_‘ -~
= NIORY — ) K XV
\ de ! I OO 'k

) 1
O+ @ i
i

7.-PERFILES CONJUGADOS. (ver anexo)

8.-MOVIMIENTO DE TRES PLANOS

Se tienen tres planos paralelos 7, 7,,7, que evolucionan definiendo los movimientos
planos  relativosz, /7 (21), 7, /7w, (12), 7, /7w, (3 1), 7, / m (13), 7w, [ 71,(32), 7, / m,(23) .
Por movimientos mversos, la posicion de los C.1.R. de los movimientos 7, [,

es la misma, por lo que unicamente se tienen tres C.1.R.

Se demuestra (ver demo) que los centros instantaneos de rotacién de los movimientos
relativos de los tres planos que evolucionan sobre el mismo plano geométrico estan
alineados.

Teoria — Cinematica plana Cin. Plana 4/24
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EN SOLUCIONES
EJERCICIQ CIN. PLANA.Soluc.1 Primer Examen Parcial 1996-01-19

Q Una referencia {O, 7,/ } definida sobre un plano mévil n, evoluciona respecto a un plano fijo 7;. Sean

/\Q/ E(t), n(t) las coordenadas del punto O respecto a un sistema de referencia fijo y sea ¢(t) el angulo que
forman los ejes de abscisas de los sistemas fijo y mévil. Escribir las ecuaciones de base y ruleta.

\‘ EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.2 Primer Examen Parcial 1996-01-19

® = N o
/\@ Definir la velocidad de sucesion de polos

2 EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc.3 Examen Final 1996-06-24

@ @ Defina la velocidad de sucesion de polos y exprese la aceleracidn del centro instantineo de rotacion en
}\ funcién de dicha velocidad y de la rotacion del plano movil respecto al fijo.

EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc.4 Examen Final 1996-09-09

\\? Demuestre que el centro instantdneo de rotacion del movimiento de la base de Frenet de una curva plan
a lo largo de los puntos de esta curva se encuentra en el centro de curvatura de flexion de ésta.

EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc. 5 Primer Examen Parcial 1997-01-27

Un punto P se mueve sobre una curva plana. Demuestre que el triedro de Frenet de dicha curva asociado
al punto P, posee movimiento plano cuyo centro instantaneo de rotacién coincide con el centro de

curvatura de flexion de la curva. Se recuerda que el vector de Darboux es £ = b + £
p T
EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc.6 Examen de Septiembre 1997-09-16

Q‘J

: Qé\; En el movimiento plano, el sistema fijo es {Oy, xi, yi} y el sistema moévil {O, x, y}, Escriba las
/\“ ' ecuaciones paramétricas angulares de la ruleta en el sistema movil y de la base en el sistema fijo,
explicando el significado de los simbolos empleados.

o EJE,R(“ICIO CIN. PLANA.Soluc.7 Examen de Septiembre 1998-09-21

Ry

/\Q Defina base y ruleta en el movimiento plano.

EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc.§8 ' Primer examen parcial 1999-01-25

=<7 Una bicicleta se mueve de forma que sus ruedas, de radios r, se encuentran en un mismo plano y ruedan
sin deslizar, con velocidad @, sobre un perfil circular de radio R, por su parte exterior. Calcule el
@ moddulo de la rotacion del cuadro de la bicicleta. ’

- EJERCICIG CIN. PLANA.Soluc.9 Examen Final 1999-02-16
o
\"  Defina movimiento plano y demuestre que la rotacion instantanea mantiene direccion constante.

e

Ags
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EJERCICIO CIN. PLANA.Soluc.10 Examen final 2000-09-11

Un triangulo mévil con movimiento plano desliza sobre una curva fija de dicho plano, de forma que uno
de sus lados siempre es tangente a dicha curva en un vértice del tridngulo. Situe el CIR del movimiento
del tridngulo, en funcidn de elementos intrinsecos de la curva.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.11 Examen de Septiembre 2001-09-19

@ En un movimiento plano un circulo ¢ de radio » rueda sin deslizar por el exterior de un cilindro de radio
— —_ 2r con una velocidad angular constante , = 21 s'. Calcule el tiempo que tarda el centro de ¢ en
completar una vuelta completa.

-, EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.12 Feb 2009-02-06. Feb 2002-02-11.Jun 1998-06-22,Parc. 1997-
= 01-27, Parc 1996-01-19
1 Q@ ¢Qué son perfiles conjugados?

o

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.13 Examen de Junio 2002-06-10

Q Una circunferencia de radio a rueda uniformemente, sin deslizar, por el exterior de otra circunferencia,
~—— coplanaria y de radio b, empleando un tiempo 7 entre cada dos pasos sucesivos de su centro por la
misma posicion. Calcule la velocidad del seguidor de polos.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.14 Examen de Septiembre 2002-09-16

@ En un cierto instante se conoce el torsor cinematico en O de un movimiento plano, (vO, ®). Deduzca la
expresion vectorial que determina la posicion del centro instantaneo de rotacion.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.15 Febrero 2003-02-10

Determine la velocidad de un automoévil, en Km/h, cuando sus ruedas, de 50 cm. de didmetro giran sin
@ deslizar, a 900 revoluciones por minuto.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.16 | Febrero 2003-02-10

R; QUna escalera cuyos extremos A y B apoyan, respectivamente, en una pared vertical y en el suelo

[P horizontal, cae con sus extremos deslizando sobre la pared y el suelo. Cuando la escalera forma un
}% 0 ¥ angulo de 30° con el suelo la velocidad de su extremo A es de 4 m/s. ;Cual es la velocidad del otro
G- extremo B?.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.17 Junio 2003-06-09

Un circulo ¢ de centro B y radio r puede rodar sin deslizar por el interior de una corona hueca y fija, de
centro A y radio interior R > r. Una barra AB se encuentra articulada al circulo mévil en B y a la corona
en A. Determine las rotaciones del circulo ¢ respecto al sistema fijo y respecto al segmento AB, si la del
segmento respecto al sistema fijo es Q.

—
@\
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Examen de Septiembre 2003-09-15

En el mecanismo de biela-manivela de la figura, determine la
velocidad angular de la manivela 2, si la velocidad de la
corredera 4 situada en el extremo de la biela 3 es v en la
direccién y sentido indicados, y cuando el mecanismo se
encuentra en la posicion de la figura. La longitud de la
manivela es a y la de la biela b.

st

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.19

Examen de Febrero 2004-02-12

Determine la velocidad de un automdvil, en km/h, cuando sus ruedas, de 50 cm de didmetro giran sin
deslizar, a 1200 revoluciones por minuto. Puede expresar el resultado en funcion del nimero .

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.20 Examen de Febrero 2004-02-12

Una circunferencia de radio R, rueda sin deslizar por el exterior de otra circunferencia fija y coplanaria,
de radio R», con movimiento uniforme, empleando un tiempo 7 entre dos pasos sucesivos de su centro
por el mismo punto. Obtenga la aceleracién del centro O, de la circunferencia movil.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.21 Examen de Febrero 2004-02-12

En relacion con la cuestion anterior, determine la velocidad del seguidor de polos (velocidad de sucesion
de polos)..

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.22 Examen de Septiembre 2004-09-23

Escriba el vector de Darboux para una curva expresado en su base de Frenet, indicando el nombre de las
magnitudes escalares que intervienen.

EJERCICIO CIN. PLLANA. Soluc.23 Examen de Febrero 2005-02-07

Fn un movimiento plano se conocen las coordenadas &f((p) y n(p) de O, origen de la referencia
S {O,x, y}ligada al plano movil, siendo ¢ el angulo de Ox respecto al primer eje de la referencia fija
S {O, X0, ) } Escriba las ecuaciones de la base en S y de la ruleta en S, adoptando ¢ como parametro.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.24 Feb 2009-02-06, Sept 2005-09-05, Feb 2005-02-07, Sep 2004-
09-23. Feb 2000-02-15, parcial 2000-01-24, Final 1999-02-16, febrero 1998-02-24

En un movimiento plano, escriba la aceleracion del centro instantineo de rotacion en funcion de la
velocidad angular y de la velocidad del seguidor de polos.

EJERCICIO CIN. PLANA. Soluc.25 (Sept 2005-09-05, Sept 2004-09-23)

Indique cuél es el centro instantineo de rotacion de la base de Frenet de una curva plana que se mueve
sobre la curva.

Ejercicios — Cinematica plana Cin. Plana 7/24

=\ [ Grado en Ing. en Tecnologias Industriales || Mecanica ‘%D%o v

W g e, , i

TR F Sy .

a %&é‘"@w«f ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° Izda., 28040 Madrid. Profesor OQ};;V}
o T Teeme Tifno: 91 53575 29 www.academiajc.com Alex Garcia



7 o TmeE TN - - ~ : = P 9
| “Grado en'ing."en Tecnologias Industriales .|| Mecanica wot'%o
_ l
s ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° Izda., 28040 Madrid. Profesor be??/. )
",':jf';dé"mmm r © Tifno: 915357529 www.academiajc.com Alex Garcia
EN CLASE
\/ EJERCICIO CIN. PLANA. 1 Examen Final 1996-02-12
, - v . . A
Un plano mévil m en el que se encuentra definida una referencia ¥

{O,x,y} se mueve respecto a un plano movil m; en el que se
encuentra definida la referencia {O),x,,y;}. El eje x del sistema
movil pasa permanentemente por el origen de coordenadas del
sistema fijo. El eje y del sistema moévil, a su vez, pasa o
permanentemente por un punto fijo 4, de coordenadas (2a,0) en

el sistema fijo. Hallar la base y la ruleta de este movimiento. : ¥ <
g e e
\/EJERCICIO CIN. PLANA.2 C8e wweho ¥ Examen Final 1996-02-12
&
Una barra 4B de longitud / gira con velocidad angular constante
€2 en sentido horario alrededor de su extremo A4, que esta fijo. B
Una segunda barra BC esta articulada a la anterior en el punto B -
y pasa siempre por un punto fijo D, sobre el que puede deslizar. ! !
1 ' : A e 50 D
En un momento dado, la distancia BD es / y los dangulos que N ’ .
forman el segmento A8 y el BD con el AD son iguales y de valor
30". Calcular la velocidad de deslizamiento de la barra BC en D.
q EJERCICIO CIN. PLANA. 3 Examen Final Febrero 1997-02-19
\\)\)
> Una circunferencia mévil ¢ de radio R rueda sin deslizar por el exterior de otra circunferencia fija o) de
i radio 2R con una rotacion constante de modulo €2. Calcule el tiempo que tardara el centro de ¢ en

describir una vuelta completa en torno a g,.

EJERCICIO CIN. PLANA. 4 (a&¢c- M&AQ% Examen de Septiembre 1997-09-16
&

Un circulo de radio R rueda sin deslizar por el interior de una circunferencia fija de radio R;. La
velocidad del centro del circulo tiene modulo constante v. Calcule el tiempo 7' necesario para que la
direccién de un radio cualquiera del circulo gire 90° respecto a la recta que une los centros de circulo y
circunferencia.

EJERCICIO CIN. PLLANA. S Primer examen parcial 1998-02-03

En un movimiento plano se conocen la velocidad de un punto 4, v, y la velocidad angular, @ . Deduzca
la expresion del vector A7 en el que / representa el centro instantaneo de rotacion.

EJERCICIO CIN. PLANA. 6 Primer examen parcial 1999-01-25
L.
E\ En el cuadrildtero articulado de la figura, la manivela AB gira
DN con 10 r.p.m. Determine el moédulo de la rotacion de la barra

, CD.

Ejercicios — Cinematica plana Cin. Plana 8/24
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Feb 2001-02-19 Jun 1997-06-19

EJERCICIO CIN. PLLANA. 14

En el cuadrilatero articulado de la figura, determine los centros
instantdneos de rotacion de las barras respecto al plano fijo y de las
barras entre si, designandolos en la forma habitual (por ejemplo, I5,)
sobre el croquis de dicho cuadrilatero.

EJERCICIO CIN. PLLANA. 15 Examen de Junio 2001-06-20

En un movimiento plano se conocen, en un cierto instante, la velocidad y aceleracién de un punto, O, vq
Yy @ao, respectivamente, la velocidad angular @ y se sabe que la aceleracién angular es nula. Deduzca
expresiones vectoriales que determinan las posiciones del CIR y del polo de aceleraciones mediante los
vectores Ol y OI', respectivamente.

Examen de Junio 2001-06-20

En el mecanismo de la figura, la barra 3 es guia de una

corredera en el extremo, A, de la manivela 2 cuya longitud es

a. Justifique la posicion del centro instantianeo de rotacién del
ol

movimiento de la barra 3 respecto de la 2 y calcule su
distancia al punto O, en la posicién indicada en la figura.

EJERCICIO CIN. PLANA. 17 Examen de Febrero 2002-02-11

En un movimiento plano, las coordenadas del origen de la referencia mévil son & = a(l-cosp), n=asenq,
donde ¢ es el angulo de O,x; respecto a Ox. Obtenga las ecuaciones cartesianas de la base y de la ruleta
del movimiento.

EJERCICIO CIN. PLANA. 18 Examen de-Junio 2002-06-10 ,

iy En el cuadrilatero articulado de la figura, las barras AB y CD
M V son paralelas y de igual longitud dada por /, girando la barra
AB con velocidad angular «© uniforme.
Determine el modulo de la aceleracion del punto medio de la
D barra BC (punto M).

EJERCICIO CIN. PLANA. 19 Examen de Septiembre 2002-09-16

posicién del centro instantaneo de rotacién de la barra 3
respecto del plano fijo 1.

En el cuadrilatero articulado de la misma figura, calcule
la velocidad angular de la barra 4 respecto de la barra 2,
supuesta conocida la rotacién w,; de la barra 2 respecto
al plano fijo.

Ejercicios — Cinematica plana ‘Cin. Plana 10/24
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/ - EJERCICIO CIN. PLANA. 7 "D\XCL\ Examen Final 1999-06-28

Una barra AB, de longitud «, describe un movimiento plano con velocidad angular constante, @, en el
plano Oxy, de forma que su extremo A siempre se encuentra en el eje x = 0y el extremo B en el eje
i . .y . .y . , . r

y=0. Calcule el médulo, direccion y sentido de la aceleracion del centro instantaneo de rotacion.

EJERCICIO CIN. PLANA. 8 Examen Final 1999-09-06

R
W

Una barra AB. de longitud 24, describe un movimiento plano con velocidad an ular constante, @, en el

2 o > ¥
plano Oxy, de forma que su extremo A siempre se encuentra en el eje x = 0 y el extremo B en el gje
y = 0. Calcuie el mddulo, direccién y sentido de la aceleracion del punto medio de la barra AB.

o

EJERCICIO CIN. PLANA. 9 Primer examen parcial 2000-01-24

En relacion con el movimiento plano esquematizado en la figura,

e Base determine el sistema de ecuaciones que permiten obt,czner las

‘ coordenadas (x, ) del polo de aceleraciones en funcion de la

rotacion instantanea, @, de su derivada temporal, @, y de la
velocidad de sucesion de centros instantaneos de rotacion, vy.

' 1

S Rnleta

. .
EJERCICIO CIN. PLANA. 10 Examen Febrero 2000-02-15

Si en un movimiento plano con @ = Cte., | es el centro instantaneo de rotacion y I' el polo de

0]

aceleraciones, demuestre que IT = ~f—— siendo = la velocidad de sucesion de centros instantaneos
R @~

de rotacion.

EJERCICIO CIN. PLANA. 11 Junic 2000-07-03

Un triangulo OAB, rectangulo en A, con |0OA4| = a y |OB| = b, gira en su plano permaneciendo O fijo.
Los modulos de la velocidad y aceleracion de A son va y aa. Determine los mddulos de la velocidad y
aceleracion de B. '

EJERCICIO CIN. PLANA. 12 Junio 2000-07-03

En un movimiento plano se conoce, en un instante determinado, la aceleracién de un punto A, aa, la
derivada temporal de la rotacién instantanea, @ , y se sabe que la rotacion instantanea es nula. Exprese el
vector AT en funcién de los datos, siendo I' el polo de aceleraciones.

EJERCICIO CIN. PLANA. 13 Primer parcial 2001-01-Primer examen parcial 1999-01-25

Si A y B son dos puntos de plano movil en un movimiento plano, y va'y ve sus velocidades respectivas,
deduzca una expresion vectorial que exprese la rotacién @ en funcion de los datos anteriores.

Ejercicios ~ Cinematica plana Cin. Plana 9/24
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EJERCICIO CIN. PLANA. 20 Examen de Febrero 2003-02-10

El extremo A de la barra de la figura se mueve con
velocidad igual a 0,2 m/s segun la recta J. En el
movimiento de la barra ésta siempre apoya sobre un
cilindro de radio despreciable. Determine la velocidad
del punto P de la barra en contacto con dicho cilindro
en la posicion de la figura.

EJERCICIO CIN. PLANA. 21 Examen de Septiembre 2003-09-15

Una recta fija y un circulo movil son coplanarios. Si el circulo rueda, sin deslizar, sobre la recta fija con
velocidad angular constante, justifique sin calculos que el punto del circulo en contacto con la recta
siempre tiene aceleracion.

EJERCICIO CIN. PLANA. 22 Examen de Junio 2004-06-17

Una barra AB, de longitud 2L, se mueve de forma que A lo hace sobre el eje Oy y B sobre el eje Ox de
un sistema de referencia cartesiano. Justifique las formas de la base y de la ruleta del movimiento plano
de la barra, sin necesidad de ecuaciones

EJERCICIO CIN. PLANA. 23 Examen de Febrero 2005-02-07
B X La varilla AB apoya constantemente sobre la
e semicircunferencia fija de centro C y radio R. El extremo A

de la misma se mueve sobre el eje fijo Ox; con velocidad
v = cte. Calcule la velocidad angular de la varilla AB en
\ Xy funcion de los parametros R, vy la variable ¢ .

A/‘i P

EJERCICIO CIN. PLANA. 24 Febrero 2005-02-07 Septiembre 2005-09-05

Una rueda de radio r y centro O, rueda sin deslizar sobre el contorno de una circunferencia fija de radio
R (R > r) y centro O, en dos situaciones diferentes: a) por su exterior; b) por su interior. En ambos
casos el movimiento de la rueda es consecuencia del arrastre de una manivela O;, que une O, con O.
Determine, en cada caso, la relacion existente entre las velocidades angulares o rotaciones, o de la rueda
y Q de la manivela (como es habitual, se atribuyen signos contrarios a los escalares de rotaciones de
sentidos opuestos). o

EJERCICIO CIN. PLANA. 25 - Febrero 2006-02-13

En un movimiento plano en el que el sistema fijo es S; v S el movil. I', es el seguidor de polos, es dectr. el
punto movil que coincide en cada mwstante con el punto I que es centre instantaneo de rotacion {c.1.0) o polo

de dicho instante. Indique la relacion entre las velocidades vig v vys, ¥ escriba la expresién vectorial de la

aceleracion del ¢ i.r respecto del sistema fijo en funcion de la rotacidn instantdnea @ ¥ de la velocidad del
seguidar de polos.

Ejercicios — Cinemética plana Cin. Plana 11/24
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EJERCICIO CIN. PLANA. 26 : - Febrero 2006-02-13
K - . . . . . . .
; . Una crrcunferencia o, de centro O vradio r, rueda sin deshizar sobre el exterior
Do ! de otra %, que es fija, de centro Oy vradio R, siendo arrastrada por una manivela
), ; O; 0. Deternune la relacion flw. £, v, R) = 0, existente entre las rotaciones (w

de o v L) de la manivela

En la situacion antertor, de rodadura sin deslizamienta desr sabre ». ésia ultima ahora puede rotar en torne
el

asueentro O fjo. Deduzea la relactan e’ w0  A) = 0. existente entre las rotaciones w ' de x, o de or
v £2 de la mangvela, todas ellas respecto de §1

EJERCICIO CIN. PLANA. 27 Junio 2007-06-18

Una circunferencia movil, Co. de radio m rueda sin deslizar respecto
de una circunferencia fija. ¢y de radio rp con velocidad angular wny.
Determine el madulo de Ta velocidad de sucesion de polos en el instante

o,
representado. :
En el mismo sistema y posicion gue en la cuestion anterior, determine ef S
modulo de la aceleracion del centro instantdneo de rotacion. en funcion L ‘5 v,
de 1os mismos-dalos: ry . wis.
EJERCICIO CIN. PLANA. 28 Junio 2007-06-18 Septiembre 2007-09-03
El mecanismo plano de la figura estd compuesto por las
harras 2. 3 v 4 articuladas en Jos puntos AL B. Cy D. De- i3 3 _)(\
termine el valor modular maximo, vy, de la velocidad de ;”\\
los puntos de la barra 3 en su movimiento respecto del sis- o \ s
tema Sy {Axyy]. expresando el resultado en funcidn de A ’ ”“\,.@%_D ‘ vy
w>y. Totacion de la barra 2 respecto a Sy, y de Ta longitud a. AS , ] . ‘::__ _________
s [en
: i,
El mecanismo plano de fa figura estd compuesto por las ;
barras 2, 3 y 4 articuladas en los puntos A, B, Cy D que B 3
se mueven respecto del sistema fijo S;. Determine el valor
modular maximo, vy, de la velocidad de los puntos de la . =
barra 3 en su movimiento respecto de la barra 2, expresan- Al X
do el resultado en funcidn de wqy, rotacion de la barra 2 X A '41 S ‘

respecto a Sy, y de lalongitud «

Ejercicios — Cinematica plana Cin. Plana 12/24




>

Ty N ) , . . B . r. .= <,

i [ Grado en Ing. en Tecnologias Industriales || ~ Mecanica %
™ e | k Cq
; %«.ﬁ%mﬁ c/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° lzda., 28040 Madrid. Profesor 2

T T Tifno: 81 53575 29 www.academiajc.com Alex Garcia

EJERCICIO CIN. PLANA. 29

Una varilla de longitud L con extremos A y B se mueve de modo que el
extremo A desliza sobre el eje x| y el extremo B sobre el eje y;. En la
posicion indicada, caracterizada por el dngulo ¢, la velocidad del extre-
mo Besvg = —vj,. Determine el médulo de la velocidad del extremo

A en dicho instante.

En el mismo sistema y posicion que en la cuestion anterior, ¥ supo-
niendo v = cte., determine el modulo de la aceleracion del punto A, en

funcién de los mismos datos: L, ¢ , w.

EJERCICIO CIN. PLANA. 30 (Examen de Febrero 2008-02-15)

Septiembre 2007-09-03

4

La barra EF et articulada en sus extremos al cuadriléte-
ro articulado (ABCD) y a la corredera que desliza sobre
la recta r. Los puntos A y C son fijos. Con los pardmetros
indicados en la figura que caracterizan el mecanismo, de-
termine 1a velocidad angular de 1a barra EF en funcién de
w, en laposicidn indicada.

En el mismo sistema y posicidn que en la cuestion anterior,
y suponiendo w = cte., determine el modulo de la acelera-
citn del punto E, en funcién de w y «.

Enel mismo sistema y posicién gque en la cuestion 1), y su-
poniendo « = cte., determine el médulo de la aceleracion
del punto E en funcidn de los mismos datos: w y «.

EJERCICIO CIN. PLANA. 31 (Examen de Septiembre 2008-09-05)

Una barra rectilinea de extremos A y B y longitud L se mueve de modo que A desliza sobre el eje x; y
B sobre el eje vy, siendo v;{B) > 0. Sabiendo que la abscisa del punto A es x;(A) = «a, determine las

coordenadas (x; (I), v (1)) del centro instantineo de rotacién en la referencia Oy xy vy, en funcidén de a y L.

Si la barra de la pregunta anterior se mueve de modo que 4 = v, se pide determinar la velocidad de sucesion

de polos v; = X1f) + ¥/, . en funcidn de v, Ly a.

Ejercicios — Cinematica plana
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EJERCICIO R-CIN. PLANA. 1 Primer Examen Parcial 1996-01-19

Una circunferencia ¢ de radio R rueda sin deslizar por el interior de una circunferencia fija ¢; de radio
Rj, siendo R; > R. Calcular la @, suponiendo que es constante y el centro de ¢ tarda un tiempo T en

volver a su posicion inicial. i ©

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 2

El mecanismo de la figura consta de una manivela AB de longitud

~a y de una biela BC de longitud V3a. La manivela AB gira con
velocidad angular constante €2 en torno al extremo A. El extremo
C de la biela se mueve sobre un carril rectilineo que pasa por A.
Calcular el médulo de la velocidad de C cuando la distancia desde
C hasta A es 2a.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 3 Examen Junio 1997-06-19

Al recordar la expresion de la aceleracion del centro instantdneo en el movimiento plano estd dudando
entre @ *v; y v; xw, aceptando que una de ellas es la correcta (lo cual es cierto). ;Como puede resolver
la cuestion, sin deducir la formula, mediante argumentos puramente cinematicos?

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 4 Examen de Septiembre 1997-09-16

Senale las afirmaciones correctas para el movimiento plano cuando @ #0 y @ # 0:

a) El centro mnstantaneo de rotacion (CIR) es, en cada instante, el punto del plano movil en el que
se cortan las perpendiculares a las trayectorias de tres puntos del plano movil trazadas por cada
uno de dichos puntos, respectivamente.

b) La base y la ruleta no son perfiles conjugados.

c) La aceleracion del CIR y la velocidad de sucesion de polos siempre son paralelas. ,

d) El CIR siempre se encuentra sobre la recta que definen los centros de curvatura de la base y de
la ruleta respecto del punto comun a la base y a la ruleta.

¢) La velocidad de sucesion de polos es la velocidad del CIR respecto al sistema fijo.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 5 Examen de Junio 1998-06-22

Un cuadrado de lado a se mueve en su plano de forma que la velocidad de un vértice es el triple que la
de su vértice opuesto, siendo ambas perpendiculares a la diagonal de dichos vértices y de sentidos
contrarios. Determine la distancia del centro del cuadrado al centro instantaneo de rotacion.

Ejercicios —Cinematica plana Cin. Plana 14/24
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EJERCICIO R-CIN. PLANA. 6 Feb 2001-02-19
g -b,a . ST T
f”?' ~ 95 em ag=4m/s Los puntos 4 y B del plano movil poseen las aceleraciones
1 ‘ | A.60° ; indicadas en la figura. Determine los valores de la velocidad
Y i ., .- .
\ A e m/e g j y aceleracion angular del plano mévil respecto al plano fijo.
\\a_,_—--" [ - o O -~ .
FJERCICIO R-CIN. PLANA. 7 Examen de Junio 2003-06-09

Una recta fija y un circulo mévil son coplanarios. Si el circulo rueda, sin deslizar, sobre la recta fija con
velocidad angular constante, justifique el valor de la aceleracion del centro del disco.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. § Examen de Junio 2003-06-09

Un segmento AB se encuentra situado en un plano vertical xy (x es
horizontal e y es vertical) apoyado sobre el vertice O (que se toma
como origen de coordenadas) de un escalon de altura d y sobre la base

o ¥ horizontal del mismo. Obtenga las coordenadas del centro instantaneo
B de rotacién del movimiento que puede seguir el segmento.
EJERCICIO R-CIN. PLANA. 9 Examen de Junio 2005-06-20

Un automévil marcha horizontal, rectilinea y uniformemente a 72 km/h. Si sus ruedas tienen 20cm de
radio y o deslizan, calcule la aceleraciéon de los puntos de contacto de las ruedas con la carretera, en
madulo, direccion y sentido.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 10 ',-;a}
i 3 T

‘ . e 0,A=0,8=30cm
Calcule el mddulo de la velocidad del punto P ' B :
del cuadrilatero representado en la figura. 0,0, =AB=30cm
EJERCICIO R-CIN. PLANA. 11 AP =02 AR
En el cuadrilatero definido en la cuestion ST 1= rpm
anterior, determine el modulo de la aceleracion
del punto P si la barra O A gira uniformemente
EJERCICIO R-CIN. PLLANA. 12 Examen de Febrero 2006-02-13

Tna caeunferencia O, de centro O v radie © = 20 om. reeds uniformenente sin deshzar sebre o3 circug-
ferencia fija. €. de ceniro O v 13 J o B =30 om por el exterior de la misma. _\i'mz!:r:e.; Seierencias 20on
coplanarias Szbiendo que 21 centra O de © eplea un Hempe I o= 1005 entre dos pasos sucewvol por la

fa cucunferencia O expresanda

RS e i, determine 1z velocidad angular de la recta GO0 v 1z

cada una en rRdds v en Lo

Ejercicios — Cinemética plana Cin. Flana 15/24
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EJERCICIO R-CIN. PLANA. 13 Examen de Febrero 2006-02-13

L3 barra AB se mueve manteniendo sus exiremos sobre los

ejes fijos xy e 1] segun se representa en la figura. Determine fj
las ecuaciones de la base en la referencia fiya (Oxy)) v las de TN
la ruleta en la referenciz movil (A7) : o T

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 14 (Examen de Septiembre 2007-09-03)

En un movimiento plano, escriba la aceleracion de un punto P del plano mévil, en funcién de los vectores
velocidad angular, aceleracidn angular, velocidad de sucesién de polos y vector IP.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. 15 (Examen de Septiembre 2007-09-03)

Una circunferencia de radio R, rueda sin deslizar por el exterior de otra circunferencia fija y coplanaria, de
radio Ro, con movimiento uniforme, empleando un tiempo 7 entre dos pasos sucesivos de su centro por el
mismo punto. Obtenga la aceleracion del centro O de la circunferencia movil.

EJERCICIO R-CIN. PLANA, 16 (Examen de Septiembre 2008-09-05)

Una circunferencia de radio R, rueda sin deslizar por el interior de otra circunferencia fija y coplanaria, de
radio Rz (R> » Ry). con velocidad angular constante, empleando un tiempo T entre dos pasos sucesivos de
su centro por el mismo punto. Obtenga la aceleracion del centro O de la circunferencia mdvil en funcidn
de los datos.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. EXTRA 1.

Sean dos rectas r y s que se cortan en un punto O formando un dngulo fijo o y que se mueven respecto
a una referencia fija de forma que r siempre pasa por un punto fijo A y s siempre pasa por un punto fijo
B. Determine base y ruleta del en el movimiento del sélido formado por r y s respecto de la referencia
fija.

EJERCICIO R-CIN. PLANA. EXTRA 2.

Sea un segmento AB que se mueve respecto a una referencia fija de forma que el extremo A desliza
sobre una recta r de la referencia fija y el extremo B desliza sobre otra recta s de la misma referencia
fija. Determine base y ruleta del en el movimiento del s6lido formado por el segmento AB respecto de la
referencia fija.

Ejercicios — Cinematica plana Cin. Plana 16/24
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ESTATICA

La estatica es la parte de la mecanica que se encarga del estudio del equilibrio de los sistemas

materiales y de las condiciones necesarias para mantenerlo.

Se presentaran dos clases de problemas tipicos:

- dado un sistema material, encontrar sus posiciones de equilibrio.

- dada una situacién de equilibrio, encontrar las fuerzas o momentos de ligadura o aplicados que
lo hacen posible.

1.-CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE UN SISTEMA MATERIAL

Para que un sistema S se encuentre en equilibrio respecto de otro sistema S; todos sus puntos deben
permanecer en reposo enS;. Si se cumple esta condicién en un instante ¢, la condicién que asegura
el reposo es que la fuerza sobre cada punto 7 de S sea permanentemente nula:

YIvPeS F, =0
lo que equivale a exigir que para todo S'c S, la resultante de las fuerzas exteriores (las interiores no
contribuyen a la resultante) que actuan sobre S’ sea nula

VivS'e S Fo =0

Implicaciones:

- el momento respecto a cualquier punto del espacio de las fuerzas que acthan sobre cada punto
debe ser permanentemente nulo.

- el momento respecto a cualquier punto del espacio de las fuerzas exteriores que actian sobre
cada subsistema S de S debe ser permanentemente nulo.

- si el sistema S, de referencia no es inercial, en las fuerzas exteriores se deben incluir las fuerzas

de mercia Enle grdckies: Selide an eilibie ) EV O

2.-LIGADURAS

Se llaman ligaduras a las restricciones del movimiento que se imponen en una o varios puntos de un
sistema. Se llama vinculo al dispositivo material utilizado” para conseguir una restriccion del
movimiento. Surgen asi un conjunto de fuerzas que limitan el movimiento y que se denominan
Sfuerzas de ligadura, de reaccion del vinculo o de enlace(en general seran incognitas).

Las ligaduras pueden ser fijas o variables con el tiempo. Se estudiaran en este tema las primeras. Se
dice que una ligadura es ideal si el conjunto de fuerzas de enlace realiza trabajo nulo sobre cada una
de las posibles evpluciones del sistema que no prohibe. Las ligaduras que se estudien en este tema,

salvo indicacion, ge consideraran todas ideales. — e
T o placie oo &, tdeder aguelas o by gw Tere g"’“bﬂc‘?

Las fuerzas que no son de ligadura se denominan fuerzas aplicadas (suelen ser dato, respondiendo a
na ley conocida), dependiendo de ellas las fuerzas de ligadura (en funcién de las aplicadas variaran
las de ligadura).

3.-APLICACION A SOLIDO RIGIDO: REACCIONES Y ESFUERZOS INTERIORES

La condicion necesaria y suficiente para que un solido rigido inicialmente en reposo se mantenga en
equilibrio en un sistema de referencia es que se cumpla

S(F+ R)=0 y S, +41)=0 VO
%Q?l\‘c: :‘\;
—ﬂ{ 5 =Rl chaima)
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smndoUla resultante de fuerzas aplicadas sobre el solido ‘ﬁ la resultante de fuerzas de ligadura,

jel momento respecto a un punto O de las fuerzas aplicadas y Nm(el momento respecto a O de
Tas fuerzas de li adura (O puede ser el punto que queramos).

El sistema de ecuaciones vectoriales anteriores, donde en general serdn incognitas las componentes

del sistema de fuerzas de ligadura, puede resultar:

- compatible determinado: el sistema se llama entonces 1sostatico.

- compatible indeterminado: el sistema se llama entonces hiperestatico. Ocurre que el sistema
tiene mas ligaduras de las que son necesarias, y puede suprimirse alguna sin que peligre el
equilibrio.

- incompatible: el sistema se llama entonces hipostatico. En este caso, el sistema estd menos
ligado de lo que es necesario y no puede asegurarse el equilibrio.

Esfuerzos interiores: ver clase

4.-SISTEMAS PLANOS

Caso particular en el que el sistema de fuerzas de ligadura es coplanario con las fuerzas aplicadas,
pudiendo reducirse a una resultante coplanaria y a su momento respecto a cualquier punto del plano.
Evidentemente, el momento sera perpendicular a dicho plano.

Si el plano de trabajo es el determinado por los ejes x ¢ y, las ecuaciones vectoriales de equilibrio se
reducen a tres ecuaciones escalares, segin las componentes de las fuerzas en x e y, y la de los
momentos en z:

F.+R =0
F+R =0
M_+N_=0

Es un caso tipico de gran aplicacion en el estudio de vigas apoyadas
Tipos de apoyos (ver clase): articulado fijo, articulado moévil, empotramiento, otros.
_’_—/_—'-—_ﬁ-—

5.-ESFUERZOS INTERIORES EN VIGAS

El concepto simplificado de viga que se trata en este tema es el de un sistema material
unidimensional rectilineo de seccion despreciable.

En una viga en equilibrio, el conjunto de fuerzas que soporta en cualquiera de sus tramos es nulo.
Asi, si M es un punto situado entre los extremos 4 y B de una viga en equilibrio, al estar el tramo AM
en equilibrio, en M la viga sufre una accién del tramo AMB que compensa la de las fuerzas que actian
en el tramo AM, es decir, una accion igual y contraria a la del sistema de fuerzas que actia en el

tramo MB. Reduciendo el sistema de fuerzas que actia sobre MB a una resultante R y un momento

en M M,, , el esfuerzo interior en M esta constituido por:

- esfuerzo normal N: componente de R colineal con la viga, pudiendo ser de traccidén o
compresion.

- esfuerzo cortante 7 componente de R normal a la viga.

- momento flector My componente de M ,, normal a la viga.

Leje-dela-viga—
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Las estructuras de barras o armaduras son estructuras idealizadas compuestas por barras rectas y
delgadas, cada una de las cuales estd articulada al resto de la estructura y/o al suelo por sus
extremos mediante vinculos sin rozamiento. Se tienen en cuenta las siguientes hipétesis:

- masa de las barras despreciable (no se considera su peso)

- solo se tienen cargas en los nudos (no hay fuerzas a lo largo de las barras)

- Los unicos esfuerzos interiores seran normales, de traccion o compresion (no se consideran
cortantes)

Para la resolucion de estas estructuras, tras obtener las reacciones en los apoyos, se aislard cada
nudo y se impondré el equilibrio en cada uno de ellos, tomando un sentido arbitrario para cada uno
de los esfuerzos normales de cada barra que confluye en ese nudo.

7.-EQUILIBRIO CON ROZAMIENTO

Cuando dos sélidos S; y S» estan en contacto en un purito’ 2, siendo tangentes en ese punto, la accion
de uno sobre otro se descompone en fuerzas y momentos de contacto.

En la direccion normal al plano tangente a ambos solidos en P se tiene la componente de la fuerza de
contacto entre ambos, N. Si tomamos un sistema xyz con origen en P, con el gje z en la direccion de
la normal al plano y los ejes v e y conformando dicho plano. la normal seria la componente en z de la
fuerza de contacto.

Generalmente entre las superficies en contacto de los solidos hay una resistencia al movimiento
relativo de las mismas. Esto produce fuerzas de rozamiento nombradas en funcion del movimiento
que tienden a impedir:

- rozamiento al deslizamiento (F,): fuerza que sc opone a la velocidad de deslizamiento entre

= v v
v, > 0= F = —uN -

v, =0 :>lﬁ,l < ,LLN;

- rozamiento a la rodadura (M, ): momento que se opone al movimiento relativo de rodadura,

Y

las dos superficies v, = v i +v _j, cumpliendo: a

es decir, a la componente tangencial de la rotacién @, (segin el plano tangente),
. . - ,
) - . wil+w. ]
~ - - 0 >0=>M =-0N———
o, =i +o, j,cumpliendo: @,

w =0= IM"I <o-N

- rozamiento al pivotamiento (M  ): momento que se opone al movimiento relativo de

pivotamiento, es decir, a la componente de la rotacion @, normal al plano tangente,

p _
w >0=M :—~$-N~%—{c—
r ’ @

z

@, = wk , cumpliendo:
| -
, :O:>}Mp <¢-N

8.-DESLIZAMIENTO Y VUELCO DE SOLIDOS APOYADOS SOBRE UN PLANO (clase)
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CLASE

EJERCICIO ESTATICA. 1 (Examen final 2000-09-11 Febrero 2001-02-19 febrero 2005-02-07)

ND Una barra horizontal de longitud L, con un extremo articulado fijo y el otro articulado médvil, se
encuentra en equilibrio en un sistema inercial, soportando una carga vertical uniforme por unidad de
longitud, de valor g. Deduzca el valor absoluto del momento flector y el esfuerzo cortante maximos que
actiian sobre la barra, y los puntos en los que se producen.

EJERCICIO ESTATICA. 2 Segundo examen parcial 1998-06-01

Una rueda de masa m y radio R puede moverse de forma plana, manteniéndose siempre paralela a un
\ ] ;

plano vertical fijo y en contacto con un plano horizontal rugoso, también fijo, ambos planos solidarios

de un sistema de referencia inercial. Los coeficientes de rozamiento a la rodadura (6 ) y al deslizamiento

() verifican pR <6 . Con la rueda en reposo, se aplica lentamente a su eje una fuerza horizontal

creciente (F}), paralela al plano vertical fijo, hasta que la rueda comienza a moverse. En ese instante,

@ justifique el tipo de movimicento de la rueda, el valor de £, y el valor de las componentes vertical y

horizontal de la reaccién, dibujando un croquis con la rueda y las fuerzas que actiian sobre la misma (la

aceleracion de Ta gravedad se designara por g). S, T N
9, Ve

EJERCICIO ESTATICA. 3 Primer examen parcial 2000-01-24 Primer parcial 2001-01-25

La viga AB de la figura esta sometida a una carga por unidad de longitud
que crece linealmente desde A hasta B. Si la carga total aplicada a la viga es
P, determine las reacciones en A y en B y la seccidn en la que el esfuerzo
V cortante es nulo.

En la viga AB de la cuestion anterior, determine el valor maximo del momento tlector.

EJERCICIO ESTATICA. 4 Febrero 2003-02-10

Un cilindro de radio R rueda uniformemente sobre un plano inclinado. El coeficiente de rozamiento a la
rodadura es 0 y el coeficiente de rozamiento al deslizamiento es muy grande. Determine el angulo de
inclinacidén del plano respecto al horizontal.

/' EJERCICIO ESTATICA. 5 Junio 2003-06-09

rozamiento enA para que la varilla AB de longitud 2L y

H
J En relacion con la figura determine el valor de la fuerza de

peso P permanezca en equilibrio en la posicion indicada, O T
admitiendo que no existe rozamiento ¢n O.
EJERCICIO ESTATICA. 6 Junio 2003-06-09

! Una viga AB de longitud L y densidad masica lineal A se sustenta sobre un plano horizontal mediante un
'\b apoyo articulado fijo 4 y otro movil B. Calcule las reacciones en A y B.

Determine el méximo valor del momento flector de la viga de la cuestion anterior.

Ejercicios— Estatica Estatica 4/9
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EJERCICIO ESTATICA. 7 - Febrero 2004-02-12

, /
@ /Una rueda de radio R y peso mg se mueve uniformemente rodando sin deslizar sobre un plano
<" horizontal, de forma que el centro de la rueda describe una trayectoria rectilinea. Al eje de la rueda se le

~ aplica un par motor M, con el que debe arrastrar una carga que equivale a una fuerza resistente I,
z{; aplicada sobre el eje, horizontal y de sentido opuesto al de la velocidad del centro de la rueda. Dibuje un
croquis con el par y todas las fuerzas que actian sobre la rueda y determine el menor valor del

coeficiente de rozamiento u para que el movimiento indicado sea posible.

%

~ EJERCICIO ESTATICA. 8 Junio 2004-06-17

A un blogue cubico uniforme en reposo, de 500 kg de masa, apoyado sobre un suelo horizontal rugoso,
con coeficiente de rozamiento al deslizamiento igual a 0,1, se le aplica una fuerza horizontal de 400 N
por su centro de masas. Determine el valor de la fuerza de rozamiento si la aceleracion de la gravedad es
9,8 m/s’. -

R
. < g!\ ¥
EJERCICIO ESTATICA. 9 {Dq 4" Septiembre 2004-09-23 Septiembre 2005-09-05

Un bloque cubico, pesado y uniforme, se coloca sobre un plano inclinado de forma que dos de las aristas
de su base se sittian segin la direccion de maxima pendiente con la horizontal. Entre la base del bloque y
el plano existe un rozamiento de coeficiente al deslizamiento igual a . Obtenga la condicion que debe

cumplir g para que el bloque pierda el equilibrio por vuelco cuando el plano inclinado se levanta lenta
%y progresivamente.

EJERCICIO ESTATICA. 10 Junio 2006-06-26 septiembre 2008-09-05

Una placa semicircular, pesada y homogénea, se suspende de un extremo 4 t i
de su diametro, punto A, de forma que pueda oscilar libremente en un
plano vertical coincidente con el de la placa. Determine el angulo ¢ del

L ———

\_/ didmetro con la vertical en la posicion de equilibrio

EJERCICIO ESTATICA. 11 Febrero 2007-02-12

La varilla AB, de longitud 2«, es uniforme, de peso P,y se
encuentra en equilibrio sobre un escalén de altura i, como
sefiala lafigura, formando un &ngulo « con el suelo horizontal.
Se supone que en el contacto O no hay rozamiento pero si con
el suelo. Calcule la reaccidn en el punto O.

En el mismo sistema de la cuestion anterior, determine el va-
lor minimo del coeficiente de rozamiento entre suelo y varilla
para que ésta permanezca en equilibrio en la posicion indica-
da, para la situacion concreta siguiente: d=30°yh=a

Ejercicios— Estatica Estatica 5/9
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EJERCICIO ESTATICA. 12 Junio 2008-06-20
La viga de la figura se encuentra en equlibrio en posicion g (peso par unidad de longitd)
horizontal. Su longitudes L y su peso por unidad de longi-
tud es g. La viga estd iija y articulada en un extremo. En el
otro extremo cuelga un peso P. El cable que sujeta la viga
forma un dngulo o con la horizontal. Calcule la tension en

\-~
a /’ g

)
dicho cable en funciénde L,a.qy P. | I
En el mismo siétema de la cuestion anterior, calcule el mo- \
dulo de la reaccion en el extremo articulado de la vigaen
funcién de L, e, q y P.
EJERCICIO ESTATICA. 13 Junio 2009-06-12

Una viga AB, de longitud L y peso por unidad de longitud, g. se sustenta mediante un apoyo articulado fijo
]
P r . Y - . . - ‘) 2] -
Ay un apoyo articulado mévil B. Una carga Q) estd situada a distancia ZL del apoyo A. Calcule el médulo

del esfuerzo cortante a una distancia L/4 de A.
REPASO

EJERCICIO R-ESTATICA. 1 Primer Examen Parcial 1996-01-19

La viga de la figura es de longitud L y esta apoyada por sus extremos

A y B sobre un apoyo articulado fijo y un apoyo articulado movil 4 C G

respectivamente. Sobre la viga se aplica una fuerza vertical & : D‘ p 3
descendente de valor F en un punto C situado a una distancia L/4 de |

A y una fuerza vertical ascendente de valor F/2 en un punto D que E

dista 3/4L del punto A. Calcular las reacciones en los apoyos. !

EJERCICIO R-ESTATICA. 2 Primer Examen Parcial 1997-01-27

Se considera un sistema mecanico con algunas restricciones por la existencia de vinculos geomeétricos.
Clasifique las fuerzas que pueden considerarse sobre el sistema, empleando al menos dos criterios
diferentes y explicando brevemente cada clase de fuerzas.

EJERCICIO R-ESTATICA. 3 Examen Junio 1997-06-19Examen de febrero 1998-02-24

/Cémo se denominan los sistemas en los que las ligaduras aseguran el equilibrio y las ecuaciones
universales de la estatica permiten determinar todas las reacciones de los apoyos en el equilibrio?

EJERCICIO R-ESTATICA. 4 Junio 2000-07-03

Un circulo pesado homogéneo de radio R y masa m se apoya sin rozamiento sobre dos rectas de su
mismo plano que forman 60° y 30° con la vertical. Encuentre las reacciones en cada recta cuando el
sistema esta en equilibrio.
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EJERCICIO R-ESTATICA. 5 Febrero 2003-02-10

Un bloque de 1000 Kg. de masa se empuja horizontalmente con una fuerza de 800 N. Si el coeficiente
de rozamiento con el suelo es igual a 0,1 y g =9,8 m~s’2, determine el valor de la fuerza de rozamiento.

EJERCICIO R-ESTATICA. 6 Septiembre 2003-09-15

Sea un solido rigido en equilibrio. Si se considera una seccion ideal que divide al sélido S en otros dos,
Si1y Sy, y se analiza el equilibrio de Sy, las fuerzas que actuaban sobre S2 se reducen, en un punto O de
la seccidn, a una resultante R y un momento resultante Mo. Si #n es un vector unitario, normal a la
seccidn, y hacia el exterior de S, relacione estas magnitudes con los esfuerzos normal y cortante y los
momentos flector y torsor sobre S; en O.

EJERCICIO R-ESTATICA. 7

Una varilla (4B) de peso P y longitud 2L se apoya por su extremo A
sobre un suelo liso, es tangente a un semicirculo liso de radio R (por lo
que fgd > %) y se le aplica una fuerza /" horizontal en A, todo ello
como se muestra en la figura. Si la varilla se encuentra en equilibrio,
determine el valor del angulo @ en funcion de los datos indicados.

En el mismo sistema de la cuestion anterior, obtenga las fuerzas de ligadura (reacciones) Ny, en A, y Vs,
en el punto de tangencia con el semicirculo, en funcion de los datos indicados en 5).

EJERCICIO R-ESTATICA. 8 Septiembre 2004-09-23

Una barra AB, de longitud L, esta sometida a una fuerza P, por su punto medio y perpendicular a AB.
El extremo A es articulado fijo y B articulado movil en el plano que definen AB y P. Calcule las
reacciones en A y B, y los valores maximos del momento flector y del esfuerzo cortante en la barra AB.

EJERCICIO R-ESTATICA.9 Septiembre 2006-09-18 Febrero 2009-02-06

Un blogue pesado y uniforme puede deslizar sobre un plano inclinado un angulo o respecto del plano
horizontal. Si el plano inclinado es solidario de un sistema inercial, determine el intervalo de valores del
coeficiente de rozamiento para que al liberar el bloque, sin velocidad inicial. comience a moverse.

EJERCICIO R-ESTATICA. 10 Septiembre 2006-09-18

La varilla AB, uniforme, de peso mg y longitud
L, se encuentra en equilibrio, en posicion hori-

] L AB=2AC=1 : | -
zontal, articulada en su extremo A y sujeta a un
hilo ideal en su extremo B que forma un dngulo o
con la varilla, todo ello de acuerdo con la figura.
c o« Determine la tensién del hilo BD.
E L ’ B En el sistema de la cuestion anterior, obtenga el
54

madulo de 1a reaccidn del apovoen A.
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EJERCICIO R-ESTATICA. 11 Junio 2007-06-18

Una viga AB horizontal, tiene una longitud L y su peso por unidad de longitud es p. El apoyo A es articulado
fijo y el B articulado movil. Caleule el maximo valor modular del momento flector y el valor modular del

momento Hector a una distancia L/4 de A.

EJERCICIO R-ESTATICA. 12 Junio 2008-06-20

AB =L

La varilla AB. unifome. de longitud L y peso P, estd apo-
yada sobre el vértice O de un escalén de altura A, sin roza-
miento, formando un dngulo o con ta horizontal. Caleule
reaccion normal del planoen B, donde sf existe rozamien-
to.

En relacién con la cuestion anterior, determine la relacion
a satisfacer entre los pardmetros L.y o para que pueda

conseguirse Ia configuracion de equilibrio indicada.
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PROBLEMA ESTATICA I 1. (Junio 2007-06-18)

Se analiza el equilibrio de un sistema formado por un cubilete apoyado sobre una mesa horizontal en cuyo interior
se colocan dos bolas, en dos supuestos: T) cubilete sin fondo, y II) cubilete con fondo.

En ambos casos sélo puede existir fuerza de rozamiento en los puntos de contacto del cubilete y el tablero de la
mesa. Ademds, a efectos dimensionales, los espesores del fondo y pared del cubilete son despreciables, todo ello
de acuerdo con los esquemas de las figuras I y IT que corresponden al plano de simetrfa del sistema (z = Q). El eje
¥, vertical ascendente, coincide conel eje del cubilete.

¥ .

h h

e 3 h 4

25 3r

Fig. I: Cubliete sin fondo. Flig. ll: Cubllete con fondo.

Las magnitudes conocidas (datos) son las siguientes:

Cubilete Bola inferior (B ) Bola superior (Ba)
dimensiones: r. h " ra
pesos: P P Pa

junto con el coeficiente de rozamiento, g, entre fondo y borde del fondo con el tablero de la mesa. El coeficiente
de rozamiento es nalo entre cualquier otra pareja de superficies {bola-bola. bola-cubilete, bola-mesa). Se imponen.
ademds, las siguientes relaciones geométricas:
ra <Py < S R

¥ no existen limitaciones entre los valotes de los tres pesos.
Determine las siguientes magnitudes en funcion de todos o algunos de los datos indicados y demuestre las propo-
siciones solicitadas:

1} Valores de « (distancia horizontal entre centros) vy & (distancia vertical entre centros). (1 punto)

1) Cubilete sin fondo

2y Modulo de la fuerza entre la mesa y la bola By. - ¢ 1 punto)
3) Moadulos de las fuerzas entre el cubilete y cada una de las bolas, y de la fuerza entre las bolas. (1 pusto)
4) Componentes de la fuerza B que la mesa ejerce sobre el cubilete, segiin los semiejes x e v (fig. I). (1 punto)

5) Abscisa, x, del punto interseccion de la recta de accidn de R conel tablero de la mesa. Demuestre que para
cualquier conjunto de datos, siempre es x > 0. ¢! punto)

6) Mdximo valor que puede alcanzar P sin que el cubilete vuelque. (1 punto)

11} Cubilete con fondo

7) Componentes de la fuerza R’ que la mesa ejerce sobre el cubilete, segin los semiejes x e y (fig. IT). (1 punto)

&) Abscisa, ¥/, del punto interseccion de la recta de accion de R con el tablero de la mesa. (1 punto)

9) Demuestre que para cualquier conjunto de datos el cubilete nunca vuelca. {1 punto)
2 1

10y Valor modular de la fuerza entre las bolas cuando r) = NAREEETA Py = 2P. (1 punto)
= b

ok ok ok ok
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ESTATICA 11

1.-PRINCIPIO DE L.OS TRABAJOS VIRTUALES

Se denomina desplazamiento virtual en un sistema material a la variacién de la configuracion del
mismo como resultado de cualquier cambio infinitesimal arbitrario de las coordenadas de las
particulas que constituyen el sistema, que sea compatibles con las fuerzas y las ligaduras impuestas
al sistema en un instante determinado del tiempo. El concepto de desplazamiento virtual parte de la
idea de un desplazamiento instantaneo, de duracién nula, o lo que es lo mismo, realizado a
velocidad infinita. Ea—dependencia-temporal-de-tas-ligaduras;-en-este-caser-se-obvias-pues-por-ser
desplazamientos-tairrapidos-no-Hega-a-mantfestarse~tse—congelan”las-higaduras)-

f QO(C’ %Mw 0, = desplazamiento virtual

{ H . . . .
Som o )g El desplazamiento real es aquel que realizan los puntos del sistema como consecuencia de las
& SRS
quelzas que acttan sobre él durante un intervalo de tiempo infinitesimal (dr):

~> d, = desplazamiento real

JRE e

Enunciado l‘ara estética del Prmczpz() a’e los lraba/os \’il‘fllCl/éS' para que un sistema material con

/\7@9;;/ hgad
o

\OW - Zz; 5, =0 va&\@

El desplazamiento virtual no se llega a producir realmente, por lo que el trabajo virtual tampoco
tiene lugar. pero para analizar las situaciones de equilibrio es necesario considerar el trabajo que se
realizaria en una hipotética evolucidn del sistema compatible con las ligaduras.

Si un sistema se mueve rigidamente, y si se considera un giro virtual 0@ y un punto Qe S, la
_condicion de sélido rigido determina:

- - 5 &t
‘ /g: M 1 VPeS &, =&, +5ax0P \Sfe=ila~ © xAc
Y dcsauollando*la expresion del trabajo virtual se obtiene: :
\}\? \ ‘ 5”'/ 1—v 5’ 5 UQJS\O:/\ er\‘«’:)cﬂ&( \}\(.S)/ﬁ\_/ Cﬁ;@, @
X e éa ’ or, + MO oo \ o \C‘) {v é\ (§ B
& — ” PR NS N (‘D\ TN

@/ A, 6‘2 s (

.__.__—-—-—-———- 3 [
- . e i s o i Le
N ng,\\)E«wé T aoeactvan eb(€ Solidd > by A
whwale | g sl o ¢ Rem e Haner 0 <

2.-FUERZAS APLICADAS QUE DERIVAN DE POTENCIAL ., Z¢ ﬁ\f{z ‘22 vem e

g -
]

En el caso en que las fuerzas aplicadas sobre cada punto P deriven de potencial (ﬁ,, ==-VU,), y
teniendo en cuenta quelVU dr = a’ﬂ se obtiene: ‘
e

SW =Y Fpdiy==p VU, == U, ==0U=0

YPeS vPeS VPeS

Cuando las posicicnes permitidas por las ligaduras en un sistema se pueden expresar por una
relacion biunivoca con un conjunto de parametros (coordenadas generalizadas) g, q2. ..., g, siendo

. . oU
U=U(q,,4¢5:--q,) lacondicion de equilibrio es: Vie {I,...,n} ¢

Teoria — Estatica II Estaticall 1/8
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El equilibrio seré estable donde U presente un minimo y viceversa. Para analizar el equilibrio, en
el caso de n coordenadas generalizadas, es preciso calcular la matriz

¢ U o*U U |

o (e~ o> dq; 04,09,  0q,0q,
/ e~ vig—|
A R
_aqna% dq,9q, 6qj

y calculando sus autovalores se obtiene que:
- st A, >0 Vi = Equilibrio estable
- si A, 20 Vi = Equilibrio metaestable

- stalgin A, <0 = Equilibrio inestable

En el caso de que la posicion del sistema pueda definirse mediante un Gnico pardmetro ¢, el

5

- .
analisis del equilibrio resultard mucho mas sencillo, limitandose a evaluar\ }, siendo

; {0q°
U 5 \ '
- ¢ lf > 0= Equilibrio estable Q._%l o= T Ao enle.
o'U

< 0= Equilibrio inestable

3

oq”

3.-BARRAS ARTICULADAS

Las estructuras de barras o armaduras son estructuras idealizadas compuestas por barras rectas y
delgadas, cada una de las cuales estd articulada al resto de la estructura y/o al suelo por sus
extremos mediante vinculos sin rozamiento. Se tienen en cuenta las siguientes hipdtesis:

- masa de las barras despreciable (no se considera su peso)

- ‘mmlmos (no hay fuerzas a lo largo de las barras)

- Los unicos esfuerzos interiores seran normales, de traccion o compresidén (no se consideran
cortantes) . T

Para la resolucion de estas estructuras, tras obtener las reacciones en los apoyos, se aislard cada
nudo'y se impondra el equilibrio en cada uno de ellos, tomando un sentido arbitrario para cada uno
de los esfuerzos normales de cada barra que confluye en ese nudo.

Teoria — Estatica I1 Estatica I 2/8
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CLASE

EJERCICIO ESTATICA 11. 1 Parcial 1997-01-27 Final 1996-09-09 Septiembre 1998-09-21

Final 1999-06-28

Exprese el principio de los trabajos virtuales aplicado a la estatica.

EJERCICIO ESTATICA I1. 2 Secundo examen parcial 2000-06-12

El sistema articulado de la figura esta formado por cuatro
barras articuladas iguales y de peso despreciable. Si aplican
al sistema las fuerzas F, P indicadas, determine la relacion
entre F, P, ¢ para que el sistema esté en equilibrio.

Junio 2001-06-20 Junio 2007-09-03 Febrero 2009-02-06

El sistema de dos barras articuladas de la figura se encuentra
en equilibrio, en la posicion indicada, siendo Py O las dos
unicas fuerzas aplicadas, ¢ ideales todas las ligaduras.

Con objeto de calcular Q en funcién de P, un estudiante de
mecanica decide aplicar el principio de los trabajos virtuales

(figura) mediante
e B — ()?)x‘ — Q(i\ =0

: , y J3 /3
haciendo tg 60° = J3 = — = dy= —Ta\— (al crecer x decrecey) = (= N1 P
X, , 4
/4

Aunque no existe error algebraico en las operaciones presentadas, el resultado es incorrecto. Indique la
causa y obtenga el resultado correcto.

EJERCICIO ESTATICA I1. 4 Septiembre 2001-09-19 Junio 2003-06-09

En un mecanismo formado por elementos ideales, se tienen tres ejes paralelos ey, e2, e3 cuyas rotaciones
verifican la relacion aw; + b w, + ¢ w3 = 0. Si se aplica un momento M, al eje e;, obtenga los modulos de
los momentos que deben aplicarse a los otros ejes para impedir el movimiento

Un mecanismo cinemdtico de inercia despreciable y sin rozamiento define una relacion
aw, +bow, +cw, =0 (a, b, c son constantes) entre las rotaciones de tres ejes. Determine las relaciones

entre los momentos (M;, M, M;) aplicados al mecanismo segun los tres ejes.

Junio 2002-06-10

EJERCICIO ESTATICA IL. 5

Un punto material de masa m estd ligado a una circunferencia lisa y vertical, de radio R, sometido a dos
fuerzas aplicadas, su peso, y una fuerza atractiva horizontal, proporcional a la distancia al didmetro
vertical, siendo k la constante de proporcionalidad. Determine la relacién que deben satisfacer m, g, R, k
para que el punto superior de la circunferencia sea de equilibrio estable.

Ejercicios — Estatica I Estatica II 3/8




y 3
= y " r R4
SN | _Grado en Ing. en Tecnologias Industriales || Mecanica v
N le 27
VR A c/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° Izda., 28040 Madrid. Profesor 7
oo TR Tlfno: 91 535 75 29 www.academiajc.com Alex Garcia

Febrero 2003-02-10

Las barras.del cuadrilatero articulado de la figura tienen
peso despreciable y no existen rozamientos. Exprese P en
funcion de Q sabiendo que el cuadrilatero se encuentra en
equilibrio en la posicién indicada (BC horizontal y DC
vertical). Determine, también, las reacciones en A y en D.

Junio 2004-006-17

Se representa en planta un esquema de un distribuidor de par,
formado por engranajes rectos de caracteristicas £(R)[w, M],
Ex(Ra,ra; Rp>r)[wa, Ma] y Es(Rs)[ws, M;]. Se pide para su
funcionamiento, obtener las tres relaciones cinematicas
existentes entre las tres parejas de velocidades y datos
geométricos del distribuidor (radios de engranajes); es decir:

a) /12(w), , datos) =0, b) fr3(w2, w3, datos) = 0, c¢) fi3(w, w3, datos) =0

En el distribuidor de pdr anterior, se considera a sus elementos ideales y de masas despreciables. Se pide
para una situacién de equilibrio del mecanismo o bien de movimiento en su funcionamiento, la relacion
que se establece entre los momentos (M, M, y M3) de los pares que actian sobre los ejes.

EJERCICIO ESTATICA 11. 8 Febrero 2006-02-13
. //-//B La barra pesada AB de longitud 27 v masa m, se apova por A en una pared
| (;:j_:_ vertical v en la esquina O, como se muestra en la figura, no existiendo roza-
L,/?/]O miento en ambos contactos. La separacion entre los dos tramos verticales es
A ; . Utilizando el formalismo analitico, es decir, aplicando el principio de los
b trabajos virtuales, determine el angulo # que la barra forma con 1a horizontal

cuando estad en equilibrio.

EJERCICIO ESTATICA IL. 9 Febrero 2006-02-13
/f Con {a barra de la cuestion anterior en equalibrio. obtenga las reacciones Ny end v N en O, en funcidn del
./ angule t
vf’ .
EJERCICIO ESTATICA IL 10 Junio 2006-06-26

Las barras AC y BC estan articuladas en C. El apoyo A
es articulado fijo y el B articulado midvil, y las cargas Py
QO son coplanarias con las barras. En la posicién analizada
AC=BC=1,5 AB. Determine el valor de Q para que el sis-
tema esté en equilibrio cuando P = 400 N.

Ejercicios — Estatica II Estatica Il 4/8
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EJERCICIO ESTATICA II. 11 Junio 2006-06-26

La estructura plana de la figura, articulada en los nudos y con
barras de masa despreciable, esta cargada en C y D, y sus-
tentada en A (apove articulado fijo) y en B(apoyo articulado
movil). Calcule los médulos de las reacciones en A y B.

En la estructura de la cuestién anterior, determine la tensién
en las barras AC v BC e indique en cada caso si se trata de
tension de traccidn o compresion.

<

/

EJERCICIO ESTATICA Hi 12 ) ‘ ’ Febrero 2007-02-12 Junio 2009-06-12

‘/

D

En la estructura de la figura todas las barras tienen la

misma longitud y 2 es [a tinica carga aplicada. Deter-
mine las tensiones 71,72,7Tx y T4 en las barras corres-
pondientes expresindolas positivamente si son de (rac-
cidn y negativamente si son de compresion.

REPASO

EJERCICIO R-ESTATICA II. 1 Febrero 2002-02-11

D

AD=DB=1.5BA

El sistema de dos barras articuladas de la figura se
encuentra en equilibrio, en la posicion indicada,

. 2AC=AD siendo P y O las dos Unicas fuerzas aplicadas, e

ideales todas las ligaduras. Determine Q en funcion
de P.

Ejercicios — Estatica 11

Junio 2002-06-10

El sistema de dos barras articuladas de la figura se
encuentra en equilibrio, en la posicion indicada, siendo Py
O las dos unicas fuerzas aplicadas, e ideales todas las
ligaduras. Determine Q en funcion de P.

Estaticall 5/8
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EJERCICIO R-ESTATICA 1I1. 4

I

A B

EJERCICIO R-ESTATICA II. 5

'] "

C 8]

[

EJERCICIO R-ESTATICA I1. 6

Laestructura de barras articuladas de la figura consta de dos barras ver-
ticales (1 v 2), dos horzontales (3 v 4), las cuatro de 1gual longitud. y
una riostra (5) que la rigidiza. El peso de las barras es despreciable. St se
aplica una fuerza horizontal, I en C. determine la tension en las barras

1,3y 5

compresion.

Ejercicios ~ Estética I1

5 asignandole signo positivo st es de traccidn y negativo st es de

Septiembre 2002-09-16

El sistema de dos barras articuladas de la figura se encuentra en
equilibrio, en la posicién indicada, siendo P y P/4 las dos Unicas
fuerzas aplicadas, e ideales todas las ligaduras. Determine las
reacciones en A y en B. Justifique, sin realizar mas célculos, la
existencia o no de esfuerzo cortante en cada barra o tramo de barra.

Febrero 2004-02-12

La estructura de barras articuladas de la figura consta de cuatro
barras de longitud /, dispuestas segun un cuadrado y una quinta
barra diagonal del mismo. Las barras se suponen sin peso.
Determine las componentes segun x, y, de las reacciones en A y B
cuando se aplica a la estructura la fuerza F indicada en la figura.

Junio 2005-06-20

La estructura de barras de la figura esta articulada en
todos los nodos y cargada en C y D con dos fuerzas
iguales, P, en el plano de la estructura. Los tres triangulos
son equilateros.

Determine, en funcién de P, la tensidén en cada barra,
asignandole signo positivo si es de atraccidon y negativo si
es de compresion.

Junio 2007-06-18

Estaticall 6/8
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PROBLEMA ESTATICA (1y ID). 1.

Una pequefia anilla, A, puede moverse sin rozamiente sobre la circunferencia de centro O ¥ radio R fija en un
sistena mercial de referencia. Una pequefia polea ideal, B. se encuentra fija respectaala circunferencia. Dos hilos
ideales. CBA v DA. de longitud constante y suficrente cada uno de ellos. se atan por uno de sus extremos a la
anilla. En los otros extremos de los hilos se aplican fuerzas verticales de valor constante, Qea Cy PenD (Q = 0
P = 0). La configuracién del sistema viene definida por una tnica coardenada, el angulo » de OA con O, tdo

ello segun la figura v las dos ampliaciones de detalleen A v B

o L

Mudos

Admursendo que Ia polea v 1a amlla nenen dimensiones despreciables. se desea determmar [a posicion o posiciones

de equilibrio d a anslla v su estabilidad,

P denvan de

i,

zas aplicadas sobre 1o amlla distintas de la reaccion de la circunferencia, es decir. O

un potencial que debe deternunar v comprobar que r“"'illtsaxlo e funcion de ¢ e

- -

cuando se adopta valor nulo de U para o = 0.
Una posible forma para derernunas U en fincion de o es partir de 13 expresion cartesiana U = Qhp + Pt

sustifvendo vo e 1p en funcion de las coordenadas rir:‘ los puntes A B, de la longinad de h l.uz:idfa -‘&E
-ariables en

de las lonzmudes de los hulos respectivos, que son constantes, expresando 1odas las maguitudes -
funcién de o« La constanie resultante en la expresion de U se deternuna con la condicion Ly = O

. Uno positivo ¥ otro negative, en los que la anilla A se encuentra

o |E

e cthano

se presenta para cualesquiers valores de Py Q

il
o

Campraebe que el equilibrio correspondiente a cos :‘— =

con los sentidos de n figura.

En las condicianes del apariado anteror. nmpz zebe que hay una posteion de equilibrio. determinela, sefiale
en qué cuadrante se sida el punto A v a la naturaleza del equilibrio (esiable, mestable o mdiferente).
Compruebe que el equilibric correspondiente a cos & < 0 solo es posible st se impone vna condicion entre
Py O gue deberd deterimunar.

En las condiciones del apariado anterior. compruebe que hay vna posicion de equilibrio. determinela. sefiale

enr qué cuadrante se sifia el pento A v obtenga la naturaleza del equilibrio.

Determite la expresion de la reaccién de la clrcunferencia sobre A en funcion de . para las posiciones de
equilibrio de ls antlla.

Problemas — Estatica L. y I Estatical. yII. 7/8
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PROBLEMA ESTATICA (1y II). 2.

La estructura de la Sgura estd formada por seis barras rigidas, de masa despreciable, articuladas en sus
extremos. Las dos barras de mayor longitud estdn, ademds, artienladas en su punte medio, D. Las barras

se designan en la forma sigulente

barra 11 AC barra 3: BE barra 5: BF AC=BE=CF =10 =ua

barra 2: AG barra 4 CF  bama 6 EG AG=EF =2

La artieulacion A es fja v 1a B wmdvil sepan la recta AB que es perpendicular a la reera AF L Todas as
articulaciones son ideales v in estructura v las fwerzas aplicadas son coplanaring. Seaplica nna fuerze P

en F.opara eepupfithrar un fuerza @ on B, en las direcciones v senfides hudicados en la Apura.

Analice o] equilibivio del sistema con e configuracion indicads (0 < & < /21, determinander

i

1) El dngulo € en funcidn de las foerzas aplicadas, Justificando 1o naturaleza del equilibrio {estable,

mestable o indhiferento)

2} Las reacciones en A v B come funcidn de P v Q.

i
e e

LI} Suponiendo en Jus restantes apartados que § = /4

31 Determine el valor de P en Turcion de £

4} ;Podrian suprimirse algunas barras de la estructura de forma que el sistema mantuviese la misma
configiracion de equilibrio? Ed caso afirmativo, indique qué barras podrian suprimirse v por qué,

-

5)  Aisle la barra @, indique todas las fuerzas gue actidan sobre la misma, representdncolns en un

crogquis v caleule sus valores en funcidn de 2.

6} Obtengu los dingramas gue recogen la variacion del esfuerzo normal, esfuerzo cortante v momento
flector en las sucesivas secciones de la barra @),

Calcule o esfuerze normal en cada una de las restantes barvas de la estructurs, en funcidn de P,

o3

Problemas — Estatica 1. y II. Estatica L y Il 8/8
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CINEMATICA ESFERICA

1.-POSICION SOLIDO CON PUNTO FLJO: ANGULOS Y ROTACIONES DE EULER

Cuando un moévil se mueve de forma que un punto del mismo permanece fijo, se necesitan
solamente tres parametros para determinar su posicion. Estos tres parametros pueden elegirse
de muchas maneras, pero los més frecuentes son los angulos de Euler.

1.1.-ANGULOS DE EULER

Se considera un sistema fijo O,x,y,z, con base ortonormal {7 j, & } y un sistema movil
O x y z con base ortonormal {i j, k& } ligado al sélido que se mueve con punto fijo O=0,.

Se va a someter al solido S a tres rotaciones, definidas por los angulos de Euler. Se define
previamente la linea de nodos como la recta interseccion de los planos x;y; y xy, orientada por

el versor /1de forma que 7, k,y k estén orientados, en ese orden, a derechas es decir:

Anoulo de precesion (0 <@ < 2w); representa un giro
= 3 vl o

alrededor de z;, y es el angulo que forma la linea de nodos
con el ee Ox; (y u, con j,), orientado por z,

determinandose por: \cos Qp=i-n ; senp=j fq

-Obtencion de {11, i, } a partir de [i,, j,/(k, comin):

[z’ = CoS(p n —seny u,

J n=cospi +seng ] ,

B - . Inversas:q - B B
[ul =—seng 1, +cose j, lj, =sen@ n -+ cose u,
u, A
Angulo de nutacién (0 <@ < ): representa un giro alrededor fn n
I g
de la linea de nodos, v es el dngulo que forma el eje z con el pd
- — ., — \ »
z; (y it con u,), determinandose por: | cos@ =k, -k \
* a o
precesion

-Obtencion de {it, k } a partir de {u,, k,}(n comun):

fﬁ, =cosO u—senl k
Inversas: < -

f i =cosO u, +send k,
1/; = —sen@ u, + cosl k, k, =senl u +cosd Je

Angulo de rotacion propia (0 <y < 2m): representa un giro
airededor de z, y-es el dngulo que forma el eje x con la linea

de nodos, definiéndose por: \cos p=i-n\; [seny=—-j-n]

-Obtencion de {i, ]} apartirde {n, u}(k comin):
(LI ! 4

i =cosy n+seny i i=cosy i —-seny j rolacion propia

- . Inversas - ~
J =—seny n+cosy 17&’ iw=Sseny/ i +cosyj
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Estos angulos estan definidos para toda configuracién, salvo cuando los ejes z-y z; son
paralelos en intervalos de tiempo no nulos: en este caso se tendria un sélido con eje fijo, y sélo
seria necesario un parametro para fijar la posicion del sélido. '

Es facil deducir las matrices de los cambios de base para los giros vistos:

cosy -seny O

=
=
3

zT] cosp -senp 0 ny (1 0 0

[
Ji|=|senp cosp O || |=]0 cos@ - sen@ | u |;|u|=|seny cosy O J
/Z, 0 0 ! '7;1 /; 0 senl cos® )\ k k 0 0 1)\ k
de forma que:
le cosp -senp O/ 0 0 cosy -seny O i
}; =|senp cosp 0|0 cos@ -sen@||seny cosy O}
k, 0 0 1){0 sen@ cosO 0 0 1)k

M M

@ &

M,

lo que proporciona:

cos@ cosy -seng cost seny  -cosp seny —seng cosl cosy  seng sent

=| sen@ cosy + cosp cosO seny  -seny seny +cos@ cos@ cosy - cos@ send
i

L sen@ seny - sen@cosy cost L/\'

La transformacion global es ortogonal y por tanto la matriz de la transformacion inversa es la
traspuesta de esta ultima matriz.

1.2.-ROTACIONES DE EULER

Definidos los angulos de Euler para determinar la posicion de un sélido con punto fijo, se
obtiene ahora la rotacion del sélido en funcion de dichos dngulos y sus derivadas, quedando:

i =@ /\— +6"ﬁ+z/'//;\
WW

La base {ﬁ, k,, k} se llama base de Euler, y las componentes de la rotaciéon en ella se

denominan rotaciones de Euler, recibiendo los nombres: nutacion -(0), precesion (@) y
rotacion propia ()

Con todo lo visto se pueden obtener las componentes de la rotacidon del solido tanto en la base
movil como en la fija:

)
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w, = @ senl seny+ O cosy w = ysent senp+ O cosp
En base movilyw, = ¢ sent cosy~ 0 seny En base fijaw = —y senl cosp+ 6 seng
W, =y +@ cosd w,,= ycos@+@
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2.-MOVIMIENTO ESFERICO: CONOS DE POINSOT

En el movimiento de un sélido S con punto fijo O, al ser nula la velocidad de O, resulta
evidente que:
- la velocidad minima es nula (o el segundo invariante: )7') =0 VPel§)

- el campo de velocidades resulta:M,
- el campo de aceleraciones resulta: a” = x(wx0P)+wx0P

- existeun £.LR. que pasa por O V¢
W%

De estas condiciones se deduce que tanto el axoide fijo como el movil seran superficies conicas
de vértice comun O, que ruedan sin deslizar entre si a lo largo del £.LR. y reciben el nombre de
conos de Poinsot .

Tomando como origen de las referencias fija y movil el punto fijo O, y con las componentes de
la rotacién @ en cada una de dichas referencias, las expresiones del cono de Poinsot fijo
(axoide fijo) y del cono de Poinsot movil (axoide movil) quedan:

x, = A( y sen® senp+ 0 cosp) x=A( ¢ send seny+ O cosy)
C.Poinsot ) . C.Poinsot ) , .
.. y, = A~y senl cosp+ O senp) o 3y =A( ¢ sen@ cosy— O seny)
Jijo . . movil o ’
z, = A( g cosO+ ) z= Ay +¢ cos)

3.-MOVIMIENTO DE NUTACION NULA (PRECESION Y ROTACION PROPIA
CONSTANTES)

Es un tipo particular de movimiento en cinematica estérica, que cumple:

- nutacion nula

- precesién y rotacidn propia uniformes
Por tener nula la nutacion, los terceros ejes z (movil) y z; (fijo) forman en todo momento un
angulo constante 8,
La rotacién viene dada por la suma de precesién y rotacidén propia, y al ser estas constantes,
constituyen una suma rigida para los sistemas {7, /\ yin,ou, /\T, }, que son solidarios.
Los angulos que el E.ILR. forma con los ejes z y z; , respectlvamentea y ¢, son constantes, de
modo que los conos de Poinsot son de revolucion en torno a los terceros ejes fijo y movil,
rodando exterior o interiormente sin deslizar entre ellos.
Dependiendo de que la suma de precesion y rotacion propia pertenezca a uno de los sectores I,

2 0 3 (ver figura), se tendra rodadura exterior, exterior del cono movil sobre el fijo o interior

el movil dentro del fijo. @ @ Abcererdels .
\ eir N
z,

©
3
o
B
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EN SOLUCIONES

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 1 Examen Final 1996-06-24

Defina la /inea de nodos vy los tres dngulos de Euler.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 2 Examen de Septiembre 1997-09-16

Se consideran dos triedros cartesianos directos, Sy S;, con origenes coincidentes. El sistema S gira
respecto al sistema S; con velocidad angular @ . Escriba las componentes de w en S en funcion de las
rotaciones y angulos de Euler.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 3 Primer examen parcial 1998-02-03

Si la base del triedro movil es {1, j, k! y la del triedro fijo {1y, ji, ki, defina vectorialmente los angulos
de Euler que permiten establecer la posicion del triedro movil respecto al triedro fijo.

 EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 4 Examen de febrero 1998-02-24 febrero 2009-02-06
La posicion de la base mévil {i. j, k} respecto a la base fija (7 J2/4 =32 =J2/a) i)
IR T U viene defini . atrir adieads — -

SR I ky} viene dctmlda meldmnte la l}hlllll, 'mdmada. ji|= \/'6/4 /2 _,\/6//4 j
Determine el valor del primer dngulo de Euler (angulo de = = J
precesion). ky Y 2/2 0 V2/2 \k
EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 5 Examen Final 1999-06-28
;Qué es la linea de nodos y como se orienta?

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 6 Examen Final 1999-09-06

Suponiendo conocido el vector n que orienta la linea de nodos en el movimiento relativo de dos triedros
con origen comun, defina analiticamente los angulos de precesion y rotacion propia haciendo intervenir
n y vectores de las bases de ambos triedros.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc, 7 parcial 2000-01-24

En el movimiento de un solido rigido con un punto fijo, escriba la relacion matricial que permite
expresar las componentes de la rotacion en la base movil en funcion de los angulos y rotaciones de
Euler, indicando la denominacion de las magnitudes utilizadas.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 8 Primer parcial 2001-01-25 Primer Examen Parcial 1997-01-27
Primer parcial 2001-01-25

Determine los angulos de Euler del triedro ortogonal {0, x, v, z} respecto a otro {0, x1, y1, 21}, sabiendo

. . I
quei=-ky Jz——\/fz—z,Jr\—/;?:jl.
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EJERCICIO CIN. ESFE. Soluc. 9 Examen de Febrero 2001-02-19

Utilizando vectores, defina el angulo de rotacion propia de un triedro movil, Oxyz, respecto a otro fijo,
OX1y12|.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 10 Examen de Febrero 2002-02-11

En el movimiento relativo de dos triedros trirrectdngulos con origenes coincidentes, defina la base de
Euler mediante los vectores que la forman.

;?EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 11 Junio 2002-06-10

Determine los angulos de precesion y de rotaciéon propia del triedro {Oxjyz;} respecto del triedro
{Oxyz}, cuando i = -y yj = -ky, especificando el valor de cada uno de ellos.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 12 Septiembre 2002-09-16

Supuesta conocida la posicion de un triedro movil, Oxyz, respecto a otro fijo, Oxyyjz,, exprese
vectorialmente el vector de la linea de nodos y los angulos de Euler, indicando el nombre de cada uno de
ellos.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 13 FFebrero 2003-02-10 Febrero 2004-02-12

Utilizando vectores unitarios, defina el angulo de rotacion propia y el angulo de precesion de un triedro
movil respecto de otro fijo y con origenes coincidentes.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 14 Examen de Junio 2004-06-17 Examen de Septiembre 2004-09-
23 Examen de Septiembre 2005-09-05

En el movimiento relativo de dos triedros ortogonales, con vértice u origen coincidentes, ;como se
define la linea de nodos? y ;cual es la expresion de un vector unitario que la orienta?

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 15 . Febrero 2005-02-07

En el movimiento relativo de dos triedros ortogonales, con vértice u origen coincidentes, defina
mediante relaciones vectoriales los angulos de Euler, indicando sus nombres, utilizando los vectores de
las bases ortonormales de cada sistema y el vector n que orienta la linea de nodos.

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 16 Febrero 2006-02-13

Defina los dngulos de nutacion. precesion v de rotacion propia de i sistema movil SIO x v, o) con rela-
cidm al sistema fijo S1{O. x1. 11,21 ) especificando su campo de variabilidad v expresindolos a través de

relaciones con vectores,

'EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 17 ( Junio 2006-06-26

Se consideran dos referencias cartesianas ortogonales: S{{O. 7). j, &} fija. v SO 7 j kL movil. Enun clerto
mstante. la posicion de S es tal que 7 = k) vj = J;. Determine los angulos de Euler de S respecto a Sy yvel
vector que orienta la linea de nodos expresado en Sy,

Ejercicios - Cinematica Esférica Cin. Esf. 5/12




Profesor ] OO!);

| Grado en Ing. en Tecnologias Industriales I Mecénicé”’d& % :
7

¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° 1zda., 28040 Madrid.

Alex Garcia

Tifnc: 91 53575 29 www.academiajc.com

Junio 2007-09-18

’ EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 18
Determine los dngulos de precesion y de rotacion propia del triedro [{Ox1y121} respecto del triedro {Oxyz}

cuando i = —iy y j = —k1, especificando el valor de cada uno de ellos.

/@) EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 19 Febrero 2008-02-15

Determine los 4ngulos de precesion y de rotacién propia del triedro {Oxy 2 1} respecto del triedro {Oxyz]

cuando i = —k,| v k = —i, especificando el valor de cada uno de ellos.
Junio 2008-06-20

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 21

Dos triedros rectangulares y ortogonales, T y T, tienen el origen comun y, ademds, I = j,.J = -k
Justifique los valores de los dngulos de Euler de T respecto de 7.

S eptiembre 2008-09-05

EJERCICIO CIN. ESF. Soluc. 20

/" Determine los dngulos de precesidn, rotacién propia y nutacion del triedro (Oxvz] respecto del triedro
{Oxpviz)ocuando i =7, y /= ~ky, especificando el valor de cada uno de ellos.

EN CLASE
Junio 1997-06-19

EJERCICIO CIN. ESF. 1

(b@
\E\Q Dos triedros cartesianos directos, S y Sy, con bases ortonormales, (O, 1,5, k} y {0, i1, ji, kij, se
)/§( encuentran situados de forma que 2i = J2 (i + ky); j =1i,. Obtenga los angulos de Euler de S respecto a
N ’
. o EJERCICIO CIN. ESF. 2 Parcial 1999-01-25
L
\(
iy Dos triedros con origen comin S; (fijo) y S (mévil), se relacionan mediante la siguiente matriz entre sus
bases

|

PR — -
; Nooo N2 J2 ;
( L 73 7 3 l
: —- \'f- \’3 \45 .
- L=l T =7 T/
. 1 /3
/\.I B O \—2 ) 4 )

Determine los dngulos de Euler que definen la posicion de S respecto a 5.
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EJERCICIO CIN. ESF. 3 : Junio 2001-06-20
El cono de la figura, de semidngulo o, rueda uniformemente sin ﬂ ¥
deslizar sobre el plano fijo z; = 0 con velocidad angular ®. Enla  _ '
posiciéon representada la velocidad del centro de la base tiene el 7~
sentido de i}, los primeros semigjes, Ox y Ox,, coinciden y
@ - k> 0. Determine las rotaciones de Euler del cono. B
)I} - r
EJERCICIO CIN. ESF. 4 Febrero 2005-02-07

Una peonza de eje Oz se mueve respecto a un sistema f1jo S, {O] XV ,z]} con velocidades de precesién y
rotacion propia de mddulo constante y valores o, y w,, respectivamente. La velocidad de nutacion es
nula y el angulo entre los vectores que representan las velocidades de precesion y rotacion propia es
o = cte. Calcule el médulo de la rotacidn de la peonza.

EJERCICIO CIN. ESF. 5 (2) Febrero 2007-02-12

Un cono circular de semidngulo o rueda uniformemente sobre un plano fijo, sin deslizar, de forma que su
eje tarda un tiempo 7 entre dos pasos sucesivos por la misma posicion espacial. Determine el valor modular
de la rotacion instantdnea del cono.

En elsistema de la cuestidn anterior, calcule el modulo de la aceleracion angular del cono.

EJERCICIO CIN. ESF. 6 Junio 2008-06-20

Un cono recto, de seccion circular, radio de base r y semidngulo @, se mueve rodando sobre el plano fijo
Oxyyy, de forma que su vértice estd fijo en el origen de coordenadas, O, y todos sus puntos se encuentran
siempre en el semiespacio z; > 0. Se define un sistema de referencia solidario al cono cuyo eje &k tiene
la direccidn del eje del cono y sentido-haeta-desde el vértice hacia su base. La rotacion del cono es £2 =
wky + wk. Calcule el valor modular del maximo de la velocidad de deslizamiento de los puntos del cono

en contacto con Oxjyy.

EJERCICIO CIN. ESF.7 Septiembre 2008-09-05 Junio 2009-06-12

< }\(
En el mecanismo de la figura, el sistema 3 gira con veloci-
dad i k. arrastrando en su movimiento el tronco de cono
2 que rueda sin deslizar sobre el tronco de cono 1 que per-
manece inmovil. Calcule las rotaciones de Euler del cono
2 respecto a la referencia | en funcidn de w, @ y 5.

EJERCICIO R-CIN. ESF. 1
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Sean dos referencias cartesianas con el mismo origen: x;y z1, que se considera fija y xyz, movil respecto
a la anterior. El eje x coincide permanentemente con z; y la referencia movil gira con velocidad
constante en torno a dicho eje. Si en el instante inicial y = x;, z =y, determine el valor de los angulos y

rotaciones de Euler en funcién del tiempo.

Junio 2007-06-18

EJERCICIO R-CIN. ESF. 2

Un cono recto. de seccion cireular y semiangulo a (o < /) rueda sin deslizar sobre un plano horizontal

L modulo de su rotacion instantdnea. El eje 7; del sistema lijo es vertical ascendente. Eleje

fijo. stendo w e
tene Ta direccion del eje del cono vy sentido desde el vértice

= del sistenia de referencia solidario al cono
hacia la base del cono. La rotacion propia es negativa en este sistema. Caleule las tres rotactones de Euler

en valor y signo.

Ejercicios ~ Cinematica Esférica Cin. Est. 8/12
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PROBLEMA CIN. ESF. 1 (FEB 1999)

Dos conos S ¥ 53, de revolucion v semidngulos ay = 30° v a3 = 157 giran alrededor de sus ejes

¢ se encnentran fijos en un sistema de referencia §1. Los ejes z2 ¥ 23 8¢ toman

geométricos 22 ¥ #3 qn
a §» v Sy, v las ecuaciones que definen

como los terceros ejes de sendas referencias cartesianas, solidarias

sus direcciones en Sy son

= 2y = 0 .
ok U eje de So “ \ eje de 53
n o= ’ o = 0 f

de acuerdo con la hgura.

Sabiendo que el movimienfo relativo entre los
dos conos es una rodadura pura voque Sy gira
con velocidad uniforme a razon de 20 vueltas
POT Minuto respecto S, alvededor de 2y voen

senitdo antihorario, determine en unidadres del

sisfeima internacional con tres cifras decimales:

1) Axoides del movintento de Sy respecio a Si ¥ ccnacion del eie instantineo de rotacidn de dicho

o

movimicnto, onun instanie LOTETICO, para un obeervador ligado a Sy

9} Rotacion w,, de 5y resprcto a Gy, expresada por sus componentes en la bise de S

3y Rotacion wyy de Sy vespoeto a 5o, expresada por sus componentes ¢n g hase de Sy
4)  Liunea de vodos. on ol movimiento de 53 respecto So, v el vector nogue Ia orienfa, expresado poy

¢ns componentes en la base de 51

5) Rotaciones de Enler en ¢] movimiento de Sy respecto a 8.
6) Velocidad v aceleracion, respecto al sistema Sy, del punto Py del eje de Sy que dista 20 em del

vértice, expresadas por sus componrntes en la base de 5.

W od oW E oW WX

Se permite el uso individual de calculadora SIN informacién previa. La existencia el la caleuladora
de informacion almacenada o programada relacionada con el temario de la asignatura supondra la
anulacion del examen.

Duracién: 90 minutos Calificacién: 10 puntos sobre 20 del total del examen.
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PROBLEMA CIN. ESF. 2 (FEB 2002)

Se tiepen dos conos iguales. de semidneulo o = 607 v aliura A, Uno de ellos, T, es jo v el otro, C,
rueda shn des
situacion inicial {¢ = () es la representada en la figura

izar por el exterior de Gy de forma que sus viértices son permanentemiente comneidentes. La

g

/ '
/ 7 f 5}/’0 >
L7 %%L ,/f%%

Se vinenla a C: s osistoma de referencia fio, 3 [{Oyria s b v a O oun sistema de referencia manill S

0wyt e fonma gue e o= 0 el slstema S tieae 2o cpe O codneidente concel O

El cono maoncil, O parre del veposo samerido oouna veloeldad angnlar insrantanen do mddudo
S e (7 en segnnlos tmplica o on rad /s

Finalawnio, o pusste A que en el nefante inieind of - 00 tlene por vocrdendas s el sistemna Hjo, &y,

(L 200, pusee en 4 = U7 una velocddad con una componente positivg prrpe:

adicuiar al plane del dibuje

v usliente,

1) Betermine ol vector .oque define v orienta la Iinea de nodes v les dngulos de Eoler de 5 respecto
oy e £ (L

27 En un instante genérico {f > 0}, calenle las componentes de 1o rotacién instuntdnes del cono O en
la base de Euler.

31 Exprese los dngolos Jde Taley en foneide del niespn.

4y Detormine o tiempo transcurrido. desde el instante inicial. para que ¢l punto A vaelva a ocupar,
per primera vez, la misia posicido sobre of semieje Oy Qué posician venpa ol conns C en eve
instante?

(¥

Obtenga dw/df en ¢ = 0 v facilite sus componentes en la referencia Hja. 5.

en By,

i) Detormine la aceleracidn del punto A en f = 0 expresando sns componentes

2

Dretermine los dngules de Faler para # = 4 5. Represente la posicion del cono mévil v 1a posicidn
del punto A en sse instante.

~
=
it

Calewle dw /d! en f = 4 s v facilite sus componentes en la referencia fije, 8y

€W
RS

Determineg la aceleracion del punto A en f = 4 g expresando sus componentes en Sy

Problemas — Cinematica Esférica ’ Cin. Esf. 10/12
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PROBLEMA CIN. ESF. 3 (Feb 2004 - Jun 2004)

Un cono e revolucion de semidngulo o (7/2 = 2a), altura i v vértice O, rueda sin deslizar sobre un
plano horizontal con rotacion o velocidad angular de modulo constante «.
Se consideran los siguientes sistemas de referencia

a) Sistema fijo S, con origen en el vértice del cono
voeje xposemin la vertical aseendente.

En el movimiento del cono os & = Sy,

by Sistema movil S, solidario al cono, con origen
en O v eje z segiin of eje & del cono v sentido desde
el vértice hacia la hase.

L movimiento del cono es tal, que & & = 0

¢} Sistenue movi] anxiliar 7, de origen en O v uno
de sus planos es el determinado en cada instante

por lu reeta fige 2 v por larecta movil 6

Lo relacion con dicho sistema auxiliar 87 se definen

L rolaciones:

Fn funcion de w v las caracteristicas geomdétneas del cono:

1) Obtenga Gyogr, “velocidad relutiva del cono en torro a su eje” pxpresandola on 87 v Jgs
cidad de arrastre del cono en torne al eje vertical” expresandola en 8p.
29 Hadique los axoides del movimiento del cono respecro ad sistema de roforeacia S5y,

2% ndigue Jos sxoides del movimiento del cono respecto al sistenu de referencia 57,

1) Exprese & en la base de Buler v obtenga los vadores de las rotacionss de Fuler en o movimiento die

§/8,.

.
o
St

Exprese asimismo, en funcién de las rotaciones Jde Fuler anteriores, las rotactones relativa ;IHH v

de arvastre Ggog,

6) Si se denominan 3 al dngulo girado por el oje & ontorna al eje vertical v o~ al dngulo girado por el
cone alrededor de su eie 8, determine la relacidn que liga las magnitudes 3y &

71 Caleuwle o tiempo Ty, que tavda el eje & en dir una vaelta oo torno al eje vertical zp v el tiempo T,
que tarda una generatriz del cono en dar una vuelia en torno al eje del cono o lo que o5 lo mizmo
en volver a contactar con ¢l plano horizontal, Establezea L relacion que existe entee Ty v T,

8} Obtenga o valor de & expresindoly en la base de Ealer.

ay  Caleule b aceleracion de un punto P, del e (oje instantdneo de rotacidn) que dista L del punto
O, expresandola en le buse del sistema cilindrico de aje Ozy.

1) Para el punto C, centro de la base del cono, ealendar v v dc. expresandolas en la base del sistema
citindrico de cje Oz,

Problemas — Cinematica Esférica Cin. Esf. 11/12
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PROBLEMA CIN. ESF. 4 (Septiembre 2006)

Un cono, o de se

dngulo a = 30° ¥

s hase circular de radio R, rueda uniformemente sin deslizar sobre el plano
Ox vy de un sisir,md. de referencia ﬁ_]u, Sy, permaneciendo el vértice dtl cono en ¢l origen de coordenadas O. Un
" v se depomina sistema movil. El origen de

scgundo sistema de referencia, solidario del cono o sc designa por S
S ¥ 5y es el mismo, Oz se escoge coincidente con 0C.

Un punto material P, de masa m. esta ligado a la circunferencia que limita la base del cono v la recorre umimmu

mente a razon de 1) vueltas por minuto.
Todos los resultados se expresardn en unidades SI. A tal efecto. en las expresiones en las que intervengan R o m se

supondra que dichos simbelos representan cantidades en unidades S1. es decir en metros v kilogramos., respectiva-

menic.

Pn,:tm’::

HISIRIEEIN

ol pespio d

SR E

Fig. B, Posicion inicial del sistema (t= 0).

43y Justihgue que en el instante ¢ = 6 soel cono @ se en-

cuentra en ta posicion de la figura 2.

e aqui on adelante, todas las cucstiones

tanenf=6s.

3) Determine @ v @ del cono g
SUs componenies ¢n S.

respecta de Sy

siguientes sc solici-
Q

facilitando

6y Determine la posicion del punto material P facilitando
suy coordenadas en S, Obtenga la velocidad v acelera-
cion de P respecto del cono. mediante sus componentes

en S,

7Y Obtenga la velocidad y

cono respecto de Sy proporcionando sus

en S

la aceleracidn del punto A del

componenics

Enlasfi

ent = 0y
angular dc{ conoent =0 es

i

; iy radfs

Ent = 0cl punto P se representa en fa figura 1 y

veloctdad respecto al cono es —vj.

[

2)

Determine el modulo. v

respecto del ¢

ano en funcion de R.

el movimiento del cono respecto de
determine ¢l vector 7 que orienta la linea

nodosen/ = vy eni = 6 s,

C()]Tl})()]‘lL’.]'HCH G l.

7))

figuras 1 y 2 se representa la posicion del cono
s f = 6 s, respectivamente. La velocidad

de fa velocidad de P

S,

Obtenga las rotaciones de Fuler on radfs .

FAG
<A

e ol

(24 "
i s
»

"l\\
k1
} * %

Fig. 2: Posicidn del sistema ent= 6s

83y Determine la aceleracion del puntd P respecto de §; expresande sus componentes en ta base de S.

9y Sienf=06

mediante sus

s la fuerza aplicada sobre P es cero. determine las componentes de la reaceion de la curva sobre

I punto material P segin el triedro intrinseco de la trayectoria de P en S, A tal efecto se admitird que no
existe rozamiento v se escogerd el vector tangente. 7. en el sentido de la velocidad de P relativa a S
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ESTATICA DE HILOS

Hilo: sistema material unidimensional perfectamente flexible y, mientras no se indique lo
contrario, totalmente inextensible. Solamente soporta esfuerzos normales de fraccidn. Su
distribucion la determina la curva funicular. Siendo / la abcisa curvilinea definida sobre la
curva, la curva funicular esta definida por la funcion funicular 7(/), cumpliéndose:

[ dar -
e = f
dl - _ )
. _ con ¢ vector tangente, n normal y p radio de curvatura
Je dr n a_
o= (4 \’(er\Q‘&)
) P

Si se considera el hilo como sistema unidimensional tendra una densidad de masa A(/). La

traccidn que puede soportar se designa como tension T(H)=TL=T f{

En el caso de un hilo en equilibrio sometido a una densidad de fuerza por unidad de longitud

[ (), puede demostrarse que la ecuacion de equilibrio de dicho hilo es:

b . -
Y d(Tf%)
oy d) g
flys =

que proyectada segin el triedro intrinseco de la curva del hilo queda, para cada punto:

dl
At L + [, =07
Yo,
Ll fi=0
.

Este sistema no es lineal v su resolucion en general es imposible, salvo en algunos casos de

entre los cuales destaca el de hilo sometido a su propio PESO. 1+ v i

1.-CURVA DE EQUILIBRIO DE UN HILO BAJO SU PROPIO PESO. CATENARIA.

En este caso, la curva funicular es plana, contenida en un plano vertical. Para definir dicho
plano se toma un eje x horizontal y un eje y vertical ascendente. Considerando — pj el peso
por unidad de longitud del hilo, supuesto constante, se tiene: \M 40
T - d (dX o, Ay 3
= [ {<£2
ae (GUHE(W)& o b A‘F:fl\:& Ty
Ac:&(nwj'g):o\xafjjz\m . dw'_w;:)
NIE ST 0

e L = ) _ /_
sy @y sfimadTe A
dy
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. ., . T .
De la primera ecuacion se obtiene: \/:; =T, = T =T,J1+ y" , siendo T la componente
1+

horizontal de la tensién, constante para todo el hilo y valor minimo de la tensién en el hilo. La
segunda ecuacidn queda entonces:

d—?i = pyJ1+ 3% que puede integrarse dando: arg sh y'= ﬁ(\' ~g) (e=cte.. que
x
representa la abcisa en la que y’ = 0). L> 3 SK{ (x- €)>* aﬁ?

Integrando de nuevo se obtiene F\',\) =n+— £ Ch(»f(,\ —5)} (77=cte. que representa una
\ 0
{

traslacion vertical de la curva).

Si T > 0 se tiene la curva funicular, llamada en este caso catenaria. Si_ &£ =7 =0 se dice que

la catenaria esta referida a su sistema propio o natural, y se denominan eje de la catenaria al _
eje de ordenadas y base al eje de abeisas de la misma. _-, 9 Gc)- Lo, (%D x)

i

e , . T -~ ., .’ .
Se llama parametro «a de la catenaria a B de forma que la ecuacion de la misma referida
r

v(x) =aCh i } iﬁ r—’/\

/ m\% :72},

a su sistema propio y con dicho parametro queda:

T
{

La expresion de la tension queda \T( X) = T,)C/{j[[—? (x— 8)} % ply(x)—1n]
{

a

El parametro abcisa curvilinea, en funcion de x, se obtiene, por integracion:

S VT o
I(x) = j\ﬁ + y"a’,\'?: -]-j- Sh[%(x - g)j

cal

e

2.-HILO SOBRE SUPERFICIE CILINDRICA CON ROZAMIENTO

Se considera un hilo de peso despreciablé enrollado alrededor de una superficie cilindrica,
con un coeficiente de rozamiento entre hilo y superficie .

Se realiza el estudio a partir de las ecuaciones de equilibrio de un hilo sobre una superficie
con rozamiento, en triedro intrinseco de Frenet:

T ?o{ uné@xé{ﬂ {Qi}j ﬁ:y }
9L +@:o N
dl {70( %M de Cm”ﬁ( }
—};\3 Z—I—f, +IR \‘:
-E, J,+ R, =

v

, donde se denominan: P [o @f‘%é("}“‘ s 4 9’\(, X 6
- Tiensiénendlbilo._ a0 i

- R : reaccion por unidad de longitud 7

- f fuel7a apllcadw‘W
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Se considera el hilo apoyado sobre la superficie cilindrica entre los puntos 4 y B, extremos
sobre los que se aplican fuerzas de sujecion de médulos Fy y Fp que aseguren el equilibrio.
Se orienta el hilo tomando origen de arcos en 4 de forma que /g > 0. Se supone primero la

posibilidad de que el hilo trate de desplazarse hacia B. ?/{ .
_ T
L f%. ~F\=0
Para el caso analizado, las dos primeras ecuaciones quedan: ; o bien:
Py
o b
(PO (no do [ravaread 9) Tz % / m)
dar _

y dividiendo ambas se obtiene < udp . Integrando entre A y B se

tiene| 5 y
;{w‘é’:& g :E;—%'\é ( 'Wk@é@ﬂ
obtiene: s av’ P de T v m( "‘Wl /b(/ % //7/’—\

(T; <T,exp(uA@)\y por tanto, para que el hilo no se desequilibre hacia B ha de cumplirse

qUE €, Ay B en Qﬁs\g%}%fs*:} 21 Fa =7Ta Y Te=Tg

. = Iy . €
g F -
F, < F exp(udg) = —£ <exp(uhp)=> (F,-.A 7€ Y, @ 7'

Suponiendo ahora que el equilibrio tienda a romperse hacia A, desarrollando de forma|
analoga, se obtiene: :

. . F
F,<Fyexp(ulp) = —L <exp(udp)
Fy
Y por tanto, la condicion de equilibrio queda:

F
—L <exp(uAp)

B

exp(—uAp) <

3.-POLIPASTOS

Son sistemas de poleas en los que un hilo se enrolla una o varias vueltas alrededor de varias
poleas, y cuyo objeto es equilibrar un peso P grande en un extremo del hilo con una fuerza
pequeiia en el otro extremo.

Puede haber o no rozamiento entre las poleas y el hilo (en general se considera rozamiento
nulo), y se considera despreciable el rozamiento de la propia polea en su eje. La tension en el
hilo es constante en toda su longitud. En el caso de dos poleas, si la cuerda se enrolla
alrededor de ellas una vuelta, sobre la polea infericr aparece una fuerza 27 en sentido
ascendente, que se equilibra con la fuerza / aplicada en la misma polea, resultando:

27 =P . Si el extremo de la cuerda enrolliada se sujeta aplicando una fuerza F, por accion
P

2

Si se enrolla la cuerda n vueltas, sobre la polea inferior aparece ahora una fuerza 2n7, y por el
rmismo procedimiento de antes se obtiene:

reaccion es F'= Ty por tanto: F =

oL
2n

consiguicndo el efecto de multiplicacion de fuerza.
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EN SOLUCIONES

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc. 1

Examen Final 1996-09-09
Escriba las ecuaciones de equilibrio de un hilo bajo un sistema de fuerzas por unidad de longitud
conocido.

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.2

A Examen de febrero 1998-02-24
Indique las caracteristicas que definen los sistemas mecanicos denominados hilos y explique brevemente
el significado mecénico de cada una de ellas.

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.3 Septiembre 1998-09-21 Junio 2009-06-12

En la polea de la figura, cilindrica y de eje horizontal, las
masas indicadas se encuentran en reposo. Determine el
minimo numero de vueltas que debe arrollarse el hilo que
las une sobre la polea, sabiendo que dicho hilo es ideal y de
peso despreciable, y conociendo los siguientes valores:

. 1
1 (coef. de rozamiento) = —
o 107

-4
m = Me

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.4

Junio 2001-06-20 Septiembre 2007-09-03
Escriba la ecuacion del funicular de un hilo ideal sometido a su propio peso (catenaria), adoptando como
eje de abscisas la base de la catenaria y como eje de ordenadas el eje de la catenaria. Exprese la

7

ecuacidn en funcion del pardmetro de la catenaria. -

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.5 Febrero 2002-02-11

Un hilo de masa despreciable se arrolla tres vueltas y media alrededor de un cilindro de eje horizontal
con un coeficiente de rozamiento i = 1. Uno de los extremos libres del hilo sostiene un peso P =1 kN.
Calcule la fuerza minima con la que debe sujetarse el otro extremo del hilo para que se mantenga el
equilibrio.

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.6
CLIALR AL L L L LS E LA ST L LI, JuniO 2003'06"09

Calcule la fuerza soportada por los anclajes del techo si el
gimnasta de la figura se encuentra en equilibrio, siendo
su peso y O el de la base CD sobre la que descansa y no
existiendo rozamiento en las poleas (el peso de la barra
AB y las poleas es despreciable).

Calcule la fuerza que debe ejercer sobre la barra AB el gimnasta de la cuestidn anterior para mantener el
equilibrio. ;Qué fuerza ejercen entre si el gimnasta y la base CD?. -

Teoria — Estatica de hilos Estatica Hilos 4/7
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EJERCICIO EST. HILOS. Soluec.7

Febrero 2004-02-12
Un hilo de masa despreciable se arrolla cuatro vueltas y media alrededor de un cilindro de eje horizontal
con un coeficiente de rozamiento ¢ = 1. Uno de los extremos libres del hilo sostiene un peso P = 1 kN.
Calcule la fuerza minima con la que debe sujetarse el otro extremo del hilo para que se mantenga el
equilibrio.

EJERCICIO EST. HILOS. Soluc.8

Septiembre 2007-09-03
Un hilo de masa despreciable se arrolla cuatro vueltas y media alrededor de un cilindro de eje horizontal
con un coeficiente de rozamiento ¢ = 1. Uno de los extremos libres del hilo sostiene un peso 7 = 1 kN.
Calcule la fuerza maxima que puede aplicarse al otro extremo del hilo sin que se rompa el equilibrio.

EN CLASE

EJERCICIO EST. HIL.OS. 1

Segundo Examen Parcial 1997-06-02 Examen Final 1999-06-28
Examen de Febrero 2002-02-11
En una catenaria, V es el punto de cota minima y / la longitud del arco VP entre V' y un punto de la
catengria (P) cuya distancia a la base es h. Si el parametro de la catenaria es a, demuestre la relacion:
a+F=h

EJERCICIO EST. HILOS. 2 Primer parcial 2001-01-25

En la polea de la figura, cilindrica y de eje horizontal, las
masas indicadas se encuentran en reposo. Determine el
minimo numero de vueltas que debe arrollarse el hilo que
las une sobre la polea, sabiendo que dicho hilo es ideal y
de peso despreciable, y conociendo los siguientes valores:

: 1
i (coef. de rozamiento) = —
b4

2
m = Me

!
i

T
i h%) x'-.“
LS.

[a’j

i

EJERCICIO EST. HILOS. 3 Septiembre 2001-09-19

horizontal con un coeficiente de rozamiento p = 1. Uno de los extremos libres del hilo sostiene un peso
P = 5 N. Calcule la fuerza minima con la que debe sujetarse el otro extremo del hilo para que se
mantenga el equilibrio. ‘

|
%Jn hilo de masa despreciable se arrolla dos vueltas y media (S5n radianes) alrededor de un cilindro de eje

;

EJERCICIO EST. HILOS. 4

Examen de Junio 2002-06-10

é ; A Un hilo uniforme cuelga de dos puntos fijos, A y B,
QJ B LS segin la figura y sometido exclusivamente a su peso.
. % Conociendo la tension del punto mas bajo, 7o, y €l peso
27 ol 31, ‘ por unidad de longitud, p, determine las tensiones en A
;‘*‘P L P y B.
—
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/
EJERCICIO EST. HILOS. 5 Septiembre 2002-09-16 Junio 2009-06-12

ﬁ ,/El funicular de un hilo ideal sometido a su propio peso es y = 50 ch 0,02x (coordenadas en metros). La
/ tensién es de 2 kN en un punto en el que la tangente al hilo forma 60° con la horizontal. Obtenga el peso

por unidad de longitud y la tension en el punto de abscisa x = 0.

EJERCICIO EST. HILOS. 6

Examen Febrero 2003-02-10
En el polipasto de la figura el bucle ABCDA rodea tres veces a las
poleas de pesos despreciables. Determine la fuerza F' que hay que
ejercer sobre el extremo libre para levantar una carga ¢ con
velocidad uniforme si se desprecia el efecto del rozamiento.

I

|

1\\ i/
J

EJERCICIO EST. HILOS. 7
‘ Examen de Septiembre 2G03-09-15

Cuando las coordenadas se expresan en metros, la ecuacién de equilibrio de un hilo ideal con un peso
uniforme por unidad de longitud igual a 5 N-m™ resulta

y=100ch —
‘ 100

Determine la menor tensidén que soporta el hilo.

EJERCICIO EST. HILOS. 8

Examen de Febrero 2005-02-07

r : i Por aplicacién del principio de los trabajos virtuales,
/ | U determine la fuerza F que hay que ejercer para subir
V f I A k verticalmente la carga de peso Q, con velocidad
§ E i uniforme, sabiendo que cada polea tiene un peso P.
N \J v
\
\/ L8
EJERCICIO EST. HILOS. 9 - Examen de Septiembre 2006-09-18
t@g\\(r -~ Un pequeiio bloque de peso Py dimensiones de-
0“}% @ spreciables, estd sujeto por su centro C a un ex-
N tremo de un hilo ideal que se apoya sobre una
> 9&!‘7 - polea y se ata por su otro extremo a un muelle
™« ideal de constante eldstica & y longitud natural

€. segiin indica la figura. Determine la longitud
del muelle cuando el blogue se encuentra en la
posicién de equilibrio.

v

~EJERCICIO EST. HILOS. 10 Examen de Junio 2007-06-18

!

|

| Un hilo de peso por unidad de longitud p cuelga entre dos puntos situados a la misma cota y separados una
K distancia 24. Si la tensidn minima del hilo es Ty, obtenga la flecha del arco formado por el hilo.

Teoria — Estatica de hilos Estatica Hilos 6/7
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/EJERCICIO EST. HILOS.11 Febrero 2008-02-15
/

/ Un hilo de masa despreciable se arrolla dos vueltas y media (57 radianes) alrededor de un cilindro de eje

horizontal con un coeficiente de rozamiento i = 1. Uno de los extremos libres del hilo sostiene un peso

\\ P =5 N. Calcule la fuerza méaxima que puede soportar el otro extremo del hilo para que se mantenga el
equilibrio.

EJERCICIO EST. HILOS. 12 Febrero 2008-02-15

Calcule la fuerza soportada por cada uno de los dos an-
clajes del techo si el gimnasta de la figura se encuentra en

equilibrio, siendo G su peso, P el peso de la barra AB y Q A

el peso de la base CD sobre la que descansa, no existiendo g
rozamiento en las poleas cuyo peso, ademas, es desprecia- f;{\/ Toy
ble. ' ‘

- T—— D
\\\\\\\\\\\\\‘9‘\\\\\\\\\\\\\\\

Calcule la fuerza que debe ejercer sobre la barra AB el gimnasta de la cuestion anterior para mantener el
equilibrio. ;Qué fuerza ejercen entre siel gimnastay la base CD?

S

‘EJ’ERCICIO EST. HIL.OS. 13 Febrero 2008-02-15 Junio 2009-06-12

Un hilo de peso por unidad de longitud p cuelga entre dos puntos situados a la misma cota y separados por
una distancia 24. Si la tension minima del hilo es H, obtenga la flecha del arco formado.

EJERCICIO EST. HILOS. 14 ’ Septiembre 2008-09-05

En el polipasto de la figura la cuerda rodea cuatro veces a
las poleas de pesos despreciables frente a la carga. Calcule
justificadamente la fuerza F que hay que ejercer sobre el
extremo libre para levantar la carga de Q0 = 400 N con
velocidad uniforme si se desprecian todas las pérdidas.

Teoria — Estatica de hilos Estatica Hilos 7/7




g 80 g

% E:Y EST-HILOS. 4 |

jyir’\ M cabﬂdﬂa \/JU) ok J\}C/J;\u;%x mxmma
L on lo /Q/OY\%\JH)A dol a,n,o/ \/P ML@\/B RO u{\ko ﬁrug

@L\%o\mbhwm W S\Aﬁmmﬂ\w O\QLO\Qak-Q,naﬁa,QA a

o meshow Lo Qimmn o =W

.xwa/;:/(ém gza Ch(%)
/ —

. Q]Q i CJXJ'H'S\L

Lp= @ “p

\’QQ =

CATENARIA EN ETES rzomm :

‘11,

I

dx q 4+8’1 =

= 4 - A Lo

CHE)-SW (&) =4, =

Xp | p Ap
' // ) \,‘ A+ Sh <h0‘\~é> - ~ \JL’J’\ ((A) = Chl=x) CJ» R ( C'L)

Se Nonma I/Of ”buw}\’ﬁ 12? Q- S"‘(%E) )

(‘j Leve Sh(ig): Chz(% -4 e ‘\#DJ‘LQ V= %L(‘ff)-wt —

gp= a-Ch( ) Y — | ) . SR .
3 B e & 0 EEE

~—

T



2 |
EJ.ESTAT Hiws . 7| Qs

0,
e

E\A (a' ﬁ\%{\lm MANOT uz,‘omo ) . OO?A
Dokos toctaar mlaime numaso da vuellas \Tuz chtm armolarne ol hels

Conououde Loo mﬂouw : ALW/\\
— AAL . -t - \
= Y515 m=Me™ ; @N,ﬂy%m@@# / \
Ta T / E
/
F6 = '\A? > FA = Yﬂ% ; / /
/ / ]
_ _ /L AY / . /
, Fe, F M3 /
(IQ(I @ g No | | f\!
dﬁ.vf’\am a £) “f I /’jK
) [5%) > ; STL ///(
“ﬁ“ ’\C;M lone 2y ancs
_}_{“'/ - vy 5‘r1§ 2 _ A/ 5T /
A fey :

H
H

Sz M sn s e ai/en — [ Aon £ Av e
{ e -

= A0 < T+ A Zn =20 } S4B | n=25 }
/4(}030 J'a'ﬂ (uéi}‘?h /@ A\'P | "

. L
§ - .
e s, Téi‘?/\ V‘\Q“j C% UD%X_; SZ\J(Q(Q
: LIYQ SW .

EJ ESTAT Hies 3| - 1

Hidle arcollade 51 ra&i&n_q_s (2.9 \fUQH‘An) aﬂrﬂ do e Ao (A"A'nolr*o w=A

On e soshNeno P = ' " ' F e
2 mo 905G = 5N Cal wlhal Frin  wn loe gue dibe

pojeknine Ll obvo o) *

a&»dﬁ@mn A m&n‘%éwa ,Q --.bbnO
i

) (=9

fom %,L-< ne JZ;;UTQ(\ e hawa P=3IN 5

wed X » 3
/ v \ FlV] '_/L\?%Al\()’ -5
CLO s

Fﬂu'w Por “taube E\A = 5~€—jn(N)1
5 ,

\

#




quoebo ,
.O%ﬁ
EJ ESTAT. HILoS. ‘{}
Hile ,W*@'Ym&%ua wgﬁﬂh do A, 6@\9{%&0 o S perD N
5«2 LO o @ o fomon (dal ‘/u}z&o N Baﬁgﬁ ’Koj \pﬂw ot A & &(mg P}

/Dd@j WL AL Y oumones A;’% & 2 N
' H

/

§> wha caA[Q;vlcx;}z’;;L %.1 fQ{\QS 6\/\3)/(05 . :' Ch(ix>
\;faqu,a no e/ dicen W cenhano 3 1.
7

\@Oé/?d gy (a «huu(o'sf\
. . P ,
=X | e OL( 5 x>

=Xa 5 . A
/IDac(o %'\JQ Xa=3Tu/FP 5 Xe =R T/ p T Jrore -

T o ) o ) [T G

ET. ESTAT. -HibOﬁ,iJ

R
F,wniw\a( de o hule didl semehdo a av froiﬂ{o peso \a:(h(o,ol X>
Qe %u Q ,Qp\ "}'(_Lk,\a;,( r\Jf',Q all LU\,Q,O

},0\ “*';Q)\Ab'\'ol\/\ s R EN e oot sonko

- o (JQ ° e Jn\a, e h%—owl*a\g Ob“[QJ\Qf VQ/Q [,”QAO ]/;‘0( MMCL&.A JL& )Lcm?rf*\)ok

‘a {oo fansdn on X=0

4250 n.02 1
5’@9&(@} SN

To=T. (JOSQO? = T A/L

¢ 30 uy @L\ qc

LN o ifL \
T F ws : 4/“,\:
O .
? o J *? : = eV —

: T: 4000 (N)

AGOOA(N) _ QO<L‘I_>
50 (m) "

— 3+ 50 — P

E L bodle ABCDA e 2 Vewo lan \go\mm. 0.ekasonar da &J,@wa\ - gue \fio&xj,

g(gsz \K\G&F \bx.g 2. Ju,\\f\@mo \\E(Q ‘oam Uudcmjmr oL t,or{ o Mvud’o”*\ﬁ
Se A&p(}(ou _el ,O(X/O del rozomignto

;WOBIQ \golzzcx ZJ‘/‘ Scbie @) Por /%a,uvto L
Q
F= ==

s 1) A F
- m@nf’ AN ) A
Q 3F:-0

2 fg5=0 a T-F
CT=00— T¢ A




— e : ’Z}JQ'O
EJ. ST HILos 3 j — ibo/
a (@)

Ewawon de equilibao do i helo Ao 3.,; 100 Ch{7) mq

vawo por awwda d do 60“3 od PL (7[1/1»4) {,f
Doka mmuar La wienor touscn uer ol Luﬁo)

P . Te ' ’_ » ) —b o = K
=00 O 7‘&,)——>{ p, = Aeo—= 2l) Aeoim)

fc_ = —i\
AT,, doo
EJ EST Hiws 8] &t I
A\,abccw&c ﬂ Ffo u’?&)a&os \} F%&lﬂam,muw\ucu,@x F %UQ. )’I(A\/j %,UQ
J,(;uuu ‘Dc\rzy\ /\»uls\( \JQJ‘L L&QMOJLL('Q Lm <cu J o, caceux tmtag\ *!\’.Q.AQ_
AL RAO : ) — -
e by / < P fp'rv %m_, 5 =S F 5T =0
| F:urauw C{,[Q(LCLL ch\,ﬁ 5{},'2 Eukauy
P.: \) ’
@: E”;’ o (2 §j°)
f? F'f&é)\;é‘t = éf :O
F = SHyls 5Za K
— w\\
5)rg7 = O (PUNTY FiSe) I lienes gue (\Of\e‘b a\zr\;\@,

EYN-T
f{mmqf;g\aa ol % €
conydt d@ploy comy ol { )

“SZAVT QU=$Z) + F(=5Z.) = O

o
5Y;. éxcb+éz K

er fouko =+ py

¢ 5: Qﬂ (_,LLQJ'(Q(( _en "’(;/\L»Q)(-%_O/J\/Q\L)iﬂ
Es dor | =
Di fﬂwuuaudo o

Gicivalmante SL=C—=> §Zx+0+ s2a P40+ 5Zc- yé =c | §Zc=-2 57

BEERASUAR O —
o Por JC&LLL&'O - P gzﬂ_@,ézﬂ_ép{_zéz_ayzg

SEA (- P-@t2 F) =

5w an ‘.{\)CQ Ao uens‘\aui‘e‘
CZA+ TR + ZA - 20, - qut Ze - Zg

Y tows h one e ser 0 Y 8{2}7‘\. se hens o 2F-F.R=c =

= | - £ra
2




o
— [ Ingenieros Industriales r Mecanical | ’?7‘}

Aula de ingenierla Alex Garcia
Tifno: 91 53575 28

\

J C I _ Profesor
l ¢l Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid.

Es.

Ecrar Hios. Sowoc 4 d (T 45)
(‘JL *F -0 con LA Aa;ublao/r’ MOY‘L’_' -4

44 Je

'j’EsmT‘ H““’S QL‘JCQ [os Wit Som:

m
o

Es

Es.

o

&) SisTE A TERIALES |
E1aAS MmATRRIALES | Fosgam i maca d) Jncaraces be TRaBATAR b omPrEs Sl - o

L) Unitimensionalss ; $Eccion DSPRECIARLE TAMS MITEN £SFOER 206 NORMALES [E TRACC( on
- (="

ZRTRE SEccion, -
C) FERFacrompnrs FLEXIBLES : Do PoreCloM ES - LOVES ADYAcEMTES

2 S

&) Ve FECTMENTE IMEXTEMSIRLES - Lom iTud

ADYACENTES 1o PUEDEAR TIRANSITI R6E MOMENTS
TE CuRCRUIER TRAMDO ES CorngTRNTE

E Moo Socue @ T i
STIAT LD S Z0ede . dpoae Que EI_ by H‘LOS < (Cz,,qgg) S :20 /m> M 5)
.E‘f)’«’n‘l’,was_ gouuc_[-( \1 ict(:g‘_{
g o
E T < < g T vn - - — - ~ ~Fn
STRT. Hlu,'% LU C . .LG oL Que ET. ggr_ HlLo; 3 ((—M%) . /_:Pe /,M/,Lj e ;()J
S - - _ -
E)mr Hu,og e LuWC . 6 Jouwse Gug Ex. E<r. HiLos /‘/[ (CLZ“;E’),PEKO on }/p4 -5 ’d_>
= T, - rs @ . AJ:FD;2P+Q AW
—"-:2“ 7 < . . - AN
= traan >/ \(, )U (
Eer Hiviss Sroe. b Toval @oe E5 Esmor. HiLog V%(CLA§E§ F re /LAD( .= 56‘,‘KAJ
Es‘r, Hu_os4 <9Luc 3 IcuuL Qué E; EST'ID«: leg /M (CLose) F- ?QMM - _eqr( Kf"]

\ P ‘[-—;\'WO\X € —)J\ /\\&()

==



E&i\\&@ (:\Q \m\%’

L\ @ 3, 2L 1o QN = :fﬁrm&/é‘t\\«\ o< C&\ejxoﬂo\

f:g
:’mﬁe&icoﬁlo‘& i) Qc\\(a) %c}; P]'K \\E

:
i

. J{; 13 : \.\?;jgjﬂ/:;&\ng_q TT
| \_\_é_!y/ }j‘ 53\)‘“*5)“6“‘1 i} h( PL)
IS o .
PV Y —Tt;-"[»\«(%t)x] |
FEATUDEEEIN m&ﬁ% P e e s
ENLLCDRS L




E}é{ LGOS '*ii?@: 3,\.& ALE o @

| 9 . it L > : (&,Q(&‘o Steiaes Ten. @@ ‘I}] v
‘A : 5 Homeales, denseie g & 23 P &ug\éf'(roa'\c;gi @(7(.,8601
W, : W flelatone Mamentos @0007 A

\ E\‘\Qsa;c\:: —narmemtos )
Aodue ks U3

MoMENTe DE TANERUA (syenos mamqg‘@
'P&Ct& Qe sl alwlos (s e W\Q;/\\(‘m de. welda de s cuel o= e
bcfélgc; (Qb%zﬂ?\ , c&tf\d&}f oo, &Ko, (J'KQQ:.((~ R \ .

I=S<2&ﬂ Relo wones Tew Txa+Xky To= I'xa
Ib = 1:7%—" I(‘«}

L= IZQ: + ‘IO{

PRoOdVCTOS DE INERAA

- C . - \ CU‘\‘&JL(gﬁg &LQD Qe Lav\si&f?_fqr

(?'(D = S Kb A ; Ry ™ SX‘?, C&M/ (?3{:\8‘(\7‘1‘(}(“/\\ = iQQ Sibf’\t; de (@

| dlsveouias del dm
[ (-UB QLQMQ:) &S

TeNsoR DE < NERGA

= \ - = x “?Ka ~Ree A'B'N‘b Ca{esney O Cim ‘,(p_ el Lennor em Q/\'G,(

T e ( e, T —Cya \ QY -‘L&L{\Q\EA de WNRIUS gale g i-weﬂ,&

@ Rt 0@1&3@«'\&.\ > Sohyer o N 9@,\,@\ ale. e Ao fas
[ efer pancQeler de tagfete

E(iP50IOE DE T NERUA ;

- ?xq - P).}

Covonon  gome @l (¢ g 2 [Tx Fey N xN = K
Vbe Tp - Tor ¥
'Pn '?‘94. T= 3

STEINER —Rernike (elationar Mo menlos, gfc&oc,\"ns o temaien de dewentts gue
LS Vo hel ! @QV & wen elemen o

R mmv\w\\m de  Tefce E T+ }‘\-a}\ Gue. s @ SCy
‘ T Cordads) oy sie @

e QQQ&Q(?N:\ &e DR (/?‘m“l = (?T\i ChWe e + A Q"“ %/j Sefac =
5 ¥on TY D J Sig o> de_\ox

A o &
qasaleles ¢ Ao Yenaen
| | — — — T\\"‘&('T“
e Senos@l (Ic> ‘(1@) + o Te-5) 452}~ w(06)(06Y" e ~Tle
ek X c04/ . Mﬂ
—

HaoniToves CIVETIAS { Cantoded de ot MReARe (?\kf M)

&GW\ex»kb e o

[gues

— o A
Trergla one

@ Gen ditectnre
EIQ = ( (QJQ{/ @)y/é, CD)K\ —:t:ia(@bq// C;Q')/g, &N K\)




1,, QZI.S-

, ) Cgo/

« Ve oS desh A& N\h@\m‘&x&& ‘Z‘F@(;r = ¢ el

TeoReEMAS

, NN e | Lo : - l'“bLQ»N\Q(e se conle X
'.\w ﬁ\QN\Q){\:\Q UJ\Q,%LC,{)', g NQ:::‘: OQTE -+ s ‘Kg 2= %{(‘V\&MW
a Ve o QAQ{S:Q Q}f\,'e(_ﬁ@\ tQ,{(— sy = A TQK T Cﬁ T i%

sisTeHMA S¥ o DE RET ENTRS ©F MASAS

Sdems. 8 R Qq(&\@m a = i (S0, devades en G

. 6 —
o @ p A
962 s i ’ o My, + ) S
oo s Home e o ¢ W - A de Kg e zc = (X Ve, '}\tr'

= 4o
fr’\ijquﬂQh@-—\ zd& Emu rj‘A“HV tg J(L‘y

HAGNLTUDES TER®™ EL sdave wledo {{{ \
e 5= N0 RebadSn \
> Canlded de s MRnYD P T H oL

— \
ﬂ W ”~?'*osx*@} |
- (N@men‘m Une b \Le=06 x M o t 20 Lca_ Zw\

(U«—:*—*\ /’;‘:—“ = i ) !
— Fu ealtrode Mo Q_‘fﬁrﬁ /
e dbia [Ec= 4o mT, (Gede)t L0 T /
"v'b\'\QjS\‘:’\ I8 ‘ < 2 s € © . 2 ,

4 .= | e

-—?C\{C\ b‘:’B Q {\;\\.“’\\\0 %{“SG Q % {Q =N —2—: UQ l‘(} N
Cozo
=T b@v\&fo de -maon EJ — ; i

O G UC = —

. Poeniia T (ﬁf_;: AT
o€

j
N
4
=]
&




HovenTos oe Inercia

4 ‘ o ,
) ereslX v, 2 PARALEWS A ARLTAS
? : e
3 T v o [ T A
YAy }' 4X%~j R 6\6\2""""?,2
: g | { I
C R—
| ; { 9
[A_ ] _
Y ‘ Pt :
Y/, 7 h )

o

y * et 1"2%152:2‘%{‘{%6\2:gﬂ'\cf;l’x:w*%}
_— _ 7‘ \ 3 O . ’ o
T kanke T = ‘é\f’mﬂ [i ,.( ;K EQ\p&o\é\e en C ejetion == .
. Xy & . —_ )
7 oo 4 — )Vs g g}gi C. e 8 ﬁ%\"\ AT _}_g, gi"‘\(’/\

@65‘?&% MAGTA HomosentT A, Mo 1, BRSNS 12,
(VA RN C){/:}z"% e

vz &
5 - B z - S ’ oA 2
o T [ e <30
1P 3
= =0 Y = L 4he ac
| €2 84,07 € [enles) ; clm Sae? 41
< dx = = da pot einira A Ny beuen

-

e 2 X ,2;::“ :::
e 2= mR lx X.
X,y % sonde surektic (@rdnidn) == Son priat(ole =
== = < S A O N P IS ‘Vé o O € ’Em,lg&\
> J—b\ < mE F) (: = ‘EQ‘E@A@&@ e afeﬁw: ¥ (g ”
: . i \

(G j—;:% m &

4 ©
~y €3

K:jz

(

Foes Gy (2 cevslouda)
FEERCN

'I%?j%’z“&mrj 2:}-"‘;‘2{(1(: L. = 4‘2 Mme

= ,"Z“-{%E‘ﬁfﬁ giri

(O Grinp®o Homoee e, HASA 0, RADS @, AWEA H,




vy
quebo
s N (Qmﬁ st A ibaidn) "oy, /}
t:I X2 + 1 ;jf% = 1 2

v BAAOTRO Cgt Jﬁ}‘("\-}t&cm

— T - A L. ‘1,; i'\, ( .p_w /"“
Tz Tayt L= z‘;smzﬁ%ftﬁv\ Lo (2240 ST,
: & - . N L, = i W \Qlﬁ& 1.73.: [@] -
2 de orluion = X 9 plaggeder T | = a5,
Ky & O é;va(&l-z-%)' O
O C, %mv‘
O(ﬂ?\}:} MAURe HOMOGEWED, RADW &, ALTUuRA W, €7e Oy, %l) O =2 v e
!
V\caSO’ M 3 A& ceur.
o Lll{a
I’Q = ClI?é = jg&:‘:’! {2:
g:"v’(
(430 cdact |3 1Ry,
2 Y z Ty T
4+
F et
— ;{%m@l
- N N
5 e (5 mm tda = (7 30 7R s -
O e S . 51 A ( 5% ST
2 Y ‘H o e
- 0 \ ("::gég § -,::;;Q AL
Q= ol g 2, 0y by - 2wy
\ i“mz H ~ S
- . s U {22
lm«jb% =Te (=Dt T e |
— R ‘ — . B 3 22 T
2 de (evoluidn = X% P(U\kl@o&@qi f [
‘ . =
Xy




Asce. VLanos

E’ﬂ? leca i?eckm\iuia%“ !}\ﬁ»&mfa@/é\%z; Mmane M, lodms Qb

Y=

3 , N N
ix&‘jizc¥m= 9 _2 &‘:ém@b
P S y=-2
f/' - ) _ /{ C L
Vég“fj Eemni /i/ . I w\:} (m . {\ke&&&% )(y)
/ g é;; 2
'S
donz :ds = 22 Ly Tt Ter Lyos Ao (a4
3 I
"L
I)" Lyt di = —E‘%mé

— 2

— G (-

““LC‘ -4 m| 6 B -
ke 12 O O GG

€. 2) Vo Ko B@@)@/ dio QR, naE. N

S Vaclly hamaggnea: €, i,

e
w5 L A
A P

2

:Mﬁ

Colera hece. T \B CGdnz,
(clindeo hees: T, j?&% R

(ﬁ%‘% fa?r 2%5%%‘ LRI = Ky 2 ghaafley — T T oo™ 4@ [é? \31

=2
To= \Cdm= | 2n Lo
( s ‘i\ = L e Q
N&z cdC > e

o

: fiatns el
2 [ ‘

IX = IX%“‘?IXJ: %{*ﬁ)? = j’U

SO 2

ki
s

= C‘E'Q =j %

. = Q’a /(
Tz \2dm - T m B {*
- [T =) X" Eldy- ... == M
J ) dx 2
. ,':*'Z
—lea = 1,5 =0 (nRenen e m}
1}( = ( {1 te “‘)
- — A
Tp = e ‘LU}’ ity md
I = v T — o3
2 Y %\9”/&;”’% 00 O
) ko | 2\ 5| - A mt’ o4 0
AR U= QAN UL = o S




%o

-OO

n

Lo




EaeRuUL p;ﬁ%
Qb's'bo
g‘é‘ C D« S. @\2 C’Qf\&: 03/: ’?S(ff \'RS\D/ (,U/ 12 , fIx - 52 {}C&Q T /
B L o e e ) }

0007
Z é 2@( sol (ido < 3&'::; (Ow {?m\‘& m;:;
i
T - 1 (Q ({}C\ e Xﬁ ,, 4’?4%*5
i/1 “"”’é f:gm / 2 de (eud -

XYz Py X die
: Sy AD igndn (5 c
06‘\‘10/‘1?9 %‘mx,}o Yy, 2 Y% r {33 ,% A‘ e

:\Q(g}.;:;zi‘{ ey D{\W{\ o 5::}

=W (2002070 30 E) .. [2vo o
- © !i):{‘{g&%

NMWWWMWWM}
Cm et
s &o = éé»i‘i +Wxls (pordeiiv en | [~ P
e T R | B _ \
5)@ 5, VAN ‘Qﬂ&{ Mordeny j Z’o\ _ §§ %w O—‘:’Yf e (4] ‘}{L@ %
{Qi ii:;i 57 —_ C)L o= [HL ““Umm%é}f g‘jé ijg }
. e | = & Hoewr M{? (,' aettice /) L -
/A

Ej CORRA CK@ {? Q«}O\ci(&&g, a, o, Cuodwe: o= % (e v\%&\'ogi\;\
ks
N A s TRt =Flewa @w(}(g%:; - Cluwl\s

. \
W ke e o 0 Clcds = PO EY 0
é k:‘/ 3{':; %ey leg/t(‘ﬁﬁ 6‘2’;@1 é‘«é{}g@ fé; Dia O LA R i A

e,
' Gy a.
—TRelew plote ) ~ _ ) BT /{ y
N i Q‘w ‘ly%ti(aw“‘jjﬁjig\qégﬁfﬁ@%(f } = TEQAQ
B : 7 ‘ Lo
§ ; e ‘lé*g- ;/ ‘}:‘M% 2

i \ T
O ‘» - ~-};-§—~%—’( . f‘( ’{AM v wé}}éih::é”i’%fi}‘z

o ~ -~ Ed
c Y mistre - Asahbocisl Ty, =T

; =7
| I T,
= - a1k d 5 !
el Y o ,ix}‘,, ol g (M L@ﬁ\éé’;}s’g&&g 8 fm ,(}z/
D! “+/ - e
T = Lyt %{gf -
e A0 }, ﬁ&u
- t . = SO
—yE Ly T T
J =7 Y , 4
e S 4 sa
&




’Z}JQ'O ,

(%{Q, wlewle. : . 'S'boJ
e , Coy,
i "“ 4 2 AT "

=% - %oql .
. :zﬁajﬁowj @Gacdes Soengl - 50
o ‘ T
=T
at. e sot) ARy )z
2645 i - 3
I B R [ r‘{{ AN T o= 43
LOR - 36TA | 3 A AxT 3
> s ! 4 V
VARES' = . 4a
\ =l X "*? ii J
O e Z
//{é%@z} -
oot )
. o v ) . .o (AR
(= C.V, c\),w‘z Tioce houseies: "R w. (ol m, o, -, C . % ade { 1 Poia |
%\%Co “i“’ M gjzl £
(o 5;\1 ?) —
’,,O
e Uy 0,0, W
W
M WWW\ Iue®
e ) 2,2
L) = £ Al T /‘/{g b
Ké 2 A Y /

2 Koon 4 /
b

(:—C)Z\L (;:)Zo'{’ vaQk: L'\)f(\"%

— S

= ?T;:“: —4; He Tt i m @}
{ (! <.

£




- EJERGUOS i@;ﬁ
\,3 CDS%A?) @ LAW x @\CKE, 16«0«(\/ :[cg/ \
M

- 2, v
XY 0
QW,V 1) Qe disem completo de mose
b 2m o THeAR o
A7 ~ \ ra
oo™ LT3, 7 {%Zm %EZV 5 M &

Co/&ﬁ ouu@”a e {5 ﬁf’m Sty iz wnn igﬁgﬁﬁ@%&%@.&
. Disto Cov vwi&?;‘ )
i A Wl Diea A o mus

w— A somandhite YR
7 I _ —_— . S8
7) = pla < e (:LDLM ) \MME :
B —
) T _ T /f 2|

=\ 7 XY de swmptiia !
J) \X:j ’ jj 2 U o ( ‘”{f!‘ Jt;%v' er\ {(a(&xﬂkf‘@ VeA4 LA {‘3 et ‘yavjl Q
IS

— A - V-
g v “ T =Ty = 1 m(L —= 2 de @volash (4t olipsorde 2
erlle  £m O

N {E{“wﬁ {g,@}@w é@,@( 0 s W(‘Y\(?&Q »{ 5 & (7€)0j\

~ 17 o="TT
st véw;(‘ = W)ji
ot danto &3 ) Y90 2'= 2, sua Qrinu(e w Q = “fa’i‘%g -

. ii
Poc tanbo i(? . !2"” v i& ' d = O=M - Wf; iz = ““_«j’}wﬁ, %
' |2 ot N 4 5 = / =

X, Yo |

I

t35.C.0 SRE JdEds con bkbk de CQ}&QIQ)J&\}J’\ = C,< - . Cr de tevoluiey
SU— /\) M i de e f«mw‘m e wdes ckeﬁ Lemaol Q@Arqu de

Qf(&c:k? ? 'E“Q rercon a s coak

50@(9@ d@(wowc@a — E‘Q\{»sm&% de C&,&:c%@w on o(rn @ 2 === Lx=TI,

et ittt . L“*‘”? Tewnsoyr é@\égﬁgj\
[ |
Tl s B LS Zemqoneel de tﬂ
s » 7 4
il . Kj'&» P I 6 »%\«\ L= k\;\ ]

: we _ am®
€3 (SR (oo BN, Yo b Tt G Tepe 22—
/

S———

Y




o Qi

Gobe: 2, ogo
"?D( >L(~,«\Q)§\f(c\»-->.> Coba pome QX\@}. Q\O\Q, Q\%Qﬁ&@ @q
\ = [Ix© o Fe = (a2
far e S (Ge)(oe): 3a’
© D T 3! 6 (06 -
'
)4 Vol Sheiner /
-1 ':‘\:':f A=y ” !’VGA )
=Ly ’I\-{»M(VG Vo) sdo|— M /&
s < ey Y Dod
\3:0\ N .
e dy = ) LAy - O = a ¢ - T _
} 9T T 3a = Tt A
oS - Q.
AT (?C&\ié{‘va ™M odg
(2a? 2on 7
%z w,ijf = 21 ,; = :Z_..QQWWMMW
» A
) {ow 44 - wmal] > \
st [$) e () o] s
> | a4 4 -4 2

i ,
o | _

e T

t:» C)%lu bai’ko O L(@-) je/jm ‘ CQ\LUJKQC IC’\\Q-& |
@mo (Q}Jé\,uu@r\ S C Q_J\ ><>/2% (C&ﬁ’ &\%E‘*@-i é@{%s) 1)( - ».‘L/

I, © = Loxy T Taw
IO(%; © I f LT
=D SID
——t
- /{ , /lzﬁ — IRV"G'\EIE < —
Tezdwtlde = 5 (..L,xwé T, Ia) L jﬁ _ _ T
Ky v 2
lx < quw < $@, Y ,2,@ va R O oy Te




Et} @C@&%’i

&
Fs CoSR A2 Guadiade. CuM, 3&0&&0 en =0, (luder T, S= g= 2 G Q'o,s.
M

L e ttia an mdfﬁ;g "i{\gsméi? de. (Q}&QMO“ A
Schy (€ ‘,g e 2

S Lbew X? = »‘Lé

_ J 5 a, 5 .
’ --Lx (\J -(—\(\——*(jt“ﬁ_é‘ ;Qﬁiﬂ,z:mm.’imﬁ
, ‘T“"* A ¢ LT3 . a2y N
¢ «......(:"' PR
Por (azenDs LT ~_®

o . A4 N
T%:(@G@,wéq@ﬁ I o O\ (os60, %%Mé@/{:}}z(@igyl@j{,{))<%j§gg\)w
(4 S o)l o) (4, 6, o 2 z:,

2 ; Z 7 Y

\ o © I. 5 O

N /('“T ot > - T }? |
e E s T:l” IX ,i,-;( - %Z r |
T3 COSR Obce’ T 77 Rl ectanedor (o magunre M, Q. L,
e ST o

5z &Lﬂgaf'@& de (o {’b@f

G&

2 s
X —
I = {o:e@f,» ZY AN (2%, 65 6,9)
Lo V12 % o (alulawos fonser en D= X9 gadgele
: e > " \ G;} .
* . 5 = zﬁ( &
g : <o ( o Iy t
b, g R s
Y 3\ 3, = (?"Dfa ne \ogla
S Vf E‘E ‘5&3 = ‘iﬁ” ,é» :f‘\é,b.,. - b - jﬂ"z L= 1 >
(Ggﬁeu AR afij} L= I)ﬁ ;
! - W .
Tam Lt X e J % = 1. 1, +I ;Lm[aﬁég)

) j"bv 1:‘2’{* .‘-K/KD

Lo S :f:
o Gldoms A= ooqe & @M?““: -
e e

(‘}\353( éﬁ*f;?‘é&}m i




OQ'Q

&

A
/
Ve




Provigra CDSKR

Ny
, Odb&bo ,
Moo CDER 2 €, (. M) G [0, ma72m) 5 &, 4= §= g2 Tm (k) 'OO’??%}
e
)) Ce KG) = Q‘eji
% w ()= Wa K, |
/ y (o de C en D,y
ol R § ' Co ot ?
{j_::E_::::f"”"y5 Z; Ly %C: MR M2 _ MM )
N - : Mt g 2 3
] §\=—=-4 3
i — )
M, 3
I e W = = =+
Mt - = P o f:?‘?" "
2) Roccin @)%?m = Acl tewmc QmCx:}rg 16{%; {‘?f;: ;J
)2 & tho de g,:me}c{a%?j Y xa” ?(9 =0 Ol quzé%; Yy de amebele =X poc C @fs{w{}a&
(F) = o ‘jxfg(‘,}”w -
3’{:,% ?X%" Q (ﬁ‘?x% -

@
%%:f?x @

JoxT
/’\?‘Z{} - & ("’%‘*‘) 20
43, Ko KT
v 4 P




j ng\gggei’x de Wo Q@&ﬁ ae Al Aoe waqpl Ao e ‘és?:(éeu’“‘

tf\}:} Ep iwfé’zf’i %‘i

= —39° ) o 7t /) (¢

>{‘H =

yo By~ ¢ © ] R
? }?{1 (‘&‘“‘Q @ wk{):@»??ﬁ 7;/\/(,0&“0 Q/ 33/% Y2

i 5 fg;f‘:if‘é £ }fjg; e g{% SYRJ ¥

¢ éﬁ v Al o

"2'37

te

- NSy =

e *
Ko oo v ‘f{z"i”% é%”‘ 27 o

Puso U Tl teterne Ao Gatded de o vimianto

=T = O
- - R
;{ 3&2/}\“’ AR Q\:f *:‘%m }‘(ﬁ & A

q” L ‘ﬁ" s T 5’1 ”?’«W 5 '”!‘g; e
e ¥ »J%?i © > g e
v,

c 4y
7 oant Roedie = =
S A 3

:;;'

_




Momentos de wnesda !

(’IO: Sg‘zdmwj(x Yy %%} A
: 3

7 =G
. /}l ‘{ o MAAS
; . - AAsA

: 1§€1c§m- 20 A

v

: e .o @ rolv o
TRrgmes 2 QEL&C’\) Q%‘\fx'&iﬁ@\ﬁ & (&%\‘3 de SaaNgiov S\ f&sccfxﬁ C%f » N CQQ
Ag WRICE. —> Te X sela e WQK\@” elipide de AS UNpREs Se

A€ @irol tdon eoclisuion e sdution

e elipwide




(Recodatisio GAT)

MCC* 25”\1?{ ’—"->

L

t’&ﬁ\g TRoteps &Q\ "‘/\‘Oi\\&«\\?\) (,L."Q&Lw

4 S5
— ) . — 7 L
46,1 = D?QX n\LG—; R Zc; HAT - ?’Lec = Ci:%- Cle s Mih\ ’F 5 ?ﬁ
_ L
é‘io_)y’ Ci 2 i ¥ - 2 &(OP\YM({_};:) B Q?x: (‘c—'{\ﬁm
dt ¢ ¢ de -

R

Y
— d\?
diég),(m & + Of < 1:

22 Mg‘) ( 6‘5\»"'\&

-t % % “‘"’h 2= UL % Paner ’ ) O (o u;«)
- = [f—@oyi’m(ﬁj+ = 00 x
E
- Pl D\QA\ ‘e [TeTyd
F oot 2 Wifo s U
4 [ AN u»;x&‘\

/?Q( J(C\{@b: délc AST - ey vy
.‘Ziﬁgw = kax(?‘biﬁ% }‘t‘i\z*,(}

_ Pre

{ oo Ny

Ny s T W= Wgge %s
-]

=t

TUi= G O —s &= G e

./

/ / 13

/ / -
f' %, n’i Uz - i — B
%MU’ ( U ) %.M\f ~ki€“ﬂ _ = e ”Q”C&er%
i e s
A Sy o
/ oe &

/




)

s
Q,
[ Grado en Ing. en Tecnologias Industriales H Mecanica J ee
5
. %}@ ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° Izda., 28040 Madrid. Profesor
e Tifno: 91 53575 29 www.academiajc.com Alex Garcia

CINETICA Y DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

1-GEOMETRIA DE MASAS EN EL SOLIDO RIGIDO

1.1-MOMENTOS DE INERCIA DE UN SISTEMA MATERIAL

En lo sucesivo se particulariza el sistema material para el caso de un solido rigido. Se
tratard de un sistema continuo, por lo que los sumatorios se expresaran como integrales
y los elementos puntuales de masa como diferenciales.

Se define el momento de inercia del sistema como:

=17 dm

siendo 7 la distancia de Zm al punto, recta o plano respecto al cual calculamos el
momento de inercia, v con la integral extendida a todo el sistema. Asi, definimos:

momento de inercia respecto al origen:
2 2 7
Io= f(\" +y° 4+ z7) a'nﬁ
H

momento de inercia respecto a los ejes coordenados:

L=1(y +2)dm

[.= J(xg + z") dm

.= l(\7 + y')) dm

momento de inercia respecto a los planos coordenados:

Ly = fz‘; dm

l.= ] }}2 dm

1. = Jx”) dm

£s facil deducir las relaciones entre ellos a la vista de las ecuaciones:

c [\:V + I\'Z

]y = [\'_V + [,v:

I = Lz + ]y:

i

]O = [_\‘y + [,\'2+ Z:»‘z = ';' ([\ + ]_y + [ﬂ

g
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1.2.-PRODUCTOS DE INERCIA DE UN SISTEMA MATERIAL RESPECTO A
DOS PLANOS ORTOGONALES

donde r; y r; son las distancias, considerando sus signos, del dm a los planos ‘
considerados.

Se define como:

S1 consideramos las parejas de planos coordenados, los productos de inercia son:

PO.\'z.O_vz = P,\:p = .[.X "y dm
P OxyOzy — P.. = J.X "z dm

P Ovx,0zx — P vz T Jy ’

N

“dm
i

1.3.-TENSOR DE INERCIA DE UN SISTEMA RESPECTO AL ORIGEN

Lo definimos como:
M‘E}C’o M REN ch 5 a{f‘ retea

?C((G RO - [\‘ - - P,\:\‘ - P.\'z rP\Q/f b "%/( QC’{ UE’?) i’,,zgil Lan i:i; £
clae Lonfon e | = .
S lol=|-P. I  —P. (00087 o
[ N 1 vz ¢ 3 e
¢lonro rasms X4t fy2 J

O Lo BAOLS
@ g

1.4.-MOMENTO DE INERCIA RESPECTO A UNAI RECTA QUE PASA POR O
Y TIENE POR COSENGQGS DIRECTORES cosa., cosp., cosy

Dado el tensor de inercia en el origen O, [ o, el momento de inercia respecto a una recta
e que pase por O y Cuyos COSenos dnectmes sean los mencionados cosa, cosf, cosy,
vale:

LG g [ n n (e bt
% S ' A . ot olose (G
I, = (cosa co?ﬁ cosy)|—P, 1. —P,_||cos ﬁ St men t;?, G

) , - o b e X5, % Ue

Te =P, -P. 1. || cosy

£z vz

O desarrollando:
I, =1, cos’a+ I 'cos’?ﬂ + I, cos’y -2 Py, cosa cosfp-2 Py cosa cosy-2 P, cosp cosy

Dado que un vector unitario en la 'direccion” de la recta, u, tiene por

componentes (cosa cosf cosy), la expresion de I, queda:/]e T 0 u)

Teoria-Cinética y Dindmica del Sélido Rigido CD.SR. 221
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1.5.-EJES PRINCIPALES DE INERCIA

Si cambiamos los ejes del sistema de referencia, las componentes del tensor de inercia
cambiaran también. Se demuestra que, para cada punto O, existen tres gjes ortogonales
para los cuales la expresion del tensor de inercia es una matriz diagonal, y se denominan
ejes principales de inercia. "

De esta forma, si los ejes Ox’y’z’ son principales de inercia, la expresion del tensor de
inercia queda

\ 0 I,)

i
o ool

1.6.-ELIPSOIDE DE INERCIA

( &L’k‘éQQ do ovnss # U O C.:}v’\f\go( ko

Es el lugar geométrico de puntos que se obtiene al llevar sobre cada recta  que pasa por
O, v desde O, el segmento de valor, OF = %f“‘ (k constante arbitraria). Cuando r
]
.

describe la radiacion de rectas de vértice O, para cada valor de k, obtenemos un
elipsoide de inercia.

{50 j\{

La ecuacién del elipsoide de inercia es:

].\' - P\j\’ - P\'z X
2
(“\ ¥ 2) Ty [vr _Pvz V= /(
- P\: o [)rz [: = { } '
~ | o o, @~ EALR ‘;M\ v
g/gﬁﬁp\,/& = <
0, desarrollando: L Teines e
Jas
;\pgié—f O{?}f L 7 o

P
<>;(é¢ﬁﬂ3;

s 2 ? 2

Lox+ 1,y + [z 22 Pyxy-2 Py xz-2 P yz = k_}
/ | RS A 5{ Hiij 2,!“"‘(%@&" ;,((

o . . . . negedives g
———— Los ¢jes del elipsoide de inercia serdn principales de inercia en @ y por tanto, en esos ¢ ERa =
ejes el tensor sera diagonal. Si dos de los momentos principales de inercia de ese tensor g« seat-
son iguales, el elipsoide es de revolucidn. Si los tres momentos principales de inercia /35;323-{15&
~son 1guaies, el elipsoide es una esfera. En este caso, el momento de inercia es el mismo
huie»wndmntemente de la direccién de la recta que pase por =
S elip ecde (e csalguer et (ot © @m0 oo gé{(‘}z"dtﬂ

1.7-ELIPSE DE INERCIA &L @< che ffev= 2 pft
\P\ei/(/&c*

En el caso de un sistema masico plano, la interseccién del el elipsoide de inercia con el
plano que contiene la masa es, para cada valor de k, una elipse. Considerando que el
plano mencionado fuera el Oxy, la ecuacién de la elipse quedaria:

NI .
N : L X+ I, yz 2Pyxy =k 0= “E\;,,
© o\ [« , ' (S
%) [Ty — i/ AU ) ) ¢ bQqu ci@l x
A . >
53, = |y T, T 2y TR dipstide | b K
S Qi; 2 /UQ é,ih* {\(o\g&o dj\ \gz
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1.8-PROPIEDADES Y SIMETRIAS

Si m es plano de simetria:

G pertenece a (&%T\‘i\-é,@‘\in:g:ﬁleiljro~e§téﬁce{o1anfa'b oo ).

el producto de inercia P_. de m con cualquier otro plano ©’ perpendicular a 7t

es nulo.

todas las rectas perpendiculares a T son gjes de los elipsoides de inercia de
los puntos en que cortan a 7.

Si 6 es eje de simetria del sélido:

G pertenece a & (J% =0, momento estatico axico nulo ).

el producto de inercia P_. de un plano m perpendicular a & con cualquier otro

plano 7’ que contenga a & es nulo.
d es eje de los elipsoides de inercia de todos sus puntos.

Si § es eje de revolucion del sélido (y por tanto de simetria):
|0 €5 ¢JC de TEVOIUCION ¢

G pertenece a 6 (M, =0, momento estatico &xico nulo ).
PR St [s
el producto de inercia P_. de un plano m perpendicular a § con cualquier otro

plano " que contenga a 6 es nulo.

0 es eje de los elipsoides de inercia_de todos sus puntos.

Todos los elipsoides de inercia de los puntos de & son de revolucién en torno
ad.

Las rectas del plano ecuatorial de dichos elipsoides son GJCS de los mismos y

todas tienen el mismo momento de inercia. {Jeg Cm@” @cﬁj\ conXCii et

De esto se deduce que:

1

Cuando un sélido rigido tiene ‘tres planos de simetria mutuamente
perpendiculares, la interseccion de los tres planos es G y el tensor de inercia
en G respecto a las intersecciones o trazas de dichos planos es diagonal. Las
tres trazas se corresponderan ademas con los ejes del elipsoide de inercia en
G. _

Cuando un sélido rigido tiene dos planos de simetria, @ y 7°, mutuamente

,Qégpendiculares, G se encuentra sobre la interseccion o traza de dicho planos,

y el tensor de inercia en cualquier punto de esa traza respecto a unos ejes xyz
tales que z =traza, 7 = xz y 7n'= yz es diagonal.

Si el gje x es principal de inercia, Py, = P,. = 0 (analogamente para y, z)
Todo eje de simetria es principal de inercia (pero no a la inversa).

Si dos rectas r y s que pasan por un punto P son son de simetria y no son
perpendiculares, todas las rectas que pasan por P contenidas en el plano

definido por r y s son ejes principales de inercia y tienen el mismo momento

de inercia. ves Q %{Cﬂ\njvkc

f
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1.9.- TEOREMAS DE STEINER Poraike (elodores MOMEATD- de Mgrcies de

El momento de inercia de un solido rigido respecto de: gue N @a&&m ()0( G
a).-un punto P
b).-una recta 0
¢).-un plano &
es igual al momento de inercia del sélido rigido respecto de:
a).-el centro de masas G
b).-una recta d¢g por G y paralela a o
¢).-un plano de g por Gy paralelo a
mas la masa del sélido rigido por el cuadrado de la distancia entre:
a)-PyG
b)—cS Yy (5@
C)-T Y TG
respectivamente. Asi:

. 2
a) para momentos centrales: Ip=1c+Ma

. . )
b) para momentos axiales: Is=1;, +Ma
«

: 2
¢) para momentos planarios: [LT =/ + M'a\
o

El producto de inercia de un sélido rigido respecto de dos planos, 7; v 7, es igual al

producto de inercia respecto a dos planos paralelos a los anteriores por el centro de

masas, 7, Y 7, , mas la masa del solido por las distancias a y b entre m;- 7,y T2-7
| 2 ' 1

J

Aplicando Steinner para relacionar los tensores de inercia entre un punto O y el centro

de masas G, se obtiene: - (; 72
g et

| () -). 06 06)7nlo0). 057, ]

Si es necesario cambiar de sistema de referencia el tensor de inercia en un punto O, de
xyz ax'y’z’, siendo T la matriz del cambio de base de un sistema a otro, se obtiene:

— L '
(10 )A\"y'z' - T(]O ).\'yz T
(Las filas de T seran las componentes, en la base inicial, de los vectores de la nueva

base)

respectivamente:
P2 =Pr, n, TMab
1 2
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2.- DINAMICA DE LOS SISTEMAS

- MAGNITUDES CINETICAS.

Se estudia el movimiento de los sistemas de particulas (discretos o continuos), en particular de
solidos rigidos, en funcion de las fuerzas aplicadas sobre los mismos que, en general, se consideran
como datos (cuando se trate de fuerzas de ligadura se consideraran en general como incognitas).

2.1.1.- CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Se define la cantidad de movimiento de un sistema de particulas como la suma de las
cantidades de movimiento de cada una de las particulas del sistema.

- Sistema discreto:
Psisi. = Zpi = zm:“’i

Sist. Sist.
- Sistema continuo:

P = jdﬁ: J-\Tdm
Sist. Sist.
Teniendo en cuenta la definicion de centro de masas, la expresion de la cantidad de
movimiento del sistema queda:

[/

15 Sist. =M C

Sist

2.1.2-MOMENTO CINETICO.

Se define el momento cinético de un sistema de particulas respecto de un punto cualquiera
O como la suma de los momentos cinéticos de cada una de las particulas del sistema
respecto del punto O.

- Sistema discreto:

W —
Lo Z Ly, = Z FoX Ly,

Sist. Sist.
siendo 7 el vector de posicién de la particula / tomando como origen O.

- Sistema continuo:
LOSM JLO = j/’xv(/m

Sist. NAS
siendo 7 el vector de posicion de cada dm tomando como origen O.

2.1.3-ENERGIA CINETICA.

Se define la energfa cinética de un sistema de particulas como la suma de las energias
cinéticas de cada una de las particulas del sistema.

- Sistema discreto: Ecg, = Ec, = m,.viz
Sist. Sist.

- Sistema continuo: Ecg, = JdEc— J —v’dm
Sist. Sist.
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2.2-TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA DINAMICA DE SISTEMA

2.2.1.-TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

La resultante de todas las fuerzas exteriores a un sistema es igual a la derivada de la
cantidad de movimiento del sistema respecto al tiempo.

I — dﬁ Sist
2 e, = dt

‘

2.2.2.- TEOREMA DEL CENTRO DE MASAS.

La resultante de todas las fuerzas exteriores a un sistema es igual a la masa total del sistema
por la aceleracién del centro de masas.

; a5 T
Z Fl:'\l = ]Z;m = A/[ Sist a(v ‘%
iy, [ S

2.2.3.- TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO.

La suma de los momentos de las fuerzas exteriores a un sistema respecto de un punto
cualquiera O, fijo o mévil, del sistema de referencia, resulta:

-~ drL,. . . ‘\«q\\S i
{ DMy, o= T x py | Tee dorms
Xt d[ N Siv ) S

2.2.4.- TEOREMA DE LA ENERGIA CINETICA.

La variacion de la energia cinética de un sistema en un intervalo de tiempo finito es igual a
la suma de los trabajos de las fuerzas exteriores e interiores, es decir, de todas las fuerzas
que actian en el sistema, durante dicho intervalo.

‘ [F— - = ~
AEcg,, = Ec) - Ec, = Z-[/ Frppv,dt +ZJ; Fri v dt =Tp 1 T, \
i 1

o en forma diferencial:

dECSiXI = dTE\'/. + [l’T

Int

2.3.-SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.

Es un sistema de referencia cuyo origen es el centro de masas del sistema, moviéndose ligado a €l
con movimiento de traslacion respecto al sistema de referencia fijo en el que se analiza el
movimiento, y manteniéndose sus ejes paralelos a los del sistema fijo (sin movimiento de rotacion,
sin velocidad angular).

El sistema centro de masas no_es en general un sistema inercial (puede ser a. # 0), se mueve-con

una velocidad V. y se denota[S* El centro de masas suele denominarse CM, G o C.
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2.4.-EXPRESION DE LAS MAGNITUDES CINETICAS EN EL SISTEMA DEL CENTRO
DE MASAS.

2.4.1.-CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Ya se ha visto que la cantidad de movimiento de un sistema material es la misma que tendria
toda la masa del sistema moviéndose con la velocidad del centro de masas del sistema:

v

c

}3 Sist. = A/[

Sist.

Denominando p*._ a la cantidad de movimiento del sistema en su movimiento relativo al
[ Sist.

sistema de referencia del centro de masas, se tiene:

siendo v, *la velocidad de la particula 7 relativa al sistema de referencia del centro de masas

(v¥=v - V(.). Por la propia definicidn de centro de masas se cumple entonces:
/———..-W —

=p, =0 <7

2.4.2-MOMENTO CINETICO.

1 ma de Konig: El momento cinético de un sistema respecto de un punto cualquiera
O es 1gual al momento que tendria toda la masa del sistema concentrada en el centro de
masas, mas el momento cinético del sistema en su movimiente relativo al sistema de
referencia del centro de masas: —
* e 2
= ] . X 1\[ Sl
2‘(( Ke UN( L,. J—
=%,
-  vector de posicion de € tomando como origen O

- [,(. = Zl'l. X my, = Z/'i Xmv,; = L(.
Sist. Sist.

2.4.3-ENERGIA CINETICA.

con:

2° Teorema de Konig: La energia cinética de un sistema es igual a la energia cinética que
tendria toda la masa del sistema concentrada en el centro de masas, mas la energia cinética
del sistema en su movimiento relativo al sistema de referencia del centro de masas:

o= —Mg, Vie+Ec con Z mv’ .

/
£ Sist. "‘
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2.5.- TEOREMAS DFE LA MECANICA EN EL SISTEMA DEL CENTRO DE MASAS

Aunque el sistema del centro de masas no es en general un sistema inercial, posee propiedades que
hacen muy util su empleo en muchas aplicaciones.

2.5.1.- TEOREMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO EN S*

Como ya se ha visto, ,Evs = 0. Esta relacion se cumple permanentemente, por lo que se
. dp - - y _ -
puede afirmar que —*~ =0, que difiere de la ecuacion de la cantidad de movimiento en el
at

sistema inercial.

2.5.2.- TEOREMA DEL MOMENTO CINETICO RESPECTO DEL CENTRO DE
MASAS.

La suma de los momentos de las fuerzas exteriores respecto del centro de masas es igual a la
derivada respecto al tiempo del momento cinético en el centro de masas relativo al
movimiento del sistema material 1e§pecto al SlStelTl’l de referencia del centro de masa :

/
Fasts ST, = LR E Mewre = m:w(&é@
Eo w Fo fv / " E;;\ // Mv

0 (/4

referencia del centro de masas, es igual al trabajo relativo a dicho sistema de las fuerzas
. exteriores € interiores:

AE(\ = EC —Lc =7 +T

a2 Lvrt=2,

ecuacion que tiene 1a misma forma que la correspondiente a un sistema inercial.

2.6.- FUERZAS QUE DERIVAN DE UN POTENCIAL

Si existen fuerzas que derivan de potencial (conservativas), su trabajo se podra expresar como un
incremento negativo de energia potencial, quedando la ecuacidn de la energia:
- dEyet - dEeuac

_ T e [ —
=dt,, +dr,, =dT,, cons AT vocoxns YT cons T AT vocons

Sist. int

dEe
dEcg,, +dEp, +dEp,, =dT,. vocons T A Ti-nocons
B smasrerromsmn S

jgcaﬂ?&gg_;ﬁ:f Ai’)‘?sfz‘

Definiendo la energia mecanica como E =Fc+ Ep, si todas las fuerzas que actlan son

Mec

conservativas:

dz—(\l NOCONS +d2—1nl NOCONS = O

dE =d(Ec+ Ep)g, =0= L, = (Ec+ Ep)g, =cle

Mec., Mec
Sist
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2.7.- MAGNITUDES CINETICAS DEL SOLIDO RIiGIDO

2.7.1.- CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Se puede calcular igual que para un sistema deformable: ‘ p= Mﬁc

2.7.2.- MOMENTO CINETICO

. [
ot L) € wds RS 51T
T s ’}(_; S
[

El momento cinético puede escribirse: L =0Gx M - v, + [0 @ {con O punto cualquiera y

v, velocidad de ese punto como perteneciente al solldo) L(ﬁ'ﬂf el o warwas edde jirewle
?3(*’ SR {icﬂfd‘ wlatiare] fidzf"‘ {,{ri}r [BeRTe5Y

o . e et et e

T
Casos particulares:

| Uo =< B
@-  salido con punto fijo O L =1, @
p J _ 0o~ 1o — ,
[T "[ - = —
& - Momento cinético en el centrode n masas: O =G L;,=1,-0=L; #)

- Solido  libre:  por  sustitucion de  (#) en 17

/- - = = - { .
(L, =0GxM-V.+1[. &} O punto cualquiera del espacio
| Bt @) ¢ G i l‘ q I
T P D S0, e

Tma. Koenig:

Relacion entre [:0‘ % ZO’ dados dos puntos O,y O5: ([:0‘ = ZU. + ()3(5‘ X ﬂ

2.7.3.- ENERGIA CINETICA

R PR . “ l 2 — e o I - = -
La energia cinética se escribe: Lo =—mv, +mv, (0 xO0G)+—~w-[,-© (O punto del
- ’7 7

solido)
Casos particulares: Fate - :ﬁ/w\
- Solido con punto fijo O: | Ec= i o1, \\
- a— | 7 | ,WJ /
- Movimiento 1cspcctu del sistema centro de masas: E.=—&
des e =D, Ut o : 2
A . Lo s 1=
- Solido libre: Considerando O=G: [ Ec==M Vg+—w-1; o |
— %_,.W_ 2 )
Ec . e
Por otra parte, P = = ZF) v, Considerando v, =7, +dx AP, y desauollando se
/! vi ’
obtiene

o de b,
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2.8.- DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO LIBRE

En el estudio del movimiento de un so6lido libre se trata, en general, de obtener los pardmetros que

sitian al solido en el espacio en cada instante.-Asi como en el caso de una masa puntual solo eran

necesarios tres parametros para situarla en el espacio, en el caso de un solido el nimero de

parametros serd seis: las tres coordenadas que proporcmnan la posicion de un punto del solido, y los

tres angulos que orientan el solido en el espacios

En general se suele tomar como punto del solido su centro de masas, de coordenadas
M ettt e

0,C =& i, +n j, +C k| respecto de un sistema de referencia inercial { le,ym} , ¥y como angulos

para orientar el solido los angulos de Euler ({0,3,(//) que forman unos ejes principales de inercia
P e IS et e U }

con origen en C, {,CWL)/\;} con los del sistema de referencia{ O,x,y,z,
T P e

El sistema de seis ecuaciones necesario para obtener estas seis incognitas se genera planteando dos
ecuaciones vectoriales (que proporcionan las correspondientes seis ecuaciones escalares):

- el teorema de la cantidad de movimiento: Proporciona: éﬁs}“ = =7

e
.. L .
£ o= N, = . i
mq Y m QC = ~
-\) vamip=F,
. ‘«: < y /‘/ — F N N
: I 4 “Fon P
. l ‘/)\vf{,e\gigf’((ﬂl O\i‘;\ﬁ,) pd O(,\)%ié/\?} fa. { j rz/ ;
' J
- el teorema del momento unctlco en el centro de masas: Expresando el momcnto( 3(3\ >
Z = ( ()'\; *’Vej}a;‘ o
cinético en la base { Cxyz ; cfié - 2 /e %; G
0Y o,
O\o. |=loi+] o j4+1 ok
I \w,

Aplicando el teorema del momento cinético y empleando la derivacion en ejes
moviles se obtienen las ecuaciones de Euler:

Lyer CQOJ) aeedko  om @GZS S _S‘J'é@v&e

Lo+, -1 o0 =M, o dedels

Lo+, -1)oo =M,
Lo+, -1 )ow =M,

La rotacion @ aparece expresada en la base{ Cxyz }, por lo que es necesario

emplear las ecuaciones que relacionan estas componentes con las rotaciones de Euler:
s KA e T

= ¢ send seny+ 0 cosy
= ¢ senO cosy— O seny

w. =y +@ cosl

-

Sustituidas en las ecuaciones del teorema del momento cinético se obtiene el sistema

buscado. {‘1\&@53\\}&01‘1 T, ‘Z Q \g &, \é’(\
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2.9.- LIGADURAS EN UN SOLIDO RIGIDO

El movimiento de un s6lido puede verse restringido por ligaduras (introducidas por vinculos)
apareciendo de esta manera las fuerzas de ligadura provocadas por dichas ligaduras. Entre los
elementos tipicos que introducen ligaduras ideales estan los cojinctes: V

- cojinete radial: si esta situado en un punto O, permite cualquier movimiento del eje que lo
mantenga pasando por el punto O. Denominando a dicho eje como ¢je z. las reacciones de

M,=0
: o , . R_=0
ligadura en Oy las restricciones cinematicas cumplen: ¢ -
v, =0
AN
v, =0

cojinete axial (o de empuje): es un cojinete radial al que se le restringe el movimiento axial,

M, =0

o o vy, =0
esto implica las siguientes condiciones: '

Vo, =0

Vo, =0

- rétula (cojinete esférico): En este caso, el elemento rotula, en el punto O, permite cualquier

M,=0

Vo, =0

giro en torno a O, pero ningtn desplazamiento, cumpliéndose: v, =0
v, =0 B
R=Ri+R j+RKk
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EJERCICIO C.D.S.R. 1 Final 1996-02-12

1)

Se define un sistema de referencia {C,x,y,z} ligado a un soélido.rigido o, cuyo tensor central de

a0 0 ' <
\ Calcular la expresion
I = mL 0 b 0

0 0 ¢

inercia tiene en la terna {f , j’,k} la representacidén matricial:

matricial del tensor de inercia del punto P de coordenadas («,0,0) BIQ la base definida por los
e . - e gasmital. b (oraliuio JO belw
J 'OV o — ;. e I - \/E,; . = \/3 = | - ‘,Sh{:‘e{(“k“/r (%W
vectores i =1 =i+l k =——j+—k
IEZIr AL

2)

EJERCICIO C.B.S.R. 2 Septiembre 1997-09-16

Un cono de semiangulo en el vértice 30° rueda sin deslizar sobre un plano con una rotacién de
modulo @ . Halle la energia cinética del cono, expresandola en funcién de @ y de los momentos
de inercia respecto a su eje geométrico (I,) y a una recta perpendicular a éste que pasa por el
veértice (Iy).

EJERCICIO C.D.S.R. 3 Parcial 2000-06-12

Un sélido rigido, O, uno de cuyos puntos es O y su centro de masas C, se mueve respecto a un
sistema de referencia. S;. Sefale las proposiciones verdaderas en relacion con la expresion de la

energia cinética 7, =+w-/, -, en la que 7, es cl tensor de inercia en O y @ la rotacion

instantdnea de O respecto a Sy:

a) Es valida st O esta fijo en Sy. ¢) Es valida si O es cualquier punto de O.
b) Es valida si O coincide con C. d) Es vélida si O pertenece al gje instantaneo rotacion.

EJERCICIO C.D.S.R. 4 Septiembre 2002-09-16

)

Deduzca la expresion de la derivada temporal del momento cinético respecto de un punto O de un
solido rigido y de un sistema inercial, Lo, realizada desde un sistema de referencia ligado al solido,

en funcion de p, Lo, Moey y del torsor cinematico en O del movimiento del sélido respecto del

sistema inercial. N b, Us

EJERCICIO C.D.S.R. 5 Febrero 2003-02-10

5)

El sistema de referencia ligado a un sélido rigido de revolucién y densidad uniforme es S:Cxyz,
donde C es el centro de masas y Cz el eje de revolucidon. Justifique el ntmero minimo de
componentes no nulas del tensor central de inercia que son necesarias para escribir la matriz de sus
componentes en S y escriba dicha matriz.

EJERCICIO C.D.S.R. 6 Septiembre 2003-09-15

0)

Sabiendo que el centro de masas de un cono macizo y uniforme, de radio R y altura H, dista /7/4 de
su base, que el momento de inercia respecto de dicha base es m//7/10 y que ¢] momento de inercia
respecto de su eje es 3mR*/10, determine el momento de inercia respecto del vértice del cono.
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/ EJERCICIO C.D.S.R.7 Febrero 2005-02-07

7)  Obtenga la expresién matricial del tensor de inercia que un cubo de arista 2a y masa m define en
J uno de sus vértices, tomando una referencia de ejes perpendiculares a las caras.

EJERCICIO C.D.S.R. 8 Septiembre 2005-09-05

8) Obtenga la expresion matricial del tensor de inercia de un cubo de arista 2a y masa m en €l centro
de una de sus caras

EJERCICIO C.D.S.R. 9 Septiembre 2006-09-18

de masas ¢, lado a, con un orificio circular de radio a/2 con centro en el del cuadrado.

J 9) Determine el tensor central de inercia de una chapa cuadrada, de espesor despreciable, densidad superficial

EJERCICIO C.D.S.R. 10 Febrero 2006-02-13
{

;l 10) Un disco uniforme, de masa M y radic R, gira alrededor de su eje con velocidad angular w respecto de
un sistema de referencia S;. Otro disco uniforme, de masa m y radio r. gira respecto del primer disco con
velocidad angular —w alrededor de! eje del segundo disco que dista ¢ del eje del primero. Determine el
mo&dulo de la cantidad de movimiento del sistema material aue forman los dos discos.

En el sistema de dos discos de la cuestidn anterior. determine la energia cinéticaen Sy.

/ EJERCICIO C.D.S.R. 11 Junio 2007-06-18

{ Se considera el sistema de referencia So {0z} lizado a un cono de revolucian en el gue O es el vértice del
1D cono v Oz el cje del mismo. B momento de inercia respecto al eje del cono es Lo El mamento de inercia
N respecto a un plano perpendicular ab eje del cono por O es 1o Caleule el tensor de inercia del cono respecto

de O mediante fa matriz de sux componenies e S, -

EJERCICIO C.D.S.R. 12 Septiembre 2007-09-03 - Tl

12)  Un cuadrado uniforme de lado «, masa m y espesor despreciable, se encuentra en el plano z = 0, su centro
coincide con el origen de coordenadas, O, y sus lados son paralelos a los ejes Ox y Oy. Calcule el momento

51

1
ey

| . . 2 ~ .
de inercia del cuadrado respecto a larecta y = xdelplanoz = Q. T Ly

-
3

EJERCICIO C.D.S.R. 13 Septiembre 2008-02-15

13)

/ En el semicirculo de la figura, de radio R, masa m,
| centro Oy espesor despreciable, calcule el momento
de inercia respecto a su didmetro.

En el mismo semicirculo anterior, obtenga el mo-
mento de inercia respecto a la recta OC, siendo C gl
centro de masas.

Para el mismo semicirculo de las cuestiones anferio-
res, determine el producto de inercia P, en funcion
demyn.

Ejercicios- Cinética y Dinamica del Sélido Rigido ; C.D.S.R. 14/21
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EJERCICIOS REPASO

EJERCICIO R-C.D.S.R.1  Final 1996-09-09

1)  Determinar el momento cinético respecto al centro de masas de una esfera maciza homogénea de

masa m y radio R que rueda y pivota sin deslizar sobre un plano horizontal xy con una rotacion
ui+vk.

EJERCICIO R-C.D.S.R. 2 Parcial 1997-06-02

2)  Justifique si es suficiente que un sistema tenga su masa distribuida con simetria central para que el
elipsoide central de inercia sea una esfera.

EJERCICIO R-C.D.S.R. 4 Septiembre 2001-09-19

3)  Un cono recto, de seccidn circular, uniforme y macizo, de masa m, altura 4 y semiangulo en el
vértice «, rueda sin deslizar sobre un plano fijo con velocidad angular w. Determine el modulo de
la cantidad de movimiento del cono.

EJERCICIO R-C.D.S.R. 5 Septiembre 2002-09-16

4)  El sistema plano de la figura tiene una densidad masica uniforme, o, y esta limitado por
dos contornos cuadrados, concéntricos y girados /4, de lados a y b. Determine el
momento de mercia del sistema respecto de la recta PQ, diagonal del cuadrado mayor.

EJERCICIO R-C.D.S.R. 6 Junio 2006-06-26

Un solido rigido libre (¢r). de masa m = 1 kg. se mueve respecto de un sistema de referencia mercial.

th
~—

S{Oxpc}. El momento cinético medido en S respecto deun punto A es Ly = +7— 2+ 2tk En = O la
velocidad de A es va = 7+ + 2y la del centro de masas de C es v¢ = 27 + 2k Todos los valores estan en

umdades SI. Determune, en ¢ = 0, el momento resultante respecto de A de las fuerzas aplicadas a o

EJERCICIO R-C.D.S.R. 7 Septiembre 2006-09-18

6) Unsélidorigido, o, se mueve en ausencia de fuerzas exteriores. En S, sistema solidario de o, se conocen, en
- un instante, la velocidad angular (0, 1,2) vy el momento cinético respecto del centro de masas, Le(2, 1,0).
Calcule, en ese instante, la derivada temporal de L¢ respecto a S.

Ejercicios- Cinética y Dinamica del Sélido Rigido C.D.S.R. 15/21
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EN SOLUCIONES

EJERCICIO S-C.D.S.R. 1 Parcial 1998-06-01

1) Demuestre que la cantidad de movimiento de un sistema mecéanico, determinada en un sistema de
referencia S, coincide con la de un punto material cuya masa fuese la del sistema y se moviese con
la velocidad de su centro de masas respecto a 5.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 2 Septiembre 1998-09-21

2) Determine el momento de inercia de un cilindro de masa m, radio R y altura H, respecto del
diametro de una de sus bases.
EJERCICIO R-C.D.S.R. 3 Final 1999-02-16

3) Obtenga el tensor central de inercia de una lamina cﬁadrada da masa m y lado a, referido a sus
ejes.
EJERCICIO S-C.D.S.R. 4 Parcial 1999-06-07

4)  Escriba la expresidén del momento cinético de un solido rigido respecto del centro de masas, C, en
un cierto sistema de referencia, si se conoce el torsor cinematico del sélido en C, (ve, @), respecto
de dicho sistema de referencia, y su tensor central de inercia.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 5 Parcial 1999-06-07

5)  Demuestre que el momento cinético de un sélido rigido respecto al centro de masas es el mismo si
se evalua en el sistema del centro de masas (5*) o en cualquier otro sistema (S)) que posea
movimiento de traslacion respecto a 5*.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 6 Final 1999-06-28

6) Demuestre la siguiente expresion del teorema del momento cinético polar de un sistema material
/R
—& =5, xp+ M}
dt
cuando el punto O se mueve con velocidad vo respecto a un sistema de referencia inercial en el que

ext ;

p es la cantidad de movimiento del sistema material, y ‘M ;" representa el momento resultante de

las fuerzas exteriores.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 7 Final 1999-09-06

7)  Un punto O de un sistema material se mueve con velocidad yo respecto a un sistema de referencia
inercial en el que p es la cantidad de movimiento. Demuestre que cuando vo y p son colineales la

., o dL S
expresion del teorema del momento cinético polar es d—o =Mg" si M representa el momento
L

resultante de las fuerzas exteriores.
EJERCICIO S-C.D.S.R. 8 Febrero 2000-02-15

8) Demuestre que en cualquier sistema de referencia S, inercial o no, la cantidad de movimiento de
un sistema material es nula si su centro de masas esta permanentemente en reposo en S.
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EJERCICIO S-C.D.S.R.9 Parcial 2000-06-12

9)  Se consideran dos sistemas de referencia, S y S°, que se mueven relativamente en traslacién. Si O
es un punto fijo de S’, con velocidad v en S, demuestre la siguiente relacion entre los momentos

cinéticos de un sistema material o respectoa O,enSyenS’, L, = L',+OCx mv,, donde m es la
masa del sistema material y C su centro de masas.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 10 Junio 1997-06-19, Junio 2001-06-20

10) Se considera un sistema de referencia (S) en el que ¢l centro de masas de un sistema mecanico (Syy)
es un punto fijo. El sistema § gira con velocidad angular w respecto de un sistema inercial.
Demuestre que es nula la cantidad de movimiento de S,; determinada en S.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 11 Septiembre 2001-09-19

11) Un solido, o, de masa m, se mueve respecto a un sistema de referencia, S, siendo su torsor
cinematico en un punto, A, [\744,(5]. Conociendo, ademas, la posicion del centro de masas vy el
tensor de inercia en A, escriba la expresion del momento cinético de o respecto al punto A, en S.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 12 Septiembre 2001-09-19

12) Deduzca la expresion del teorema del momento cinético de un sistema de puntos materiales en una
referencia inercial, respecto de un punto B que se mueve con velocidad vg en dicha referencia.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 13 Febrero 2002-02-11, junio 2002-06-10

13) Determine el momento de inercia de un cubo de masa m y lado @ respecto a una de sus diagonales.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 14 Junio 2002-06-10

14) Escriba la expresion vectorial del primer teorema de Konig (momento cinético) para el sélido
rigido, haciendo intervenir el tensor de inercia del centro de masas.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 15 Junio 2002-06-10 Septiembre 2006-09-18 Septiembre 2007-09-03

15) El torsor cinematico de un solido rigido, en un punto O del mismo, viene caracterizado por v y @.
El sistema de fuerzas que actuan sobre el sélido se reduce en el punto O a la resultante F v
momento resultante #Mq. Exprese la potencia suministrada por el sistema de fuerzas.

En un instante se conocen el torsor cinemadtico de un sélido rigido en un punto A, [w, vl y el torsor de las
fuerzas exteriores aplicadas, [, M, ] en el mismo punto A. Exprese la potencia de las fuerzas aplicadas en
dicho instante.

En un ingtante, se conoce el torsor cinemdtico de un sélido rigido respecto a un punto, A, es decir, (W y va ),

y el torsor de las fuerzas exteriores, (' y A 1 ). Escriba la derivada respecto al tiempo de la energia cinética
en funcion de los datos indicados.
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EJERCICIO S-C.D.S.R. 16 Septiembre 2002-09-16 Febrero 2005-02-07, septiembre 2005-09-05

16) Escriba la expresion del teorema del momento cinético de un sélido rigido, en un sistema inercial,
respecto a un punto que se mueve con velocidad vg en dicho sistema.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 17 Febrero 2003-02-10 Septiembre 2007-09-03

17) ;Qué relacion existe entre las cantidades de movimiento de un mismo sistema material evaluadas
en dos sistemas inerciales de referencia uno de los cuales se mueve respecto al otro con velocidad
1?7 iy entre sus derivadas temporales?

’EJERCICIO S-C.D.S.R. 18 Junio 2003-06-09

18) Formule, en un sistema inercial, el teorema del momento cinético para un solido rigido, respecto
de un punto mévil, indicando el significado de las magnitudes que utilice.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 19 Septiembre 2003-09-15

19) Se conoce la masa m y el tensor central de inercia /. de un sélido rigido. Escriba su energia
cinética si el torsor cinematico referido a su centro de masas es (vV,.,@).
EJERCICIO S-C.D.S.R. 20 Febrero 2004-02-12

20) Seaun sistema material, ¢, que se mueve respecto de un sistema de referencia, S, de forma que el
centro de masas de o siempre esta en reposo en S. Exprese el momento cinético de ¢ en un punto O
cualquiera en funcion del definido en C e indique cdmo ha llegado a dicha expresion.

-

EJERCICIO S-C.D.S.R. 21 Junio 2004-06-17

- - . 2 22 2 N .
21) Sea una superficie esférica homogénea de masa m y ecuacién x° + y~ + = = R°. Determine la
expresion matricial del tensor de inercia que define en su centro 0(0,0,0), referenciada en x, v, z.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 22 Junio 2004-06-17

22) Obtenga la expresion matricial del tensor de inercia que la superficie esférica anterior define en
P(R, R, 0), utilizando igualmente la referencia x, y, z.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 23 Septiembre 2004-09-23

23) Determine el momento de inercia de una placa cuadrada uniforme, de masa m y arista a, respecto
de su centro.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 24 Septiembre 2004-09-23

24) Se considera una superficie esférica homogénea, de masa m, radio R y centro en el origen de
coordenadas. Halle la expresion matricial del tensor de inercia que define en el punto P(R,0,0)
respecto a la referencia x, y, z.

Ejercicios- Cinética y Dinamica del Solido Rigido C.D.S.R. 18/21
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EJERCICIO S-C.D.S.R. 25 Febrero 2006-02-13

25) Sea C el centro de masas de un sélido rigido de masa m. El torsor cinematico (grupo cinematico)
en otro punto A del solido es [i,,@]. Exprese la cantidad de movimiento del sélido rigido en
funcién de los datos anteriores.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 26 Septiembre 2006-09-18

26)  La velocidad del centro de masas de un sistema material, o, respecto de un sistema de referencia inercial,
Sy,es(1,2,2) m/s y su energia cinética en el sistema del centro de masas es de 100 J. Sabiendo que la masa
de o es 10 kg, calcule la energia cinética de o en S si todas las unidades son del Sistema Internacional ST..

EJERCICIO S-C.D.S.R. 27 Febrero 2006-02-13 Febrero 2007-02-12

27) Sean A y B dos puntos de un sélido rigido de masa m. La velocidad de su centro de masas es vc y el
momento cinéticoen A es L. Determine el momento cinético en B en funcidn de los datos anteriores.

EJERCICIO S-C.D.S.R. 28 Febrero 2006-02-13

Un séhido rigido homogeéneo. o, de masa »n, se configura a partir de un cilindro ma-

¢ c1zo de radio @ con un ortficio cilindrico de radio & (4 < a). con sus ejes paralelos a

(;} o una distancia ¢ (& < ¢ = a), todo ello segun la secci6n recta que se indica. Determine

) ‘ el momento de mercia de o respecto del eje por O, perpendicular a la seccion. en
funcion de m a. by ¢

b

EJERCICIO C.D.S.R. 29 Septiembre 2007-09-03

29) Formule vectorialmente, para un solido rigido, el teorema del momento cinético en un siste ma inercial cuan-
~do el punto de referencia, A, se mueve con velocidad v, . Indique el significado de los simbolos empleados.

Ejercicios- Cinética y Dindamica del Sélido Rigido C.D.S.R. 19/21
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PROBLEMA C.D.S.R. 1 (1998-06-22)

5y es ol sistema de referencia de Galileo, con origen en el centro de la Tierra y desde el que se observa
que la Tierra gira aniformemente, con velocidad angular wr, a razéu de una revolucion cada veinticuatro
horas. Se admite que §) o8 mercial,

-1

I) Se considera un satélite geoestacionario en la vertical de un punto A del ecuador terrestre. Si el radio
5 km v la aceleracidn de Ja gravedad en su superficie ¢s g = 0,81 m-s7%,

de la Tierra o5 Ry = 6370
determine:

1) El radio R de la érbita de dicho satélite, en k.
2} La velocidad del centro de masas del satélite, en km/h.

I} El satélite se asimila a un eilindro homogéneo de masa m, radio @ ¥ altura da. Un sistema e
referencia S, lipado al satdlite, se escoge con origen en su centro de masag, C, y eje Cz coincidents con
¢l eje peométrico del cilindro.

3} Determine el tensor central de incrcia del satélite, expresindolo por sus componentas en 5.

111} Cuando el satélite se sittia en drbita, el eje Oz 52 encuentra en la direccion de la vertical del punto A
siendo AC - k = 0y el eje Cx cs paralelo a la rotacidn terrestre wr y en su mismo seutido. La velocidad
angular del satélite, en ese instante mnicial, es wy, verificindose que

/3
wp-i=0; wq- j =0 wo- k=0 lwg x k| = |w] V=

Se designa por 5* el sistema e referencia del centro de masas del satélite, con origen on C' ¥ torenr oo

con la direccidn y sentide del momento cindtico inicial respecto a C.
4) Dn el instanic inicial de puesta on drbita, determine ol momento dnético respecto & € y In energia
cinética, evaluadas ambas magnitndes en Sy y 5*, expresanda las compaonentes del momento cimético
en la base 5.
Indigue justificadamente si se conservan algunas de estas magnitudes en los sistemas de relerencia
indicedos.
5) Expreselas componentes de larotacidn instantinea, w, en 5, en funcidn de los dngulos y rotaciones

de Buler de 8 respecto a §° y deduzea la evolueidn de w en S,

6) Expreselas componentes de Jarotacion instanidnes, «, oin S*, en fencidn delos dnpules ¥ rotaciones
de Fuler de S respecto a §* v deduzea la evolueidn de w en 5*.

1V} Con objeto de evaluar las posibles aplicaciones del satélite, se consideran tres SUpuestos en relacion

con ol valor de la rotacidn inielal wq, a saber

= a _
f'J‘) o = Vo — b) . 3\,’( ¢ s r“‘l e = d ;.h;;} "
1, [y = —8 [S2f A Ladyy = (e A SR AT

7y Determine, en cada caso, el tiempe que transcuire desde el instante inicial de puests en drbita para
que el gje C'z vuslva a colncidir con la vertical de A4, indicando si el vector k se aleja de la Tierra
o se orienta hacia ella.

Problemas - Cinética y Dinamica del Sélido Rigido C.D.S.R .20/21
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PROBLEMA C.D.S.R. 2 (2007-09-03)

Se configura un solido rigido, o=, uniendo dos discos planos paralelos, de espesores despreciables, mediante una
varilla que enlaza sus centros, Cy y Cs, con las dimensiones indicadas en la figura 1. Los radios de los discos son ry
y ra > ri. Las masas de cada uno son m; y my = 2y y sus densidades no son iguales necesariamente. La masa de
la varilla C;Cy es despreciable. Se escoge un sistema de coordenadas cartesiano S {Cxyz}, ligado a o, con origen
en su centro de masas, C, y con los semicjes indicados en las figuras.

Se pretende que o se mueva sobre un plano inclinado un dngulo « con el horizontal, de forma que el disco mayor
permanezca siempre en contacto con el plano inclinado. No existe rozamiento entre el disco y el plano inclinado.
Un sistema de coordenadas S {Oxyyz1 ). ligado al plano inclinado, es un sistema de referencia inercial. Su eje Ozy
es perpendicular al plano inclinado y el eje Oy horizontal, todo ello con los sentidos indicados en la figura 2. La
aceleracién de la gravedad es g = gsenwiy — goos aky.

El el instante inicial, 7 = 0, o se abandona en la posicidn superior izquierda de la figura 2, es decir, con los semiegjes
Ozy Oz, superpuestos y los otros dos coincidentes en direccién y sentido. En ese instante la velocidad del centro
de masas de o es v (0) = vo j; ¥ la velocidad angular del sdlido w(0) = wo ky.

Fig. 2

1) Determine la cota de C (tercera coordenada) en Sy. {1 punto}
2) Proporcione una razén suficiente para la nulidad de los productos de inercia Py, P del tensor de inercia
del sélido dgido en C, expresado en Cxyz mediante:

o P 0 0
(‘I C).n: =0 @ S
y determine los valores de Sy R. .0 § R, (2 puntos)

3) Determine el momento cinético respecto a Cy su derivada respecto del tiempo en Sy, en un instante genérico
t (t > 0), facilitando sus componentes en la base de S en funcion de la velocidad y aceleracién angulares y
datos del enunciado. y: {3 puntos)

4y A partir de las ecuaciones del movimiento de o, obtenga el valor mrm-;ho admisible de «g, en funcidn de
datos del enunciado, para que el disco mayor no se separe nunca del plano inclinado. {2 puntos)

5) Calcule la trayectora de C en S; expresdndola mediante las coordenadas de C en funcidn de 1. Obtenga el
angulo girado por o desde su posicién inicial, (1) {2 puntos)

# ok ok ok ok ok ok
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SOLIDO CON EJE FLJO / j K/ ,,,,,, —
1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA !f
[

Se estudia el caso de un sélido que puede girar en torno a una recta (eje de giro &) inmovil
respecto a un sistema inercial (S,,O]i, j,k,). Este eje estd sujeto mediante dos cojinetes, uno de
empuje aplicado a un punto O y otro radial en otro punto O’. Se considera un
sistema (S ,O1 jk ) ligado al solido, con origen en O y el tercer eje coincidente en direccion y
sentido con QO". M}k\u\}w

Se denomina / a la resultante del sistema de fuerzasfy M al momento del mismo en O.
Inicialmente, S, y S son coincidentes. Las fuerzas de ligadura en los cojinetes son:

- EnO: R= R'\_[ +R j+ Rk

- EmO: R=R_1+R J
Solamente es necesaria una coordenada para definir la posicion y el movimiento del sélido, el
angulo ¢ que representa el giro de S respecto de S; Interesa por tanto encontrar una ecuacion
diferencial en @ donde no intervengan las reacciones, que son incégnitas. Aplicando el teorema del
momento cinético proyectado segin el eje de giro (teorema del momento cinético axico), las
reacciones no proporcionardn momento dxico segun el eje, pues cortan al mismo. Asi:

dL '
-\—[m :[(p:>——~/——M =l .p=M.
— at )

R
Integrando esta Gltima ecuacidn diferencial se determina la posicion del solido en cada instante.

2.- REACCIONES DE LIGADURA

Para deternunar las componentes de las reacciones en los cojinetes se emplearan los teoremas de
cantidad de movimiento y momento cinético respecto de O:

m\/ =F+R+R

Ve =X

(D

- © Por teorema cantidad de movimiento:

~3 !

- Por campo de velocidades y aceleraciones del sélido rigido:
, Ia (uxz()+()>f/(

Asi: m<(;7)><(c)><r )+a)><r ):1?+1~€+1§'

Siendo L, =70 -® expresados en S, por el teorema del momento cinético se tiene (aplicando
derivacién en ejes moviles):
dLO C{LO\\, - = = . . =

=|—> | +wxL,=1[, O+adx/
dt s dt o o ¢

Teoria - Sélido con Eje Fijo SEF. 1/13
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En O, R no da momento, las fuerzas aplicadas dan momento M vy la reaccion R' en O da

momento Ak x R'. Por tanto:

(2)

.+(Dx}#:-@:M+hEx]§'

S1 se multiplica (2) vectorialmente por k se obtiene:

1y -)xk+(@x T, @)k = i1 <k + it

Despejando:
- _(]o -&;))x/;wL((Z)x[O ~(f))></;~/1;[></;
h

Y sustituyendo en (1):

R :~[7+/71((?)><(a3><7‘(-)+a)><r(.)_ (]0 ~a))></c +(Q)X20 -a))xk — M <k

3.- EQUILIBRADO ESTATICO Y DINAMICO

Considerando @ =@ k y sustituyendo en las ecuaciones de R y R' se obtiene:

oo Blg F k4 g7 Ty ke it
- h

R Y Y
h

Re—Frmlp?kx (k7 )+ K x7 )

Se observa que R' es perpendicular a & , mientras que en R, la componente segin k& es R, =—F,

Las componentes de R y R’ se pueden separar en:

- componentes debidas exclusivamente al sistema de fuerzas aplicado (F y M ). Estos
términos son los mismos que aparecerian en condiciones estaticas (sin movimiento). Se
llaman componentes estaticas de la reaccion, siendo respectivamente:

, - M xk
o

B - M xk ;
NS — -

Lo Coman 0 @A Got &7 ¢ 0 ~
- componentes que dependen de la geometria de masas (m, 7., I, ) y la cinematica

(¢,¢). Aparecen cuando el solido esta en movimiento, reciben el nombre de

Teoria - S6lido con Eje Fijo SRS £ ¢ S.EF.2/13
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(/)(}_ /)xk+g0 (/(x[ /;)x/;

Cow te R'(d. :\'(‘B o h

- ERCAN Y

%/&/Q’ Q“w{@ 4 FLAg vat i (: _ _ I ~
(o™ - o\[ ~/) k + '2(/{ ! -k) k
(w_},&& R, _m((/) k Y(l\ X7, )+(/) k%7, ) P\lo FJXHTP WX lo H)XE
e},a‘( h

Tr abajando en el sistema S (las componentes de 7. y [0 son constantes) se tiene:

Fo=E Tk [, k=-Pi-P.j+lk
Fxi =i+ 3 7, i xk=—pi+p. ix 1, k|xk=-Pi-P_]
k x (/: X Iy >= —Fi -y k x ( A) Pu_zT - P\;
y asi:
5 P j / P. ) R P. . P
Vo=@l —m A —— || —mE =plmé -+ | —mn+—
» p 7 ), / L - P vep Pyme P P ] 3
. / P ] ( P ] 2 P NS
o=l - —— T = o=l — |+ - —
X /)\ ) ) Yq 4 h h

Para un régimen de giro practicamente constante, estas reacciones serian constantes en S.
Proyectando en S, se obtendrian unas reacciones con caracter oscilatorio:

R, =R, COSp—-R, senp R, =R, senp+ R,  COSp

Yy Vi

R Y

R' =R COSp-R'  senp R, =R, senp+R' COSp

de la misma frecuencia que el giro. Esto supone una fuente de vibraciones en los apoyos del solido

ue acelera el desgaste de los cojinetes, de ahi que se intenten anular dichas reacciones. T
& J ] \ &}-
‘ . {‘Q(,-u LN ’@ \f E iy Lo 5 @gfg} £ s e [V PN f*(&: “ﬁw; wf‘ej

SN T Sy n il e fie A wgﬁﬁwtﬁf‘ A {f"é’fﬁwiﬁ\
Si‘p=&=0y P, :P, ““O las componentes centrifugas desaparecen y las reacciones en los

apoyos pasan a ser independientes del movimiento, coincidiendo con las componentes estaticas. Se
dice entonces que ¢l eje esta dinamicamente equilibrado. Ademas se cumple que en esta situacion

el gje de rotacion eseje-del-clipsoide central de inercia.

Si la Unica fuerza aplicada es el peso y el solido se encuentra inicialmente en reposo, con
n =¢& =0, para cualquier posicién inicial ¢, el sistema esta en equilibrio. Asi, cuando el centro de
masas se sitia sobre el eje de rotacidn, se dice que el solido esta estaticamente equilibrado.

) O ,
gﬂ,Uibfmﬁ,o A inecmies Z: T.0O
(F} =R = Q
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EN CLASE

EJERCICIO S.E.F. 1 Parcial 1996-06-03

1)

Una varilla de masa m y longitud 2a puede girar en tormo a un eje horizontal fijo perpendicular a la
varilla por uno de sus extremos. Calcular el periodo del movimiento correspondiente a las
pequenas oscilaciones de este péndulo compuesto.

EJERCICIO S.E.F. 2 Final 1996-006-24 final 2000~09-11 Junio 2002-06-10 Febrero 2003-02-10

Un solido rigido gira en tormo a un eje fijo o. Identifique las condiciones que debe satistacer & para
que el solido esté dinamicamente equilibrado.

Enuncie las condiciones necesarias y suficientes para que un sélido rigido con un eje fijo se
encuentre dindmicamente equilibrado

|
E
| @ EJERCICIO S.E.F.3  Final Febrero 1997-02-19

Un rectangulo homogéneo de masa m y lados 3a, 4a puede girar en torno a una de sus diagonales
con velocidad angular constante Q. Calcule ¢l médulo de las reacciones en los cojinetes si éstos
estan situados en los extremos de la diagonal, suponiendo el peso despreciable

EJERCICIO S.E.F. 4 parcial 1998-02-03

4)  Una estera de radio X y masa m, gira con velocidad angular constante @ alrededor de un eje fijo
v que pasa por un punto de su superficie en el que forma un angulo de 45° con el didametro
2 ) . . . . .,
Né‘wq, correspondiente. Sabiendo que el momento de inercia de la estera respecto a un diametro es
\ N W9 . , ., -
@ {ff’ +mR", determine la energia cinética de la esfera.
> EJERC[CIO S E I‘ Jumo 2000-07-03

- ™
Un cuculo homogéneo de pcso mg y radio R gira con velocidad angular constante {2 en torno a un
e fijo vertical, tangente ycop slanario con dicho circulo. El eje se sujeta con dos cojinetes: uno

>/,dx1a situado a una distancia R por debajo del punto de tangencia y otro radial, situado a una

distancia R por encima del punto de tangencia. Obtenga los mddulos de las reacciones en cada
apoyo..

EJERCICIO S.E.F. 6 febrero 2001-02-19

©s

Un circulo homogéneo de masa m y radio R gira con velocidad angular constante w en torno a una

~ de sus cuerdas quc esta ﬁja a una distancia R/2 de su centro. Se Sujeta dicha cuerda con dos

Ejercicios — Solido con Eje Fijo SEF. 5/13
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ﬂERCICIO S.E.F.7 Jumo 2001-06-20 Febrero 2006-02-03

Un triangulo rectangulo, isosceles y homogéneo, de hipotenusa ¢ y masa m, gira con velocidad
angular constante w en torno a su hipotenusa. Se sujeta dicha hipotenusa con dos cojinetes situados
@ en sus extremos, A y B. Obtenga las reacciones en los apoyos, despreciando el peso del triangulo.

EJERCICIO S.E.F. 8 Septiembre 2001-09-19

Un triangulo equilatero, o, de lado L y masa m, gira en torno a uno de sus lados, que permanece
vertical, con velocidad angular Q constante. El tridngulo se encuentra sostenido por un cojinete de
eme y uno radial en el supgx/@ Obtenga el modulo de las 1eacc1ones en
los cojinetes.

e e

— e
| - (2
EJERCICIO S.E.F. 9 Febrero 2002-02-11

i 9)  Calcule la energia cinética de un cilindro de revolucion, macizo y homogéneo, de altura 2/, radio
| {

R y masa m, cuando gira con velocidad angular de mddulo €2 en torno a una recta que pasa p01 su

'\ centro de masas y se apoya en el borde de las dos bases.

EJERCICIO S.E.F. 10 Septiembre 2002-09-16

/
@ 10) Calcule la energia cinética de un cilindro de revolucidén, macizo y homogéneo, de altura igual a su

radio, R, y masa m, cuando gira con velocidad angular de modulo €2 en torno a un didmetro de una
-

\ de sus bases.
EJERCICIO S.E.F. 11  Junio 2003-06-09
11) Un tornillo de seccidn circular, de masa m, paso p y radio medio R, se hace girar con velocidad
angular w alrededor de un eje fijo coincidente con su eje geométrico. Calcule su energia cinética.
EJERCICIO S.E.F. 12 Febrero 2004-02-12 Septiembre 2004-09-23 Junio 2007-06-18
12) Obtenga el periodo de las pequenas oscilaciones de un segmento pesado, de longitud L, que puede
girar en un plano vertical en torno a un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos.
{ .
i
Nio Una barra homogénea de longitud « y masa m puede oscilar verticalmente en torno a un eje

horizontal que pasa por uno de sus extremos. Determine el periodo de las pequefias oscilaciones de
este sistema en torno a su posicidn de equilibrio estable.

EJERCICIO S.E.F. 13 Febrero 2004-02-12 Junio 2004-06-17

13) Sea una chapa uniforme, de espesor despreciable, cuyo contorno es el de un tridngulo rectangulo
isosceles. Si la chapa se hace girar alrededor de su hipotenusa, sobre dos cojinetes situados en los
extremos de la misma, determine las reacciones en los cojinetes sabiendo que la masa de la chapa
es m, la longitud de uno de sus catetos a, la velocidad de rotacién @ y que se desprecia el peso y
cualquier otra fuerza aplicada. "

, .
A7 /
5’ {7 a4

i . .
Ejercicios — Sélido con Eje Fijo i S.EF. 6/13
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1% EJERCICIO S.E.F. 14  Septiembre 2004-09-23

L

- 14) Un circulo de masa m y radio R puede rotar en torno a una recta tangente al mismo. Se desea
‘equilibrar dindmicamente el sistema afiadiendo una masa puntual m' que gire solidariamente al
& circulo. Determine la posicion en la que hay que situarla.

'EJERCICIO S.E.F. 15 Febrero 2005-02-07

/

15) Halle la energia cinética que tendria un cubo de arista 2a y masa m si rotara con una velocidad
angular Q alrededor de una de sus diagonales.

)

EJERCICIO S.E.F. 16 Febrero 2005-02-07

:'f/
/. 16) Obtenga las componentes dindmicas de las reacciones que existirian si se sujetase el cubo anterior
con dos cojinetes, situados en los extremos de la diagonal.

"EJERCICIO S.E.F. 17 Septiembre 2005-09-05

angular Q alrededor de un eje por el centro de una de sus caras y paralelo a una de las aristas de

@ 17) Halle la energia cinética que tendria un cubo de arista 2a¢ y masa m si rotara con una velocidad
dicha cara.

EJERCICIO S.E.F. 18  Septiembre 2005-09-05

18) Obtenga el valor modular de las componentes dinamicas de las reacciones que existirian si se
| . co. . . . . .
\ sujetase el cubo ariterior con dos cojinetes situados en los puntos de interseccion del eje con las
aristas. '

/EJERCICIO S.E.F.19  Junio 2006-06-13

C = . A
19)  Seaun rectangulo de ecuaciones

i‘ -4 < X =a
¢ —2a < vy =la
= 0

y masa m distribuida uniformemente sobre su supesficie. Exprese su tensor central de inercia en los ejes xyz.

Si se hace girar 2] rectangulo anterior, de peso mg, con una velocidad constante £) en torne al eje ¥ que es
- horizontal, determine el imddulo del momento respecto al centro de masas defimido por el sistema de fuerzas

de ligadura.

Se desea hacer girar el rectangulo de las cuestiones previas en tomo a una de sus diagonales, y para equili-

brario dinamicamente se afiaden dos puntos materiales, cada uno de masa m’, en los puntos A(-2a.0,0) v
A (2a.0,0) de la referencia {Caz} de la cuestion 3. Halle el valor de »/ en funcion de . ’

Ejercicios — Solido con Eje Fijo S.EF. 713
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EJERCICIO S.E.F. 20  Febrero 2007-02-12

20)  Un circulo homogéneo de masa m y radio a puede girar en torno a una recta § coplanaria con el mismo y
situada a una distancia § de su centro. Halle el momento de inercia del disco respecto a la recta.

En el mismo disco de la cuestién anterior, determine el médulo de las componentes dindmicas de las reac-
ciones si los soportes del eje de rotacion se sit@ian en los puntos en que § corta a la circunferencia que limita
el disco y la velocidad de rotacidn es w = cte.

Siguiendo con el disco de las cuestiones 3) y 4), se considera ahora el disco sometido, también, a su peso,
mg. Obtenga el médulo de las componentes estdticas de las reacciones si ¢ es vertical y el cojinete axial es

el de cota més baja.

EJERCICIO S.E.F. 21 Junio 2008-06-20

21) Determine el momento de inercia de una placa rectangular homogénea, de masa m y lados « y b, respecto
de una de sus diagonales.

EJERCICIO S.E.F.22  Junio 2008-06-20

22) Un aro circular homogéneo y pesado, de radio R y masa s, puede oscilar, en su plano. alrededor de un
eje horizontal que pasa por uno de sus puntos. Determine el periodo de las pgquumq oscilaciones de este
sistema en (orno a su posicion de equilibrio estable.

EJERCICIO S.E.F. 23  Febrero 2009-02-06

23)  Una placa triangular homogénea y equilitera, de lade « ¥y masa m, gira con velocidad angular w alrededor
de un eje que coincide con una de sus alturas, en un sistema de referencia en el que el ¢je indicado es fijo.
Calcule su energfa cinética sabiendo gue el morhento de inercia de la placa respecto a uno de sus lados es

Loy
— i,
-

REPASO

EJERCICIO R-S.E.F. 1 febrero 2001-02-19

1)  Determine la energia cinética de un segmento A8 de longitud 2a y masa m que gira con velocidad
uniforme @ en torno a un eje fijo que contiene al centro de masas C 'y forma 45 con el segmento.

EJERCICIO R-S.E.F.2 Junio 2001-06-20

2)  El semicirculo homogéneo de la figura, de radio R y masa m,
gira alrededor de un g¢je coplanario con el mismo, que pasa
por su centro y forma 60° con su didmetro. Determine la
energia cinética del semicirculo cuando su velocidad angular _
es . =

Ejercicios — Sélido con Eje Fijo SEF. 8/13
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EJERCICIO R-S.E.F. 3 Septiembre 2001-09-19

3) Un cubo macizo, de masa m y arista a, gira con velocidad angular, w, alrededor de un eje fijo que
coincide con una de sus diagonales. Calcule su energia cinética.

EJERCICIO R-S.E.F. 4 Febrero 2002-02-11 Septiembre 2007-09-03

4)  Obtenga el modulo de la cantidad de movimiento de un cilindro macizo y homogéneo, de masa m
y radio R, que gira con velocidad angular @ respecto a una generatriz.

EJERCICIO R-S.E.F. 5 Febrero 2002-02-11

5)  La ecuacién del elipsoide central de inercia de un sélido rigido es x* + 2 + 3z° = 1, coincidiendo
el origen de coordenadas con el centro de masas. Se hace girar el solido alrededor de la recta de
ecuacion x = y = z. Justifique si puede afirmarse o negarse que el sélido se encuentra equilibrado
dinamicamente. ‘

EJERCICIO R-S.E.F. 6 Febrero 2003-02-10

E 6)  El aro hueco de masa m y radio R de la figura puede girar libremente
i'\ en torno a una recta perpendicular a su plano por un punto O del
: mismo, sobre la que serencuentran situados dos cojinetes a un lado y
| a otro de O y a una distancia 2R de ¢ste. Obtenga el modulo de la
reaccion en cada cojinete cuando el aro gira a una velocidad Q
| constante. suponiendo despreciable el peso.

EJERCICIOQ R-S.E.F. 7 Junio 2003-006-09

7)  Se consideran dos formas de hacer girar un' cubo homogéneo alrededor de un eje fijo de un sistema
inercial: a) haciendo pasar el eje por los centros de dos caras paralelas del cubo; b) haciendo
coincidir el eje con una de las-diagonales del cubo. En ambas circunstancias, los cojinetes de
apoyo se situan a igual distancia y equidistantes del centro del cubo, no existen fuerzas aplicadas y
la velocidad angular es la misma. (En qué caso son mayores los valores de las reacciones en los
apoyos? Justifique la respuesta.

EJERCICIO R-S.E.F. 8 Septiembre 2003-09-15

8)  Calcule la energia cinética de un cilindro de revolucién, macizo y homogéneo, de radio R y masa
m, cuando gira con velocidad angular de modulo @ en torno a una de sus generatrices.

EJERCICIO R-S.E.F. 9 Febrero 2004-02-12

9)  Calcule la energia cinética de un cubo homogéneo, de masa m y arista ¢, que gira con una rotacion
Q alrededor de una de sus aristas.

Ejercicios — Sélido con Eje Fijo S.EF. 9/13
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EJERCICIO R-S.E.F. 10 Septiembre 2004-09-23

10) Calcule el modulo del momento cinético respecto de la diagonal de una ladmina uniforme y
cuadrada, de lado 10 cm y masa 300 g, cuando gira a 120 r.p.m. alrededor de dicha diagonal.

EJERCICIO R-S.E.F. 11 Septiembre 2004-09-23

11) En las mismas condiciones de la cuestion anterior, determine el energia cinética de la lamina
cuadrada.

EJERCICIO R-S.E.F. 12 Junio 2005-06-20 Septiembre 2008-09-05

12) Obtenga el mddulo del momento cinético respecto a su centro de una placa rectangular de masa m,
lados a, b y espesor despreciable que rota con velocidad uniforme w en torno a una de sus
diagonales.

Calcule el modulo de la derivada respecto al tiempo del momento cinético obtenido en la cuestion
anterior.

EJERCICIO R-S.E.F. 13 Junio 2005-06-20

13) Cuando se analiza el movimiento de un sélido rigido que gira permaneciendo {ijjos dos de sus
puntos, O y O, las ecuaciones de la dindmica no permiten determinar las componentes segun el eje
0O’ de las reacciones en ambos puntos. ;Como se resuelve esta indeterminacion en la practica?

EJERCICIO R-S.E.F. 14 Febrero 2009-02-06

14)  Una placa semicircular homogénea, situada en ¢ = 0, estd limitada por la ineas ¥y =R y= 0,y gima
con velocidad angular w = wk alrededor del eje Oz, en un sistema de referencia en el que dicho eje es fijo.”
Conociendo el momento de inercia de Ia placa respecto al eje v, [y = [, calcule el momento cinético de Ia
placaen O, en funcidn de we [

Ejercicios — Solido con Eje Fijo SEF. 10/13
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PROBLEMA S.E.F.1 (2001-09-19)

Un cilindro homogéneo, o, de masa M, altura F y radie R, puede girar alrededor del eje zp de un sistema
inercial gue forma un dngulo @ con el cje geométrico del cilindro, constante, tal v camo indicn Ja figura.

E

|
a
i

i
-2 3
— ¥

El rje de rotacidn estd soportado por dos cojinetes, AL de empuje v B, radial. separados una disrancia i
de rotacion v se cscoge comw origen de cordenadas.

El contro de mazas del eilindro. C. pr}rim‘m{'m al o)
Los sistemas de refercncia S (Cryzl v § (Cr'y'2") son solidarios del cilindro v comparten e F e ' comdn.
Fl ein zy del sistema de referencia inercial, Sy, es vertical ascendente. Los ejes o, y. s mueven en un

H

plano horizonta. Los fres sistenuas de referencia son cirectos.
Sobre ol eilindro no se aplican mds luerzas que la de su propio peso, siendo g el mddulo de Ja aceleracion
de la pravedad.
4 N . . - -7 ¥ - )
1) Calenle las componentes del tensor central de inercia de o en la base [¢,7° K} del sistema 5.

2y Calcule las componentes el tensor central d ¢ inercia de o en la hase {1, 7.k} del sistema S,

A partir de este punto, se congidera que el cilindro inica su movimiento en £ = 0 con ls velociklad angular
() = wukl respecio a Sl

3y Justifique que el cilindro se mueve en £ > = (1 con velocidad angular constante.

4] Obtenga la energla cinética del cilindro.

5) Determing el valor de la relacién H/R para que el cilindro esté equilibrado dindmicamente.

6) Suponiendo que los valores de R y H son arbitracios, determine la componente radial v axial de la

reaccidn en cada cojinete.

7} Introduzea en las expresiones anteriores el valor de la relacion H/ R obiemda en o} apartado 5) ¥
explique los valores resultanies de las reacciones.

Ejercicios — Sélido con Eje Fijo S.EF. 1i/13
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PROBLEMA S.E.F.2 (2002-06-10)

Fara analizar el movimiento de un cono girando alrededor de nn gje fijo, se determinan en primer lugar
sus caracteristicas de inercie.

I} Sea un eono cireular, macizo v homogéneo, de masa m, radio R y altura # = 2R, Se consideran tres
puntes O, C v O, que son los origenes de tres sistemas de referencia directos y paraleles, ligados al cone,
notados E:, S* v B respectivamente. C es el ceniro de masas, encontrandose O y Q' sobre una recta
diametral de la base del cono, tal ¥ como indica Ia primera figura

R 1} Determine las componsates en 3 del ten-
a sor de inercia del punto O°.

) 2)  Determine las componentes en S del ten-
sor de inercia do O {tensor central de iner.
¢la) ¥ compruebe que su elipsolde de ner-
cia es eslérico,

¥ V=Y
31 Oldenpga las componentes en 5 del tensor de 010 0y
VILST S O foer gl v wn COrTEETIO LU E = 1 B 0 -
lnercia en O y campriebe que se corresponden (I o) = -;:Mfﬂ'“) 0 85 —90
con lag sigulentes: ' t' 2t

1} Se cousidera un sistema mercial 5;: Oy, en el qu o eje Oy coincide con la vertical descendente
v se coloea ¢l cono haciendoe colncidir tos qPIHl*‘i(’a J° de ‘5 v 012, de Sy, de furma que pueda girar con el
A 2] 1. q E

eje O Lijo (segunda figura). A tal ﬁu itia un cojinete de ampuje on el origon O y un enjinete radial
en el punto A(0,0,4R). En la posicién de equilibrio esLa1 lz del cono, coinciden los sistemas de referencia

Sy v S. En el instante inicial se abandona ¢ cono con su vériice en el punto de coordenadas (21,0, 28 )s, .

I

!
b g 19y

43 Determine s velosidad y acelevacién angular del cono cuando su vérticn pssw por la posicién mis
baja por primera vez.

5) Obtengs el valor de la reaceidn en cada cojinete, en el instante del apartado anterior, expresandolas
POT Sus componeneites en 5.

6} Partiendo de la misma condicién inicial que en apartados anteriores, el cono sufre una percusion
Piy en su vértice cuando éste pasa por primera vez por la posicién mis baja. Determine el valor
de P preciso para que el sonc quede inmdwvil ¥ las componentes de las reacciones de pereusidn on

los sojinetes.
11} El cono realiza oscilaciones de pequefla amplitud alrededor de su posicién de equilibrio esta alle,

7Y Determine el periodo de las pequefias oscilaciones.

Ejercicios — Sélido con Eje Fijo S.EF. 12/13
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PROBLEMA S.E.F.3 (1996-09-09)

Una turbing de vapor ntilizada para produeir energia eléctricn eo nn turboadternador
se mianticne givando o noa velocidad angular constante ng alrededor de suejes Enoan
motento dado ol eje comienza o vibrar v termina por rowmper los cojinetes de apoyvo.
S atribuve of fallo a un deterioro wmecanivo que Lo deseepilibrado dinangeanente ol
rétor. Para reparar la tirbina, se monta de nuevo sobre dos cojinetos Afde empnjes v
Afvadind v ose hace girar en torno oo eje vertieal noa velocidud sngnlar constante
iy, midiendo las fuerzas de reaccion en los apovos Ry Ry Seoelige i sistetos de
referencia solidario ab solido Al ey o 1ad gne A4 es ol cojinte de empujes Az es el eje
de givo v Aus Ay completan o sistem erirrectangular o derechas Lo posiclon del
cojinete AT en esta referencia viene dada por T terna (00000 Dada L maguiond de
las ferzas iplicadas se considera desprecinble o] peso de la babinae Las fuerzas de

veaceion tedides son solidiries al solido v s vador es

Ry = ~1i=1¥j)

| Ry = 'y j

- dundde £ oes e constinte con dinensiones de fnerai

|

| [ Fapresar b cutidad de movimiento de o b ens incion oo v de sn
E THOTHET O Cnbitlies ,-‘\/f, respeelo il (S%é' Al

!

| 20 Aphenr of reorena de Ja cantichad de moviniento pace determinag ol monento

A en huneion de las constautes Pl

3. Exprosar el wontento cingttico de la trbina en foncion de v de b componentes

e lie bise dacdacdel tensor de imereia del sélido en el poto AL

1 Obtener. aplicando ¢l teorema del momento cindtico respecto al punro AL fos
prodoctos de inercin P P en funcion de las constantes oo

5. Para equilibrar estiaticamente Lo turbina se afiade una wasin puutaad soosobre o]
eje Ag ennn punto de abaeisa o dadis Deterndnar ol valor de s en funeion de

M. u.

6. Se desen abiora terminar de equilibrar dindimicanente Te tirbina. shadicudo un
par de piasas puntiades iguales de valor s solire el plano Ayz en los puntus de
coordenadis (00 <b ey v (0. 6.0), donde & ¢s una constante dadae Calendar ' en

funcidn de P,.. P b.oc.

Los valores munéricos de las constantes del problema son: ng = 60007 rad T
I —1 - Y WT - .
1005 rad 75 F = 200000 N g = —1 1w, &= 0.5 n Caleular m v m'.
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SOLIDO CON PUNTO FLJO

1.- ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

Se estudia el movimiento de un sélido con un punto fijo. Se considera al solido sometido a un
sistema de fuerzas aplicadas, de resultante F y cuyo momento respecto al punto fijo es M , y a una
reaccién R en el punto fijo. Se analiza el movimiento respecto a un sistema inercial {S | ,Olajlla )
Se considera una referencia (S LOi k ) ligada al solido, con origen en el punto fijo O,
coincidente con los ejes del elipsoide de inercia en O y tal que se satisfaga la condicidn
I, 21, =1_. Laposicion del solido puede determinarse entonces con los angulos de Euler (go, 9,y)
que forman los ejes de la referencia(S ,O [ k ) con los de la referencia (S, ,O,f,j,/;, ) La rotacion

del solido, expresada en la base movil, queda, segin ya se ha visto:

. : Le
\ w, = ¢ send seny+ 6 cosy\ J a8’
w.= ¢ sent cosy— 0 seny (1)

w, =y +@ cosl

Por ser O punto fijo se cumple: . Deciv ejer mag
Teoitnie wiolty, uﬁ%% 2 O

j»»»wM Ws /e 4
]

dL, dL,
/ di ]S [ ]S LO )
03{&@‘. N |

Dadas las caracteristicas de la referencia (S O jk ) el tensor de inercia en ella es diagonal y de

componentes constantes, por lo que se obtiene:

— 0\ o,

{ Z:() = [O ’ (‘/j = O [,l' O a)‘\'J = ]\a)\; + [\’(0\"}: + [:a):/—(.
0 0

\

I\ @,

dL . L
( _ }:[\a)\_i +1 o j+1.0.k
dat ) t T

OxLy,=(, -1)o0i+ ~1)ooj+ ~1)owok

- Por lo que el teorema del momento cinético, expresado en la referencia (S ,O 1 jk ) queda:

T J[ o+, ~1)o,0, =M, f{’” I = Z Mo ool
Tlo, +U, -1 )00 =M, 2) 0(5 s
¥ ][a) (I, ~ 10,0, =M,

(LK dinswite de w1 :;«?,@A .

e %b\m‘%%}}%&ﬁ G C
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Ecuaciones formalmente idénticas a las del movimiento del solido libre, y que constituyen las

ecuaciones de Euler. Los sistemas de ecuaciones

(1), FD), (1), es decir, la evolucion del movimiento sélido rigido.

M@J
]]Zci): +(I, ~1)w o =0 (c)

x

(1) y (2) permiten determinar las funciones

Una vez resuelto el movimiento se puede despejar el valor de R_del teorema de la cantidad de

S o CAS@
F+R=ma, ; a)x(a)xr +a)><1~f'%

movimiento:

enesier s,

Rzm(@x(@xf(.)+5xfc)—F

(0@1‘40\

2.- MOVIMIENTO POR INERCIA

Se produce cuando el sistema de fuerzas aplicadas sobre un solido rigido se puede reducir a una
fuerza Unica cuya linea de accion pasa por el punto fijo. Como esta fuerza no da momento en O, las

ecuaciones de Euler quedan:

Lol pte o) Z Fro

‘éﬁ ;"it‘wagk\c Py “E <3
lo +(, -1)o o, =0 (a) pose ar 0
.o, +(, -1 )00, =0 (b) fods (vt

Sise opera (a) -, +(b) @, +(c) w,_ seobtiene:

o lo queeslo

mismo:

es decir, que la energia cinética se mantiene constante (previsible dado que las fuerzas presentes
estan aplicadas en un punto fijo y por tanto su trabajo es nulo).

Operando ahora (a) doo +(b)- T .o, +(c) 1,0, seobtiene:

\\M

oloqueeslo

. .o, 2
es decir, que la norma del momento cinético, L°,

WWMWW/»M

misimo:

s’] OIS +] w.o, +1° CU(X’?‘(]] -1 I +1 1 ~-11 +11 —1]1. )cf)_\w_‘,a)Z

/M/ s

- dm; g a);

\\ f,w""“

e e

|

=0

se conserva. El propio vector L, se conserva en

S\, al no dar momentos en O las fuerzas presentes (aunque las componentes de L, no se conservan
en S). Por tanto:

=cte=K ; LI=cte=K'

Teoria - S6lido con Punto Fijo

S.P.F.2/11




T

y o
e ,-'.;3\ , | Grado en Ing. en Tecnologias-Industriales ||~ Mecanica S,

\ - Q
%5 €:\ ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° Izda., 28040 Madrid. Profesor R q

Tifno: 91 535 75 29 www.academiajc.com Alex Garcia

2

. 2T o .
Definiendo las constantes [ = 7 Q= Nk y junto con (b),se puede escribir otro sistema:

Lol +] 0+ 0 =10
Lol + ol + 1’0l =1°Q% (3)
Lo+, ~1)o.0 =0 (D)

cuya resolucion (ver Schz-Prz paginas 71-72) permite obtener la reduccién a cuadraturas

( o, d(l)
| j —,u(t —1,). Obteniendo el valor @, (7) y despejando se obtendrian

) e det - ot -

'\

;0) (0 y w ().

/9 2.1.- DISCUSION DE LA SOLUCION SEGUN EL_ VALOR DE [ (Ver Schz-Prz Pag. 72-75)

—y s W, 7
2.2- ANGULOS DE EULER | __ jo s .60 171

_—

Como en S| es ZO =lwi+I o j+I.0k :@ikl =cle, multiplicando escalarmente por los

{[O} 7 gf/wbﬁo@’“\{/ ?1\60"‘@}03{/)/;,{, ({Q}@{E

vectores unitarios de la base movil se obtiene:

(o ?’- [ . =1Q send seny o RN - }U (ia &\3}/‘*‘“‘”
Lo 3 I o, =I1Q send cosy (4)
Lol [ .o =1Q cosO

Ecuaciones de las que se deduce:

. . [ w,
- angulo de nutacién: @ : cos@ =~
. S [ w,
- angulo de rotacion propia: : gy =——
w

- angulo de precesion: ¢ : de las ecuaciones de (1) y (4) se obtiene:

—

2 2
K. w_ seny +w, COSI//\\ ‘ I’ +1 o
| = - i\ y por tanto, operando: Q=10 ——
\ sent \ I"w +1"w’
) g g

e T

S y

Lo cual deja reducido a cuadraturas el calculo de la precesion.
) Casos particulares: ver Schz-Prz pag. 76-77
yd
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2.3 CASO EN QUE EL ELIPSOIDE ES DE REVOLUCION (0o & 1)

Teniendo en cuenta que ahora no se impone que /_ =/ ,y empleando los sistemas de ecuaciones
M%WLAM z «

(1), (2) y (4) se obtiene:

+
\
de la tercera ecuacion de Euler se deduce que es @, =cte, lo cual sustituido en la \L
tercera ecuacidn del sistema (4) proporciona: cos@ = \ = cte =)0 = O y~¢
\\,,, \>\ Lo ] =( Q e

de las  primeras ecuaciones de (1) 'y / (4), sabiendo que es
_IQ sen@ seny

0=0:¢ send seng/*(z)

0/ ’i(q

de la tercera ecuacion de (1) y de los resultados anteriores se tiene:

(1 -1, I —1. . / (
W=w,~ ¢ cost=p (J-}”i]cosézwz(—w—-"[ ‘j:cze Dac LP 9 %

Ry

Se tiene por tanto un movimiento de nutacion nula y precesion y rotacion propia uniformes, que se
puede describir por la rodadura sin deslizamiento de un cono de Poinsot de revolucion, movil,

sobre otro cono de Poinsot de 1evoluclon ﬁJO Si I, >71.)los axoides 1ued§m exteriormente." St

\[ < /' (el axoide moévil rueda exteriormente sobre el hJo

2.4.- MOVIMIENTO SEGUN POINSOT

Se estudia la evolucion del sélido a partir del movimiento del elipsoide de inercia en el punto fijo.

Se denomina polo al punto P que se mueve sobre el elipsoide de forma que el vector OF se
encuentre siempre sobre la recta de accion de la rotacion @ | siendo / el médulo de este vector, o

su recta soporte y u; el unitario con la direccién y sentido de .OF .

Se consideran los siguientes teoremas para el elipsoide de inercia: Mo |

e, .

i

e

la  energia cinética del solido es directamente proporcional a @ —-

1., 1 K 5, 1k
T =—]l,0 =— =’ ==-—a" (ver Schz-Prz pag. 152)

277 2 norOP 2 [

el momento cinético es perpendicular en todo instante al plano tangente al elipsoide de
inercia por el polo.

la distancia del punto fijo al plano tangente al elipsoide de inercia por el polo es
directamente proporcional al cociente entre la raiz cuadrada de la energia cinética y el
L - el 2
moédulo del momento cinético: d=0P-n= Z—ai~——0~ T = l£\—2~a)2 =d= k ﬁ
o L, 21 2 L,
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Aplicando los resultados obtenidos para el movimiento por inercia del solido a los teoremas de

“Poinsot, se deduce que el elipsoide es siempre tangente a un plano de direccién fija situado a una

]

distancia constante d = % del punto fijo, es decir, el elipsoide de inercia del punto fijo de un
!

solido que se mueve bajo la accion de un sistema de fuerzas de momento nulo respecto al punto fijo

rueda y pivota sin deslizar sobre el plano fijo. {?é@rw s §Mwi\g§ o Z;j

En su evolucidn, el polo describe dos tipos de curvas:

- Poloide: curva que describe el polo sobre el elipsoide de inercia (’W"MQI@&}

Herpoloide: curva (plana) que describe el polo respecto al sistema fijo (x base]

La forma de -la poloide depende de las condiciones iniciales del movimiento del sélido y, en
concreto, de la constante /. (Ver Schz-Prz. Pag. 80-82)
S1 el elipsoide de inercia es de revolucidn, entonces las poloides son circunferencias cuyo centro

esta sobre el eje de revolucidn y contenidas en planos perpendiculares al mismo. E%es’ce“c*rse-seio

son-estables-tas-rotactones-alrededordeteederevotuctédn.

3.- SOLIDO PESADG CON PUNTO FIJO (PROBLEMA DE LAGRANGF PO[NSOT)
N ST

Se eatudla la evolucidn de un sélido rigido con punto fijo con su propio peso €omo Unica fuerza

apllcada\Se toma el tercer eje fijo segin la vertical ascendente. El momento dcl peso respecto del

punto fijo no- twne ])OI qué ser nulo ‘por lo que el momento unctlco no se mdntlem constante.

o

El peso deriva de potencxal, v Ias fuel zas de 1 1eacc1on estan apllcadas en el punto fijo, por lo que la
energia mecanica sé m‘mtlene constante Si el | centro de masas tlene por coordemdas (& .7 .¢)en

, |
el sxstema movily (&, ,7, ,{ )\en el sistema ﬁ_}O se obtlene |

,/

| I A
T+ mg;I;; E=— > (] ’ + 1 (J +‘[ ©; ) mgg(cf sen@ seny +/7 5617(9 cosy +§ cosB) =

H T

H
| | /
Las fucu:as de hgadma e'stan aphcadax en el punto fijo, origen del sistema hjd el peso es paralelo

al eje z,, p01 lo que el momento cmetlco axico respecto de z; es constante: g’

|
\\ |

I .o, sen@ sen w1l o, sen/@/ cosiy + 1. w. tos@ = L\,

;

i
|
;

| .

El sistema se completa con la tercera ecuacién de Euler: AN
Lo +(, - 1‘}.\;/),(()}‘(1)“‘ =(r.,—mgk,, k) \
Con este siStema se ha evitado la aparicién en las ecuaciones de la reaccidn, en el punto fijo
(mcogmta) En determmados casos dicho smtcma se reduce a cuadraturas. El mds_conocido es
aquel en el que c,l elipsoide de inercia del punto fijo es de revolucion y el centro de -masas se

cncuentla soble el gje de revolucién (trompo peqado)

u TROMBO PESADQ/(</IEZ L/V’IB 0% \@\JEX@)
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EJERCICIO soluc-S.P.F. 1 Final 1996-02-12

1) Nombrar los tipos de movimiento del trompo pesado.

EJERCICIO soluec-S.P.F. 2 Final Febrero 1997-02-19

2)  Describa la evolucion de un sélido rigido con punto fijo en el caso de movimiento segin Poinsot.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 3 Parcial 1997-06-02

3)  Enrelacion con los movimientos zonales del trompo pesado, jcual es la caracteristica fundamental
comun que presentan el movimiento absidal y el movimiento con cuspides?

EJERCICIO soluc-S.P.F. 4 Septiembre 1997-09-16

4)  Describa el movimiento segin Poinsot y establezca bajo qué hipdtesis dinamicas tiene lugar.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 5 febrero 1998-02-24

5)  Escriba las ecuaciones de Euler para el movimiento de un sélido rigido con un punto fijo e indique
el sistema de referencia en el que se expresan las magnitudes que intervienen en Jas mismas.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 6 febrero 1998-02-24

6) ;Cuando se dice que un solido rigido posee un movimiento segun Poinsot?

EJERCICIO soluc-S.P.F. 7 Final 1999-02-16

7)  Escriba la energia cinética de un solido rigido que se mueve con un punto fijo O, en funcion de ia
rotacion @ y el momento cinético L.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 8 parcial 2000-06-12

8)  Escriba la clasificacidn terminologica de los posibles movimientos del solido rigido pesado, con
elipsoide central de inercia de revolucion y un punto fijo en el eje de revolucion, no siendo
necesario indicar los valores de los pardmetros que definen cada caso.

EJERCICIO soluc-S.P.F.9  Junio 2000-07-03

9)  Seiale la proposicién que incluye las condiciones que determinan un movimiento segun Poinsot de
-un solido rigido pesado que se mueve con un punto fijo O

ay el centro de masas coincide con O

b) el elipsoide de inercia del s6lido rigido en O es de revolucion

c) el elipsoide de inercia del s6lido en O es de revolucion y el centro de masas se encuentra
sobre el eje de revolucién

d) larotacidén inicial del sélido es segun un eje permanente de rotacion

Ejercicios — Sélido con Punto Fijo SPF.6/11
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EJERCICIO soluc-S.P.F. 10 final 2000-09-11

10) Un solido rigido se mueve con una rotacién @ alrededor de un punto fijo O, en el que define un
tensor de inercia Io. Si la masa del solido es m, determine la cantidad de movimiento, momento
cinético respecto a O y energia cinética del sélido en funcion de los datos anteriores y del vector
OC que posiciona su centro de masas C respecto a O.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 11 febrero 2002-02-11

11) Se considera el movimiento por inercia de un solido rigido con un punto fijo. Describa el
movimiento del elipsoide de inercia del sélido en el punto fijo.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 12 junio 2002-06-10 septiembre 2002-09-16

12) ;A qué se denomina movimiento por inercia de un sélido rigido con un punto fijo?

EJERCICIO soluc-S.P.F. 13 Parcial 1996-06-03 parcial 1999-06-07 febrero 2002-02-11
junio 2002-06-10  junio 2003-06-09 septiembre 2003-09-15
13) Escriba las ecuaciones de Euler para el movimiento de un soélido rigido con un punto fijo y precise
el significado de cada uno de los simbolos utilizados.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 14 septiembre 2003-09-15

14) Indique las caracteristicas del movimiento por inercia de un sélido rigido con un punto fijo cuando
el elipsoide de inercia de dicho punto es de revolucion.

EJERCICIO soluc-S.P.F. 15 septiembre 2004-09-23 septiembre 2005-09-05

15) Se considera el movimiento de un solido rigido con un punto fijo sometido a fuerzas no nulas.
. Qué condicion debe imponerse para que resulte un movimiento por inercia?

EJERCICIO soluc-S.P.F. 106 febrero 2005-02-07

16) Escriba las ecuaciones de Euler e indique las condiciones exigidas sobre los €jes x, y, z en las que
se expresan.

Ejercicios — Soélido con Punto Fijo S.PF. 7/11
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(/ EJERCICIO S.P.F. 1 Parcial 1997-06-02

1)  Un solido rigido se mueve con un punto fijo (0), siendo Mo el momento de las fuerzas exteriores
respecto a O y @ su rotacion instantdnea. Demuestre que la variacion temporal de la energia
: cinética coincide con w-Mo.
| EJERCICIO S.P.F.2 parcial 1998-06-01

i
J 2} Demuestre que en un solido rigido que se mueve con un punto fijo O respecto a un sistema de
referencia inercial Sy, de forma que las fuerzas aplicadas dan momento nulo respecto a O, su
energia cinética en S) se mantiene constante.

EJERCICIO S.P.F. 3 parcial 1998-06-01

3) Un sélido rigido se mueve respecto a un sistema inercial S;, manteniendo un punto fijo (O) que no
es el centro de masas, actuando sobre el mismo un sistema general de fuerzas aplicadas.
Designando por S un sistema de referencia ligado al solido, indique si cada una de las siguientes
proposiciones es verdadera o falsa:

a) El tensor de inercia en C es constante respecto a 5.

b) Las componentes del tensor de inercia en C son constantes respecto a S.
c) El tensor de inercia en O es constante respecto a 5.

d) Las componentes del tensor de inercia en O son constantes en S.

e) El tensor de inercia en O es constante respecto a S.

J EJERCICIOS.P.F. 4 parcial 2000-006-12

4)  Un solido rigido (O) se mueve con un punto fijo (O) respecto a un sistema inercial (S;), en
ausencia de fuerzas aplicadas, siendo Ox, Oy, Oz, las direcciones principales de inercia en O, tales
que Iy =/, = 2[,. Obtenga las soluciones generales que expresan @ (t), @ (1), (t), dependientes

de las constantes de integracién necesarias.

EJERCICIO S.P.F. 5 Parecial 1997-01-27 junio 2001-06-20

5)  Un so6lido rigido homogéneo, en forma de paralelepipedo recto, se mueve en ausencia de fuerzas
de todo tipo, animdndole inicialmente de una rotaciéon wg alrededor de una de sus diagonales.
Justifique el movimiento del sélido a partir del instante inicial. Justifique si la rotacion instantanea
permanece o no constante a lo largo del tiempo y el valor de la velocidad del centro de masas.

EJERCICIO S.P.F. 6 junio 2003-06-09 septiembre 2005-09-05

gz
"

6) Demuestre que en el movimiento del trompo pesado simétrico, se conserva la componente de la

rotacidn sobre el eje del trompo.
EJERCICIO S.P.F. 7 febrero 2006-02-13

V‘L 7y  Un sélido rigido se mueve con un punto fijo O respecto a un sistema de referencia inercial Sy, de
forma que las fuerzas aplicadas dan momento nulo respecto a O, Obtenga la derivada de su energia
cinética.

Ejercicios — Sélido con Punto Fijo S.P.F.8/11
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EJERCICIO S.P.F. 8 febrero 2006-02-13

%@ 8) Se considera el movimiento del trompo pesado simétrico con un punto fijo (O) en un sistema
inercial (S;) es decir, tal que el elipsoide de inercia de O es de revolucion y sobre dicho eje se
encuentra el centro de masas C, Se adopta Oz, vertical ascendente y Oz, tercer eje del sistema de
referencia (S) ligado al trompo, coincidente con el vector OC. Indique las magnitudes que se

conservan: ,
a) Energia cinética d) L, ‘ g) o,
b) Lo e) Energia mecanica
c) L, f) o’

EJERCICIO S.P.F. 9 junio 2007-06-18

9) Se considera un s6lido rigido pesado con su centro de masas lijo y elipsoide ceatral de inercia esférico.
Determine el valor de las componentes de o cotacion mstantianea en funcion del tempo para un sistema de

referencia ligado al sdlido.

EJERCICIO S.P.F. 10 febrero 2008-02-15

0
VJ 10)  Un girdscopo de rigidez H se utiliza como estabilizador en un barco, de forma que el eje del giréscopo (z)
puede girar libremente en torne a un eje dirigido transversalmente al barco (de babor a estribor), perpendi-
cular a z y que pasa por el centro del giréscopo. Si g es el angulo que forma z con el eje perpendicular a la
cubierta y se aplica al giréscopo un par de médulo # segin la direccién popa-proa, obtenga el valor de |3]

en funcion de H, 3. B8

EJERCICIO S.P.F. 11  junio 2008-06-20

ﬂ/ 11)  Elrotor de un girdscopo se mueve manteniendo en reposo su centro de masas en un sistema inercial. Calcule
justificadamente la cantidad de movimiento del rotor.

EJERCICIO S.P.F. 12 junio 2008-66-20

12) Eltorsor cinemitico de un sélido rigido enun punto O es [w,vo] y el torsor de las fuerzas exteriores sobre
el mismo es [M o, F]. Escriba el teorema de 1a energia cinética a partir de las magnitudes indicadas.

/ EJERCICIO S.P.¥. 13  febrero 2009-02-06

a / 'l * x . 3 “ b PR | -
( J 13) En el movimiento por inercia de un s6lido rigido con un punto fijo (O), también conocido como caso de
Euler o caso de Euler-Poinsot, indique indique las magnitudes que se conservan de entre las siguientes:

a) cantidad de movimiento p

b} momento cinético en el centro de masas Lo

¢) momento cinélico en el punto fijo Lg

d) energia cinética T D
e) rotacién w

fy producto escalar w - Lo

g} productoescalar w -Lo

Ejercicios — Sélido con Punto Fijo , SPF.9/11
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PROBLEMA S.P.F. 1 (JUN 2001)

Una placa circular pesada, de radio R v masa m, uniforme y de espesor despreciable, puede girar alrededor
de su centro, O, que se mantiene fijo en un sistema de referencia inerclal, 5;. Se adopta como sistema
de referencia cartesiano ligado a la placa, S, uno con origen en O, ¢je Oz perpendicular al plano de la
misma y Oz, Oy, perpendiculares entre s{ v situados en el plano de la placa. En el instante inicial, £ = 0,
la placa acupa la posicién indicada en la figura y la rotacién instantdnes, wy verifica

3)
9

9
wp-1 =0 wo»j:?wg; wg-k >0

Determine el tensor central de inercia de la placa, expresindolo por sus componentes €n 5.

Calcule el momento cinético respecto a O en el instante inicial, Ly, y la energia cinética de la placa
en e} instante inicial, T}, en el sistema inercial 5;.

Justifique si los valores de Iy y Ty se mantienen constantes, o no, en el transcurso del tiempo.

Justifique por qué se mantiene constante en el tiempo la componente de la rotacién segiin Oz.

En todo lo que sigue se utilizard como sistema de referencia de 8; uno con origen en O, con Oz; segin
la direccién y sentido de Lg y tal que en el instante inicial, Ox coincide con Ox;.

ot
St

6)

r

8)

Considerando Oziyim como sistema fijo y Ozyz como sistema mdévil, determine las rotaciones
de Euler en un instante genérico ¢ > 0 y compruebe que la rotacidn instantdnea p% modulo
constante. ;(Cémo se denomina el movimiento que realiza la placa circular?

Calcule los dngulos de Euler en la posicién inicial y obtenga sus valores en funcién del tiempo.
Determine los axoides del movimiento.

Exprese el valor de la resccidén del punto fijo en un instante genérico, por sus componentes en
Oriyiz:.

Problemas — Sélido con Punto Fijo S.PF. 10/11
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PROBLEMA S.P.F. 2 (Feb 2003)

Un disco homogéneo, de centro O y radio R, posee una masa m y su espesor es despreciable.

Con origen en el centro de] disco se escoge un sistema de referencia ligado al mismo, §{0,%,y, 2}, tal
que Oz resulta perpendicular &l disco y coincide con su eje geométrico,

1) Obtenga cada una de las componentes en S del tessor de inercia respecto al centro del disco, Q, ¥
compruebe posteriormente que coinciden con los elementos de la matriz siguiente:

(I()) =-~m1‘* é (i 8
00 2

El centro del disco, O, se fija al punto Oy, origen de un sistema de referencia inercial, Sy y se le imprime
uns rotacién inicial w(B) = wok, no existiendo fuerzas aplicadas sobre el disco.

2) Justifigue que el momento ciuético respecto a O y la energfa cinética del disco en Sy permanecen
constantes en el tiempo.

3) Calcule el momento cinético respecto a O v la enerpia cinética del disco en S;.
4) Justifique que el vector velocidad angular del disco permanece constante duranie el movimiento.

5} Indique €l movimiento que adopta el disco.

En una segunda experiencia, la tinica fuerza aplicada al disco es la de su peso y se admite que la aceleracién
de la gravedad, g, es uniforme en el sistema inercial 5;. El centro del disco, O, se fija al punto Oy, origen
de 8y, de forma que ¢l plano del disco resulte horizontal y se le imprime una rotacién inicial

WO .
w{0) = —= {21 + k)
V]
coincidendo Oz en dicho instante inicial con la vertical ascendente.

6) Determine la reaccion del apoyo.

7) Justifique que ¢l momento cinético respecte a O y la energla cinética del disco en 5y permanecen
- constantes en el tiempo y calcule el valor de ambas magnitudes.

8) Dewmuestre que, escogiendo Oyz; coincidente en direccibn y sentido con Lo, el dngulo # entre Oz y
Oz, permanece constante durante ¢l movimiento y calcule el valor de dicho éngulo, en radianes.

9) Justifique que la rotacién instantdnes, w(t) deseribe un eono circular de gje Oz respecto a S (axoide
mévil) ¥ un cono circular de gje Oz respecto a §; {axoide fijo). Determine los semidngulos a y
3 de los axoides mévil y fijo, respectivamente, expresados mediante los cosenos correpondientes, y
dibuje un croquis de los axoides en ¢ = (), indicando sobre el mismo la posicidn de las magnitudes
notables (Lo, w, #,&,5,) v los ejes coordenados si en ¢t = 0 se verifica ¢ = —J.

10) Indique el valor de los dngulos de Euler de S respectoa Sy ent = 0.

Problemas — Sélido con Punto Fijo SPF. 11/11
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MOVIMIENTO PLANO

Se estudia la evolucion de un solido rigido que describe un movimiento plano, es decir, tal que las
velocidades de todos sus puntos son paralelas a un plano determinado.

1.- CINETICA DEL MOVIMIENTO

Se define un sistema de referencia inercial (SI,Olz']j{/(] )7 con k, perpendicular al plano de
movimiento, y un sistema ligado al sélido (S L,Cijk ) con origen en el centro de masas del
solido y & con igual direccién y sentido que k,. Se presupone a C contenido en el plano del
movimiento O,x,y, (la trayectoria de C siempre esta contenida en un plano paralelo al anterior).
Para describir la posicion del sélido se emplean fas coordenadas de Cen O, x,y,,(£,77), v el dngulo

azimutal ¢ que forma el ¢je x con el xy, orientado por k& .

- ECUACIONES
Teniendo en cuenta que: v =E 0+ _}‘ ; w=p k,
- Cantidad de movimiento: p=mv,.=m(E i +nJ,) . .
) T -y o \(';
~i_m o -l Y)Y
L 2 }\3\’\\‘\9 -’»f:: Le ﬂ‘?{ ?f}’ f) E
- Momento cinético: I T e, ST

oy , - z{ - , I :
0? '-‘ ‘0 ~ respecto a Oy Lo. =, XV, ;L =m(r. v, ky+1 9.

e Respectoa C: [ 7L, = [(.(-(/) ko Lo=1.¢

* Respectoal C/R ( L CIR (o al ?CWQJ)O[OS [*):

- Energia cinética: 7° Koviing {UZ{ L3 MWM%%
. T"EC——-171 nor v + (/)(/\ 1 97/\ —n - (L, e’ )+——[ ¢
2 /

. (,:;w—[ 3(0—[1/?)»;4 Iw

DINAMICA DEL MOVIMIENTO (VER CLASE Y AN EXO)
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EJERCICIO M.P.1 Febrero 1997-02-19 febrero 2009-02-06

1) Un circulo homogénec de radio R y masa m cae rodando sin deslizar sobre un plano inclinado que
forma 45° con la vertical. Calcule la aceleracion del centro de masas.

EJERCICIO M.P.2 Parcial 1997-06-02

2)  Un cilindro macizo y homogéneo, de radio R, cae por un plano inclinado un dngulo a con la
horizontal, rodando sin deslizar segtin la direccion de maxima pendiente. Determine, mediante una
Gnica ecuacién y por aplicacion del teorema del momento cinético, la aceleracion angular del
cilindro, justificando la validez del teorema empleado.

EJERCICIO M.P.3 Junio 1997-06-19 Parcial 2000-06-12

3)  Un disco con densidad mdsica uniforme que tiene un agujero eliptico con centro en el del disco,
esta sometido a su peso y rueda sin deslizar en su plano, que es vertical, sobre una recta horizontal
de un sistema inercial. Si O es el seguidor de polos de su movimiento plano y todas las velocidades
se consideran respecto al sistema inercial, sefiale y justifique las expresiones correctas:

a) o (velocidad de rotacion) = cte.
b) Lo (momento cinético respecto a Q) = cte.

c) [, (tensor de inercia en Q) = cie.

d) T (energia cinética) = cte.
Idéntico enunciado en Parcial 2000-06-12, cambiando el agujero eliptico por uno rectangular

EJERCICIO M.P.4 Septiembre 1998-09-21

4)  En el mecanismo plano de la figura, las barras O4 y AB,
articuladas en A, son iguales, homogéneas, de masa m y
longitud /. El punto B puede deslizar sobre Ox y la barra
OA gira con velocidad angular «. Determine, en la
posicién indicada, la energia cinética de la barra 4B.

EJERCICIO M.P.5 Septiembre 2001-09-19
<0
= 5 Un disco circular ¢, de radio R y de masa m, cuyo plano es vertical, se apoya sobre un plano
Q} :
N inclinado de angulo o respecto al horizontal. El disco tiene una masa puntual adicional M = 2m
X\ 9 adherida a su centro. Suponiendo que el disco cae rodando sin deslizar, segin la direccién de
e I g
&% . maxima pendiente, ocbtenga la aceleracidén de su centro.
{5

necesario para 1mped1r el duslvamlento

A ey
& /
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EJERCICIO M.P.6

Febrero 2002-02-11

>
6)
®

Una circunferencia hueca ¢ de masa m y radio R se encuentra rigidamente unida a una cruz de
masa total 2m (m cada travesafio) formada por dos didmetros mutuamente perpendiculares de . Se
deja caer el conjunto por un plano inclinado que forma un angulo o con horizontal. Determine el
coeficiente de rozamiento minimo para que no exista deslizamiento en la caida.

Septiembre 2002-09-16 - Septiembre 2005-09-05

|EJERCICIO M.P.7

EJERCICIO M.P.8

Un cilindro macizo y homogéneo, de peso mg y radio R, cae por un plano inclinado un angulo «
con la horizontal rodando sin deslizar segiin la direccion de maxima pendiente. Determine la
potencia aplicada al cilindro cuando su velocidad angular es o. A N

%{ \N\bgfv’\f\
Junio 2002-06-10 - Septiembre 2002-09-16

EJERCICIO M.P.9

Obtenga el par motor que debe proporcionar el motor de un vehiculo de masa total m que asciende
con velocidad constante V sobre una pendiente que forma un angulo « con el horizontal, cuando la
relacion entre la velocidad de rotacion del e¢je motor Q y la de las ruedas motrices @ es de w/Q = £,
el radio de estas altimas es R, y la mitad de la potencia suministrada por el motor se pierde por
rozamiento.

Febrero 2005-02-07

EJERCICIO M.P.10

Un circulo de radio R v masa m cae rodando sin deslizar sobre una pendiente de 45", Calcule la
aceleracion de su centro si se supone que el coeficiente de resistencia a la rodadura es 0.

Junio 2005-06-20 Septiembre 2008-09-05

L
17)
|
N\
S/
8)
9)
10)
\
\\
A\

EJERCICIO M.P.11

Se representa una rueda motriz de un vehiculo, de radio R, masa m
vy momento de inercia f respecto a su eje, sobre Iz que se aplican las
fuerzas H y V y el par motor My, El rozamiento existente sélo s
manifiesta al deslizamiento (no existe rozamiento a la rodadura). En
la posicion indicada, el vehiculo posee una velocidad v en la direc-

cidn v sentido positivo del eje x (horizontal), rodando sin deshizar

Determine la aceleracion a del vehicule v la condicién para que ésta
seq positiva {igual sentido que la velocidad).

En la rueda de fa cuestion anferior, determine el intervalo de valores del coeficiente de rozamiento para que
no exista deslizamiento.

11)

Febrero 2008-02-15 .

Un disco circular homogéneo, de centro O, presenta un orificio circular situado en posicidn excéntrica. El
plano del disco se mantiene permanentemente vertical mientras rueda sin deslizar sobre un plano horizon-
tal de un sistema inercial, Sy, sometido a su peso como dnica fuerza aplicada. Sefiale si cada una de las
sigulentes proposiciones es verdadera o falsa

a} El momento de inercia respecto al eje instantdneo de rotacidn (e.i.r.) es constante en el tienipo.
b} Laenergia mecdnica del disco permanece constante en Sy.
e) La reaccion del plano sobre el disco es igual al peso pero de sentido contrario.

Ejercicios — Movimiento Plano M.P.3/8
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EJERCICIO R-M.P.1 Final 2000-09-11

1) Una rueda circular inicialmente en reposo, de masa m y radio R, cae por un plano fijo inclinado un

angulo o respecto al horizontal, bajo la accion de su propio peso. Si el coeficiente de rozamiento
es u =oo , justifique si se conservara la energia mecénica.

EJERCICIO R-M.P.2  Febrero 2001-02-19
2)  Una rueda homogénea tiene forma de aro de radio « y puede descender por un plano inclinado un
angulo «a respecto al horizontal, permaneciendo vertical y segin la direccién de maxima pendiente.

Determine el valor del coeficiente de rozamiento ¢ para que no se produzca deslizamiento.

EJERCICIO R-M.P.3 Junio 2001-06-20 Septiembre 2001-09-19 Febrero 2004-02-12

3)  Un disco circular homogéneo, pero con un vaciado de forma cuadrada
alrededor de su centro, tal y como indica la figura, rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal siendo su peso la tnica fuerza aplicada sobre
el mismo. Justifique adecuadamente si la velocidad de rotacidn del disco ,
es constante o variable. e

Un disco circular homogéneo, pero con un vaciado de forma eliptica Pt "
cuvo centro coincide con el del disco, tal y como indica la figura, rueda Y
sin deslizar sobre un plano horizontal siendo su peso la unica fuerza P j
aplicada sobre el mismo. Justifique adecuadamente si la velocidad de N "
rotacion del disco es constante o variable ‘ e

Un disco circular homogéneo, pero con un vaciado en forma de
triangulo equilatero alrededor de su centro, tal y como indica la
figura, rueda sin deslizar sobre un plano horizontal siendo su peso
la unica fuerza aplicada sobre el mismo. Justifique adecuadamente
si la velocidad de rotacion del disco es constante o variable.

EJERCICIO R-M.P.4  Septiembre 2002-09-16

4)  En el movimiento plano de un sélido rigido, ;qué condicion debe satisfacerse para que las fuerzas
de ligadura sean independientes del estado cinematico del s6lido? '

EJERCICIO R-M.P.5 Febrero 2003-02-10

5)  Un solido rigido, o, efectta un movimiento plano respecto a un sistema inercial, S;:0xyzy,
paralelamente a z; = 0. La masa de ¢ es m, las coordenadas de su centro de masas en S, son
C(&n0), la resultante de las fuerzas aplicadas es F, el momento resultante de las mismas respecto
al centro de masas es Mc y las ligaduras son ideales. Escriba las ecuaciones escalares del
movimiento (ecuaciones sin intervenir las ligaduras) indicando el significado de aquellos simbolos
que no correspondan a algunas de las magnitudes antes indicadas.

Ejercicios — Movimiento Plano ) , M.P.4/8




—_—

— - i - peu S —— ey
| Grado en Ing. en Tecnologias Industriales || Mecanica QQE;,%O
. v o
e ¢/ Almirante Francisco Moreno, 5, 1° izda., 28040 Madrid. Profesor R0 q
o e Tifno: 91 53575 29 www.academiajc.com Alex Garcia

EJERCICIO R-M.P.6 Junio 2004-06-17

6)  Un cuadrado homogéneo de lado a, masa m, centro C' y momento de inercia respecto a C [¢ =

—

2 r . . - . .
Lma®; se encuentra rigidamente inscrito en un aro de masa despreciable y radio. R =%a que

puede empezar a caer sobre un plano inclinado un angulo o respecto al horizontal. Determine el
minimo valor del coeficiente de rozamiento entre aro y plano para que no haya deslizamiento.

EJERCICIO R-M.P.7 Junio 2005-06-20 Septiembre 2008-09-05 Febrero 2007-02-12 Junio 2007-06-18
Junio 2008-06-20 ' A

7)  Una circunferencia de masa m y radio R cae rodando sin deslizar por una pendiente que forma un
angulo a con la horizontal. Halle la aceleracion de su centro de masas.

[dentifique el minimo valor del coeficiente de rozamiento de la cuestion anterior para que no exista
deslizamiento ’

Una circunferencia homogénea de radio R puede caer sobre un plano inclinado un dngulo o respecto al ho-
rizontal, manteniéndose siempre en el plano vertical que corta al plano inclinado segiin su linea de maxima
pendiente. Determine el minimo valor del coeficiente de rozamiento ¢ para que no exista deslizamiento.

Halle Ia aceleracidn del centro de la circunferencia de la cuestion anterior

EJERCICIO R-M.P.8 Septiembre 2005-09-05 Septiembre 2009-02-06

8) En el movimiento plano de un sélido rigido. ;qué condicidon debe cumplirse entre el elipsoide central de
inercia y el plano director del movimiento, para que las ligaduras no dependan del movimiento?.

En el movimiento plano de un sélido fgido, con ligaduras ideales y fuerzas aplicadas constantes, indique
la relacién entre su elipsoide central de inercia y la normal al plano del movimiento para que las fuerzas de
ligadura sean independientes de su estado cinematico.

EJERCICIO R-M.P.9 Junio 2006-06-26

9)

Un camién avanza rectilinea v nniformemente con velocidad v = 72 ke/h. Un rodillo de radio R = 10 cm
y masa m = 1 kg rueda sin deslizar sobre la plataforma del camidn, acercandose a la cabina, con velocidad
angular «w = 10 radfs respecto de dicha plataforma. La rotacion e del rodillo es perpendicular a la velocidad
v del camion. Deterimne el modulo de la cantidad de movimiento del rodillo en un sistema de referencia
ligado a la carretera.

EJERCICIO M.P.10 Febrero 2006-02-13 Junio 2006-06-26

10)  Una superficie esfénca hueca de masa m v radio R cae por un plano mclimado un angulo a respecto al
horizontal. Obtenga el minimo valor del coeficiente de rozamuento i para que no hava deshzanuento.

Calcule la aceleracidn del centro de la superficie esférica del problema anterior.

Ejercicios — Movimiento Plano M.P.5/8
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EJERCICIO R-M.P.11  Septiembre 2006-09-18

11) Una rueda motriz de un vehiculo que avanza sin deslizar por una carretera horizontal, soporta una fuerza
vertical descendente, P, y otra horizontal, F. en sentido opuesto al de avance del vehiculo. Ambas fuerzas
se admiten aplicadas en el centro de la rueda, de radio R, y masa m concentrada en su periferia. A la rueda
se le aplica un par motor, M, por su eje. El tnico rozamiento posible es del tipo de Coulomb entre rueda y
firme de Ia carretera con coeficiente . Determine el valor de la aceleracion del vehiculo.

En relacidn con la cuestion anterior, obtenga el minimo valor de y para que la rueda avance sin deslizar.

EJERCICIO R-M.P.12  Junio 2008-06-20

12) Si I es un punto de un sélido rigido con movimiente plano que en el instante 1o es centro instantaneo de
- dL;
rotacién del movimiento, relacione la derivada del momento cinético en I, - en el instante 1 = 7y con la

resultante Iy el momentoen [ M, de Tas fuerzas que actian sobre el sélido en el instante rq.

Ejercicios = Movimiento Plano M.P.6/8
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PROBLEMA M.P.1 (2005-02-07)

1) Un automdvil de masa m = 400 kg circula por una carretera recta, inclinada un dngulo o = [5" respecto al plano
horizontal. Las ruedas tiene un radio R = 30 cm y la distancia entre ¢jes es d = 160 cm. La masa de las ruedas y
I de los restantes elementos moviles respecto al chasis se considers despreciable, admitiéndose que el centro de
masas del sistema se encuentra en ¢l plano de los ejes de las ruedas, en el centro del rectdngulo que forman sus

centros.
El vehiculo posee traccidn trasera y ¢l par motor que se aplica al gje trasero (M.} es cuatro veces superior al par

generado por el motor (My,) debido a la conversion de la caja de cambios.
- o . - N N
Se desea aue ¢l vehiculo marche con aceleracion constante ¢ = (0,6 m-s™- sin derrapar nt levantar las ruedas
q

delanteras del suelo.
3 - - Y
Se adoptari g = 9,8 m-s" =,

1) Dibuje las acciones mecdnicas sobre cada uno de los siguicntes elementos cuando se consideran aislados
del resto del vehiculo v de 1a carretera: una rueda trasers, unu rueda delantera, el chasis.

2} Calcule el par generado por ¢l motor del avtomdvil, My, y su potencia cuando su velocidad es de 60 km/h,

Determine las reacciones del firme de Ja carretera sobre una rueda delantera y sobre ofra trasera, facilitando
sus componentes ¢n la direccion del movimiento v segan la perpendicular al firme de la carretera.

4y Demuestre que existe una aceleracion maxima que el vehiculo no puede superar para que no se despeguen
del suelo tas ruedas delanteras. Compruehe que Tu sceleracton indicada como dato permite que ¢l automdvil
marche con as cuatro ruedas en contacto con el firme.

3)  Obtenga el valor minimo del coeficiente de rozamiento para que no se produzea deslizamiento en las ruedas.

11 El vehicuto sube la cuesta con velocidad uniforme.

6) Demuestre que existe una pendiente maxima que el vehiculo no puede superar para que no se despeguen
del suelo las ruedas delanteras. Determine su valor mediante 12 ¢mpax.

7) Obtenga ¢l valor minimo del coeficiente de rozamiento para que no se produzea desliziamiento en las ruedas.
111 Bl vehiculo marcha sobre una carretery horizontal con velocidad uniforme.
81 Indique los valores de las reacciones del firme de [a carretera sobre una rueda trasera y sobre otra delantera.

9y Obtenga el valor minimo del coeliciente de rozamiento para que no se produzea deslizamicnto on las ruedas.

NOTA: Las cuestiones 2) a 9) se responderan facilitando la expresion literal en funcién de datos del enunciado
y, ademas, su valor numeérico.

Problemas — Movimiento plano M.P. 7/8
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PROBLEMA M.P.2 (2003-09-15)

Se analiza el movimiento de un mecanismo de biela manivela constituido por un ¢irculo homogéneo de
masa my v radio 1y (manivela) cuyo centro coincide con el erigen del sistema inercial de referencia 8y:
{O1211121}. La biela, AB, se articula a la manivela en el punto A, siendo O1A = a. v a la corredera en
el punto B. La longitad de la bicla ez b v su masa se admite despreciable. La corredera, de masa my,
degliza segin Opry sobre wna gufa, solidaria de 81, siu rozamiento. Todas las articudaciones son ideales.
La posicién del sistema se describe mediante ol dnpulo ¢ indicado en la figura. Aunque se reprasenca el

menanismo sobre sobre el plano de dibujo, sus distintos elementos so encuentran contenidos o diferenues
planos paralelos de modoe que no imverfeven entre si
En todo el gjercicio solo se considera el movimiento de avance de la corredera, es decir. b—a < T < b

13 Determine la  posicién  de

la corredera expresando
{abscisa de B en Sy} en fun-
¢ion de ¢ vy compruehe gue ol

e e __"\GB ILM S e

ItaasussuseRSSR L LS SwAR LSRR DY

resultadoe on

- <3
BIRY

Wy R oaEen apé-bu" s (~) cos? W3
¥ A

Cailcule 1n velocidad de Bl ex-
presandola en fuacion de o,

vode wardmetios conovidos,

3) 83 s manivela (civcude de radio £} giva con velocidad angular constante, wy. obteuzn la aeelericion

de Boer funcidn de ¢y de pardimetros conocidos del mecanismo, es decit paramerros del enunciada

En las restantes cuestiones el movimiento de la manivela se produce con velocidad angnlar constante,
wg, v existe una fuerze exterior constante, £ sobre la corredora en sentido opuesto ai desplazamiento de

esta.

4} Determine of par My que Jdebe aplicarse a la manivela para que sea posible el moviimicnto indicado,
Bl par Ay vesulta funcidn de o, wo v de pardametros va indicados, pero es suficienie o proporeione

una expresion en funcion de £lomy,we 9 v g pues va se han obtenide iy v ¥y como funciones
de w0 ¥y wo o lag cuestiones 23 v 3

5) Indigue medinnte un erogquis las ferzas que acttan sobre la bicla v sobre la corredera v caleule la
fuerza Fas que la biela ejerce solre la manivela expresando su médulo en funcion de My, ¢ v de
pardinetros conocidos del mecanisino. Indique, tambidn, la direccion v sentido o dichs Duerza.

6) Determine las componentes en 5 de la reaccién de la guia sobre la corredera. expresindolas en
funcidn de . oy v de pardmetios conocidos del mecanismo.

Problemas — Movimiento plano M.P. 8/8
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MOTORIZACION DE MECANISMOS

1.-MOTORES

Un motor rotativo es un conjunto de dos sélidos rigidos, estator & y rotor v. El rotor puede
girar en torno a un eje fijo (que suele tomarse como eje z) respecto al estator, recibiendo de ¢l

accidn-reaccién el rotor ejerce _sobre el estator un momento opuesto y del mismo valor, -N) .

La velomdad de rotacion del rotor respecto del estator se denomina velocidad del motor 7.

e et et e ssaes p o im0 s

Se demuestra que la potencia que un motor suministra a un mecanismo es igual al producto de
su par por su velocidad:| P N n

m Hogmento oo vefypdod

El motor puede proporcionar un par que serd funcién de la posicién del rotor respecto del
estator (determinada por un dngulo @), de la velocidad n (n=¢) y de una o varias sefiales

externas u(t) (sefiales de control, alimentacion eléctrica, etc.), siendo N = N(@,n,u(f))

En lo que sigue se consideraran sdlo motores que proporcionen un par({N =u(t)M (n)g, siendo
u(t) < 1 el porcentaje de par actuante que depende de una sefial externa de control.

La funcion M(n) determina la curva_par-velocidad del W, ()
M)

motor. A pamr artir de ella se puede obtener la funcién
/W (n)=nM (n) cuya representacion determina la curva

m

potencia-velocidad del motor.
Los valores de la veloc1dad _para. los cuales se dan los

‘maximo. par M;Mb maxunq potggg@ Esta ultlma puede
obtenerse buscando el maximo de la funcién nM(n) la

velocidad de  maxima potencia (I’ (¥ “verifica:

| Ingenieros Industriales | Mecanicali QQ'OJ%O '
J C Profesor 0 ‘Z
¢!/ Conde de la Cimera, 6 (bajo jardin), 28040 Madrid. 2
Aula de Ingenieria Alex Garcia
= Teléfono: 91 535 75 29

M [ (n* )W“j
. ﬂan ¢ Mla)
2.-ACOPLAMIENTO ** -

I R = i’

En dispositivos capaces de multiplicar o dividir la velocidad de rotacién de un eje, como las
cajas reductoras, existen dos ejes, uno de entrada e y otro de salida s , cuyas rotaciones
respecto de la caja @, y o, estén relacionadas mediante un factor multiplicativo r, siendo
o, =ro ) y el momento éxico que ejerce el eje de entrada sobre la caja N, esta relacionado
con el que la caja aplica sobre el eje de salida N; mediante la ecuacién: [N, =rN } siendo
N,w, =N o, '

Cuando se utiliza un motor para mover un sistema, su estator se une rigidamente a la caja y su
rotor se suele acoplar al eje de entrada de una caja reductora, siendo:

¢ n?

w,=n, wo,=w, N =N, N, =N, yquedando: n=ro, N,=rN

Motorizacidon de Mecanismos Mot. Mec. 1/7
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Sir> 1 se tiene una caja que aumenta el par y dlsmmuye la velocidad, mientras que sir <1
- i X (B

sucede lo contrario
Se ha visto que en un motor es{N =u(t)M (n)g stendo u(t) < 1, y que en un mecanismo es

@y . Por tanto esle =rN = rub (n) = ruM (ra))§ Son &Y =

M (rw)

En la figura se muestran las curvas rM (ro) definidas

por el motor para distintos acoplamientos . P ro= 4
“?,V\“\ \l:\ “‘A (

La envolvente de la familia de curvas\obtenida variando
el parametro » en la expresion M, (w)*= rM (r) recibe

el nombre de hipérbola motora. Se obtiene eliminando r
de su segundo miembro M (r@) + raoM ' (r@) = 0

Quott ¥ '

Esta hipérbgla también puede obtenerse de la relacién
i@ donde P* es la maxima potencia

obtemb e por el motor.

La hipérbola motora representa el méaximo par que
puede aplicar un motor dado a un mecanismo
suponiendo que en cada instante ¢ se pudiese elegir una
relacion de transmision r(f) cualquiera (esto es posible
mediante una Transmision de Variacién Continua,
CVT).

@?

Denominando ahora P al angulo glrado por el gje de salida como parametro para determinar la

\

=TT
posicion del mecanismo, sera ahorawf? (y no n=¢ como ocurria en el apartado 1 donde
@ era el angulo girado por el eje del motor, o eje de entrada ) yN, =ruM(rg) , y por

aphcamon de los teoremas fundamentales de la dinamica se obtiene una relacion entre el

e
movimiento y el par N, T e

U\
¢(<0 §.5)= N, < ruM (r)
La funcién ¢(@,@,$) puede tener, en sistemas lineales con amortiguamiento viscoso, la forma
P [ O('\/‘Q’L}D /'Q AR \:}"; ;Av’\:sﬁ)/x\“:
#(0.0.6) =19+ Bp+kp+ M,
\T/ ol 5@ asamte del Sblo
dmor  Of- o lo o€
Suele ocurrir que el termmo de rozamiento es cuadratico o ctbico en la ve1001dad o incluso
despreciable, y si ademas se tienen mecanismos rotatorios con simetria de revolucion, se anula

fa constante k.
A/OA {0 @n)i&ﬁ(& é K@ y 9@\ /’f( {*merfo,

Motorizacion de Mecanismos Mot. Mec. 2/7
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3.-DIMENSIONAMIENTO

Se pretende elegir un motor de entre una gama de motores, de forma que si se identifica cada
motor mediante un parametro ¢ que crezca con el precio y el tamafio del meotor, la curva par-
velocidad, diferente para distintos valores de ¢, viene dada por una funcién de la velocidad y de
¢, con lo que el par generado por un motor c es : N =uM (¢, n) v BN 3‘{@«@}»@;
\’ \}Q}\,«&( \C* “{v g s,\r*"» [ t
en lo (e Qv&é*% ;

D@ gy e W L iy
i

o N ek (ende
En la f locidad de cuatr Lol )
- bn la ligura se muestran curvas par-velocidaa de cuatro motores L (ohemmnsss e
de una misma gama. M| Taiee b oS

Se pretende elegir un motor de la gama y una relacion r que
permita que el movimiento de nuestro mecanismo cumpla con
un conjunto de especificaciones conocidas. La ecuacién de
funcionamiento del sistema, para el motor ¢ y la relacion r es:

fﬂww@*mM@rm\

formulandose el problema general del siguiente modo
sehE el conlbrpt e

&
Encontrar el maximo valor u*(c,r) de u, en funcion de c, r para que el movimiento cumpla con
las especificaciones dadas, igualarlo a 1 y, de la re[aczon c(/) a’eﬁmda hallar el minimo valor

dec (¢ >r) yla relaczon r¥con ' la qu que se consigue. . o e e 508 by m s

Es decir, los pasos a seguir son.
¢, 9, 0)
rM{c,ro)
2) Despejar ¢(r) de la ecuacién u *(c,r) =1 y hallar su valor minimo, que determina c*, r*

“1) Encontrar el maximo de u en funcion de c¢,r: u* = max

Ejemplos (ver clase)

4.- SISTEMAS HIDRAULICOS

Son sistemas constituidos por circuitos por los que se mueven fluidos incompresibles que
pueden arrastrar émbolos y turbinas que realicen diversos trabajos mecanicos. El cncu1to
hidraulico es un recinto cerrado por el que puede circular un fluido con un caudal Q. “Para cada
tramo del mismo existe una relacién entre las presiones de sus extremos y el caudal que
circula. En cada conduccion existe una Wh cumpliéndose la relacion,

para un fluido muy viscoso y un caudal bajo (lo que se supondra en adelante:

e

e

Ap = RIIQ \j

e

e

Los elementos fundamentales de un circuito hidraulico son el compresor o bomba, las turbinas
y los cilindros

Motorizacién de Mecanismos Mot. Mec. 3/7
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BOMBAS. O COMPRESORES

En los compresores o bombas hidraulicas, se fuerza al fluido a que pase
de un conducto de entrada a uno de salida. Son en general maquinas P "??@
rotativas y la velocidad de rotacién de las mismas fija el caudal. :

En las bombas hidraulicas ideales, el caudal Q depende directamente de
@, a través de una constante k£ con dimensiones de volumen QO = kw,

(fn/u}/ﬂ;

siendo el par:

El significado de k es el volumen desplazado por la bomba en un giro de
un radidn desde la zona de baja presién a la de alta. La potencia
entregada al circuito es:

CILINDROS

Elemento en el que un émbolo se puede trasladar segin el eje del cilindro (cilindro de seccién
constante 4). La fuerza que experimenta debida a la diferencia de presion entre sus lados es:

@ 4 > ?5 C?s ”?c) A

y la potencia suministrada

P=vAAp,

siendo v la velocidad del émbolo respecto al cilindro, de valor v = %, siendo por tanto

gé de J@%Q@n& ) \[Kw\% XS

Elemento reciproco del compresor. Cuando se situan en un salto de presién proporcionan un
par mecéanico N =kAp, siendo atravesadas por el caudal O=kw (@ es su velocidad de

rotacion). La potencia es P = Nw = QAp . k es el volumen desplazado por la turbina desde la

Jorulohe Lo ol )

TURBINAS

zona de alta presion a la de baja en promedio para una rotacion de un radian

Cuando un caudal circula por una conduccién del circuito genera un calor por friccidn, debido
. . - 2
a la viscosidad: W = Q°R,

Motorizacion de Mecanismos Mot. Mec: 4/7
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ELEMENTOS COMBINADOS

El cilindro hidraulico suele accionar un mecanismo con una fuerza F, definiéndose (a través de
las ecuaciones de la dindmica) una relacion entre F, la posicién (x), la velocidad (v=x) y la
aceleracion (X ) del mecanismo movido por el cilindro:

F =¥(x,x%)
—

S Salo Qa( Lois

Con. c11mdlos hldlauhcos deben identificarse las caracteristicas de fuerza y velocidad del
émbolo y relacionarlos con el par y la rotacion del eje del compresor, segun:

de volumen del compresor, 4 4rea transversal del cilindro) que lleva a la relacion

Con todo esto, volviendo a la teoria de dimensionamiento del motor,

de la forma:

W oo
N, = (0,0, p) = /C(I_(%fﬁ)_+ R,,Av) =k

"iﬁlfe %; ?6‘
=kAp = k. @

Se tiene ademas la relacion entre movimiento del émbolo y de la bomba:/

Q= w-K= A

hﬁ;f\

k

xA
@ =— 1

(/c constante

la funcion¢(p, ¢, @) queda

y la ecuacién de funcionamiento, considerando el par procedente del motor a traves del

acoplamiento es

o si se dispone de una gama de motores parametrizados por ¢, se tendria:

k

“Ij _“—7““—7__
A

= UM

+ R,k = urM (r @)

ko ko ko
A

y + R, \=urM (c,rg),

siendo el método de dimensionamiento de la motorizacién el comentado anteriormente

Motorizacion de Mecanismos
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EJERCICIOS MOToRES

A * — Se acopla un motor mediante una transmisién de coeficiente r a una

polea simple de radio R y masa despreciable. Se pretende izar una

masa m con aceleracién 7 = cte = a desde el reposo hasta una velocidad v*. .

La aceleracién de la gravedad es g.

Se tiene una familia de motores de curva caracteristica o curva par-
velocidad dada por M(K,n) = K — bn, siendo K la constante propia o
pardametro de cada motor de la familia.

Se pide: Determinar la constante K que identifica el motor 6ptimo para
tal tarea, asi como la constante r de la transmision.

L0
o\ \ '
e f2
M

Gl Car iy
leﬂ):ol

— Se acopla un motor mediante una transmisién de coeficiente 7 a un
ventilador. El ventilador al girar presenta un par resistente de valor propor-
cional a su velocidad, siendo ¢ dicha constante de proporcionalidad. Respecto
al eje de rotacién el momento de inercia del ventilador vale /.

Se desea que rote con una aceleraciéon w = cte = a desde el reposo hasta
una velocidad w*.

Se tiene una familia de motores de curva caracteristica o curva par-
velocidad dada por M(K,n) = K — bn, siendo K la constante propia o
pardmetro de cada motor de la familia.

Se pide: Determinar la constante X que identifica el motor éptimo para
tal tarea, asi como la constante r de la transmision.
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EJERCICIOS

— Se tiene un motor acoplado mediante una transmisién de coeficiente 7 a una bomba
hidraiilica 6 compresor que a la vez acciona un cilindro hidrailico vertical.
La bomba hidradlica tiene una constante voluminica k y el cilindro hidrailico unido

a ella tiene una seccién A.
Se pretende izar una masa m con una aceleracién constante Z = cte = a desde el
reposo hasta una velocidad v™.
Se dispone de una familia de motores de curva caracteristica o curva par-velocidad
dada por M(K,n) = K — bn, donde K es la constante de proporcionalidad 6 pardmetro
de cada motor de la familia. ~—
Sea g el valor de la gravedad. Se desprecia la pérdida de carga en el circuito hidranlico.
Se pide: Determinar K del motor ptimo para tal tarea, asi como la constante r de la

transmision.
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— Se tiene un motor acoplade mediante una transmision de coeficiente r a una bomba
hidradlica ¢ compresor que a la vez acciona un cilindro hidrailico horizontal.

La bomba hidradlica tiene una constante voluminica & v el cilindro hidrailico unido
a ella tiene una seccion A.

Se pretende empujar una masa de valor m apoyada en un plano horizontal, con un
coeficiente de rozamiento p, con una aceleracidn 5 = cte = a desde el reposo hasta una
velocidad v”".

Se dispone de una familia de motores de curva caracteristica o curva par-velocidad
dada por M(K,n) = K —bn, donde K es la constante de proporcionalidad ¢ parametro
de cada motor de la familia.

Sea g el valor de la gravedad. Se desprecia la pérdida de carga en el circuito hidradlico.

Se pide: Determinar K del motor éptimo para tal tarea, asi como la constante r de la
transmision.
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