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Prefacio

Este documento pretende servir de ayuda a todos los estudiantes de Ingenieria de Telecomuni-
cacion en la Universidad Politécnica de Madrid. En él se contemplan la mayoria de los conceptos
impartidos en la asignatura de Algebra Lineal del primer semestre del Grado en Ingenierfa de
Tecnologias y Servicios de Telecomunicacion

No se pretende sin embargo elaborar un libro con toda la materia de la asignatura, ya que se
van a dar muchos conceptos ya por entendidos y solo se trataran aquellos de mayor importancia
y dificultad. En realidad, el objeto de este manual no es méas que el de servir como ayuda para la
preparacion de la asignatura, o como consulta para recordar algin concepto que se haya olvidado
con el paso del tiempo.

Pablo Sdnchez Yanez
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Capitulo 1

Estructuras Algebraicas

1.1. Introduccion
En este primer tema de Estructuras Algebraicas se trataran algunos conceptos fundamen-

tales para el progreso en la asignatura, ya que sin ellos nos va a resultar muy complicado seguir
las explicaciones y demostraciones que se haran a lo largo del curso.

1.2. Estructuras algebraicas

1.2.1. Conjuntos

Se define un conjunto como la reunién de objetos a los que se denomina elementos. El
nimero de elementos de un conjunto es el cardinal. El conjunto vacio, @ es aquel que no
contiene a ningiin elemento. Un conjunto cuyos elementos son vectores es un espacio vectorial.
Un ejemplo de como se denotan los conjuntos es:

x € A — Elementos del conjunto de salida = Preiméagenes.

f(xz) € B— Elementos del conjunto de llegada = Imégenes.

Los conjuntos con los que habitualmente se trabaja en la asignatura, y que suelen aparecer en
los exdmenes son:

» R2 2R xR Vectores o tuplas de dos R-componentes.
» R® 2R xR xR Producto cartesiano.
-j:{(a,b)e@2:a,b€C} ie: (144,24 3j) € C?
s RxC— {(a,b) e (RxC):aeR,be C}

s Zs — Es un conjunto de dos elementos (cédigo binario)

Zo ={0,1}



CAPITULO 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

1.2.2. Grupos

Sea un conjunto G cualquiera, no vacio, con una operaciéon interna +. Diremos de la dupla
(G, +) es un grupo si cumple:

» Propiedad asociativa: Vx,y,z € G, (x +y) + 2z =z + (y + 2).
» Elemento neutro: 3e€ G /Ve e G,x+e=e+ 2z =x.
» Elemento opuesto: dadoz € X,3z € X /2 +Z =T +x =e.
Decimos que (G, +) es un grupo abeliano si, ademds de todo lo anterior se cumple:

= Propiedad conmutativa: Vz,y € G,z +y =y + x.

1.2.3. Anillos

Sea A un conjunto no vacfo, y sean + y - dos operaciones internas (suma y producto). Se
dice que la terna (A, +,-) es un anillo si cumple:

= (A, +) es un grupo abeliano.
» Propiedad distributiva del producto: Va,y,z € X, (x-y) - z=z- (y - 2).
» La propiedad distributiva del producto respecto a la suma (se da por definida con la

anterior).

1.2.4. Cuerpo

Sea K un conjunto no vacio y sean + y - dos operaciones internas (suma y producto). Se dice
que la terna (K, +,-) es un cuerpo si cumple:

s (KC,+) es un grupo abeliano.
» (K —{e},) es grupo.

= La propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

2 Pablo Sdnchez Yanez



Capitulo 2

Matrices y Sistemas de
Ecuaciones

2.1. Introduccion

No se van a tratar en este capitulo la definicién de matriz, operaciones sencilla con matrices,
determinantes o demads conceptos relacionados. Sino que se va a atacar directamente a aquella
materia de clara utilidad en los problemas de la asignatura.

2.2. Operaciones con matrices y transformaciones

2.2.1. Rango de una matriz

Se define el rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente indepen-
dientes que tiene la matriz. El rango de una matriz A se denota por rang(A). El minimo rango
que puede tener una matriz es uno, salvo la matriz nula que tiene rang(0) = 0.

2.2.2. La matriz inversa

Se dice que A™! es la matriz inversa de A si y solo si AA™! = A=1A = I. Para el calculo de
la matriz inversa se emplean fundamentalmente dos métodos, pero aqui solo se explicara uno de
ellos.

= El método de Gauss-Jordan consiste en realizar operaciones elementales sobre la matriz
(A|I) hasta conseguir que A se convierta en I. En ese momento, la transformada de I es
la matriz inversa, A~
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2.3. Sistemas de ecuaciones

2.3.1. Concepto de sistema de ecuaciones lineal

Un sistema de lineal de m ecuaciones con n incognitas se define de la siguiente forma:

a1 ai2 e A1n T bl
a1121 + ... + a1z, = b1 b
a1 a22 ... Qa2p x2 2
= . . . . . =
121 + - oo+ Ty, = by,
Aml Am2 - Qmn T, b

Llamamos a las matrices:

» Matriz (A) de coeficientes, de dimensién m x n:

a1 ai2 e A1n
a1 a99 . agn

A= . . . . € Mpxn(K)
Am1 Am2 cee Qmn

» Matriz de incégnitas (dimensién n x 1) a la matriz compuesta por el vector xy.
» Matriz de términos independientes (dimensién m x 1) al vector de datos b.

Es habitual referirse a un sistema de ecuaciones de forma genérica como: [A](x) = (b).

2.3.2. Planteamiento y discusiéon de los sistemas de ecuaciones lineales

Probablemente cuando se va a resolver un ejercicio, en el enunciado no se de el sistema ya
planteado como se explica en el apartado anterior, sino que haya que deducirlo (plantearlo) a
partir de los datos provistos.

Por otra parte, antes de resolver un sistema, se habla de discusién del mismo en tanto en
cuanto a averiguar si este tiene solucion. La clave de este paso es la utilizaciéon del Teorema de
Rouché-Frobenius, que consiste en un procedimiento sencillo para conocer la naturaleza del
sistema:

1. A partir del sistema ya planteado se obtiene la matriz de coeficientes A y la matriz ampliada
A* = (A]b)

2. Ahora, se calcula el rango de ambas matrices aplicando el método explicado en la seccién
anterior, o de cualquier otro modo, y una vez calculados se comparan los resultados con el
enunciado del teorema citado.

= Si rang(A) = rang(A4*) = n° de incégnitas = sistema compatible determinado
(S.C.D.), la solucién es unica.

» Sirang(A) = rang(A*) < n° de incégnitas = sistema compatible indeterminado
(S.C.1), infinitas soluciones.

= Sirang(A) # rang(A*) = el sistema es incompatible (S.I.), no tiene solucién.

4 Pablo Sdnchez Yanez



CAPITULO 2. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

2.3.3. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Para la resolucién de un sistema de ecuaciones se va a emplear principalmente el método de
Gauss. Este procedimiento se basa en la aplicacién de un algoritmo, que es el de reduccién de
una matriz mediante transformaciones elementales a otra matriz equivalente con la que resolver
el sistema sea trivial. Para la obtencién de la matriz reducida de Gauss hay que seguir los
siguientes pasos:

1. Comprobar que la matriz no estd ya en forma reducida. Esto es posible saberlo observando
que el coeficiente principal de cada columna estd en alguna columna a la derecha del
coeficiente principal en la fila anterior, y que los coeficientes por debajo de cada coeficiente
principal (en su columna) son cero.

2. Se toma la primera columna no nula (columna pivote).

3. Se elige un coeficiente no nulo (habitualmente el primero) de la columna pivote en la
posicion del pivote.

4. Realizando transformaciones elementales por filas, se van anulando los coeficientes por
debajo del pivote.

5. Se repite el proceso con la submatriz las veces que sea necesario.

La forma reducida de Gauss-Jordan se diferencia de la anterior en que todos los coeficientes
principales son 1, y el coeficiente principal es el tnico elemento no nulo en su columna. Un
ejemplo de matriz reducida de Gauss es

0 0 & ... *x =
0 0 0 ... =x =«
oo R =
0 0 O 0 0

siendo X un coeficiente principal o pivote, x un elemento cualquiera, y 0 un elemento nulo.

Una propiedad, muy importante y reiteradamente utilizada, de las matrices reducidas que
se acaban de exponer es que:

= El rango de una matriz reducida de Gauss-Jordan es igual al nimero de filas no nulas y,
ademads siempre coincide con el niimero de columnas donde hay pivotes.

Otros métodos de resolucién pueden emplearse como son:

s El método de Cramer, para S.C.D. Un sistema de ecuaciones lineales recibe el nombre
de sistema de Cramer cuando se cumplen las dos condiciones siguientes:

e El nimero de ecuaciones es igual al niimero de incégnitas.

e El determinante de la matriz de los coeficientes (matriz del sistema) es distinto de
cero det(A) # 0

Un sistema de Cramer es, por definicién, compatible determinado, puesto que se cumple
que rang(A) = rang(A*) = n (n° de incdgnitas). Consideremos un sistema de Cramer, es

Pablo Sanchez Yanez 5



CAPITULO 2. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

decir, un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, cuya expresion general en forma
matricial es la siguiente

ail; a2 ... Qin Z1 b1
any a9 N agn, X9 b2
anp1  QAp2 ... Gpn LTn bn
O bien,
[A](xn) = (b)

La regla de Cramer nos da explicitamente la solucion del sistema de ecuaciones para cada
una de las ¢ incognitas, es decir

= deti (.A)
" det(A)
Siendo det;(A) un determinante que resulta de sustituir la columna i en el determinante
del sistema por otra formada por el vector de datos b.

= Si el sistema es S.C.I., posee infinitas soluciones, y una forma de resolverlos es la siguiente:
Primero Se calcula el nimero de pardmetros que serdn necesarios para su solucién. Hay
dos formas de calcular este nimero:
e N° Parametros = N° incognitas — N° de ecuaciones linealmente indep.
e N° Pardmetros = N° incégnitas — rang(A*)
Segundo Se asigna a las incoégnitas sendos parametros segtin la siguiente regla de prefe-
rencia:
1. Incégnita que no aparezca en ninguna ecuacion.
2. Incégnita que aparezca en mayor numero de ecuaciones.

3. Incégnita que vaya multiplicada por el coeficiente mayor.

Esta regla de asignacién no es estrictamente correcta, pero si facilitard la tarea en la
mayoria de casos.

Tercero Se pasan todos los parametros al lado de los términos independientes, y ya se ha
llegado a un S.C.D. que se resuelve por cualquiera de los métodos anteriores.

Pablo Sdnchez Yanez



ALGEBRA Ejercicio 1 Examen final 21 de enero de 2015
aperumos: | [ [ [ [ [ [ [ [T [ [T [T TP IT]]]
NomBRE: [ | [ [ [ [ [T [ [T [T TL PPNl [P []1]

Puntuacién: 2 puntos Tiempo:

Sean a,b € Za y fap : 73 — 73 la aplicacion tal que fup(z,y) = (ax, bz, (a + b)(xz + y))

a) Demostrar que Va,b € Zsy fqp es lineal.
b) Hallar la matriz de f,; respecto a las bases canénicas de Z3 y Z3.
c) Calcular dim (Img(fab)) en funcién de los parametros a y b.

d) Determinar los valores de a y b para que el sistema de ecuaciones fq;(2z,y) = (0,1,0) tenga solucién tnica
y calcularla.

Solucién:
a) Va,b € 7y fap es lineal ya que Ya, b € Zo Y(x1,y1), (22,y2) € 73 YA, B € 7o
Jab (M1, 01) + p(@2,92)) = fan (Az1, Ayr) + (pw2, py2)) = fab(Az1 + pas, Ays + py2)
= (a()\l’l + pw2), b(Ay1 + py2), (@ + b) (A1 + prs + Ay1 + MZIQ))
= )\((axl, by1, (a + b)(z1 + y1)) —+ u(axg, bya, (a + b)(x2 + yg))
= AMav(z1,91) + fan(w2,y2).

b) Las columnas de la matriz de fu, respecto a las bases canénicas de Z3 y Z3 son las coordenadas de las
imagenes de la base canénica de Z2 respecto a la base canénica de Z3, asf pues

a 0
F = b 0
at+b a+b

ya que fap(1,0) = (a,b,a+b) y fa(0,1) = (0,0,a +b).
c) La dim (Img( fab)) coincide con el rango de la matriz Fg;, produciéndose los siguientes casos:

= Sia=0=0, entonces Fyg = 0 y dim (Img(foo)) = rango(Fyo) = 0.

= Sia=0yb=1, aplicando operaciones elementales entre filas a la matriz Fj,

0 0 10
F01 = 1 0 = 0 1
11 0 0

se obtiene su forma reducida escalonada que tiene dos escalones, por lo que su rango es 2 y
dim (Img(f01)) = rango(Fm) = 2.

= Sia=1yb=0, aplicando operaciones elementales entre filas a la matriz Fi,

1 0 1 0
Fo=1(0 0)]=(0 1
1 1 0 0

se obtiene su forma reducida escalonada que tiene dos escalones, por lo que su rango es 2 y
dim (Img(f10)) = rango(Fig) = 2.

= Sia=1yb=1, aplicando operaciones elementales entre filas a la matriz Fiq,

1 0 10
Fll = 1 0)=1(0 O
0 0 0 0

se obtiene su forma reducida escalonada que tiene un escalén, por lo que su rango es 1 y

dim (Img(f10)) = rango(Fo) = 1.



d) Segiin el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema de ecuaciones fq;(z,y) = (0,1,0) expresado en forma

matricial mediante
a 0 . 0
L 5)0-0)
a+b a+b) \Y 0

tiene solucién tinica si y solamente si el rango de la matriz de coeficientes, Fyy, coincide con el de la matriz
ampliada y con el nimero de incégnitas, 2, por tanto sélo de las matrices de coeficientes que tengan rango
2 se puede obtener un sistema compatible determinado, en este caso

0 0 1 0
F01 = 1 0 y F10 =(0 0
11 1 1
Las correspondientes matrices ampliadas
0 00 1 01 1 010 1 010
1 0(1)]=10 1]1 y 0 0|1)]=10 1]0
1 110 0 00 1 110 0 0|1

tienen rangos 2 y 3, respectivamente, luego el sistema fo1(z,y) = (0,1,0) es compatible determinado y el
sistema fio(z,y) = (0,1,0) es incompatible.

Sia=0yb=1, el sistema de ecuaciones fu(z,y) = (0,1,0) es compatible determinado y es el tnico caso.

1 01
Como la matriz ampliada equivalente al sistema inicial es (0 1] 1] y la tnica solucién del sistema de
0 0]0

ecuaciones lineales

es x =1 y = 1, la tinica solucién del sistema fo1(z,y) = (0,1,0),

tambiénesz =1y = 1.



Capitulo 3

Espacios Vectoriales

3.1. Introduccion

Sea E un conjunto no vacio y K un cuerpo. Se dice que la terna (E,+,-) es un espacio
vectorial definido sobre K si se cumple

1. 4+ es una ley de composicién interna que cumple:
a) EXE—E
b) Vi, vy — Vi + Vo

2. - es una ley de composicién externa que cumple

a) KxE—FE
b) k, v — kv

3.2. Subespacios vectoriales

Se le llama subespacio vectorial de E a cualquier subconjunto de E que tenga estructura
de espacio vectorial.
Habitualmente, los subespacios vectoriales se expresan en forma cartesiana o bien en forma

paramétricas:

= En forma cartesiana se define el subconjunto por sus ecuaciones cartesianas. Luego todos
los elementos pertenecientes a ese subconjunto deben satisfacer estas ecuaciones. Ejemplos
de subespacios en forma cartesiana son

A={(z,y) € R?: 3z + 4y = 0}
Sg = {(l’l,l'g,xg) S IRB 1 2x1 — 223 = 0,.’£1 + X0 = 0}
= En forma paramétrica se define el subconjunto empleando ecuaciones paramétricas, i.e.:

H={(e,—0,28) €R® / a,8 € R}

M:{(B“ Ojﬂ) EMQ(IR)/a,B,VER}
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3.3. Suma e intersecciéon de subespacios

Sean M y N dos subespacios vectoriales de F,

= se define el subespacio interseccién como:
MNN={VeE:Vve MAVEN}
la interseccion de dos subespacios vectoriales es siempre otro subespacio vectorial;
= se define el subespacio suma como:
M+N={veFE:JueM , IweN v=u+w} .

Andlogamente, se puede definir la suma de n subespacios vectoriales. La suma de espacios
vectoriales (distinguir de unién) es siempre otro subespacio vectorial.

3.4. Suma directa. Subespacios complementarios

Se denomina suma directa la suma de dos subespacios M y N siempre y cuando cualquier
vector de dicha suma pueda expresarse de una unica forma como suma de vectores de M y de
N. La suma directa de dos subespacios se denota como

MoeN={veE:JieM IWeN Vv=u+w}
Si la suma de dos subespacios es directa, se cumple que
MON = {6E} .

Cuando dos subespacios son sumplementarios, equivale a decir que su suma es una suma
directa, ya que

MmN:{ﬁE}

M y N son sumplementarios <
M+N=FE

3.5. Dependencia lineal

3.5.1. Combinacién lineal

Se dice que el vector V es combinacién lineal del siguiente conjunto de vectores {V1,Va,...,Vn}
si se puede explicar de la siguiente forma:

\7:a1\71+a2\72+...+an\7n

siendo a; € K, i = {1,2,..,n}. El vector nulo siempre es combinacién lineal de cualquier
conjunto de vectores

3.5.2. Dependencia lineal

Se dice que un conjunto de vectores {V1,Va,...,V,} son linealmente dependientes si
existen unos escalares a; € K, i ={1,2,...,n}, no todos nulos, tal que

(11\71 + 012\72 + ...+ O‘n‘_;n = 6]3 .
A un conjunto de vectores linealmente dependientes también se le llama conjunto ligado. En

cualquier conjunto de vectores donde se encuentre el vector nulo es ligado.

10 Pablo Sdnchez Yanez



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES

3.5.3. Independencia lineal

Se dice que un conjunto de vectores {V1,Vz,...,V,} son linealmente independientes si
para que se cumpla ayVy +agVa +. ..+ @,V = Og. todos los escalares ; € £, i ={1,2,...,n}
deben ser nulos. Este tipo de conjunto de vectores también se denomina conjunto libre .

3.6. Base y dimension

3.6.1. Base de un espacio vectorial

Se dice que un conjunto de vectores B = {V1, Va,...,Vy,} es una base de un espacio vectorial
FE si se cumple que:

= B es un sistema libre.
» L(B) = E, es decir, que B es un sistema generador de E.

Dicho de otro modo, un conjunto de vectores es base de un espacio vectorial si es un conjunto
libre y el nimero de elementos del conjunto es igual a la dimension del espacio vectorial.

3.6.2. Dimensién de un espacio vectorial

Se denomina dimensién de un espacio vectorial al niimero de vectores que tiene una base
de ese espacio. La relacién de Grassmann expone que, siendo M y N dos subespacios de un
subespacio vectorial F, se cumple

dim (M + N) = dim (M) + dim (N) — dim (M N N),
en cambio, si se trata de una suma directa, es evidente deducir que

dim (M @& N) = dim (M) + dim (V)

3.6.3. Cambio de base

Las coordenadas de un vector v con respecto a una base B se definen como aquellos escalares
por los que se multiplica cada vector de la base dada dando como resultado el vector v. Para un
vector V del espacio vectorial (R3, +, ), sus coordenadas con respecto a la base canénica

B.={é, =(1,0,0),62 = (0,1,0),85 = (0,0,1)}

Son
V= aél + 662 + 753 = (a7ﬁ77) = (1(1,0,0) + 6(07 170)77(0707 1)

Se define el cambio de base como la expresién de un vector v respecto de una base distinta de
la que se define en un principio. Luego, sea la base canénica de (R?,+, ) definida anteriormente,
y sea una base distinta de la canénica

B = {(u11,u21, us1), (w12, U22, u32), (u13, U23, u33) } -
La matriz de cambio de base B a la base candnica B, es

5 U1 U2 U3
Mg, = [u21 w22 s
U3z1 U2 U33

Propiedades importantes de esta matriz son:

Pablo Sanchez Yanez 11



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES

B _ Bey—1
1L Mz = (Mp°)
2. ME = Mg - M§,
Entonces, se contemplan los siguientes cambios de base:

= Cambio de base de una base cualquiera a la base candnica: Los datos que aportados

han de ser siempre:

e Una base
B = {(uu, U21, U31), (U127 U22, U32)7 (U13, U23, U33)} .

e Un vector con coordenadas expresadas en la base B:

VB = (7,9, 2)

« U1 U221  U31 €
- B =
VB, =Mp V= B ]| = [ua1 w2 us Yy
0 U3zl U3  U33 z

= Cambio de base de la base candnica a otra base cualquiera: Los datos que aportados

han de ser siempre:

e Una base
B = {(u11,u21,u31), (u12, 22, u32), (u13, 23, u33)} .

e Un vector con coordenadas expresadas en la base candnica B.:

Ve = (o, 8,7)
-1
€ U1 U221 U31 o
VB = (Mgc)_lvBc = |y | =(u21 wu22 wus B
z Uzl U3 U33 Y

= Cambio de base de dos bases cualesquiera: Los datos que aportados han de ser siempre:

e Una base
B = {(uu, U21, U31), (U127 U22, U32)7 (U13, U23, U33)} .

e Otra base
B’ = {(wi1, wa1,w31), (Wia, wa2, w32), (w13, was, w33) }

e Un vector con coordenadas expresadas en una de las bases B:
VB = (OZ, ﬂv 7)

— N — — — . — — —
Vg = (ME )T ME Vg = Vg = MG ME Vg = Vg = ME Vg

-1

/

@ w11 W21 W31 Uil U1  U31 «
/

8 = | w21 W22 W32 U1 U2  U32 B
!

Y w31 W2z W33 U3l U3 U33 aé

12 Pablo Sdnchez Yanez



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES

Otra forma de realizar este proceso, que engloba lo anterior es la siguiente:

1. Se construye el esquema:

c
By (f) B,

B B!
Mpy l TMBg?’

BzT>B3

2. Dicho esquema se puede explicar facilmente:

= Arriba se pone la matriz final que queremos obtener y de qué base a qué base va.
= Debajo la matriz que tenemos y también de dénde a dénde va.

= Las matrices de los laterales se deducen por la direccién de las flechas.
Ahora solo debemos recorrer el sistema en sentido horario. Por ejemplo, para obtener C'(f):
— B; Bs
C(f) = Mg -F-MBé
3. Y solo quedaria obtener dichas matrices, que si implican a la base canénica son muy sencillas
de calcular. Recordemos que en un cambio de base de una base cualquiera a la candnica,

la matriz que buscamos es M 5 ¢ y sus columnas son directamente los vectores de B. Si es
al contrario, la matriz buscada es la inversa de la anterior.

Pablo Sanchez Yanez 13
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Capitulo 4

Aplicaciones Lineales

4.1. Introduccion

Sean (F,+,-), un espacio vectorial de dimensién n, y (E’,+,-) otro espacio vectorial de
dimensién m. Se dice que una aplicacién f : E — E’ es una aplicacién lineal si cumple que:

v f(Vi+Ve) = f(V1)+ f(V2), Vi,V2€E
. f(kV)=kf(¥), VEE, kek

Sea f : E +— FE’ una aplicacién lineal, dependiendo si es inyectiva, biyectiva o sobreyectiva
también se le da el nombre de

= Si el espacio de salida y el de llegada son distintos (E # E’) puede ser

e 10 inyectiva, no sobreyectiva, esto es un homomorfismo
e inyectiva o monomorfismo
e sobreyectiva o epimorfismo

e biyectiva o isomorfismo
= Cuando coinciden el espacio de salida y el de llegada puede ser

e no inyectiva, no sobreyectiva; o bien endomorfismo

e biyectiva o automorfismo

4.2. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Si E y E' son dos espacios vectoriales sobre R y {€1,...,6n} es una base de F,
cualquier aplicacion lineal f : E — E' queda totalmente definida por el sistema

{f(él)7 . 7f(én)} .

Asi, dada una base cualquiera {€1, ..., €y} del espacio de salida F, cada aplicacién lineal tiene
asociada una matriz tinica en esa base, que se denomina matriz asociada a la aplicacion lineal
f. Esta matriz se construye poniendo como columnas las imégenes { f(€1), ..., f(€n)} de una base
del espacio de salida.

15



CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

Ejemplo: Encontrar una matriz asociada a la siguiente aplicacion lineal,
f*R +— R
(w1, 22, 23) ~ f(21,22,23) = (221 + T2, 72 — 373)

Tomando la base canénica de R?, B, = {&; = (1,0,0),82 = (0,1,0),&3 = (0,0,1)}

f(€1) = f(1,0,0) = (2-140,0-3-0) = (2,0)
f(82) = f(0,1,0)=(2-0+1,1-3-0) = (1,1)
f(83) = f(0,0,1) = (2-0+0,0—3-1) = (0, -3)

Se construye la matriz asociada a f en la base canénica de salida y en la base candnica de llegada

w31 )

Si se tiene otra base distinta que no es la candnica se procede de la misma forma. Por ejemplo,
tomando

B = {ﬁl = (_17070)’ﬁ2 = (la 130)763 = (07072)}

operando queda

f(ﬁl):f(_l’oao):(2'(_1)+07 0_30):(_270)
f(ﬁz):f(l,l,O)Z(Q'l—I—l, 1—3~0)=(2,1)
f(ﬁ3)=f(0,0,2)=(2~0+0, 0—3~2)=(0,—6)

Y, por consiguiente, la matriz asociada a f en la base B de salida y base candnica de llegada es,
-2 2 0
B _
Ag,(f) = <O 1 —6)

Acerca de lo que se acaba de explicar es importante hacer ciertas observaciones:

= En la matriz asociada a f, el nimero de filas coincide con la dimensién del espacio de
llegada y el ntimero de columnas con la dimensién del espacio de salida. Luego en los
endomorfismos, esta matriz serd cuadrada.

= Una vez se tiene la matriz asociada es posible utilizarla para obtener imagenes de la apli-
cacién multiplicando por un vector del espacio inicial

4.3. Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

Sea una aplicacién lineal f : E +— E’

= Se denomina nicleo de f al conjunto formado por todos los vectores de E cuya imagen, a
través de f, es el elemento neutro de E’; y se denota como Ker(f). Es decir,

Ker(f) = {¥ € B: /(%) = 0/} = /" ({0g'})

El conjunto Ker(f) es un subespacio vectorial de E.
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CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

s Se denomina imagen de f al conjunto formado por todos los vectores de E’ que son imagen
de algin elemento de E. Es decir,

Img(f) = {V € ' : 3ii € E, f(id) = v} = f(E)

El conjunto Img(f) es un subespacio vectorial de E’. Se observa que la dimensién del
subespacio imagen coincide con el rango de la matriz asociada a f

dim (Img(f)) = rang(M(f))

En conclusion,

dim (Img(f)) + dim (Ker(f)) = dim (E)
Por otro lado, es posible deducir ciertos teoremas de las definiciones anteriores:
= f es inyectiva < Ker(f) = {0}

» f es sobreyectiva < rang(M(f)) = dim (E')

4.3.1. Calculo préactico de Ker (f)

Para el calculo del ntcleo de una aplicacién lineal se puede proceder de varias maneras, aqui
se resumiran dos de ellas:

= Se construye la matriz asociada a f y se multiplica esta por un vector genérico X

A(f)V =0,
es decir, para una aplicacién de la forma siguiente
1 0 0 0
0 1 0| (T _[o
00 1 ; o
111 3 0

Los célculos a hacer serian
o V = 118; + 2283 + 1383, (1,72,73) € Z3. Siendo &1, 83,63 los vectores de la base
canénica de Z3. V va a ser el vector solucién.
e Se obtiene el sistema de ecuaciones operando con la matriz

0 = 08, + 08}, + 085 +0&, = 0 = (0,0,0,0) € Z3

1+ 0zy + 023 =0

0x1 4+ 22 +0x3 =0

Ox1 +0x2 + 23 =0

x1+xo+2x3=0
que tiene solucién tnica, el vector v = (0,0,0). Por lo tanto, en este caso, se puede
observar que el niicleo estd formado solo por el vector v — Ker(f) = {(0,0,0)}, que

implica que su dimensién sera cero, dim (Ker(f)) = 0. Se recuerda que cuando un
subespacio contiene solo al elemento neutro su dimensién es igual a 0.

= Se calcula el rang(A), que es idéntico a la dimensién de la imagen de f. Del teorema
dim (Img(f)) + dim (Ker(f)) = dim (E)

se deduce la dimensién del ntcleo, dim (Ker(f)), teniendo la del subespacio de salida,
dim (E), y la de la imagen, dim (Img(f)).
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CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

4.3.2. Calculo practico de Img(f)

El conjunto Img(f) siempre es subespacio vectorial del espacio de llegada, aunque no
todos los elementos del espacio de llegada son imagen, es decir, no tienen por qué
tener pre-imagen.

Dimensién Se construye una base de Img(f) tomando tantos vectores linealmente independien-
tes de la matriz asociada, A(f), como sea posible. Esto aporta una idea sobre la base de

Img(f).

A(f) = — dim (Img(f)) = rang(A(f))

_ o o -
_ o = O
= OO

Base Como se ha visto en el apartado anterior, el nimero maximo de vectores que contenga la
base de Img(f) serd el nimero méximo de vectores linealmente independientes. Entonces,
se procede a calcular el rango de A(f)

=1—det(M) #0 > M e M3z — rang(A) =3

O O =
o = O
_ O O

Por tanto, se tiene una base de Img(f) formada por tres vectores.
Si el rang(A(f)) # max — se cogen para la base el nimero de columnas que indique el rango
(normalmente las que contengan a mds elementos nulos, ya que simplificard los cdlculos)

Blmg(f) = {(1’ 0’ 07 1)7 (0’ 13 07 1)7 (Oa 07 17 1)}

Img(f) Hay varias formas de expresar el conjunto imagen. Habitualmente se utilizan las ecua-
ciones paramétricas dadas por la combinacién lineal

(ylay25y37y4) € Img(f) Ae (2/1792#/3794) = a(l,0,0,l) +ﬂ(oa 17071) +7(070717 1)
Bi=a yY2=0 ys=7 ya=a+B+y

En general, cuando se pide calcular la imagen, se refiere a calcular las ecuaciones paramétricas
del conjunto imagen. Se podria expresar asi

Img(f) = {(y1,Y2,Y3,y4) € Z;l =y =Bys =704 =a+ f+7}
o bien de esta forma
Img(f) = {(o, B, 7,0+ B+7) €Z3: 0, B,y € Zs}

En el caso de que se nos pidan las ecuaciones cartesianas (o implicitas) de Img(f), teniendo
en cuenta que para pasar de paramétricas a cartesianas solo hay que eliminar los parametros

Ya=9y1+y2+ys

Img(f) = {(y1,y2, Y3, Y1) € Z3 : y1 + Y2 + y3 — ya = 0}
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ALGEBRA Ejercicio 1 26 de junio de 2015

aperemos: | [ [ [ [ [ [ [ [T [ [T T[T TP TTTIT T[]
NomBRE: [ | [ [ [ [ [ [[] T[] TTIIIL]oNel [ ][[]]
Puntuacién maxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

La respuesta se realizara tinica y exclusivamente en esta hoja. No se corregiran hojas adicionales.

Sea la aplicacién lineal f : 73 — 73 tal que
flz,y,2) = (x+y,x+2,y+2).
a) Hallar Ker(f) indicando una base y la dimensién.
b) Hallar Img(f) indicando una base y la dimension.
c) Demostrar que B = {(1,1,0),(1,1,1),(0,1,1)} es una base de Z3.

d) Calcular la matriz de f respecto a la base B.

Solucion:

a) Ker(f) = {(2,y,2) € Z3 : f(z,y,2) = (0,0,0)} = {(z,y,2) € Z3 : x+y = O,z + 2z = 0,y + 2 = 0}
{(a:,y,z)ezg:x+y=0,y—|—z=0}z{(a,a,a)EZQ:aEZQ}z{O,O,O 111} L( 111 )

Bgk = {(1,1,1)} es una base de Ker(f) y su dimensién es 1.

b) Tmg(f) = {f(a,B,7) € Z3 : (a,B,7) € L3} = {(z,y,2) € L3 :x = a+ By =a+v,z2=F+7} =
{(z,y,2) €Z3 :x+y+2=0} ={(\ A +p) €L : \p €Ly} = L({(LOJ),(O,LU})-
Br ={(1,0,1),(0,1,1)} es una base de Img(f) y su dimensién es 2.

c) El conjunto B = {(1,1,0),(1,1,1), (0,1, 1)} es libre porque el rango de la matriz cuyas columnas son las
coordenadas de los vectores de B tiene rango 3, ya que realizando operaciones elementales entre filas,

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0
11 1)]=10 0 1]=101 1]=10 1 0}J=(0 1 0
01 1 01 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

se obtiene una matriz con tres escalones.

Como la dimensién de 73 es tres, cualquier conjunto libre con tres elementos es una base de 7Z3, luego B es
una base de Z3.

d) La matriz cuyas columnas son las coordenadas de las imdgenes mediante f de los vectores de la base canénica
B, = {(1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} de Z3 es la matriz del endomorfismo f,

1 1 0
F={(1 01
0 1 1

porque f(1,0,0) = (1,1,0), f(0,1,0) = (1,0,1) y f(0,0,1) = (0,1, 1).

La matriz cuyas columnas son las coordenadas de los elementos de la base B respecto a la base canénica B,
1 10

de 73 es la matriz de cambio de la base B a la base canénica: MJg“ =(1 11

0 1 1

|
=
5
»

La inversa de la matriz Mgc es la matriz de cambio de la base canénica a la base B, M5,
puede calcularse mediante operaciones elementales entre filas

11 01 0 O 11 0(1 0 O 11 0(1 0 O 11 01 0 O
11101 0f=f0 0 1|1 1 O)J=(0 1 1/0 0 1|J=(0 1 01 1 1
01 1,0 01 01 1/0 01 00 11 10 0 0111 10

1 0 00 1 1

=(0 1 01 1 1

00 11 10




resultando ME =
1 10

A partir de las matrices de cambio de base y de la expresién matricial de f respecto a la base canénica B,

puede calcularse la matriz M de f respecto a la base B, ayudandose del siguiente esquema:

Id Id
z z3

3
3 b 3 ! 3 3
Lyg — Lyg, ——  ULip, — g

Vs MEL T T (T, - f(F8),

00 1
M=ME FM} = 00 0
100

=)
==
O = =
O = =
[
== O
O = =
=
=
O = =
=
= = O



Capitulo 5

Espacios euclideos

5.1. Producto escalar
Sea E un R-espacio vectorial. Un producto escalar en E es una aplicacion de la forma

<,>: FExFE—=R

U,V o< u,v >
que cumple las siguientes propiedades:

Bilinealidad Aplicacién lineal en la primera y en la segunda variable

<U+U,V>=<i,v>+<id,v> Vi, d, Ve FE
<ou,v>=a<u,v> Yu,ve E VaeR
<, V+V >=<id,v>+<id,V > Vi, v,V ¢ E
<u,fv>=p8<u,v> Vi,ve E VBeR
Simetria
<u,vV>=<Vv,d >
Positividad
<d,i>>0 VdeFE
Ademas,

5.1.1. Productos escalares mas usuales
Ejemplos
» Producto escalar habitual en R"

< (x17"',xn)a(y1a"'7yn) >=T1Y1+ ...+ TpYn
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CAPITULO 5. ESPACIOS EUCLIDEOS

» Producto escalar de las funciones continuas

b
(f.9) = | f@glayiz

Enc([0,1)):

1 4
2 3 x 1
($,$)—A {Edl'—fo -

= Producto escalar de las matrices de orden n
< A, B >=tr(AB")

a1l a2 ais
tr [ ag1 a2z az3 | = a1 + aze +ass
a3l agz as3

5.2. Espacios vectoriales euclideos

Un espacio euclideo es un espacio vectorial donde hay definido un producto escalar y se
denota como (E, <, >). El vector nulo Og es el tnico vector que es ortogonal a todos los vectores

de F.
5.2.1. Subespacios ortogonales
= Dos vectores U,V son ortogonales si su producto escalar es cero, es decir < i,V >= 0.

= Un vector U es ortogonal a un subespacio W si es ortogonal a cada uno de los vectores de
W, es decir, VW € W, < u,V >=0.

= Un subespacio V es ortogonal a otro subespacio W si todos los vectores de V' son ortogonales
a cada uno de los vectores de W, es decir

Vi e VAW EW, <d,v>=0

s Si W es un subespacio vectorial de un espacio vectorial F, se denomina complemento
ortogonal de W, y se denota por W+, al subespacio vectorial formado por todos los
vectores ortogonales a W

WH={VeE:<v,Ww>=0VWc W}

5.2.2. Norma (o médulo de un vector)
Sea E un espacio vectorial sobre K, una norma definida en E es una aplicacion tal que
l-]|: E—=K
i - il = V< 6 >
El angulo o entre dos vectores viene dado por la expresién
<u,v >

<u,v >=|[u]| - ||V]] - cosa = COS Q¥ = —————
] - [1¥]]

22 Pablo Sdnchez Yanez



CAPITULO 5. ESPACIOS EUCLIDEOS

5.3. EIl método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

Una base de un espacio euclideo es ortogonal si sus vectores son ortogonales dos a dos. Una
base ortonormal es una base ortogonal de vectores unitarios.

Dada una base cualquiera {€, : n € N} = {€1,...€,} de un espacio vectorial, existe un
método para obtener una base ortogonal a partir de esta, llamado Método de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt, que consiste en los siguientes pasos:

Uy =6

_ . < éz,u; >

Uz =€ — —————— W
< up,u; >

_ - <é37ﬁl> — <é37ﬁ2> _

U =€3— —— - W1 — —— - _ Uz
<ui,u; > < ug,uz >
n—1 -

— — < en7ui > —

u, = €, — = L
‘ < uj, ﬁi >
i=1

Una vez obtenida una base ortogonal {ty, : n € N} = {dy,...Un}, a partir de la base original,

es posible normalizarla. Para ello basta con dividir cada elemento de la base ortogonal entre su
norma:
_ _,
Up Un
[Uall /< tp, tn >

obteniendo asi una base ortonormal {W,, : n € N} = {wy,... Wy}

Wn =

5.4. La proyeccién ortogonal

Sea un espacio vectorial euclideo (F, <,>), en el que se consideran un subespacio H < E y
un vector v € F. Se dice que

= El vector proyy (V) es proyecciéon ortogonal de v sobre H si proyy (V) € Hy vV —
proy (V) € H-.

» El vector proyy (V) € H es el mas préximo a v de entre los vectores de H si |[U —
proy i (V)|| es el menor de los valores ||u — V||, Vi € V (distancia minima).
Método practico de calculo

Sea un espacio vectorial euclideo (E, <,>), en el que se consideran un subespacio H < F
y un vector Vv € E. Si H tiene dimensién finita y si {t, : n € N} = {i,...Un} es una base
ortogonal de H, entonces existe la proyeccién ortogonal proy ;(p) de v sobre H, y es tnica

proy ;(P) = ajuy + agliz + ... + aplin

donde los coeficientes o vienen dados por

En cambio, si se tiene una base {wy : n € N} = {Wq,... Wy} ortonormal, los coeficientes
quedan
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ALGEBRA Ejercicio 2 Prueba final de evaluacién continua 15 de diciembre de 2014
aperumos: | [ [ [ [ [ [ [ [T [ [T [T TP IT]]]
NomBRE: [ | [ [ [ [ [T [ [T [T TL PPNl [P []1]

Puntuacién: 2 puntos Tiempo:

Sea Rs[z] = {ao + a1z + asx® + asxd : ag, a1, a2,a3 € IR} el espacio vectorial euclideo de los polinomios de
grado menor o igual que 3 con coeficientes reales, con el producto escalar

< p(z),q() >:/O p(z)q(z) dz.

Calcular
a) Una base ortogonal del subespacio vectorial U = {a + 827 : o, # € R} C Rg[z].

b) La proyeccién ortogonal del polinomio p(z) = 2® € R3[x] sobre el subespacio vectorial U.

Solucion:

a) Los polinomios 1 y 22 generan U y son linealmente independientes,
U={a+pa*:0,8 R} =L({1,2%}),

luego B = {1, 2%} es una base de U.

Aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt al conjunto B = {p1 (), p2 (x)}, se obtiene una base orto-
gonal, B, = {ql(x),qg(x)}, de U :

s El primer vector de B, es el primer vector de B, ¢1(z) = p1(z) = 1.

= El segundo vector de B, es

1 2
)= Zd L

~ <a(z),pz) > B
fol dx 3

) =) " @), 0t >

By = {1,3:2 — %} es una base ortogonal de U.
b) A partir de la base ortogonal de U, B, = {ql(ac), qg(m)}, la proyeccién ortogonal del polinomio p(z) = 3
sobre el subespacio vectorial U es

v (o)) = SP@ @@ > o <p@)ga@) > o foatde  fiat—gde (1
prove B) = 200, > " T el >0 T TRy dw< )

3
1 5/, 1 115,
IS YRR )

45

=

También puede calcularse la proyeccién ortogonal de p(z) sobre U sin necesidad de utilizar la base ortogonal
B,. Como proy,; (p(x)) € U, entonces proy; (p(x)) = a+ Bz?. Ademss, p(x) — proy, (p(x)) =23 —a— B2?
es ortogonal a los polinomios 1y 2 :

1
1
0 =< p(x) — proyy (p(x)),l >=<a® —a—pz? 1 >:/ 2 —a—pBatde = Z—a—g,
0
2 3 2 2 b s 2 4 1 o p
0 =< p(z) — proyy (p(x)),x >=<z’ —a—pz°,x >:/ x’ —ax® — pfa* dx = 673 %
0
Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales, o = —%, B = %—g, resultando
15
proy; (p(x)) —— 4 g2



Capitulo 6

Diagonalizacion de Matrices:
Autovalores y Autovectores

6.1. Introduccién
Sea E un K-espacio vectorial de dimensién n. Sea también f : F — E una aplicacién lineal

y A la matriz asociada a f. Se dice que A € R es un autovalor o valor propio de la matriz A si
exixte algun vector v no nulo de F tal que

o bien

Si A es el valor propia de A entonces los vectores no nulos de E que verifiquen la anterior
relacién se denominan autovectores o vectores propios de A asociados a A. Cada vector propio
esta asociado a un tnico valor propio. No obstante, cada valor propio tiene asociados uno o mas
vectores propios.

6.2. Calculo de autovalores

Especificado para una matriz de orden tres, pero perfectamente generalizable a matrices de
cualquier orden se explicard el proceso de cédlculo de los vectores propios de la matriz A asociada
a una aplicacion f.

Sea la matriz

A= |a2 an a3 (6.1)

Los autovalores de la matriz A vienen determinados por las raices de su polinomio caracteristico
P(A) =det (A —NT) =|A - N\T|.
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CAPITULO 6. DIAGONALIZACION DE MATRICES: AUTOVALORES Y
AUTOVECTORES

Asi, ahora se pasa a obtener dichas raices resolviendo la ecuacién caracteristica P(A) =0

a11 Q12 A3 1 0 0
as1 G asz | —A[0 1 0 =0=
as1 A3z Aass 0 0 1
a11 Q12 A3 A0 O
— as1 azs asz3 | — 10 A0 =0
a31 a3z Aass 0 0 X

Se denomina multiplicidad algebraica de un autovalor \;, m,(A;), al nimero de veces que
A; es raiz del polinomio caracteristico. La suma de las multiplicidades algebraicas de todos los
autovalores debe ser igual al orden de la matriz, siempre.

6.3. Calculo de autovectores
Como se venia diciendo, cada uno de los valores propios calculados va a tener un conjunto de

autovectores asociado. Estos conjuntos forman siempre sendos subespacios vectoriales, denomi-
nados autoespacios asociados a A;, def

Sy, = Ker(4 — \T)

Luego, las ecuaciones cartesianoas del autoespacio Sy, asociado a \; siempre son

ain — A a2 a3 T 0
as1 a2 — A a3 2| =10
asy aso asz — A x3 0

De la ecuacién matricial anterior es posible obtener la dimensién y una base del subespacio
asociado a ;. Todos los vectores pertenecientes a este subespacio seran los autovectores de ;.
Se le llama multiplicidad geométrica de \;, my();), a la dimensién del autoespacio aso-
ciado a \;
mg(A;) = dim (Sy,) = n —rang(A — \,Z)

Nota: Recordar que n es la dimension del K-espacio vectorial E

6.4. Propiedades derivadas de los autovalores y autovecto-
res

» Una matriz y su traspuesta tienen los mismos autovalores.

= Si Ay B son semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, y por tanto los mismos
autovalores.

= Si X es autovalor de A, kX es autovalor dekA.
= El determinante de A es el producto de sus autovalores.
= La traza de A es la suma de sus autovalores.

= Aquellos autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.
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= Si dadas dos matrices A y B, estan definidas sus matrices AB y BA, entonces sus autova-
lores son los mismos.

= La multiplicidad geométrica de un autovalor es siempre mayor que cero, y menor o igual
que la multiplicidad algebraica:

ma(Ai) > mg(X;) >0

6.5. Diagonalizaciéon de matrices

Sea A € M,,(K) una matriz asociada a un endomorfismo f. Se denomina diagonalizacién
de una matriz al proceso por el cual es posible obtener una matriz de paso P (que puede no
existir), que permita expresar la matriz A como semejante a una matriz diagonal D, tal que

A=PDP™' obien D=P 'AP

Por lo tanto, se dice que una matriz es diagonalizable si existe tal matriz P que cumpla la
igualdad anterior. De no existir esta, la matriz no es diagonalizable.

Teorema: Una matriz es diagonalizable si y solo si la multiplicidad algebraica de
cada uno de sus autovalores coincide con su multiplicidad geométrica.

= Si una matriz de orden n tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

= Las matrices simétricas son diagonalizables.

Matrices diagonalizables

Si una matriz A es diagonalizable, entonces es posible afirmar la existencia de una matriz
diagonal formada por sus autovectores. Un ejemplo con una matriz de orden tres es el siguiente

A 000
D=0 X 0
0 0 Az

de forma que A y D son semejantes tal que A = PDP~! o bien D = P~' AP. La matriz de paso
P es una matriz formada por autovectores,

ai1 a2z ais €11 €12 €13 A0 0 €11 €12 €13
a1 a2 a3 | = | €21 €22 €33 0 X O €21 €22 €23 ;
as1 az2 as3 €31 €32 €33 0 0 A3 €31 €32 €33

donde cada columna es un autovector asociado al autovalor que ocupa su misma columna en la
matriz D. Es decir, para el vector (e11, €21, €31) ha de ser un autovector asociado al autovalor Aj.

Los autovectores de la matriz P forman siempre una base de M3y (K) (o R3). Por consi-
guiente, también se puede deducir el siguiente teoremas:

Teorema: Una matriz es diagonalizable si existe una base formada por autovectores,
respecto a la cual, la matriz asociada a f es diagonal.
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ALGEBRA Ejercicio 3 Examen final 21 de enero de 2015
aperemos: | [ [ [ [ [ [ [ [T [ T[T TTIITPTTITI T ]]
NomBRE: [ | [ [ [ [ [T [ [T [T LL PPNl [P []1]]

Puntuacién: 2 puntos Tiempo:

Sea f : R® — RR? un endomorfismo tal que el autoespacio asociado al autovalor A\; = 1 es

Si={(z,y,2) ER* 2 —2y+2=0}
y el autoespacio asociado al autovalor Ay = —1 es el complemento ortogonal de S1, S_; = Si-. Se pide:
a) Obtener las expresiones paramétricas de Sy y de S_j.
b) Calcular una base de S; y otra de S_;.
c) Estudiar si f es diagonalizable y, en caso afirmativo, hallar su expresién diagonal.

d) Determinar la matriz de f respecto a la base canénica de R3.

Solucion:

a) Una expresién paramétrica de Sy es Sy = {(a, B,—a+28):a,B¢€ IR}.

Observando que
V(z,y,2) €51 0=20—-2y+2z=<(1,-2,1),(z,y,2) >,

se concluye que el vector v = (1,—2,1) es ortogonal a S7, luego VesS.= Si-. Como estamos en R3 y la
dimensién de S; es 2, la dimensién de su complemento ortogonal es 1y B_; = {(1, -2, 1)} es una base de
S_1, por tanto

S =8t =L({(1,-2,1}) = {(.=2%,7) : v € R}
b) By = {(1,07 1), (0, 1,2)} es una base de S; y B_; = {(1, -2, 1)} es una base de S_1,
c) El endomorfismo f es diagonalizable porque existe una base de R?,
B=DByUB_; ={(1,0,-1),(0,1,2),(1,-2,1)},

formada por autovectores de f.

10 0
Respecto a la base B, la expresién matricial del endomorfismo fes D= |0 1 0
0 0 -1
d) La matriz cuyas columnas son las coordenadas de los elementos de la base B respecto a la base candnica es
la matriz de cambio de la base B a la base canénica: Mgc = )
—1 2

. : , : : : N1
La inversa de la matriz M7 es la matriz de cambio de la base candnica a la base B, M5, = (Mj°) ",y
puede calcularse mediante operaciones elementales entre filas

1 0 111 0 0 1 0 111 0 O 1 0 1)1 0 0
01 -2/j0 1 0)J=(0 1 -2]0 1 0)=(0 1 -2|0 1 0
-1 2 1]0 0 1 0 2 211 0 1 00 6|1 -2 1
50 1 _1
o roll 13
0015 -3 &
s 1 _ 1
6 3 &
resultando Mf = |+ 1 1
i _1 1
6 "3 &



A partir de las matrices de cambio de base y de la expresién matricial de f respecto a la base B, puede
calcularse la matriz de f respecto a la base canénica, F, ayudandose del siguiente esquema:

Ilea f

- Id3
R} —— R} —— R} B

3
Ry,

730 M_};) 73 L f(VB) Lg“) f(VB)

B B.
R Lo 1\/1o o[58 3 % 10 1 54 -4

— c — 1 1 1 — 1 1 1
F=MEDME = 01 —2)fo 1 o[ L L]=[ 01 -2 11
12 1y\oo -1)\1 1 1 12 1) \11

W= Wi wih

WIN Wb W=
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Anexo

Notacion

A lo largo de este documento se ha venido utilizando una notacién estandar, acorde a las
fuentes empleadas para la elaboracion del texto. No obstante, en los exdmenenes de la asignatura
es frecuente el empleo de una notacién diferente para algunos elementos.

= Para denotar una matriz respecto a dos bases, por ejemplo

e La matriz de cambio de base de una base cualquiera B a la base canénica B.: en el
documento se expresa como Mgc entendiéndose la direccién del cambio de arriba a
abajo |. No obstante en los exdmenes de la asignatura se expresa al contrario /\/lgc,
entendiendo el sentido de abajo a arriba 1.

= Para denotar el producto escalar se ha utilizado en el documento la notacion estandar <, >,
sin embargo en los exdmenes aparece la notacién con paréntesis (,)

Aunque esto no es méds que una aclaracién y el empleo de cada una de las notaciones se
deja a criterio del autor, es importante tenerlo en cuenta a la hora de interpretar los distintos
elementos.
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ALGEBRA

Sea E un IK-espacio vectorial de dimensién finita y sean f,g: F — E endomorfismos.
a) Demostrar que dim (Img (f)) = dim (Img (g)) <= dim (Ker (g)) = dim (Ker (f))
b) Si f2 = fo fy Img(f?) = Img(f), demostrar que Ker(f?) = Ker(f).

Solucién:

a) Para cualquier homomorfismo entre espacios vectoriales de dimensién finita, h : V' —— W, se cumple la
relacién
dim(V) = dim ( Ker(h)) + dim (Img(h)).

En particular, para los endomorfismos f y g, se tiene

n = dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Img(f)),
n = dim(E) = dim ( Ker(g)) + dim (Img(g)).

Baséndonos en las relaciones anteriores, se comprueba la doble implicacién:
» Si dim (Img (f)) = dim (Img (g)), entonces
dim (Ker (g)) = n — dim (Img(g)) = n — dim (Img (f)) = dim ( Ker (f)).
= Si dim (Ker (f)) = dim (Ker (g)), entonces
dim (Img (g)) = n — dim (Ker(g)) = n — dim (Ker (f)) = dim (Img (f)).

b) Como f? : E — E es un endomorfismo, aplicando el resultado demostrado anteriormente a f y f2, se
deduce que si Img(f?) = Img(f), entonces dim (Img(f?)) = dim (Img(f)) y

dim (Ker(f?)) = dim (Ker(f)).
El subespacio Ker ( f) estd contenido en Ker(f?) ya que si U € Ker ( f), entonces
J(@) =0 v fA(d) = f(F() = £(0) =0,

por lo que U € Ker(f?).

Los subespacios Ker(f?) y Ker(f) coinciden porque tienen la misma dimensién finita y uno de ellos estd
contenido en otro, luego
Ker(f?) = Ker(f).

Repitiendo un razonamiento andlogo, también se puede comprobar que si Ker(f?) = Ker(f), entonces
Img(f?) = Img(f).



ALGEBRA

Sean Hy y Hy dos subespacios de un K-espacio vectorial de dimensién finita, V. Demostrar la
férmula de las dimensiones (Grassmann):

Solucion:

Sea By = {e_{,e_g, .. ,eﬁ} una base de H; N Hs.

Como H1 N Hy C Hy y Hy N Hy C Ho, por el teorema de extension de una base, el conjunto By
puede completarse para obtener una base By de H; y una base By de Hs :

B1:BOU51:BOU{1T1>,1T2>7---71T>1~} y B2:BOUS2:BOU{‘71>,‘72>7---,\7S>}-
El conjunto de vectores B = By U S1 U Ss es una base de H1 + Ho ya que

= B es un sistema generador de Hi + Ho.

Cualquier vector W € H, + H, puede expresarse de la forma W =1u+V donde W € H; y
7 € H,.

El vector W es combinacién lineal de vectores de By = By U S, y el vector V es combinacién
lineal de vectores de By = By U Sy, por tanto, el vector W es combinacién lineal de los vectores
de B = By U S1 U Ss.

= B es un sistema linealmente independiente.
m T S
Sean los escalares {)\k}kzl’ {O‘i}izl y {Bj }j=1 tales que
m

T S
%
d ek + Y o+ Y BV =0. (1)
k=1 i=1 j=1

El vector
m T

S
W= ek + > it =—) BV
k=1 i=1 j=1

pertenece a H; porque es combinacién lineal de los vectores de By U S1 y también pertenece a
H, porque es combinacién lineal de los vectores de S, luego W e Hi N H, y se puede expresar
como combinacién lineal de los vectores de By :

m S
— —
W = E el = — E Bivi,
=1 =1
resultando

m S —
— =
Zulel +ZﬂjVj =0.
=1 j=1
Como Bs es un sistema linealmente independiente,

p1=pe = =pm=Pp=P=--=PB=0.



Sustituyendo los valores de los escalares 3 en la ecuacién (1), se obtiene

m T
%
Z)\ke—)k"i_zaiﬁi) =0.
k=1 i=1
Al ser By un sistema linealmente independiente,

luego la tinica combinacién lineal nula de los vectores de B es la trivial, cuando todos los escalares
son cero.

Segun el numero de elementos de las bases de cada subespacio:
dim(Hy N Hy) =m, dim(Hy)=m+r, dim(Hy)=m+s, dim(H;+ Ha)=m+r+s,

deduciéndose inmediatamente que

|dim Hy + dim Hy = dim(H; + Hy) + dim(Hy 1 H) |




ALGEBRA

a) Sea E un espacio vectorial euclideo y U,V eE.
Demostrar que W + vV y U — Vv son ortogonales si y sélo si || = || V]

b) Sea f:V —— W una aplicacién lineal e inyectiva entre espacios vectoriales.

Demostrar que todo conjunto de vectores linealmente independientes de V' se transforma mediante f en un
conjunto de vectores linealmente independientes de W.

Solucion:

a) El producto escalar de U+v por U -V es
<U+V,U-Vos=<d,U>+<V,d>-<U,V>-—<V,V>=|"|?-|¥]>

Los vectores W + V y U — V son ortogonales, < U + v, W — V >= 0 si y solamente si || ||> — || V[ = 0,
que equivale a ||| = || V]| por tratarse de nimeros reales no negativos.

b) Sea f:V +—— W una aplicacién lineal e inyectiva entre espacios vectoriales, y sea S = {\71>, Va,... ,v_ﬁ} un
conjunto de vectores linealmente independientes de V.

El conjunto { f (\7{ ) , f (\7%), o f (V_f,) } es un conjunto de vectores linealmente independientes de W porque

S1
—

M) + X f(F3) + -+ Af(Va) = 0,

entonces, al ser lineal f, R
como f es inyectiva, .
MVA 4 XAaVE+ -+ AV = 0

)

y como S es libre, entonces
M =X==2)\, =0.

Cualquier conjunto finito de vectores libres se transforma —mediante una aplicacién lineal e inyectiva— en un
conjunto de vectores libres.



ALGEBRA

Sean U y V dos subespacios vectoriales de un R-espacio vectorial euclideo de dimensién finita, (E, <, >),

y sea f: F +—— E un endomorfismo suprayectivo. Se pide:

a)

b)

Demostrar que
UcVte=VvcUu.

Demostrar que toda base de F se transforma, mediante f, en una base de F.

Solucién:

a)

b)

Aplicando que en espacios vectoriales euclideos de dimension finita se cumple
UHt=U y Ucv=VvtcUut

se tiene la doble implicaciéon que demuestra la equivalencia:

UcVt= (VvHt cUut =V cut
VcUtr = UhH)tcvt—=uvcvt

Sea n la dimensiéon de E'y B = {e_l),e_g, e ,al}} una base de E.

Si f es un endomorfismo suprayectivo, entonces Img(f) = Ey B’ = {f(e_{) , f(e_%), e f(e_,g)} es un sistema
de generadores de Img(f) = F.

Como B’ es un sistema de generadores de E y su nimero de elementos es la dimensién de E, entonces B’
es una base de E porque en un espacio vectorial de dimensién n, un sistema de generadores formado por
exactamente n vectores es linealmente independiente y —consecuentemente— base.

Si F no es de dimensioén finita, la afirmacién no siempre es cierta. Sirva como contraejemplo el endomorfismo
suprayectivo f : R[z] — R[] tal que

flap + a1z +ax® +---) = a1 +agx +azz® + - .

Claramente B = {1,z,2%,...} es una base de R[z] pero B’ = {f(1), f(z), f(z?)...} = {0,1,2,...} no es
una base de R|[x] porque contiene al polinomio nulo.



ALGEBRA

Sea U un R-espacio vectorial, f : U — U una aplicacién lineal y A la matriz asociada a f respecto a una

base de U. Se pide:

a)

b)

Demostrar que si f es inyectiva, entonces todo conjunto de vectores linealmente independientes de U se
transforma mediante f en un conjunto de vectores linealmente independientes de U.

Demostrar que si A tiene forma triangular con los elementos de la diagonal principal diferentes entre si,
entonces f es diagonalizable.

Solucién:
a) Sea L = {\7{ , \72>, . ,\7,1) } un conjunto de vectores linealmente independientes del espacio vectorial U y sea
f U~ U una aplicacion lineal inyectiva.
El conjunto f(L) = {f(\ﬁ),f(\?%), ceey f(v_g)} es libre porque si se considera una combinacién lineal de
estos vectores igualada a cero
ﬁ
MF(VE) + 2 f (V) +- -+ M f(Va) = O,
por ser f una aplicacién lineal, o

b)

FOMVE +XoVa 4+ M) = 0,
por ser f inyectiva, el vector cero es el tinico cuya imagen es el vector cero, luego

MV 4 XAVE+ o Avr = O

y como L es libre,
M=d=- =X\ =0,

concluyéndose que f(L) es un conjunto libre.

Si A tiene forma triangular superior (o inferior),

di  * -+ %

0 dy -+ %
A=| . . . s

0 0 - d,

el polinomio caracteristico es
PA) = (A —di)(A—d2)--- (A —dn)

que tiene grado m y n raices distintas que coinciden con los elementos distintos de la diagonal principal.
Como la dimensién de la matriz es n y hay n autovalores distintos, la matriz A es diagonalizable.



ALGEBRA

Sea E un espacio vectorial euclideo de dimensién finita, U un subespacio vectorial de F, y ﬁ, vV € E.

Demostrar que:

a)
b)

U+ 7V y U — V son ortogonales si y sélo si ||| = || V]
E=UaU*

Solucion:

a)

b)

El producto escalar de U4V por U —Ves
<U4+V,U-Vo>=<U,U>+<V,U>-<U,V>-—<V,V>=|d|?- |V~

Evidentemente, < U 4+ v, d — V >= 0 si y solamente si || d||2 — | V||> = 0 o si y solamente si | T|| = | V|
puesto que tanto || || como || V|| son nimeros mayores o iguales que cero.

Los vectores U+ 7 u-v pueden ser ortogonales sin que ﬂ V sean iguales. Por ejemplo, si U =
s #* 0 entonces ﬁ +V = O ,y u+ 7 U — V son ortogonales con u #* V.

Si U = E, la descomposicién es evidente porque E+ = { 0 } vyvE=FE® { 0 } =E®E*.
Sea dim(F) =n y sea By = {e_{,e_%, .. ,e?,}, con p < n, una base del subespacio U C E.

Como cualquier conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio de dimensién finita puede
completarse con nuevos vectores hasta formar una base del espacio vectorial, existen n — p vectores de E,
— .

epricont=1,2,...,n—p tales que

= = = —— —
B = {el,e2,...,ep,ep+1,ep+2,...,en}

es una base de F.
Aplicando el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt a la base B se obtiene una base ortogonal de

E — — —

v
B:{el,e2,.. e eer17 p+27... n}

con la propiedad de que el subespacio generado por los primeros p vectores de B coincide con el subespacio
generado por los primeros p vectores de B’. Es decir,

—{e).e),.. )
es una base de U.

Cualquier vector VeE puede expresarse de manera tinica como combinacién lineal de los elementos de B’

— — — —
v = A1e71+/\2(Z+~--+>\pe;,+/\p+1e;,+1 + Apr2€pia + -+ ey,

evu eUu+
resultando que la combinacién formada por los p primeros sumandos es un vector de U y la combinacion

formada por los n — p ﬁltimoi sumandos es un vector que pertenece al complemento ortogonal de U porque
los vectores e, 1,€}, ;- ,€, son ortogonales a una base de U.

En definitiva, cualquier vector de F puede descomponerse como la suma de un vector de U con otro vector
de U+, luego E C U + U™, pero como U + U+ C E por tratarse de subespacios de E, también se cumple
E=U+U"*.

Ademss, la suma es directa porque el tinico vector que pertenece a la interseccién de U y UL es el vector
nulo, puesto que si ueUn U, entonces ueU y U e U+, luego < ?,ﬁ >=0y = {0}, luego

E=UqU".



ALGEBRA

Sea E un espacio vectorial euclideo de dimensién finita, U un subespacio vectorial de F, ﬁ,V e Ey

f: E— E un endomorfismo. Demostrar que:

a)
b)

W y V son ortogonales si y solamente si | + V|2 = || U2+ || V2.

Si A1 y A2 son autovalores distintos de f, y ﬁ, V son autovectores asociados a los autovalores A vV Ao,
respectivamente, entonces u y V son linealmente independientes.

b)

Solucion:

Aplicando las propiedades del producto escalar,

W+ VP =<d+V, U+ V>=<d,U>+<U,V>+<V,U>+<V, V>
=7 +2< U, ¥ > +|V]>

[ + V|2 = || '||2 + || ¥]|? si y solamente si < W,V >=0, es decir, si U y V son ortogonales.

Sean A1 y Ao autovalores distintos de f, y ﬁ, V autovectores asociados a los autovalores A v A2, respecti-
vamente.

— . s .
Sean o y (B escalares y ad + 57 — 0 una combinacién lineal de los autovectores U y v que genera el
vector nulo. De esta relacién, se desprende que

ol = —ﬁ7.

Aplicando f ala combinacion lineal considerada, la linealidad de f y que o y V son autovectores, se obtiene
f(aﬁ + 57) = af(ﬁ) + Bf(?) =a\d + 5)97,

y como f(ﬁ) = 3, resulta
)\1&? + )\25? = 6>

Sustituyendo od = —57 en esta ultima igualdad, se obtiene
BV ANV =0

0, equivalentemente, R
0.

Bre = A1)V =
- . .
Como V # 0 porque V es un autovector v A2 — A1 # 0 porque se trata de autovalores distintos, tiene que
ser 8 = 0.
. — —
Si B = 0, entonces od = 757 = 0, y como o # 0, al ser un autovector, se concluye que a = 0.

En definitiva, la tnica combinacién lineal de los autovectores U y v que origina el vector nulo es la que
tiene nulos todos sus escalares, por tanto u y V son linealmente independientes.



ALGEBRA

a)
b)

)
d)

e)

Una aplicacién lineal, f : V —— W, entre espacios vectoriales euclideos es ortogonal si y solamente si

VX, Y eV < f(X).f(¥)>=<X,¥ >.
Sean f:V — Wy g: W +—— U aplicaciones ortogonales. Demostrar que:
VX eV )=

El angulo que forman dos vectores no nulos de V, ?, ? € V, coincide con el angulo que forman sus iméagenes

mediante f, f(?),f(?) eWw.
f es inyectiva.
go f:V +——=U es ortogonal.

SiV =Wy A&cR es un autovalor de f, entonces |A| = 1.

Solucion:

a)

b)

d)

VX eV
IF(R)IP =< F(X), [(X) >=< X, X >= X7,

como [ R > 0y [ £(R)]] > 0, entonces [ %] = || £(X)]]
El coseno del dngulo o que forman los vectores no nulos ?, ? €Ves

cosa = <Xy >
E{EDR

El coseno del dngulo 8 que forman los vectores no nulos” f (?), f (?) €Ves

cos g = I 1Y) >
IFE)IIF I

Como || X[ = [[£(F)I, IVI = IF(F)ly < X, ¥ >=< f(X),[(¥) >, entonces cos(a) = cos(8) y a = 8

porque «, 8 € [0, 7).

_>
Una aplicacién ortogonal, f, es inyectiva porque Ker(f) = { 0}.
La imagen mediante f de cui;quier vector _r>10 nulo tiene que ser distinta del vector nulo ya que si hubiera algtin
vector X € V tal que X 20y f (?) = 0, se llegaria a una contradiccién con la condicién de ortogonalidad

porque < X, X >= || X2 > 0 por ser X # 0 mientras que < f(?), f(?) >=< 373 >= 0 y no podria

cumplirse
<f(R) f(X)>=<X, X >.

Por ser g y f ortogonales, V?, ? eV

<gof(R)g0f(¥) >=<g(F(X)).9(f(¥)) >=< F(X). /(¥) >=< R, ¥ >,

luego g o f es lineal —por ser composicién de aplicaciones lineales— y ortogonal.

Si A € R es un autovalor de f, entonces existe X e V, X #* ﬁ tal que f(?) = \X.
Al ser f ortogonal, < f(?),f(?) >S=< X, X >= ||?||2
Ademss, < f(X), f(¥) >=< AX,A\X >= 12 < X, ¥ >= N X

En consecuencia, A2 =1y |\ = 1.

"La aplicacién lineal f es inyectiva, por lo que la imagen de vectores no nulos también son vectores no nulos. Véase el apartado c).



ALGEBRA

Sea E un espacio vectorial euclideo de dimensién finita, U un subespacio vectorial de F, y ﬁ, vV € E.
Demostrar que:

a) Si W] #0y || V] #0, entonces |0 — V|2 = || |2+ | V]2 — 2| ||| ]| cos e, siendo e el dngulo formado

por los vectores U y

b) < proy;; (7),7 >=< ﬁ,proyU (7) >,

Solucién:

a) Aplicando las propiedades del producto escalar y la férmula del coseno del dngulo « comprendido entre los
_<d, V> . )
vectores no nulos o y 7, COSQ = A € obtiene la férmula buscada
I -V|P=<d -V, d-V>=[dP+|VIP-2< U,V >

%7
=||ﬁu2+||7||2—2||?||||v||] i ﬁ=||m|2+||7||2—2||ﬁ||||v||cosa.

b) VU,V € E

< proyy; (W), ¥ > =< proyy (@), (¥ = proyy (V) ) + proyys (V) >
=< proyy (W), V = proyy (V) > + < proyy (W), proyy (V) >
=< proyy (7),pr0yU ( ) >
porque proyy; (ﬁ) cUy v - Proygs (7) c UL
Del mismo modo,
<, proyy (7) > =< (ﬁ — proyy (ﬁ)) + proyy (ﬁ),proyU (V)’ >
=< W — proyy (W), proyy (V),> + < proyy (W), proyy (V) >
=< proyy (?),proyU (7) >
porque U — proyy; (ﬂ) € Ut y proyy, (7) eU.

En definitiva, la aplicacion lineal proyecciéon ortogonal sobre un subespacio es autoadjunta:

Vﬁ,V € E < proyy (ﬁ),? >=< ﬁ,proyU (7) > .



ALGEBRA

a) Sea (E,< , >) un espacio vectorial euclideo, sea U un subespacio vectorial de E y By = {1Tl>, 1T2>, R 71

una base ortogonal de U.

Demostrar que VV € E

7 <7,1T1>>_> <7,1T2>>_> <7,11—>n>.)
proyU( )Zﬁul = = _ 2+ = = _ n-
<ui,u; > < ug,uz > < Up,Up >

b) Sean f:V +—— W y g: W —— U dos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

Demostrar que Img(g o f) C Img(g).

Solucion:

a) El vector

o <Vaa> ., <V,au> _, <V,uL> _
P=—"—==_uw —— U2+ -+ — —— Up
<ui,uj > < uz,u > < Up,un >

pertenece a U porque es composicién lineal de los vectores de una base de U.

Ademas, v - ﬁ es ortogonal a todos los elementos de la base ortogonal de U, By, porque Vi = 1,2, ...

— — —
<V, > <V, > <V,u >
<uj,uy > < ug,u > < Up, Uy >

o, v
— <uj, V> oo
=< W,V >— <uj,u; >=0
1 ﬁﬁ; 19 Y1 )

luego V- es ortogonal a todos los vectores de U.

En consecuencia,

L <Vm> s <V, up> _ +<7,1Tn>>_>
= u; L8 5)) —— = _ u
P=ua-> <, u > <ua,>

es la proyeccion ortogonal de V sobre U, 5) = proyy (7)
b) Si e Img(g o f), entonces existe V €V tal que (go f)(V) = U, o bien g(f(7)> = U, es decir,

IW=f(V)eWw ¢(W) =1,

luego W € Img(g).
Si todos los elementos de Img(g o f) pertenecen a Img(g), entonces Img(g o f) C Img(g).



ALGEBRA

Sea E un IK-espacio vectorial de dimensién finita y sean f,g: F — E endomorfismos.
a) Demostrar que dim (Img (f)) = dim (Img (g)) <= dim (Ker (g)) = dim (Ker (f))
b) Si f2 = fo fy Img(f?) = Img(f), demostrar que Ker(f?) = Ker(f).

Solucién:

a) Para cualquier homomorfismo entre espacios vectoriales de dimensién finita, h : V' —— W, se cumple la
relacién
dim(V) = dim ( Ker(h)) + dim (Img(h)).

En particular, para los endomorfismos f y g, se tiene

n = dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Img(f)),
n = dim(E) = dim ( Ker(g)) + dim (Img(g)).

Baséndonos en las relaciones anteriores, se comprueba la doble implicacién:
» Si dim (Img (f)) = dim (Img (g)), entonces
dim (Ker (g)) = n — dim (Img(g)) = n — dim (Img (f)) = dim ( Ker (f)).
= Si dim (Ker (f)) = dim (Ker (g)), entonces
dim (Img (g)) = n — dim (Ker(g)) = n — dim (Ker (f)) = dim (Img (f)).

b) Como f? : E — E es un endomorfismo, aplicando el resultado demostrado anteriormente a f y f2, se
deduce que si Img(f?) = Img(f), entonces dim (Img(f?)) = dim (Img(f)) y

dim (Ker(f?)) = dim (Ker(f)).
El subespacio Ker ( f) estd contenido en Ker(f?) ya que si U € Ker ( f), entonces
J(@) =0 v fA(d) = f(F() = £(0) =0,

por lo que U € Ker(f?).

Los subespacios Ker(f?) y Ker(f) coinciden porque tienen la misma dimensién finita y uno de ellos estd
contenido en otro, luego
Ker(f?) = Ker(f).

Repitiendo un razonamiento andlogo, también se puede comprobar que si Ker(f?) = Ker(f), entonces
Img(f?) = Img(f).



ALGEBRA

Demostrar que:

no es diagonalizable para ningtin par de parametros a,b € R.

o o O
= O

a
a) La matriz A, = | 0
0

- -
b) Existen matrices no nulas A € My xm(R)y b € M, 1 (R), tales que rango(A) = rango (4| b) y el sistema
de ecuaciones lineales AX = b no es compatible determinado.

Solucion:

a) El polinomio caracteristico de la matriz Ay es

a— A\ 0 0
P\) =|Aw—Ads|=| 0 b=X 1 |=(a—XN(b=2)\)?
0 0 b— A\

y los autovalores de A, dependen de los pardmetros a y b :

= Si a =0, sélo hay un autovalor de multiplicidad algebraica 3.

El subespacio propio asociado al inico autovalor A = a es

T 0
Y = 0 :{(z,y,Z)GRSSZ’:O}
z 0

Al haber solamente un autoespacio de dimensién 2, sélo se pueden encontrar 2 autovectores linealmente
independientes y es imposible encontrar una base de IR? formada por autovectores de Agp, luego la
matriz no es diagonalizable.

= Sia # b, los autovalores son A\; = a con multiplicidad algebraica 1, y Ao = b con multiplicidad algebraica
2.

El subespacio propio asociado al autovalor A = a es

0 0 0 T
S, =Ker(Aqp —alds) =4 (z,y,2) €R*: [0 b—a 1 y | =
0 0 b—a z

El subespacio propio asociado al autovalor A = b es

b

a

Sy = Ker(Ag, — bIds) =< (z,y,2) € R : 0
0

o OO

Sélo es posible encontrar dos autovectores linealmente independientes, luego no existe una base de R?
formada por autovectores de Agp, luego Ay no es diagonalizable.

La matriz A,y no es diagonalizable para ningin par de pardmetros a,b € R.



- -
b) Existen matrices no nulas A € Myxm(R) y b € My 1(R), tales que rango(A) = rango (A|b) y el sistema

%
de ecuaciones lineales AX = b no es compatible determinado.

10 1
%
Las matricesnonulas A= [0 0] € M3 2(R)y b = [ 0| € M3 (R) cumplen:
0 0 0
1 0 1 011 N
s rango(A) =rango [0 0| =1=rango |0 0|0 | =rango (A| b).
0 0 0 00
10 . 1
= El sistema de ecuaciones lineales | 0 0 <y) = | 0] no es compatible determinado porque sus
0 0 0
soluciones son x =0, y = o con « € R.



ALGEBRA

a) Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita, f : V — V un endomorfismo, A, u € R dos autovalores
distintos de fy S\ y S, los subespacios propios asociados a los autovalores A y i, respectivamente. Demostrar
que R

SxnN SM = { 0 }
b) Sea f: R""! —— R"™ una aplicacién lineal y A € M (n+1)(R) la matriz de f respecto a las bases candnicas.

Demostrar que

= f no es inyectiva.

- =
= Si el rango de A es mdximo, entonces Vb € M,,»1(RR) el sistema de ecuaciones lineales AX = b es
compatible indeterminado.

Solucion:
a) Se demuestra comprobando la doble inclusién:

. { 0 } C SxNS, porque el subespacio formado tnicamente por el vector cero esta contenido en cualquier
subespacio y la interseccién de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

» SiVeSN Sy, entonces f(7) =\V y f(7) = u? cumpliéndose
= (V) - S(V) =AY ¥ = - )V

ol

%
y como \ # p resulta que V=0 y se concluye que
%
ShnN S# C { 0 }

Los dos conjunto son iguales porque se incluyen mutuamente, Sy NS, = { 0 }

b) Sea f: R™"! +—— R"™ una aplicacién lineal y A € M (n+1)(R) la matriz de f respecto a las bases canénicas.
Demostrar que

= La dimension de la imagen de f no puede ser superior a n porque n es la dimensién del espacio de
llegada.

En estas condiciones, f no puede ser inyectiva porque —razonando por reduccion al absurdo- si lo
fuera, entonces dim (Ker(f)) =0y la férmula

dim(R™") = dim (Ker(f)) + dim (Img(f))

conducirfa a n+1 = dim (Img( f )) que contradice el que la dimensién de la imagen de f no es superior
an.

= Siel rango de A es méximo, entonces rango(A) = n.
Vb € My «1(R) la matriz ampliada (A|B>) € My« (nt2)(R) y su rango tamlién es n porque no puede
ser superior al nimero de filas, luego para cualquier término independiente, b € M, «1(R), el sistema
AX = ﬁ es compatible porque coinciden los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada.
Ademas, es compatible indeterminado porque el nimero de incognitas es n+ 1 pues X € Mpyyx1(R).
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ALGEBRA Test A Prueba final de evaluacién continua 17 de diciembre de 2012

ApLLIDOS: [ | [ [ [ [ [ [ [ [T [T [T T T ITTTTTTITITIT 1]
NOMBRE: | [ [ [ [ [ [ [ [T T T TTIT LTI oNef [ [][T[]T]

Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: 2 max {0, Aciertos — 3} Tiempo:

1

[\

w

7

8

) Sean p y g proposiciones. (g A (p => q)) = —q.
. Si f: A — B es una aplicacién no sobreyectiva entre los conjuntos A y B, entonces f~(B) = A.

. Sea G la forma reducida escalonada de Gauss de la matriz A € My(R). Si algin elemento de la
dltima fila de G no es cero, entonces cualquier sistema de ecuaciones lineales que tenga a A como matriz
de coeficientes es compatible determinado.

Sean V; y V5 subespacios vectoriales del IK-espacio vectorial V. Si By y By son, respectivamente, bases
de V1 y V5, entonces By N Bs es una base de V3 N Vs,

Sea f: V — W una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales. Si \7{, \72>7 . ,\7r>} es una base de
Ker(f) y {v71>,v72), .. ,v75>} es una base de Img(f), entonces {\7{7\7%, VWL, W, 7\7;} es una base
de V.

La aplicacién < , >: R? x R? — R definida por < (x1,2), (y1,¥y2) >= 22y es un producto escalar

en R?.
. Sin>1ly f:R"+ R" es un endomorfismo biyectivo, entonces {\ € R : A autovalor de f} # 0.

. Sea f: F —— E un endomorfismo. f es inyectivo si y s6lo si 0 no es un valor propio.



Soluciones preguntas de test de la prueba final de evaluacion continua

Ejercicio 0.1 Tablas de verdad
Si p y q son proposiciones, estudiar si las siguientes proposiciones

a) (gN(p=q) = ¢

b) (¢A(p=1q)) =«

son tautologias.
Solucién:

a) La proposicién (q A(p = q)) = —¢ no es una tautologia, como se refleja en su tabla de verdad:

|

lpr=4qlarp=109 | (aAp=1q) = ¢

q
v
F
Vv
F

SRR
<< w <
<
<= <

b) La proposicién (q A(p = q)) = ¢ es una tautologia, como se refleja en su tabla de verdad:

plallpr=qlarne=0q9 | enlp=1q) =4
VIV VvV v %
VIF| F F 1%
Flv|] v 1% 1%
FIF| Vv F 1%

Ejercicio 0.2 Propiedades de la imagen reciproca Demostrar que si f : A — B es una aplicacion entre los
conjuntos A y B, entonces f~1(B) = A.

Solucién:
La imagen reciproca del conjunto destino, B, de una aplicacién coincide con el conjunto de partida A porque

f4B) = {ze€A: f(z) € B},

y por ser f una aplicacién, para todos los elementos del conjunto de partida, A, existe una tUnica imagen que
pertenece al conjunto de llegada B.

Da igual que la aplicacion sea o no sea inyectiva o sobreyectiva. La igualdad se cumple para todas las
funciones.

Ejercicio 0.3 Forma reducida escalonada con ultima fila no nula

Sea G la forma reducida escalonada de Gauss de la matriz A € M4(R) de tal manera que la dltima fila de
G no es cero.

Discutir el cardcter de un sistema de ecuaciones que tenga a la matriz A como

a) Matriz de coeficientes.
b) Matriz ampliada.

Solucion:

a) Si A es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales, entonces el nimero de ecuaciones es
4, el nimero de incégnitas es 4, el rango de la matriz de coeficientes es 4 —porque hay un pivote en la cuarta
y ultima fila de la forma reducida escalonada—, y el rango de la matriz ampliada también es cuatro porque
no puede ser maés.

El sistema es compatible determinado.



b) Si A es la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales, el nimero de ecuaciones es 4, el nimero de
incognitas es 3, el rango de la matriz ampliada es 4 —porque hay un pivote en la cuarta y ultima fila de la
forma reducida escalonada—, y el rango de matriz de coeficientes es 3.

El sistema es incompatible.

Ejercicio 0.4 Interseccion de las bases de dos subespacios Sean By y Bs bases, respectivamente, de los subes-
pacios vectoriales Vy y Vo, del KK-espacio vectorial V. ;Es By N By una base de Vi3 N V57

Solucién:

La respuesta es no.

Por ejemplo, si en el R-espacio vectorial IR? consideramos los subespacios V3 = R? y Vo = {(z,y) € R? :
x —y = 0} con las bases B; = {(1,0),(0,1)} y B2 = {(1,1)}, es inmediato observar que B; N By = {ﬁ} no es
una base de Vi N Vo = V5.

Ejercicio 0.5 Unidn de las bases del nicleo y la imagen de un homomorfismo Sea f:V — W una aplicacion

lineal entre IK -espacios vectoriales, {\7{, \72>, e ,\Ti} una base de Ker(f) y {v71>, v72>, e ,v75>} una base de Img(f).
cEs {ﬁ,@,...,ﬁ,vﬂ),vﬁ,...,vﬁ} una base de V.
Solucién:

La respuesta es no.

En general, los elementos de Img(f) no tiene que pertenecer a V.

Si se considera la aplicacién lineal f : R? — R* tal que f(z,y) = (z,,%,), no tiene sentido afirmar que
f(1,0) = (1,1,0,0) forma parte de una base de IR? porque no pertenece a R2.

Aun tratdndose de un endomorfismo, f : V —— V| la respuesta seria no.

Por ejemplo, en la aplicacién lineal f : R? — R? tal que f(z,y) = (0,x), {(0,1)} es una base de Ker(f) y
de Img(f) pero {(0,1)} U {(0,1)} = {(0,1)} no es una base de R?.

Ejercicio 0.6 Ejemplo de funcion que no es producto escalar
Demostrar que la aplicacion < , >: R? x R?> — R definida por < (x1,72), (y1,y2) >= Tays no es un
producto escalar en R2.

Solucién:
El vector (1,0) es distinto del vector (0,0) y < (1,0),(1,0) >= 0, luego no se cumple

<V V>=0e=V=0,

luego la aplicacién < , > no es un producto escalar en R2.

Ejercicio 0.7 Autovalores de un endomorfismo biyectivo
Sean >1ysea f:R" — R™ un endomorfismo biyectivo.
sBs {\ € R: \ autovalor de f} # 0?7

Solucién:

Hay endomorfismos reales y biyectivos que no tienen autovalores.

El endomorfismo f = R? —— R?2 tal que f(z,y) = (y, —) tiene como matriz A = <(1) _(1)> vy no tiene

autovalores porque su polinomio caracteristico no tiene raices reales

-2 -1

|A—/\Id|—‘ S

’—/\2+1.

El rango de la matriz A es 2, por lo que f es sobreyectiva, y la dimensién del niicleo de f es 0, por lo que f
es inyectiva, y biyectiva.



En este caso, {A € R : A autovalor de f} = 0.

Ejercicio 0.8 Inyectividad y autovalores
Sea f: E—— E un endomorfismo de un K-espacio vectorial.
Demostrar que f es inyectivo si y solo si 0 no es un valor propio.

Solucién:
Teniendo en cuenta que

= Un endomorfismo es inyectivo si y solamente si su ntcleo es el vector nulo,

= 0 es un valor propio de un endomorfismo si y solamente si su nicleo es distinto del vector nulo,

un endomorfismo es inyectivo si y solamente si 0 no es un valor propio.
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11.

12.

13.

14.

) Sean p y ¢ proposiciones. =(p A q) < ((—|p) A (—|q))
. Si A es un conjunto y f,g: A — A son funciones biyectivas, entonces (fog) !t = f~tog L
) Si a,b,c € Zs, entonces (a-c=b-c) = (a =b).
. Sea K un cuerpo conmutativo y A € M, xm (K).
VV € Col(A) el sistema de ecuaciones AX = V es compatible.
. Sea H € M,,»xm(IR). Si todos los elementos de la diagonal principal de HTH son nulos, entonces H
es la matriz nula.
La unién de todos los subespacios vectoriales de un espacio vectorial es un subespacio vectorial.

n
Si V' es suma directa de los subespacios Vi, Vs,...,V,, C V, V = @ Vi, entonces cualquier vector

=1
n

Vev puede descomponerse de manera tnica como V= g V,> con \7>l eV
i=1

La aplicacién T : {f : R — R} — R definida por T(f) = (f(1), f(2), f(3), f(4), f(5)), es lineal.

1
[V]sia= o
2

candnicas, entonces f es biyectiva.

es la matriz asociada al endomorfismo f : R?® — R? respecto a las bases

w = o
=~ O =

Sea E un K-espacio vectorial y f : E'—— E un endomorfismo. Si fo f = 0, entonces Ker(fo f) = {6}}

Sea (V, <, > ) un espacio vectorial euclideo.
VX, Y eV XY= (X.¥)

Sea ¥V € R" con el producto escalar habitual. YA € R || AV || = A|V]|.

Sea E es un R-espacio vectorial y f : E — E un endomorfismo. Si A, u € R son autovalores de f,
entonces A — p también es un autovalor de f.

Si (F, <, >) es un espacio vectorial euclideo, f : E — E es un endomorfismo, A # 0 es un autovalor
de fy Vv es un autovector asociado a A, entonces

signo < 7, f(7) >= signo \.



Soluciones preguntas de test del examen final de enero 2013

Ejercicio 0.1 Tablas de verdad
Sean p y q proposiciones.
sEs =(p A q) <= ((—=p) A (—q)) una tautologia?

Solucién:

=(p A q) < ((=p) A (—¢)) no es una tautologfa.

Si p toma el valor de verdad V' y ¢ toma el valor de verdad F, entonces —=(p A ¢) toma el valor V' mientras
que (—p) A (—g) toma el valor F.

Ejercicio 0.2 Inversa de la composicion de funciones biyectivas
Sea A un conjunto y f,g: A — A funciones biyectivas.
Demostrar que (fog) ™t =g to f~L

Solucién:
Si f y g son funciones biyectivas, entonces

(fog)o (g7 o f ™) = fol(gog™)of™=fo(ld)of ™ =fof =1d
(97 o f No(feg) =g to(flof)og=glo(ld)og=g'og=1d.

Es muy importante observar que la funcién inversa de la composicion de funciones biyectivas es la composicion
en orden contrario de las funciones inversas. Asi, si f,g : R — R son f(z) = ¥z y g(z) = 2z, la funcién

inversa de (f o g)(x) = V/2x es
(fog) ') =g o f W) =%

y no

Ejercicio 0.3 Divisores de cero en Zo
Sean a,b,c € Zs.
¢Fs verdadera (a-c=b-¢) = (a =0)?

Solucién:

La implicaciéon no es verdadera porque para los elementos de Zo a =0, b=1yc=0setienea-c=>b-c
mientras que a # b.

Por ser Zs un cuerpo, no tiene divisores de cero, luego si a # 0, b # 0 y ¢ # 0, la implicacién (a-c=b-¢c) =
(a =) es cierta.

Ejercicio 0.4 Espacio columna de la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
Sea K un cuerpo conmutativo y A € My xm (IK).
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

VV € Col(A) el sistema de ecuaciones AX = ¥V es compatible determinado.

Solucién:
El subespacio Col(A) € K" estd generado por las columnas de A consideradas como vectores de K.
Si A= (c_l) Cs - (ﬁ), entonces Col(4) = L({c_1>,c_2>,,c_>m}) Cualquier vector vV € Col(A), puede
expresarse como combinacion lineal de las columnas de A,
A1
A2

VoNT NG i =@ B &),

Am



luego el sistema de ecuaciones lineales AX =V es compatible porque al menos tiene una solucién.
Sin embargo, el sistema anterior puede tener mas de una solucién. Por ejemplo, el espacio columna de la
matriz

A= ((1) (1)) € Ma(R)

0 y
terminado porque el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el rango de la matriz ampliada, pero es
menor que el nimero de incégnitas.

es Col(A) = {(a) :a € R p mientras que el sistema de ecuaciones (é é) (m) = (g) es compatible inde-

Ejercicio 0.5 Producto de una matriz por su traspuesta

Sea H € My xm(R).

Demostrar que si todos los elementos de la diagonal principal de HTH son nulos, entonces H es la matriz
nula.

Solucion:
hit hiz -+ hin
hai haa -+ hoyn
Si H= . . . . , entonces

hnl hnZ e hnn
hit hor -+ hm hii hiz -+ hin

T hiz haa -+ hpa hat  haa -+ han

H'H = . . . . . .

hln h2n e hnn hnl hn2 e hnn

hiy +h3y + -+ hiy -
_ h2y +h3y + -+ h2y - —

_ _ h%n+h%n+...+hfm

Si todos los elementos de la diagonal principal son nulos, entonces
n

Vi=12...,n Y hi=0.
i=1

Como la tnica posibilidad de que la suma de nimeros reales no negativos sea cero es que todos los nimeros

sean cero,
Vi,j: 1,2,...,71 hz’j ZO,

concluyéndose que la matriz H es la matriz nula.

Ejercicio 0.6 Union de todos los subespacios vectoriales de un espacio vectorial
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“La union de todos los subespacios vectoriales de un espacio vectorial es un subespacio vectorial”.

Solucién:

La afirmacién es cierta.

La unién de todos los subespacios vectoriales de un espacio vectorial E es el espacio vectorial E porque se
cumple la doble inclusién:

= F es un subespacio vectorial de F, luego E debe estar contenido en la unién de todos los subespacios de
E.

= La unién de subespacios de E esta contenida en F.

Como F es un subespacio vectorial de F, la unién de todos los subespacios de E es un subespacio vectorial
de F.



Ejercicio 0.7 Unicidad de la representacion originada por una suma directa
Sea V' un K-espacio vectorial.

n
Demostrar que si V' es suma directa de los subespacios Vi,Vo,...,V, CV, V = @Vi, entonces cualquier
i=1

n
;oo _) _)
vector V € V. puede descomponerse de manera unica como V= E vi con vi € V;.
i=1

Solucion:

Sea ¥V € V un vector que puede descomponerse de dos maneras como suma de elementos de los subespacios
‘/17 ‘/2, ) Vn,

n n
V:ZV_)iconVi)EVi y V:Zv_véconv_vée‘/;.
i=1 i=1

Restando ambas expresiones,

Despejando el vector perteneciente a Vi de la expresién anterior, se obtiene

Wi—vi=)_ (Vi—Wi) con Vi - W} € V.

i=2
n
El primer término de la igualdad, XTV_1> — \7{, es un vector de V7 y el segundo término, Z (\7), — vﬁ), es un
i=2
n (2
elemento de U Vi, luego
i=2
n
wi-vievin(Uw).
i=2
" — —
Por tratarse de una suma directa, V3 N ( U V;) = { 0 }7 luego \171> — _1> =0y \71) = \71>
i=2
Repitiendo el razonamiento anterior para ¢ = 2,3, ...,n, se concluye que
Vi=1,2,...,n Vi =w,

luego, si un subespacio V es suma directa de subespacios, cualquier vector de V sélo puede representarse de
una manera como suma de un elemento de cada subespacio.

Ejercicio 0.8 Aplicacidn lineal del espacio vectorial de las aplicaciones reales de variable real, en R?
Demostrar que la aplicacion T : {f : R — R} — R® definida por T(f) = (f(1), f(2), f(3), f(4), f(5)), es
lineal.

Solucidn:

El conjunto de las funciones reales de variable real, {f : R — R} es un R-espacio vectorial con la suma de
funciones. (f + g)(z) = f(x) + g(z), y el producto por un escalar, (af)(z) = af(z).

Sean f,ge {f:R— R} ya,[B€R.

T(af + Bg) = ((af + Bg) (1), (af + Bg)(2), (af + Bg)(3), (af + Bg)(4), (ef + Bg)(5))
= (af(1) + Bg(1), f (2) + Bg(2),af (3) + By(3), af(4) + By(4), af (5) + By (5))
= a(f(1), £(2), F(3), F(4), F(5)) + B(9(1),9(2),9(3),9(4),9(5)) = «T(f) + BT(g).

T es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales reales.



Ejercicio 0.9 Matriz de una aplicacion lineal biyectiva
1 0 1
Sea A= 10 1 0| la matriz asociada al endomorfismo f : R® — R? respecto a las bases candnicas. ;Es
2 3 4
f biyectiva?

Solucién:
Aplicando operaciones elementales entre filas,

1 01 1 01 1 01
01 0J=|0 1 O)J={|0 1 O
2 3 4 0 3 2 0 0 2

se deduce que el rango de A es 3, luego la dimensién de Img(f) es 3, y la aplicacién es sobreyectiva.

Si el rango de A es 3, el sistema homogéneo que tiene a A como matriz de coeficientes es compatible
determinado, luego el tinico vector cuya imagen es el vector cero es el propio vector cero, Ker(f) = { 0 }, por
tanto, la aplicacion es inyectiva.

Al ser inyectiva y sobreyectiva, la funcién lineal f que tiene a A como matriz asociada respecto a las bases
candnicas, es biyectiva.

Ejercicio 0.10 Nucleo de la aplicacion nula
Sea E un K-espacio vectorial y f : E — E un endomorfismo tal que fo f = 0. Calcular Ker(f o f).

Solucién: N
VV € E, (fof) (7) = 0, luego todos los vectores de E pertenecen al ntcleo de f o f, luego

Ker(fo f) =E.

Ejercicio 0.11 Desigualdad de Cauchy-Schwartz
Sea (V, <, > ) un espactio vectorial euclideo.

sEs cierto que
VX, Y €V IR IV < (X, ¥)?

Solucién:

La desigualdad es falsa.

En R2 con el producto escalar habitual, si X = (1,0)y y = (—1,0), entonces || X || || Y| =1y <?, ?> =-1
En este caso, | X||||¥] > <?,?>

Ejercicio 0.12 Propiedades del producto escalar
Sea ¥V € R"™ con el producto escalar habitual.
4Es cierto que YA € R | AV = A|V||?

Solucién:

La igualdad no es cierta.

Si se considera el espacio euclideo IR? con el producto escalar habitual, el vector v = (1,1) y el escalar
A=—1€R,se tiene AV = |(-1,1)[| = V2 y A[¥] = (-D[(L, 1)]| = —v2.

Claramente, |AV| # | V]

Ejercicio 0.13 Diferencia de autovalores
Sea E es un R-espacio vectorial y f : E—— E un endomorfismo.
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:



“Si A\, € R son autovalores de f, entonces A — p también es un autovalor de f”.

Solucion:
La afirmacién es falsa.

Los tnicos autovalores del endomorfismo de matriz A = <1 0) son A = 1y p = 3. El nimero real

0 3
A — pu = —2no es un autovalor de A.

Ejercicio 0.14 Autovalores y producto escalar
Sea (E,< , >) un espacio vectorial euclideo, f : E — E un endomorfismo, A # 0 un autovalor de f y v
un autovector asociado a .
Demostrar que
signo < ¥, f(¥) >= signo\.

Solucién:

signo < ¥, f(V) >= signo < ¥,\¥ >=signo (/\ <V, V> ) = signo ()\||7||2> = signo \.



ALGEBRA Test A Prueba final de evaluacién continua 16 de diciembre de 2013

ApLLIDOS: [ | [ [ [ [ [ [ [ [T [T [T T T ITTTTTTITITIT 1]
NOMBRE: | [ [ [ [ [ [ [ [T T T TTIT LTI oNef [ [][T[]T]

Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: 2 max {0, Aciertos — 3} Tiempo:

1.

o

w

Sean p y ¢ proposiciones,
(p=q) <= (¢ = —p).

Si f: A— B es una aplicacion entre los conjuntos A y B, entonces

vCCcA  CcfHf(O).

Para cualquier B € mel( ) y para cualquier A € Mo, xn(R) tal que rango(A) = n, existe X €
./\/lnxl(IR) tal que AX = b

%
Sea G la forma reducida escalonada de la matriz A € My,xn(R) y sea b € My, (R). Si ¥ €
%
Mix1(R) es solucién del sistema de E():uaciones lineales AX = b, entonces 7 también es solucién del
sistema de ecuaciones lineales GX = b.

Sea E un K-espacio vectorial y U,V subespacios vectoriales distintos de F tales que U +V = F.

Sl By = {ul,uz, ,Lﬁ} es una base de U y By = {vl,\72>, . vs} es una base de V, entonces B =
{ul,lﬁ,.. ,1Tr>,\71>,\72>, vs} es una base de E.

Sea (F,< , >) un espacio vectorial euclideo y sea f : F —— E un endomorfismo. Si para todo vector
€ F se verifica < f(ﬁ), U >= 0, entonces f es el endomorfismo nulo.

Sea f : U — V una aplicacién lineal entre IR espacios vectoriales, y W un subconjunto de U. Si f(W)
es un subespacio vectorial de V, entonces W es un subespacio vectorial de U.

La dimensién del complemento ortogonal de la imagen de la aplicacién lineal f : R? — R? cuya

. - 1 -1
matriz respecto a las bases canodnicas es F' = (1 O) es 0.



Soluciones preguntas de test de la prueba final de evaluacion continua

Ejercicio 0.1 Tablas de verdad
Sip y q son proposiciones, entonces (p = q) < (-q = —p).

Solucién:
La proposicién (p = q) <= (—¢ = —p) es una tautologia, como se refleja en su tabla de verdad:

|

|lp=aq|»|q]

IS BN |~
b < e

q="P
v
F
v
v

S <9<

Ejercicio 0.2 Propiedades de la imagen reciproca

Sea f: A — B una aplicacion entre los conjuntos A y B. Demostrar que VC C A C C f_l(f(C)). sFs
cierta la inclusion contraria?

Solucién:
Siz € C, entonces f(z) € f(C)y x € f_l(f(C’)) porque

FTHAO) ={z e A: f(z) € F(O)}.

Si cualquier elemento de C pertenece a f~*(f(C)), entonces C C f~1(f(C)).
La inclusién f~*(f(C)) C C no siempre es cierta. Por ejemplo, si A = {a,b}, B ={b},C ={a}y f: A— B
es f(a) = f(b) = b, entonces f(C) = {b}y

FHA@) =71 ({0}) ={ab} =A2C.

Ejercici_o> 0.3 Compatibilidad y rango igual ol nimero de incégnitas R
Sea b € Mp,x1(C) y A € Myym(C) tal que rango(A) = m. sExiste X e M x1(C) tal que AX = b ?

Solucién:
La igualdad entre el rango de la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales y el niimero de
incégnitas no es suficiente para asegurar la compatibilidad del sistema.

11
Por ejemplo, el rango de la matriz A = [0 1] es 2,y el sistema de ecuaciones lineales con 2 incégnitas
1 1
11 1
01 <x) =1
1 1)\ 0

es incompatible.

Ejercicio 0.4 Soluciones de sistemas con una matriz de coeficientes y con su forma reducida escalonada
Sea G la forma reducida escalonada de la matriz A € My xm(C) y sea b € M, x1(C).
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“%i X € Mpx1(C) y AX = ﬁ, entonces GX = ﬁ”,



Solucién:
La implicacion es falsa.

Las forma reducida escalonada de la matriz A = ( > es G = (1 0> .

Para E) = (;) y X = (1) se cumple

mientras que

Ejercicio 0.5 Base de una suma de subespacios igual al espacio vectorial

Sea E un K-espacio vectorial, U,V subespacios vectoriales de E, By = {1T1>,112, .. ,ITZ} una base de U y
By = {\7{,\7%,,\72} una base de V.

Demostrar o buscar un contraejemplo para la siguiente proposicion:

U+V:E:>B={ﬁ,lﬁ,...,lﬁ,\ﬂ),@,...,\z} es una base de E.

Solucién:
La implicacién es falsa.

En R3 la suma de los subespacios U = L({(l, 0,0), (0,1, O)}) yU= L({(l7 1,1),(0,1, 1)}) es igual a R3,

U+V=RR?
pero B = {(1,0,0), (0,1,0),(1,1,1),(0,1, 1)} no es una base de R3.

Ejercicio 0.6 Caracterizacion del endomorfismo nulo segun el producto escalar
Sea (E,< , >) un espacio vectorial euclideo y se f : E —— E un endomorfismo tal que

VU € E < f(d), d >=0.
¢Es f el endomorfismo nulo?

Solucién:

El endomorfismo nulo cumple la condicién del enunciado, pero hay otros endomorfismos no nulos que también
cumplen esa condicion.

En R? con el producto escalar habitual, el endomorfismo f : R? — R? tal que f(z,y) = (—y,z) cumple

< f(xay)v (ivy) >=< (—yw), (xay) >=—xy+azy=0

y no es el endomorfismo nulo.

Ejercicio 0.7 Imdgenes de subconjuntos por aplicaciones lineales
Sea f: U +——V una aplicacion lineal entre IK-espacios vectoriales, y sea S un subconjunto de U.
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Si f(S) es un subespacio vectorial, entonces S es un subespacio vectorial”.

Solucién:

La afirmacién es falsa.

La aplicacién f : R? — R? tal que f(z,y) = (z — y,7 — y) es una aplicacién lineal y S = {(1,1)} es
un subconjunto de R? que no es un subespacio vectorial, mientras que f(S) = {f(1,1)} = {(0,0)} s es un
subespacio vectorial.



Ejercicio 0.8 Complemento ortogonal de la imagen de una aplicacion lineal
Calcular el complemento ortogonal de la imagen de la aplicacion lineal f : R? — R? cuya matriz respecto

a la base candnica es
1 -1
Fe (1 0) .
Solucién:

La imagen de la aplicacién lineal f estd generada por los vectores que tienen como coordenadas respecto a
la base candnica las columnas de la matriz F,

mg(f) = L({(1,1),(-1,0)}) = R*.
El complemento ortogonal de R? es el subespacio nulo,

(Img(£)" = (R?)" = {(0,0)}.

La dimension del complemento ortogonal de la imagen de la aplicacién lineal f es 0.
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1

[\

w

7.

8.

10.

11.

12.

13.

14

. Sean p y q proposiciones. ((p nand ¢) nand(p nand q)) — ((p nor p) nor(g nor q))
. Sea f: X — X una aplicacién en el conjunto X. VA C X f~1(f(A)) = f(f1(A4)).

%
. Sea A € My yxm(IR). Si dim (Ker(A)) > 0, entonces para todo b € M,,»1(R) el sistema de ecuaciones
lineales AX = b tiene infinitas soluciones.

Si G € M, xn(R) es la forma reducida escalonada de A € M,,«,,(IR), entonces los autovalores de Ay
de G son iguales.

Seam<nyAe Muxm(R).
. . Id,,
rango(A) = m = 3P € My, x»(R) P invertible y PA = 0
Sea S = {\7{, \7%, e ,V—n>} un conjunto de n > 2 vectores no nulos de un K-espacio vectorial V.

$ libre = Vi=2,3,....,n L(V})N (L(¥) + L(F3) +- + L(w1) ) = {0},

Sea A € Myxn(R). rango(A) = m <= Yb € Mpx1(R) IR € Mox1(R) AX = b.

Si Bg = {e_{7 e_2>, e_3>} es una base del K-espacio vectorial £, y By, = {IT{, 1T2>, 1T>3} es un conjunto libre
del K-espacio vectorial E’, entonces la aplicacién lineal f : E —— E’ tal que

f(el) =i +u3, f(e3) =u3, f(ed) =y + 203 + u3

es inyectiva.

Sea E un K-espacio vectorial de dimension finita y sea G = {17{ s, lﬁ} un sistema generador
de E. Sino existe i € {1,2,...,n} tal que {17{, 3,... ,u—>n} — {ﬁi} sea generador de F, entonces G es una
base de E.

Sea f : E — E’ una aplicacién lineal entre dos K-espacios vectoriales, y sean U y V subespacios
vectoriales de E tales que U + V es suma directa. Si f es inyectiva, entonces f(U) + f(V) es suma directa.

no es diagonalizable.

[l
SO O

a
Si a, b son numeros reales distintos, entonces la matriz A, = [ 0
0

Sean A, B € M« (IR). Si AB es una matriz simétrica, entonces A y B son simétricas.

En R3 con el producto escalar habitual, la proyeccién ortogonal del vector U = (1,1,1) sobre el
subespacio vectorial H = L({(1,0,2)}) es proyy(1,1,1) = (g,(), %)

. Sea (V, <, > ) un espacio euclideo. Vﬁ,V eV << 7, v > 7,? >=< ﬁ, v >2.



Soluciones preguntas de test del examen final del 13 de enero de 2014

Ejercicio 0.1 Tablas de verdad
Si p y q son proposiciones, entonces

a) ((pnandp)nand(gnandq)) <= ((pnorq)nor(pnorgq)).
b) ((pnand¢) nand(pnand q)) <= ((pnor p)nor(gnorq)).
Solucién:

a) La proposicién ((p nand p) nand (g nand q)) — ((p nor ¢) nor(p nor q)) es una tautologia, como se refleja en
la siguiente tabla de verdad:

P ‘ q H pnand p ‘ gnand g ‘ (pnand p) nand (¢ nand q) ‘ pnor q ‘ (pnor ¢) nor(pnor q)
VIV F F 1% F 1%
VI|F F % 1% F 1%
F |V 1% F 1% F 1%
F | F Vv Vv F |4 F

b) La proposicién ((p nand ¢) nand(p nand q)) — ((p nor p) nor(q nor q)) es una tautologia, como se refleja en
la siguiente tabla de verdad:

|

H pnand ¢ \ (pnand ¢q) nand(p nand q) \ pnorp \ gnor q \ (pnor p) nor(g nor q)

IS IR

q
V
F
v
F

< <<
CESECRS
< <=
<~ <
SESECRS

Ejercicio 0.2 Imagen de la imagen reciproca e imagen reciproca de la imagen de un conjunto
Sea f: X — X una aplicacion en un conjunto X.
Determinar el valor de verdad del siguiente predicado:

VACX fHf(A) = f(F1(A).

Solucién:
El predicado es falso.
Sea el conjunto X = {a,b}, A={b} y f: X — X tal que

fla) = f(b) = a.
En esta situacién, f(A) ={a}y
@) =f({a}) = x

mientras que f~1(A) =0y

FFH(A) = f0) =0.

Claramente, f~'(f(A)) y f(f~'(A)) son distintos.

Ejercicio 0.3 Compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales con nicleo de la matriz de coeficientes
distinto del trivial
Sea A € Mysm(IR).

Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

- -
“Si dim (Ker(A)) > 0, entonces para todo b € My x1(R) el sistema de ecuaciones lineales AX =b
tiene infinitas soluciones”



Solucién:
La afirmacion es falsa.

El rango de la matriz A = (1 b1

11 1) € Msy3(R) es 1 y la dimensién del niicleo de A es 2 porque

Ker(A) = {(z,y,2) ER* 2 +y+2=0} = {(a,8,—a— B) : o, € R}
- L({(l,o,—l), (0,1,—1)}).

Por otra parte, el sistema de ecuaciones lineales

es incompatible y no tiene solucién.

Ejercicio 0.4 Autovalores de A y de su forma escalonada reducida
Sea A € Myuxn(R) y sea G € Myuyn(R) la forma reducida escalonada de A.
Poner un contraejemplo que evidencie que los autovalores de A y de G no tienen que ser iguales.

Solucién:

La forma reducida escalonada de Gauss de la matriz A = (g g es G = (1) (1) .
Los autovalores de A son A\; = 2 y A2 = 3 mientras que el tnico autovalores de G es A = 1 con multiplicidad

algebraica 2.

Ejercicio 0.5 Forma escalonada reducida con matrices cuyo rango coincide con el numero de columnas
Seam <nyAe Muxm(R).

Demostrar que

rango(A) = m = 3P € Myxn(R) P invertible y PA = I%m
1 1
. . 0 2
Encontrar la matriz P correspondiente a A = 10
0 1
Solucién:
Sirango(A) = m, entonces la forma reducida escalonada de A tiene m columnas pivote, C* coni = 1,2,...,m

que tienen cero en todas sus posiciones salvo en la posicién i que tienen un uno. Estas columnas pivote ocupan
exactamente m columnas de A, luego la forma reducida escalonada de A es

Id

A= (cre?|-jom) =

Cada operacion elemental entre filas de una matriz A se realiza multiplicando una matriz elemental por la
izquierda de la matriz A, de tal manera que la forma reducida escalonada de Gauss es igual al producto de una
matriz invertible —obtenida al multiplicar una tras otra y por la izquierda, las matrices elementales asociadas a
las operaciones elementales entre filas— por la matriz A. Por tanto, existe una matriz invertible P € M, (R)

Id

tal que PA = Om

Una manera de ‘recordar’ las operaciones elementales que se realizan en una matriz hasta alcanzar la forma
reducida escalonada de Gauss es adjuntar a la derecha de la matriz A la matriz identidad y realizar las
operaciones elementales en esta matriz ampliada. El resultado final serd una matriz que tiene a la izquierda
la forma reducida escalonada y a la derecha la matriz invertible que multiplicada por A proporciona la forma
reducida escalonada.



Para la matriz del enunciado,

1 11 0 0 O 1 1] 1 .0 0 0
0 2{01 00f_J0 2 0100
1 0{0 01 0 [0 —-1]—-1 01 0
0 10 0 0 1 0 00 0 1
1 1 1 0 0 O 1 0/ 1.0 0 -1
_[0 1 0 0O 1]_10 1 0 00 1
-10 0o 01 0 -2~ (0 O O 1 0 -2}’
0 0|-1 0 1 1 0 0|]-1 0 1 1
por lo que
1 0 0 -1 11 10
000 1]]0 2 0 1
PA_OlO—ZlO_OO
-1 0 1 1/ \0 1 0 0

Ejercicio 0.6 Condicion de independencia lineal
Sea S = {v?,x?ﬁ, e ,V—>n} un conjunto de n > 2 vectores no nulos de un K-espacio vectorial V.
Demostrar que

S libre <= Vi=2,3,....,n L(¥)n (L(¥]) + L(W) + -+ L(wid)) = {0},
Solucién:
- S libe = Vi=23,...0 L) (L) +LEF) + -+ LF7)) = {0},
Si para algtn fndice i = 2,3,...,n existe ¥ # 0 tal que
Ve L(¥) N (L) + L(¥3) + -+ L(w9) ),
entonces

7:)\iv_>i y 7:)\1‘71>+)\2‘72>+"'+>\i—1vi—17

resultando que
N —
AMVE +AaVE 4+ A1 Vis — A Vi = 0

con \; # 0 porque v # 0, lo que supone una contradiccién con que el subconjunto de vectores de S
{\7{, \72>, R Vz} sea linealmente independiente.

- S libre «=Vi=23,...,n L(¥)N (L) + L(F3) + -+ L(wT)) = {0}.

%
Sea )\1\7{ + /\2\72> + -4 )\nv_r>l = 0 una combinacién lineal nula de los vectores de S.

Transponiendo términos, se observa la existencia de un vector que pertenece a L(vj) ya L(\T{ ) + L(\T%) +
R L(vn_l) ya que
—An\TK = >\1\71> + )\2\7% + o A1 Va_1.

o — =

Por hipétesis, f)\nv_g =0y )\1\7{ + )\2\7% 4+ 4+ Ap_1Vn_1 0.
_>
Como vy, # 0, se tiene A\, = 0.
_>
Si )\1\7{4—)\2\72)—1—- -+ An_1Vn_1 0, entonces hay un vector que pertenece a L(vn,l) yva L(Vl)) —|—L(\72>) +
s L(Vn,z) ya que
~An-1Va1 = MVE + AaV5 4+ Ay_oViia,

_>
resultando que A,_1 =0y MV + AoVa + -+ A—2Vn_2=0.

Repitiendo el proceso hasta llegar a )\1\7{ + )\2\7% = 0, y teniendo en cuenta que /\1\7{ = —)\2\72), se
concluye que Vi =1,2,...,n \; =0 por lo que S es un sistema libre.



La condicion de que los vectores de S no sean nulos es ineludible porque si —por ejemplo— el dltimo vector
de S fuera nulo y los demas linealmente independientes, el sistema no seria libre pero se cumpliria la condicién

Vi=23,...n LW)N (L) +LE) ++ LET)) = {0},

Ejercicio 0.7 Rango de la matriz de coeficientes igual al nimero de filas
Sea A € Musn(R).

Determinar si la siguiente equivalencia es verdadera o falsa:

rango(A) = m <= ¥b € Mux1(R) I% € Muxy(R) AX = b.

Solucién:

s rango(4) = m = Vb e Momxi(R) 3X € M1 (R) AX = b.

Si rango(A) coincide con el nimero de filas de la matriz A, entonces el nimero de filas (ecuaciones) de A
es menor o igual que el ntimero de columnas (incégnitas),

m<n<n+1,

por lo que al anadir una nueva columna a la matriz A, el rango no puede aumentar, esto es, no se modifica,
luego
= -
Vb € M;,x1(R) rango(A|b) = rango(A) = m < n.

%
En el sistema de ecuacionei> lineales AX = b el rango de la matriz de coeficientes, A, coincide con el rango
de la matriz ampliada, A| b, y es men_}or que el numero de incégnitas, n, luego el sistema es compatible y
existe X € M, x1(R) tal que AX = b.

. VB) € Mux1(R) ¥ ¢ M1 (R) AX = ﬁ — rango(4) = m

Para i = 1,2,...,m, se considera la matriz columna b; € M,,x1(IR) cuyos elementos son cero menos el
que ocupa la fila ¢ que vale 1.

— —
Para cada by, existe Xl e M, «1(R) tal que AX! = by, de tal manera que la matriz X = ()T{|)T2>| e |x_>m) €

M, xm(R) cuyas columnas son las matrices X} es la inversa por la derecha de A ya que
AX = AR %) = (ARIARS| - |A%e) = (ba[ba| - [ben) = Id,.
El rango de un producto de matrices es menor o igual que el rango de cada uno de los factores, por lo que
m = rango(Id,,) = rango(AX) < rango(A).

Ademéds, el rango de A no puede ser superior al nimero de filas de A, luego rango(A) <

La tnica manera de que se cumplan las dos desigualdades anteriores es que rango(A) =

La equivalencia es verdadera.

Ejercicio 0.8 Aplicacion lineal inyectiva

Sea B = {e_1>,e_2>,e_3>} una base del K-espacio vectorial E, y Bp = {1T1>,1T>2,1T>3} un conjunto libre del
K-espacio vectorial E'.

Estudiar si las aplicaciones lineales f,qg : E — E’ tales que

a) f(ei) =i +us, f(e3) =us, f(e3) =1y + 2u3 + us.
b) g(el) =i + 13, g(e3) = u3, g(e3) = i + u3 + 2u3.
son inyectivas.

Solucion:



a) La aplicacién lineal, f, es inyectiva si y solamente si Ker(f) = {0 p}.

Sea V = \ej + ue_z> + *ye_g un vector de E cuya imagen sea el vector nulo,
%
0 =f(V) = f(Ne] + pes +ves) = A (1) + puf(e3) +~f(e3)
= A8 +3) + peg + (T + 203 +05) = (A + 7)1 + (1 + 29)3 + (A + )3,
Como los vectores de Bgs son linealmente independientes, la tinica combinacién lineal suya que proporciona

el vector nulo es la trivial, luego las coordenadas del vector v respecto a la base Bg son soluciones del
sistema homogéneo de ecuaciones lineales

A+v=0
w+2y=0
A+v=0

Evidentemente, no es compatible determinado porque hay dos ecuaciones iguales. Sus soluciones son

{(v.27, =) sy € K},
resultando que .
Ker(f) = {7&{ + 2763 — 165 : 7 € K} # {05}

La funcién f no es inyectiva.

b) La matriz de g respecto a las bases B y Bg es

10 1 10 1 100
G=[(0o 1 1]=l01 1|=[0 1 0],
10 2 00 1 00 1

luego el rango de G es 3 y la dimension de la imagen de g es 3. Como la suma de la dimensién de la imagen
y la dimensién del nicleo tiene que ser 3, la dimensién del niicleo de g es 0 y Ker(g) = { 0 }

g es inyectiva porque el nicleo de g estd formado tnicamente por el vector nulo.

Ejercicio 0.9 Minimo nimero de generadores de un espacio vectorial
Sea E un K-espacio vectorial de dimension finita y sea G = {IT{, 1T>2, ceey u_>n} un sistema generador de E.
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Si no existe i € {1,2,...,n} tal que {1T1>,1T2>,,u.n>} — {ﬁl)} sea generador de E, entonces G es
una base de E7.

Solucién:

La demostracion se realiza por reduccién al absurdo suponiendo que G no es una base y llegando a una
contradiccién con la hipdtesis de que no se puede quitar ninguin vector del conjunto G sin que pierda la condicién
de generador.

Supongamos que G no es una base de E.

Como G es un sistema generador de F, si no es base de F es porque es un sistema ligado, luego existe una
combinacién lineal no nula de los vectores de G que produce el vector 0. Asi pues, existe

_>
AT + Aol3 + -+ + Ayliy = O
con algun escalar distinto de cero. Sea, por ejemplo, \; # 0, entonces

— A Ao i1 Ait1 An —
w=-Tug - Cug - Sy - Sy — e — S
i i Ai

El vector u} puede expresarse como combinacion lineal de los restantes vectores de G, luego el conjunto
— R\ N — .. c . .
{ul, uz,..., U1, Ujt1,--- ,un} es un generador de F, contradiciendo la hipdtesis de partida.
Como no puede sostenerse que G no sea una base de F, entonces G es una base de E.
Utilizando otras palabras, se ha demostrado que en un espacio vectorial de dimension finita, E, cualquier
conjunto generador de E que tenga el menor nimero posible de elementos es una base de E.



Ejercicio 0.10 Aplicacion lineal inyectiva y suma directa de imdgenes

Sea f : E —— E’ una aplicacion lineal entre dos KK-espacios vectoriales, y sean U y V' subespacios vectoriales
de E tales que U +V es suma directa.

Demostrar que si f es inyectiva, entonces f(U) + f(V) es suma directa.

Solucién:
La demostracién se realiza por reduccién al absurdo suponiendo que f(U) N f(V) # {6)} y llegando a
una contradiccién con la hipétesis de que U + V' sea suma directa.
SeaWe f(U)Nf(V)y W #£ 0.
Como W € f(U), existe W € U tal que f(ﬁ) =W, ycomo W e f(V), existe V € V tal que f(7) = W.
Por ser f inyectiva y f(ﬁ) = f(7), entonces U = 7, lo que indica que

T=v=0

- . ~
porque U=VeUnV = { 0 }, al ser una suma directa, pero U no puede ser el vector nulo porque su imagen

%
por f no es el vector nulo, f (ﬁ) =W # 0, obteniéndose la contradiccién buscada.

Ejercicio 0.11 Diagonalizacion de una matriz dependiendo de dos pardmetros y con dos autovalores
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

a 1 0
“Si a,b son numeros reales distintos, entonces la matriz Ay = |0 b 0] no es diagonalizable”.
0 0 b

Solucién:

La afirmacion es falsa.

Sia =1y b=0, entonces los autovalores de Ay son A\; = 1 con multiplicidad algebraica 1 y Ay = 0 con
multiplicidad algebraica 2.

La dimension del autoespacio asociado a A\; = 1 s6lo puede ser 1 y la dimensién del autoespacio asociado a

1 10
Ao =0es 2 porque A;jg= |0 0 0] tiene rango 1y
0 0 O

So = Ker(4) = {(m,y,z) eER?:z+y= 0} = {(a, —a,8) 1, B € ]R} = L({(l,—l,O),(0,0,l)}).

Como la suma de las multiplicidades geométricas de los autovalores es 3 que coincide con el nimero de filas
(o de columnas) de la matriz, Ao es diagonalizable.

Ejercicio 0.12 Matrices cuyo producto es una matriz simétrica
Sean A y B matrices cuadradas de la misma dimension. ;FEs cierta la siguiente afirmacion:

“Si AB es una matriz simétrica, entonces A y B son simétricas”?

Solucion:

. 1 1 1 -1 o . .
Las matrices A = (0 1) y B= (0 1) no son simétricas mientras que su producto si lo es:

o= )6 -6 )

luego la afirmacién es falsa.

Ejercicio 0.13 Proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio de dimension 1
En R? con el producto escalar habitual, calcular la proyeccion ortogonal de vector U = (1,1,1) sobre el

subespacio vectorial H = L({(l, 0, 2)})



Solucién:
La proyeccién ortogonal de un vector U sobre el subespacio generado por el vector 7, H = L({V}}), es

proy; () = g—gg V.

En el caso que nos ocupa,

—
\t—‘
—
=
—
SN~—"
\ARY,
—
-
o
DO
=
I

<1 1,02 3 3 6
1.1.1) = 2102 =(202).
proyy(1,1,1) < (1,0,2),(1,0,2) 5 (1,0.2) (5’ ’5)

Ejercicio 0.14 Propiedades del producto escalar
Sea (E,< ,>) un espacio vectorial euclideo.

Demostrar que
VAU, VEE <<U,Vv>V,U>=<1d,V>>.

Solucién:
Por la linealidad en cada componente y por la conmutatividad:

<<U, V>V, U>=<U,V><V,d>=<1d,V >2.



ALGEBRA Test 25 de junio de 2014

aperumos: | [ [ [ [ [ [ [ [[[[[[[TIT]TIITITITTITTTTTT]]
NoMBRE: [ [ [ [ [[[[ T[T T T T T Ty oNel [ [[[[[]]]
Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: Qméx{O’A; fertos—4} Tiempo:

1. Una matriz real M € M3x3(IR) es diagonalizable si y solamente si la multiplicidad algebraica de cada
autovalor coincide con su multiplicidad geométrica.

0 -1 0 0
2. La matriz M = L 0 00 tiene E autovalores reales distintos.
0 0 0 1
0 0 -1 0
3. Si f: R? — R? es un endomorfismo que sélo tiene un autovalor, entonces todos los vectores de IR?

son autovectores de f.

0 1 0
. La dimensién del subespacio propio (autoespacio) de la matriz M = [0 0 —1 | asociado al auto-
0 1

2
valor A =1 es .

. Un endomorfismo f : R™ — R™ es diagonalizable si y solamente si existe una base de R" formada
por vectores propios de f.

>~

ot

6. La dimensién del nicleo de la aplicacién lineal f : R —s R™ tal que VV € R" f(V) = 0 es .

7. Si f: X Y es una aplicacién entre los conjuntos X e Y y A y A’ son subconjuntos de Y, entonces
fHA) NI AN = AN A,

oo

. Sea K un cuerpo conmutativo. Si P € M« (K) y PTP =1d,,, entonces m > n.

e

. Sea F un espacio vectorial real y {7, 1Tl>, ceey 1T>n} C E.

El vector ¥ es combinacién lineal de los vectores 1Tl> , 1T2> e u—>n si y solamente si
%
Hag, o, ..., a,) € R" — {(0,0,...,O)} tales que ¥V +aqUg + oty + -+ + apty, = 0.

10. SiAe Muum(K)y B € Myxm(KK) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz A una operacién
elemental entre filas, entonces las columnas i y j de A son linealmente independientes si y sélo si las
columnas i y j de B son linealmente independientes.

11. Los vectores ?, V de un espacio vectorial euclideo de dimension finita son ortogonales si y solamente
si son linealmente independientes.

12. Sea f : E — E’ un homomorfismo entre espacios vectoriales.
Si existe una base B = {e_{,e_%, e ,e_,?l} de E tal que {f(e_1>), f(e_>2), .. .,f(e_ﬁ)} es libre, entonces f
es un isomorfismo.

13. Sean los conjuntos A = {a,b,c,d,e} y B = {1,2,3,4,5}. La funcién f : A — B definida mediante
las relaciones: f(a) =4, f(b) =3, f(¢) =1, f(d) =2, f(e) = 2 no es ni inyectiva ni sobreyectiva.

14. Si F es un K-espacio vectorial y U,V son subespacios vectoriales de F, entonces

dim(U) + dim(V) =dim(F) = E=U @ V.



Soluciones preguntas de test del examen final del 25 de junio de 2014

Ejercicio 0.1 Condicién necesaria y suficiente de diagonalizacion 1
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Una matriz real M € Msys3(R) es diagonalizable si y solamente si la multiplicidad algebraica de
cada autovalor coincide con su multiplicidad geométrica”.

Solucion:

Una matriz real M € Ms.3(R) es diagonalizable si y solamente si la multiplicidad algebraica de cada
autovalor coincide con su multiplicidad geométrica y la suma de las multiplicidades algebraicas (o geométricas)
es el orden de M (en este caso, 3).

No se puede prescindir de que la suma de las multiplicidades algebraicas coincida con el orden de la matriz,
pues hay matrices reales no diagonalizables en las que coinciden las multiplicidades algebraicas y geométricas
de sus autovalores mientras que la suma, de unas o de otras, no es la dimensién de la matriz.

10 O
El polinomio caracteristico de la matriz M = |0 0 —1] es
0 1 0

PO = (1- NN +1),

por lo que M sélo tiene un autovalor real de multiplicidad algebraica y geométrica 1. La matriz M no es
diagonalizable porque no se puede encontrar una base de R? formada por tres autovectores de M. Solamente
se puede encontrar un autovector que sea linealmente independiente.

La afirmacion es falsa.

Ejercicio 0.2 Matriz sin autovalores reales

0 -1 0 0

. 1 0 0 0

Hallar los autovalores reales de la matriz M = 0 0 01

0 0 -1 0

Solucion:
El polinomio caracteristico de la matriz M es
- -1 0 0 —A -1 0 0
1 =X 0 0 |0 =A=% 0 0 | 2 i
PN=10o o x 117|o o —=x 1 [7AHD
0 0 -1 =\ 0 0 0 —A—1%

que no tiene raices reales, luego la matriz M no tiene ningin autovalor real.

Ejercicio 0.3 Endomorfismo con un unico autovalor
Encontrar un endomorfismo f : R? — R? con un 1inico autovalor y tal que no todos los vectores de R?
sean autovectores de f.

Solucién:
Respecto a la base canénica, la matriz del endomorfismo f : R? — R? tal que f(z,y) = (y,0) es

0 1
ue(0 1)
El polinomio caracterfstico de M es P(\) = A2, luego el tnico autovalor de f es A = 0.
El vector d = (1,0) no es autovector de f porque

VaeR f(H) = f(1,0)=(0,1) # aW.

Hay endomorfismos de IR? con un tinico autovalor real y en donde no todos los vectores son autovectores.



Ejercicio 0.4 Dimension de un subespacio propio asociado a un autovalor

0 1 0
Calcular la dimensidn del subespacio propio (autoespacio) de la matriz M = |0 0 —1] asociado al
0 1 2

autovalor A = 1.

Solucién:

La dimensién del subespacio propio (autoespacio) de la matriz M asociado al autovalor A = 1, o multiplicidad
geométrica del autovalor A = 1, es la dimensién de Ker(M — Ids).

El rango de la matriz M — Id3 es 2 porque su forma reducida escalonada tiene dos escalones:

-1 1 0 -1 1 0 1 0 1
M —1ds = 0 -1 —1]|= 0O -1 —-1}J=10 1 1],
0 1 1 0o 0 0 0 0 0

luego la dimensién de Ker(M —Ids) es 3 — rango(M — Ids) = 1.
Una base de Ker(M —1Ids) es B = {(1,1,-1)}.

Ejercicio 0.5 Condicion necesaria y suficiente de diagonalizacion 2
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Un endomorfismo f : R™ — R" es diagonalizable si y solamente si existe una base de R™ formada
por vectores propios de 7.

Solucién:
La afirmaciéon es verdadera porque se cumple la doble implicacion:

= Si f es diagonalizable, entonces existe una base B = {e—1>7 e—g, . ,e—n>} de R™ tal que su matriz, F, respecto
a la base B es diagonal,
A O 0 0
0 A 0 0
F= : ;
0 0 An—1 O
0 0 0 An

Las columnas de la matriz F' son las coordenadas de las imagenes de los vectores de la base B respecto a
la propia base B, por lo que
Vi=1,2...,n f(el) = \iei,

luego todos los vectores de B son autovectores y los autovalores son los elementos de la diagonal de F.

= Reciprocamente, si existe una base, B = {e_{,e_%, e ,e—,1>}, de R™ formada por vectores propios de f,
entonces la matriz de f respecto a B es diagonal porque sus columnas son las coordenadas de las imégenes
de los vectores de la base B respecto a la propia base B y

Vi=1,2....n f(e}) =061 +0&3 + -+ \ief + -+ 0en_1 + Oy,

luego f es diagonalizable.

Ejercicio 0.6 Dimension del nicleo de la aplicacion nula o
Calcular la dimension del nicleo de la aplicacion lineal f: R™ — IR™ tal que VV € R" f(7) =0.
Solucién:

La aplicacién nula transforma cualquier vector en el vector nulo, luego el nicleo de la aplicacién nula es R™
y dim (Ker(f)) = n.



Ejercicio 0.7 Propiedades de la imagen reciproca
Demostrar que si f : X — Y es una aplicacién entre los conjuntos X eY y B y B’ son subconjuntos de
Y, entonces f~H (BN B') = f~YB)n f~YB").

Solucién:
Véase el apartado d) del Ejercicio 1.24, Propiedades de la imagen reciproca, del Material de trabajo y
complemento de la asignatura.

Ejercicio 0.8 Rango de matrices cuyo producto por su traspuesta es la identidad
Sea IK un cuerpo conmutativo. Demostrar que si P € My,xn(K) y PTP =1d,,, entonces m > n.

Solucién:
Véase el apartado a) del Ejercicio 2.27, Rango de matrices cuyo producto por su traspuesta es la identidad,
del Material de trabajo y complemento de la asignatura.

Ejercicio 0.9 Definicion de combinacion lineal

Sea E un espacio vectorial real y {7, ui,... ,1T,>1} C E. Analizar si la siguiente definicion es correcta:

“Bl vector ¥ es combinacion lineal de los vectores 17{, 1T2>, .. ,u_>n st y solamente si
%
Hag,ao,...,a,) € R" — {(0,0,...,0)} tales que YV 4o + asis + -+ apiy, = 0 7.

Solucién:
La definicién no es correcta. Véase el Ejercicio 3.16, Definicion de combinacion lineal, del Material de
trabajo y complemento de la asignatura.

Ejercicio 0.10 Subespacios fila y columna: operaciones elementales entre filas

Demostrar que si A € Muxm(K) y B € Myum(K) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz A una
operacion elemental entre filas, entonces las columnas i y j de A son linealmente independientes si y sélo si las
columnas i y j de B son linealmente independientes.

Solucién:
Véase el apartado ¢) del Ejercicio 3.9, Subespacios fila y columna: operaciones elementales entre filas, del
Material de trabajo y complemento de la asignatura.

Ejercicio 0.11 Ortogonalidad e independencia lineal
Encontrar un contraejemplo que prueba la falsedad de la siguiente afirmacion:

“Los vectores ?, v de un espacio vectorial euclideo de dimension finita son ortogonales si y sola-
mente si son linealmente independientes”.

Solucién:
Véase el Ejercicio 5.15, Ortogonalidad e independencia lineal, del Material de trabajo y complemento
de la asignatura.

Ejercicio 0.12 Imagen de una base del espacio de partida
Sea [ : E+—— E' un homomorfismo entre espacios vectoriales.
Encontrar un contraejemplo que pruebe la falsedad de la siguiente afirmacion:

7S existe una base B = {e_{,e_%, e ,e_>n} de E tal que {f(e_{),f(e_g), .. ,f(e_,z)} es libre, entonces

f es un isomorfismo”.



Solucién:
La aplicacién lineal f : R? — R3 tal que f(z,y) = (z,y,0) cumple las hipétesis del enunciado porque la
imagen mediante f de la base B = {(1,0),(0,1)},

f(B) ={f(1,0), f(0,1)} = {(1,0,0),(0,1,0)}

es un conjunto libre.
Sin embargo, f no es sobreyectiva porque el vector (0,0,1) € R3 no pertenece a la imagen de f,

Img(f) = {(x’y70) ‘LY € IR,},

luego f no es un isomorfismo.

Ejercicio 0.13 Aplicaciones inyectivas y sobreyectivas
Sean los conjuntos A ={a,b,c,d,e} y B={1,2,3,4,5}.
Determinar si la funcion f : A —— B definida mediante las relaciones:

es inyectiva o sobreyectiva.

Solucién:
La funcién f no es inyectiva porque hay dos elementos distintos de A que tienen la misma imagen:

La funcién f no es sobreyectiva porque no hay ningin elemento de A cuya imagen sea el elemento 5 € B.

f(A)=1{1,2,3,4} & B.

Ejercicio 0.14 Suma de las dimensiones de dos subespacios igual a la dimension del espacio vectorial
Sea E un K-espacio vectorial y U,V subespacios vectoriales de E.
Demostrar con un contraejemplo que la siguiente proposicion es falsa:

dim(U) + dim(V) = dim(E) = E=U @ V.

Solucién:
Sean los subespacios vectoriales de R3, U = L({(l, 0,0)}) CR3yV = L({(l, 0,0), (0,0, 1)}) c R2.

Las dimensiones de los subespacios son dim(U) =1 y dim(V') = 2, por lo que
dim(U) + dim(V) = 1+ 2 = 3 = dim(R?),

pero U+ V =V G R? y, ademds, U + V no puede ser suma directa porque U # {6)} yUCV.



ALGEBRA Test A Prueba final de evaluacién continua 15 de diciembre de 2014
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Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: 2 max {0, Aciertos — 3} Tiempo:

1.- Sean p, g y r proposiciones,

(p= ) N(r=q) <= (pAr)=q).

2.- Siej = <(1)> &3 = (O> € Max1(R) y Ida € Mayo(R), entonces

1 )
°
Idy—&; &6 —e) 65 +es 6, +eses = :

3.- Sila matriz A € M, xm(IR) se ha obtenido realizando una cantidad finita de operaciones elementales
entre filas en la matriz B € M, (R), entonces los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices
ampliadas son A y B tienen el mismo conjunto de soluciones.

4.- Sean B y B’ bases de un espacio vectorial de dimensién finita, V. Conocidas las coordenadas de un
vector V € V respecto a la base B, la matriz de cambio de la base B a la base B’ permite obtener
las coordenadas del vector V' respecto a la base B’.

5.- En el R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2, simétricas y con coeficientes reales,

. 1 2 10 0 0 0 1
las coordenadas de la matriz M = (2 1) respecto a la base B = {(O 0) , (O 1) , <1 0)}

s (1] 1] [2).

6.- Si V' es un espacio vectorial de dimension finita y f : V — V es una aplicacién lineal, entonces
dim (Ker(f o f)) — dim (Ker(f)) = dim (Img(f)) — dim (Img(f o f)).

7.- En un espacio vectorial euclideo de dimensién finita, (F, <, >), no existe ningtin subespacio vectorial
U C E tal que U+ = 0.

8.- Sea E un [K-espacio vectorial de dimensién 2 y f : E —— E un endomorfismo. Si f tiene un tnico
valor propio, entonces todos los vectores de E son vectores propios de f.



Soluciones preguntas de test de la prueba final de evaluacion continua

Ejercicio 0.1 Principio de refutacion
Demostrar que si p y q son proposiciones, entonces

((pzq)/\(r:>q)) = ((p/\r) :>q)
no es una tautologia.
Solucién:

La implicacion
(pAT)=4q) = (=) A (r == 1))

no es una tautologia ya que el antecedente puede ser cierto y el consecuente falso como sucede cuando los valores
de verdad de p, g y  son F, F'y V respectivamente:

= El valor de verdad de (FFAV) = F es V porque el antecedente es F.
» El valor de verdad de (FF = F) A (V = F') es F porque el valor de verdad de V.= F es F.
Para que una equivalencia como

(=) r(r=0q) = (A1) =1q)

sea una tautologia, tienen que serlo las dos implicaciones. En este caso, hay una implicacién que no lo es.

Ejercicio 0.2 Operaciones matriciales

Sieq = <(1)) e = (?) € Mayx1(R) y Ids € Maxa(RR), calcular
a) Idy—ej &f —&l e +esel +eses
b) Idy—&] & —&] & —e3 61 —eheh .
Solucion:
Al ser
— T 1 1 0 — T 1 0 1
cw- (oY ss-(e -G
(0 00 (0 00
sw-(on-(l  s(o-()
se tiene
-1
V- —aa @ raa - (] ).

T T T T 0 -1
b) Id,—&, &)  — o1 83 — e} 61" — &} &3 —( )

Ejercicio 0.3 Operaciones elementales entre filas y sistemas de ecuaciones lineales
Determinar si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:

“Si la matriz A € Mpxm(R) se ha obtenido realizando una cantidad finita de operaciones elementales
entre filas en la matriz B € My xm(R), entonces los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices
ampliadas son A y B tienen el mismo conjunto de soluciones”.

Solucién:
La afirmacién es cierta ya que las operaciones elementales entre las filas de la matriz ampliada de un sistema
de ecuaciones lineales no modifican las soluciones del sistema inicial.



Ejercicio 0.4 Matriz de cambio de base
Sean B y B’ bases de un espacio vectorial de dimensidén finita, V.
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Conocidas las coordenadas de un vector Vv € V respecto a la base B, la matriz de cambio de la base
B a la base B’ permite obtener las coordenadas del vector v respecto a la base B' 7.

Solucién:

La implicacion es cierta.

En un espacio vectorial de dimensién finita, la matriz de cambio de la base B a la base B’, M gl, permite
obtener las coordenadas del vector V respecto a la base B’ a partir de las coordenadas de 7, (v1,...,v,)pB €n
la base B sin mas que realizar la multiplicacién

vy v}
’
Mfp R
U vl
obteniéndose las coordenadas de V en la base B, (v}, ...,v),), colocadas como una columna.

Ejercicio 0.5 Coordenadas en el espacio de matrices simétricas
En el R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2, simétricas y con coeficientes reales, calcular

. 1 2 2 1 1 0 0 0 0 1
las coordenadas de las matrices M = <2 1) yN = (1 2) respecto a la base B = {(O 0) , (0 1) , (1 O) } .

Solucién:
La matriz M puede expresarse como combinacién lineal de las matrices de la base B :

=)= 8= (s D)2 ( )

luego las coordenadas de la matriz M respecto a la base B del R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de
orden 2, simétricas y con coeficientes reales son (1,1,2).
La matriz N puede expresarse como combinacién lineal de las matrices de la base B :

= =2 D) DY)

luego las coordenadas de la matriz N respecto a la base B del R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de
orden 2, simétricas y con coeficientes reales son (2,2,1).

Ejercicio 0.6 Relacion entre las dimensiones del nicleo y la imagen de f y de fo f
Sea V' es un espacio vectorial de dimension finita y f : V. — V una aplicacion lineal. Demostrar que

dim (Ker(f o f)) — dim (Ker(f)) = dim (Img(f)) — dim (Img(f o f)).

Solucién:
Tanto f como f o f son endomorfismos del espacio vectorial V, por lo que se cumple

dim(V) = dim (Ker(f)) + dim (Img(f)),
dim(V) = dim (Ker(f o f)) + dim (Img(f o f)).

Restando la primera igualdad de la segunda, se obtiene

0 = dim (Ker(f o f)) — dim (Ker(f)) + dim (Img(f o f)) — dim (Img(f))

y equivalentemente

dim (Ker(f o f)) — dim (Ker(f)) = dim (Img(f)) + dim (Img(f o f)).



Ejercicio 0.7 Subespacios con complemento ortogonal vacio
Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) “En un espacio vectorial euclideo de dimension finita, (E,< , >), no existe ningin subespacio vectorial
UCE tal que Ut =0".

b) “En un espacio vectori_a)l euclideo de dimensidn finita, (E,< , >), no existe ningin subespacio vectorial
U C E tal que UJ-:{O}”,

Solucion:

a) La afirmacidn es cierta.

El complemento ortogonal de cualquier subespacio vectorial es un subespacio vectorial y () no es un subespacio
vectorial, luego () no puede ser el complemento ortogonal de ningin subespacio de E.

b) La afirmacién es falsa.

Si existe un subespacio vectorial cuyo complemento ortogonal es el subespacio nulo: E+ = { 0 }

Ejercicio 0.8 Endomorfismos con un unico autovalor
Sea E un K-espacio vectorial de dimension 2 y f : E —— E un endomorfismo.
¢Es cierto que si f tiene un unico valor propio, entonces todos los vectores de E son vectores propios de f?

Solucion:
La afirmacién es falsa.

El endomorfismo f : R? — R? tal que f(x,y) = (z + y,) tiene un tnico autovalor, A = 1, porque su
matriz respecto a la base candnica es
1 1
=0 )

y su polinomio caracteristico es P(\) = (1—\)?, y hay vectores de R? que no son autovectores de f, por ejemplo

f(1,1)=(2,1) # 1(1,1).



ALGEBRA Test A Examen final 21 de enero de 2015

ApLLIDOS: [ | [ [ [ [ [ [ [ [T [T [T T T ITTTTTTITITIT 1]
NOMBRE: | [ [ [ [ [ [ [ [T T T TTIT LTI oNef [ [][T[]T]

Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: Z méx {0, Aciertos — 4} Tiempo:

1.- Sean p, ¢ y r proposiciones, (((p ANq) = (g A T)) A(r= )) = (p = p).

2.- La aplicacién nula f : Z3 — 73 tal que VV € 73 f(V)) = ﬁ, es inyectiva.
1 01

3.- El polinomio caracteristico de la matriz A= [0 2 0] es Pa(\) = (A —1)(A —2)2.
0 0 2

4.- El endomorfismo f : R™ — R™ es diagonalizable si y solamente si existe una base de R" formada por
autovectores de f.

.- Si el endomorfismo f : R™ — IR™ tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.
6.- Todos los autovalores del endomorfismo f : R™ —— IR™ son raices del polinomio caracteristico de f.

7.- En el Zs-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 y con coeficientes en Zo, las
coordenadas del polinomio p = (z + 1) respecto a la base B = {1, z, 2% 23} son (1,1,1,1).

8.- En el espacio vectorial euclideo de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coleﬁcientes reales,
Ro[z] = {ao + a12 + az2? : ag, a1, a2 € R} con el producto escalar < p(z), g(z) >= / p(z)q(z) dz, el
-1

V5

coseno del dngulo que forman los polinomios p(z) =1y q(z) = 22 es 5

9.- La proyeccién ortogonal de V= (1,1,1) sobre el subespacio S = {(ac7 y,2) ER3:x+y=0, y+2z = 0}
1 11
es proys(V) = (5 ).

3733

00 1 -1 -1 1

10"SiM: 0 1 0] € Mszx3(R), entonces M~! = 0 1 0
111 L0 o

11.- La suma de los subespacios U = L({(l, 1,0,0),(0,0,1, 1)}) y V= L({(O, 1,1,0),(1,0,0, 1)})7 de R%,
es directa.

12.- Si una base del IKK-espacio vectorial V tiene n elementos, entonces la dimension de V' es n.
13.- Sea A un conjuntoy f,g: A — A aplicaciones. (fog=1d4) = (Vz € A f(z) = (fogo f)(z)).

14.- VA € Mpxm(R) 3f : Mpx1(R) — Mix1(R) lineal tal que VV € Mix1(R) f(7) = AV.



Soluciones preguntas de test del examen final del 21 de enero de 2015

Ejercicio 0.1 Propiedades de la implicacion
Si p, q y T son proposiciones, demostrar que la proposicion

(((p/\Q) = (qAr)) A (r ﬂQ)) = (p=p)
es una tautologia.

Solucién:
Una implicacién es falsa inicamente cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso.
El consecuente de la implicaciéon dada, p = p, es una tautologia, luego el valor de verdad de la implicacién

(((P/\Q):>(q/\T))/\(T:>Q)) = (p =)

es siempre verdadero y, consecuentemente, es una tautologia.

Ejercicio 0.2 Inyectividad de la aplicacion lineal nula
Determinar cudndo la aplicacion lineal nula es inyectiva.

Solucién:
%
Si f: U +—— V es la aplicacién lineal nula entre dos K-espacios vectoriales, entonces Img(f) = {0} y

dim (Img(f)) = 0.
Aplicando la férmula de las dimensiones,

dim(U) = dim (Ker(f)) + dim (Img(f)) = dim (Ker(f)).

Una aplicacion es inyectiva si y solamente si la dimensién de su nicleo es cero, luego la aplicacién lineal nula
f es inyectiva si y solamente si dim(U) = 0.
La aplicacion lineal nula es inyectiva tnica y exclusivamente cuando el espacio de partida es el espacio nulo.

Ejercicio 0.3 Cdlculo del polinomio caracteristico

1 0 1
Calcular el polinomio caracteristico de la matriz A= |0 2 0
0 0 2
Solucién:
1 0 1
El polinomio caracteristico de la matriz A= [0 2 0] es
0 0 2
1-A 0 1
PaA) =] 0 2-X2 0 [=1-M)2-N)?=-X+502-8\+4=-(-1)(—-2)%
0 0 2—A

Ejercicio 0.4 Condicion necesaria y suficiente de diagonalizacion
Demostrar que el endomorfismo f : R™ — R™ es diagonalizable si y solamente si existe una base de R™
formada por autovectores de f.

Solucion:

_2>, ,e_n> } respecto a la cual la expresién

”»=—" Si f es diagonalizable, entonces existe una base B = {
A0

e
0 A
matricial de f es de la forma D = | : L.

)

ool



Las columnas de la matriz D son las coordenadas respecto a la base B de las imagenes por f de los
vectores de la base B, por lo que

f(e1) = Met, f(e3) = Xoes, .., f(en) = Aneu

y todos los vectores de la base B son autovectores de f, luego existe una base de IR™ formada por
autovectores de f.

» =" §j existe una base de R, B = {e_{, e3,... ,e_n>}7 formada por autovectores de f, entonces

Vi=1,2...,n f(e) = \ief

A0 0 0
0 A 0 0
por lo que la matriz de f respecto a la base Bes D = | : - | que es diagonal.
0 O An—1 O
0 0 0 An

Ejercicio 0.5 Diagonalizacion de un endomorfismo con el mdzimo nimero de autovalores distintos
Demostrar que st el endomorfismo f: R™ — IR"™ tiene n autovalores distintos, entonces es diagonalizable.

Solucién:
Si A1, A2, ..., A2 son los autovalores de fy €1,€3,...,6, son autovectores asociados respectivamente a cada
autovalor, entonces

B:{e_1>7e_2>37e_>n}

son n vectores linealmente independientes porque los autovalores son distintos.
Como la dimensién de R™ es n, B es una base de R" formada por autovectores de f, luego f es diagonalizable.

Ejercicio 0.6 Relacion entre los autovalores y las raices del polinomio caracteristico
Demostrar que todos los autovalores del endomorfismo f : R™ — R"™ son raices del polinomio caracteristico

de f.

Solucién:

Si A es la matriz de f respecto a una determinada base y Ag es un autovalor de f, entonces el sistema de
ecuaciones lineales AX = /\0? tiene solucién no nula, lo que equivale a que el sistema homogéneo de ecuaciones
lineales (A — Ao Idn)§> =, 0 es compatible indeterminado.

Si(A—Xo Idn)? = 0 es compatible indeterminado, entonces el rango de la matriz de coeficientes no es n
y su determinante es cero, |[A — Ag| = 0.

El polinomio caracteristico de f es Px(f) = |A — A, luego Ao es una raiz del polinomio caracteristico de f.

Cualquier autovalor de f es raiz del polinomio caracteristico de f.

Ejercicio 0.7 Coordenadas en un espacio de polinomios con coeficientes en Zig
En el Zy-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 y con coeficientes en Zs, calcular
las coordenadas del polinomio p = (x + 1)® respecto a la base B = {1,x, 22, 23}.

Solucién:
Desarrollando el polinomio p(x), se obtiene

pa)=(z+1P=(e+)(e+1)? =@+ D> +1) =2 + 22 + 2 + 1

luego las coordenadas de p(x) respecto a la base B son (1,1,1,1).



Ejercicio 0.8 Coseno del dngulo que forman dos polinomios
En el espacio vectorial euclideo de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales,

1
Ro[z] = {ao + a17 + asa? : ag,a1,a2 € R} con el producto escalar < p(x), q(z) >= / p(x)q(x) dz, calcular el
-1

coseno del dngulo que forman los polinomios p(x) = 1 y q(x) = 2.

Solucién:
Si « es el dngulo que forman los polinomios p(x) y ¢(z) en el espacio vectorial euclideo Re[z],

< p(z),q(z) > /1 ) do /1 o da _ %

ol 1
(N el ¢ [ \/ [t o \/ [ o \/ [va -

Ccosax =

|5

Ejercicio 0.9 Proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio
Hallar la proyeccion ortogonal del vector V= (1,1,1) € R? sobre el subespacio S = {(x, y,2) ER3 oty =
0, y+2z=0}.

Solucion:

La dimensién del subespacio vectorial S es 1 porque esta descrito por dos ecuaciones implicitas indepen-
dientes.

El conjunto B = {(17 -1, 1)} es una base de S porque (1,—1,1) € S, (1,—1,1) # (0,0,0) y la dimensién de
Ses 1.

Fijada la base B de S, la proyeccién ortogonal del vector V= (1,1,1) € R? sobre S es

< (1,1,1),(1,-1,1) >
<(1,-1,1),(1,-1,1) >

(1,-1,1) = %(1,—1,1) - (1 L 1).

prOYS(]-vlal): 37_§a§

Ejercicio 0.10 Cdlculo de inversas

Calcular la inversa de la matriz M =

= o O
== O
=
Mm
<
X
w
=
=
N2

Solucién:
Aplicando operaciones elementales entre filas,

0 0 1|1 0 O 1 1 1(0 0 1 1 1 0/-1 0 1 1 0 0-1 -1 1
01 0/01 0)J=|01 0/0 1 0)J=10 1 0| 01 O0)=(0 1 0 0 1 0},
1 1 1(0 0 1 0 0 1|1 0 O 0 0 1 1 00 001, 1 00O
-1 -1 1
se obtiene que M~ = 0 1 0
1 0 0

Ejercicio 0.11 Suma directa de subespacios
Determinar si la suma de los subespacios U = L({(l, 1,0,0),(0,0,1, 1)}) yV = L({(O, 1,1,0),(1,0,0, 1)})

es directa en R2.

Solucién: -
No se trata de una suma directa porque U NV # { 0 } vaque (1,1,1,1) e U y (1,1,1,1) e V.

) ) )



Ejercicio 0.12 Dimension de un espacio vectorial
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion

“Si una base del IK-espacio vectorial V' tiene n elementos, entonces la dimension de V esn”.

Solucién:

La afirmacién es cierta.

Basédndose en la propiedad de que “si una base de un espacio vectorial V' tiene n elementos, entonces todas
las bases de V tienen n elementos”, se define la dimensién de V' como el niimero de elementos que tiene cualquier
base de V.

Ejercicio 0.13 Producto escalar asociado a un endomorfismo
Sea A un conjunto y f,g: A — A aplicaciones.
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente implicacion

(fog=1da) = (Vz € A f(z) = (fogo f)(z)).

Solucién:
La implicacion es cierta.
Si fog=1d4, entonces Vo € A (f o g)(z) = x resultando que Va € A

(fogo f)(z)=(fog)(f(x)) = f(x).

Ejercicio 0.14 Matriz asociada a una aplicacion lineal
Determinar si el valor de verdad del siguiente predicado

VA € Muxm(R) 3f : Mus1(R) — Mo (R) lineal tal que YV € Myxi(R) f(V) = AV.

Solucién:
El predicado es falso.

Si A= <(1) 1 8) € May3(IR) no existe ninguna aplicacién lineal

f : M2><1(R) — M3><1(]R)

que tenga a A como matriz asociada respecto a alguna base porque las matrices de f tienen que tener 3 filas y

0 1 0\ /(=z .
2 columnas. El producto (1 1 0) (y) no es posible.



ALGEBRA Test D 26 de junio de 2015

aperumos: | [ [ [ [ [ [ [ [[[[[[[TIT]TIITITITTITTTTTT]]
NoMBRE: [ [ [ [ [[[[ T[T T T T T Ty oNel [ [[[[[]]]
Atencién: Marque la opcién deseada Calificacién: Qméx{O’A; fertos—4} Tiempo:

1.- Sean p y ¢ proposiciones. (p = q) < (p nor(g nor q))

2.- Si hay tres autovectores distintos del endomorfismo f : R® — IR3, entonces f es diagonalizable.
3.- Si A es un conjunto, entonces ) € P(A) y O C P(A).

4.- Vp € N (Mpxp(R),-) es un grupo abeliano.

5.- Sea f : E — E’ un homomorfismo entre espacios vectoriales.
Si B= {e_{,e_g, . 7e_n>} es una base de E, entonces Img(f) = L ({f(

2
~
~
—
L
~
.
=X
£
~
—
N~—

0 1 0
6.- La dimensién del subespacio propio (autoespacio) de la matriz M = [0 0 0] asociado al auto-
0 1 0

valor A =0 es 2.

7.- Sea H € M,,»xm(IR). Si todos los elementos de la diagonal principal de HTH son 1, entonces las

columnas de H forman un sistema ortonormal de IR™.

%
8.- Sean € Ny A€ M,x,(R). El sistema homogéneo de ecuaciones lineales AX = 0 es compatible
indeterminado si y s6lo si A = 0 es autovalor de A.

9.- En el R-espacio vectorial Rg[x] = {ao + a1z + ax? : ag,a1,a0 € IR} con el producto escalar

2
< ag+ ar1x + a21‘27 bo + bix + bngQ >= Zaibi,
=0

el médulo del polinomio p(z) = 1+ — 22 es V/3.

10.- En R? con el producto escalar habitual, la proyeccién ortogonal del vector v = (1,1,—1) sobre el

22 4
subespacio S = {(z,y,2) E R® 1 +y+2=0} es (3,37_3) )

11.- Si f,g:V +—— V son endomorfismos de un K-espacio vectorial V, entonces
dim (Img(f)) = dim (Ker(g)) + dim (Img(g o f)).

12.- Cualquier combinacion lineal de dos soluciones de un sistema compatible indeterminado de ecua-
ciones lineales también es solucién del sistema.

13.- E Sean ﬁ, 7, W vectores de un K-espacio vectorial, E. Si {ﬁ, 7} es libre y {7, Wz} es libre, entonces
dim (L({W,V,W})) =3.

14.- La dimensién del subespacio vectorial S = {M € Moyo(Zs) : M = MT} es 3.



Soluciones preguntas de test del examen final del 26 de junio de 2015

Ejercicio 0.1 Propiedades de la funcion l6gica nor
Sean p y q proposiciones.
Demostrar que (p = ¢) < —\(p nor (g nor q)) es una tautologia.

Solucién:
Construyendo la tabla de verdad de (p = ¢q) <= —(p nor(gnor q)),

p | a || p=q]gnorq| pnor(¢gnorgq) | ~(pnor(gnorq)) | (p = ¢q) <= —(pnor(qnorq)) |
VIV V F F % v
vVIF| v 1% F 1% v
Flv|] F F 1% F 1%
FIF| Vv 1% F 1% 1%

se comprueba que se trata de una proposiciéon que sélo toma el valor V.

Ejercicio 0.2 Autovectores distintos de un endomorfismo
Determinar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Si hay tres autovectores distintos del endomorfismo f : R® — R3, entonces f es diagonalizable”.

Solucién:
Cualquier endomorfismo f : R? — R3 que tenga un autovector, 7, tiene mas de tres autovectores distintos
porque todos los vectores no nulos del subespacio

L({V}) ={aV ac R}

son autovectores de f.

En particular, 7, 2V y 3V serfan tres autovectores distintos de f. Esto no quiere decir que los tres auto-
vectores sean linealmente independientes.

Los vectores vV = (1,0,0), W = (2,0,0) y W = (3,0,0) son tres autovectores distintos del endomorfismo
f(z,y,2) = (z,y + 2z,2) que no es diagonalizable porque sélo tiene un autovalor, A = 1, de multiplicidad
geométrica 2, por lo que no se puede conseguir una base de autovectores de f.

La afirmacién es falsa.

Ejercicio 0.3 Pertenencia e inclusion del conjunto vacio en las partes de un conjunto
¢Es cierto que si A es un conjunto cualquiera, entonces ) € P(A) y ) C P(A)?

Solucién:

El conjunto vacio estd contenido en cualquier conjunto, luego si A es un conjunto, entonces ) C A.

En particular, P(A) es un conjunto, luego ) C P(A).

Como los elementos del conjunto P(A) son los conjuntos contenidos en A y () estd contenido en A, entonces
0 e P(A).

La afirmacién es cierta.

Ejercicio 0.4 FEstructura del producto de matrices cuadradas
Demostrar que la siguiente afirmacion es falsa:

“peN (Mpxp(R),) es un grupo abeliano”.

Solucion:

La demostracion de la falsedad de un predicado puede realizarse por medio de un contraejemplo.

Sea p = 2. La matriz cuadrada M = ((1) 8) € May2(R) no es la matriz nula y no tiene inversa, luego

(ngg(]R), ) no es un grupo porque hay matrices no nulas que no tienen inversa.



Ejercicio 0.5 Definicion de imagen de un homomorfismo
Sea f : E — E’' un homomorfismo entre espacios vectoriales y B = {e_{,e_%, . ,e—g} una base de E.

Demostrar que Img(f) =L ({f(e_{),f(e_g), .. .,f(e_g)}) .

Solucién:
La igualdad conjuntistica es cierta porque se cumple la doble inclusién:

“c” SiV e Img(f), entonces existe U € F tal que f(ﬂ) =V.

Por ser B una base de E, existen escalares A, A, -+ , A, tales que
= \eq + \oes + -+ Al
y como f es lineal,
V= (") = f(M&] + Ao + -+ M\een)
= M () +haf (&) 4 Auf(en) e L ({7(@). (). s () })
luego
mmg(f) < L ({£(&). F(E)..... f(@)}])-

“57 Como { F(&), £(83),-.., f(ai)} C Img(f) = { f(®): W e E} v Img(f) es un subespacio vectorial,

entonces
L({£@).£(@).... F(@)}) < ).

Ejercicio 0.6 Dimension de un autoespacio de un endomorfismo

010
Calcular la dimension del subespacio propio (autoespacio) de la matriz M = |0 0 0| asociado al auto-
010
valor A = 0.
Solucién:

El subespacio propio de M asociado al autovalor A = 0 es
So = Ker(M — 01ds) = Ker(M) = {(z,,2) € R® : y = 0} = {(0,0,8) : a0, B € R} = L({(l,o,O), 0,0, 1)}).

Como los vectores (1,0,0) y (0,0,1) son linealmente independientes, forman una base de Sy por lo que la
dimensién del subespacio propio de M asociado al autovalor A = 0 es 2.

Ejercicio 0.7 Columnas ortonormales de una matriz
Sea H € My xm(R).
Determinar la veracidad o la falsedad de la siguiente afirmacion:

“Si todos los elementos de la diagonal principal de HTH son 1, entonces las columnas de H forman
un sistema ortonormal de R™”.

Solucion:
La afirmacién es falsa.

La diagonal del producto de la traspuesta de la matriz simétrica H = ( ) por H estd formada tnica

eforfs
ol

y exclusivamente por unos,

VEOVE\ (2 )
HTH=| 2 2 2 2 | =
555500

v las columnas de la matriz H no son ortogonales porque son iguales y no nulas.



Ejercicio 0.8 Fuxistencia de autovalor A =0

Sean € Ny Ae Mpxn(R).

Demostrar que el sistema homogéneo de ecuaciones lineales AX = ﬁ es compatible indeterminado si y sélo
si A =0 es autovalor de A.

Solucién:
— —
A = 0 es autovalor de A si y solamente si existe vV eR"— { 0 } tal que AV =0V =0 , lo que equivale a

que el sistema de ecuaciones lineales AX = 0 tiene solucién distinta de la trivial y, por tratarse de un sistema
homogéneo, equivale a que el sistema sea compatible indeterminado.

Ejercicio 0.9 Mddulo de un polinomio
En el R-espacio vectorial Ro[z] = {ao + a1z + ax? : ag, a1, a0 € IR} con el producto escalar

2
< ag+ arx + agl‘z, bo + blx —+ b2$2 >= Z aibi,
=0

caleular el médulo del polinomio p(x) =1+ z — 2.

Solucion:

Ip(@)| = V< plx),plz) >=v<l4+z—a21+z—22>=/12+12+ (-1)2 =3,

Ejercicio 0.10 Proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio de dimension 2
En R? con el producto escalar habitual, calcular la proyeccion ortogonal del vector v = (1,1,—1) sobre el
subespacio S = {(w,y,z) ER:x+y+z= 0}

Solucién:
El conjunto B = {(17 1,-2),(1, -1, O)} es una base ortogonal del subespacio S.
La proyeccion ortogonal de vector V sobre el subespacio S es

< (1,1,-2),(1,1,-1) >
o< (1,1,-2),(1,1,-2) >

<(1,-1,0),(1,1,-1) >

22 4
1,1,-2 1,-1,00=(2,2,-2).
(L1, )+<(1,—1,0),(1,—1,0)>( ’ ) (3 3 3>

proyg(1,1,—1)

Ejercicio 0.11 Relacion entre las dimensiones de la imagen y el nicleo de dos endomorfismos
Sean f,qg:V —— V endomorfismos de un K-espacio vectorial V.
Demostrar mediante un contraejemplo que la relacion

dim (Img(f)) = dim (Ker(g)) + dim (Img(g o f))
no es correcta.

Solucién:
Sea f: R? — R? la aplicacién nula y sea g : R? — R? tal que g(z,y) = (0,z).
Evidentemente, Img(f) = {(0,0)} y dim (Img(f)) = 0.
El ntcleo de g es Ker(g) = {(0,a) :a € R} = L({(O, 1)}) y su dimensién es dim (Ker(g)) = 1.
La composicion g o f es la aplicacién nula, por lo que dim (Img(g o f)) = 0.

Para las funciones consideradas,

dim (Img(f)) = 0 mientras que dim (Ker(g)) + dim (Img(go f)) =1+0=1.



Ejercicio 0.12 Combinacion lineal de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales
Determinar si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:

“Cualquier combinacion lineal de dos soluciones de un sistema compatible indeterminado de ecua-
ciones lineales también es solucion del sistema”.

Solucién:

La afirmacién es falsa.

Si ﬁ, V son soluciones del sistema de ecuaciones lincales AX = W v A+ p # 1, entonces U+ ,u7 no es
solucién del sistema AX = W porque

AT + pu¥) = MU + pAV = AW + 4w = A+ )W £ W.

Concretamente, W = (1,0) y ¥ = (2, —1) son soluciones del sistema de ecuaciones lineales

z+y=1
2042y =2

y U + V = (3,—1) no es solucién de dicho sistema.

Ejercicio 0.13 Dimension del subespacio vectorial generado por tres vectores independientes dos a dos
Sean ﬁ, 7, W vectores de un K-espacio vectorial, E tales que {ﬁ, 7} es libre y {7, v_v>} es libre.

4 Es dim (L({ﬁ?,v, v—&})) — 39

Solucién:

La dimension del subespacio generado por {ﬁ v v_v>} tiene que ser superior a 2, pero puede no ser 3.

En RR?, los vectores W = (1,0), Vv = (0,1) y v_v> (1,1) cumplen las condiciones del enunciado porque
{ﬁ, ?} es libre y {7, v_v>} es libre, mientras que

dim( ({ﬁ v, v_v>})> = dim(R?) =

Ejercicio 0.14 Subespacio vectorial de las matrices simétricas en Zo
Calcular la dimensidn del subespacio vectorial So(Zo) = {M € Moya(Zs) : M = MT}

Solucién:

Véase el apartado d) del Ejercicio 3.56, Los subespacios vectoriales de matrices simétricas y de matrices
antisimétricas, del Material de trabajo y complemento de la asignatura, donde se realiza el calculo en el
cuerpo R.

Las matrices simétricas de orden 2 con coeficientes en Zs son de la forma

m m 10 0 1 0 0
M = (mi m;z> =mi (0 O) + maa (1 0) + ma2 <0 1) , con Myy,mia, mag € Za,
luego las matrices
1 0 0 1 0 0
0 0/)°\1 0/’\0 1
generan Sy (7Zz).
También son linealmente independientes porque la tinica combinacion lineal suya

o )06 ) -6 )

que proporciona la matriz nula es A = =~ = 0.
En definitiva, forman una base de Sa(Z2) y

s =40 ) (o) ()6 06 )G a)62) G

es un subespacio vectorial de dimensién 3.
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