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TEMA 1: NOCIONES BASICAS .

“[1.1 Liégica de proposiciones

Al realizar razonamientos en mateméticas empleamos sentencias que estin “conectadas”
entre si por conectivas lingiifsticas. La légica de proposiciones se ocupa del estudio de las
conectivas lingiiisticas entre proposiciones. Una proposicién es una sentencia que puede ser
verdadera (denotaremos por V) o falsa (denotaremos por F).

Las conectivas lingiiistica permiten construir proposiciones compuestas a partir de otras
mas simples. Asf, si los simbolos p y q representan proposiciones genéricas, las conectivas
lingitisticas mas empleadas son las que aparecen en la signiente tabla:

Conectiva lingilistica | Conectivo logico | Simbolo Se escribe
nop Negacién - -p
Pyq Conjuncioén A pnrq
progq Disyuncién % pvq
Si p entonces ¢ Implicacién = pP=49
psiysolosig Equivalencia = P=4q

Llamaremos forma proposicional a cualquier expresién formada por:

a) variables proposicionales tales como p, g, 7, ...
b) los conectivos légicos -, A, V, = ¥ &
c) los paréntesis (, ).

Cada forma proposicional tiene asociada una tabla de verdad. La tabla de verdad asociada a
una forma proposicional se puede construir sistematicamente a partir del procedimiento
empleado para construir dicha forma proposicional.

Una forma proposicional es una taufologia si toma el valor V cualquiera que sea la forma
en que asignemos los valores V 6 F a las variables proposicionales que en ella intervienen.

Una forma proposicional ¢s una contradiccién si toma el valor F cualquiera que sea la
forma en que asignemos los valores V 6 F a las variables proposicionales que en ella
intervienen.
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Negacion

4 2P
F v
\ F
Conjuncién
P q P A4
F F F
F A\ F
V F F
ViV v
Disyuncién » q »V g
F F F
F v v
v F \4
ViV \'
Implicacién
P q P = 4q
F F v
F v v
v F F
ViV V
Equivalencia
P q P <= 4q
F F v
F v F
v F F
ViV v
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Ejemplo 1:

Vamos a construir la tabla de verdad de (p v —g) = r

Se establecen todas las posibles situaciones de verdad o falsedad de las variables que
intervienen en el enunciado:

Pl 4g M (pvag) | v | (pvog) =K

ViV A

VI|F Vv

F|lV \

F | F Vv

V]V F

V| F F

F |V F

F|F F
Se van rellenando el resto de columnas teniendo en cuenta el significado de los conectivos
logicos:

Pl d iy~ | (pv-q)ir | (pv—q)=>r

ViV F v Vv \

VI]F \Y V v v

F |V F F v v

F | F v V \' v

VIV F v F F

V| F ) )Y F F

FlV F F F )

F|{F v \4 F F
Ejemplo 2:

Ahora vamos a demostrar que (p = ¢g) <> ((—p) Vv g) es una tautologia construyendo
su tabla de verdad. En este caso la rellenamos entera directamente:

Piad | p=q | P [ (-pvg|(peg e ({(-p)ve)
VAR vV F v Y
V| F F F F v
F |V v \ Y v
F | F v Y v %
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1.2 Logica de predicados

Hay deducciones que se realizan habitualmente en mateméticas para las que no es posible

Muchas de ellas son
propiedades muy
obvias

Esta es el contrarrect-
proco de la anterior,
Recuerda que la
implicacion directa y su
contrarreciproco son
equivalentes:

(p=9) = (~1=-p)

analizar su validez dentro del dmbifo de la 16gica de proposiciones estudiada en el punto ™ =

anterior.

En légica de predicados se distingue entre las propiedades y los objetos a los que dichas
propiedades se refieren. Por ejemplo:

Supongamos la propiedad “ser primo” que simbolizamos por P y la propiedad “ser impar”
que simbolizamos por 7.

xesprimo P(x)
Xesimpar 7(x)

Ahora podemos aplicar estas propicdades a objetos concretos de forma que:
Jesprimo  P(3)
5esimpar I(5)
Diremos que un predicado es una tautologia si toma el valor V independientemente de los

objetos concretos del universo del discurso que coloquemos en lugar de sus variables.

Consideramos ahora la sentencia “para todo objeto x se verifica P(x)”. La frase “para todo
objeto x” se denomina cuantificador universal y se representa por Vx.

Consideramos ahora la sentencia “existe un objeto x se verifica P(x)’. La frase “existe un
objeto x” se denomina cuantificador existencial y se representa por J3x .

Propiedades del cuantificador universal y el cuantificador existencial:

En cualquier universo de discurso, para todo predicado P y para toda variable x, la
siguientes sentencias son verdaderas:

P(a) = dx P (x) [ s un elemento concreto cumple una propiedad entonces existe un elemento
que cumple fa propiedad }

° (Vx P(x)) = P(a) [ si una propiedad se cumple para todo elemento, se cumple para un
elemento concretfo]

o Pla) = —.(Vx P(x)) [ si un elemento concreto no cumple una propfedad entonces esa
propiedad no se cumple para todo elemento )

L (‘v’x P(JC)) = (Elx P(x)) { siuna propiedad se cumple para todo elemento, entonces existe algin
elemento que la cumple ]

e dx P(x) © —(Va=P(x))
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El cardinal es un
numero natural

Esta es una técnica
para demostrar la

tgualdad muy uliliza-

da en &lgebra

Ef complementario
también se puede
nofar con un
apbstrofe; A=4'

Fljate que la diferen-

( cla de conjuntos no
es conmutativa

1.3 Teoria de conjuntos

1.3.1 Definiciones

Llamaremos cardinal de un con_junto al nimero de elementos del conjunto.

Un conjunto 4 es subconjunto de un conjunto B, denotindose A < B, si todo clemento de
AloesdeB.

El conjunto vacio & es un conjunto que no contiene ningiin elemento.
El conjunto universal X es aquel tal que todos los conjuntos son subconjuatos de él.
Si un elemento a pertenece a un conjunto 4 se denota ge 4.

Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos. Dicho de otra forma:
A=B & (AcB 'y Bc 4

1.3.2 Operaciones con conjuntos
Sean A, B « X dos subconjuntos del conjunto universal X.
Conjunto complementario : A= {x eX /xegd }

Interseccion de conjuntos:  ANB ={xe X /xed y xeB}

Union de conjuntos : AVB = {xeX /xed o xeB}
Diferencia de conjuntos : A-B = {xeX Ixed y xEB} = ANB
Diferencia simétrica: AAB = (A-BYyU(B-A) = (AUB)-(4ANnB)

Ejemplo:
Sean A4 = {1,2,3,a} y B= {a,b,2,4}

ANB ={2,a} AU B ={1,2,3,a,b,4}
A-B ={1,3} B—A ={b,4}
AAB ={1,3,b,4}

Son de especial relevancia las operaciones en las que intervienen el conjunto vacio & y el
conjunto universal X:

AN =0 AnX =4
Aud=4 AvX =X
AwB=Ad G-A=8 A-X=F X-Ad=4

AAD=4 AAX=X-4
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Casi todas estas pro-
piedades pueden re-
presentarse grafica-

mente mediante dia-
gramas de Venn

Estas dos propleda-
des se denominan
Leyes de Morgan

La familia de subcon=
juntos puede ser infi-
nita

Los elementos de
#YA} son, a su vez,
conjuntos

1.3.3 Propiedades

Daremos las propiedades mds interesantes de la unidn,la interseccion y el complementario.

K (AUBYUC= AT(BUC) —  (ANB)AC =AABAC)
Conmutativa AwB=Bu4d ANB=Bn4

Idempotente AW A=A i AnAd=A

Simplificacion AV (BnA)=A An(BuAd)=4

Absorcién AVX =X AN =

Distributiva AuBNC)=(AUBIN(AUC) AN(BUC)=UANBU(ANC)

Morgan (AUBY =4'NnB (ANBY =AuUB

Complementario {A') = 4

1.3.4 Producto cartesiano

Se llama producto cartesiano de un conjunio A por otro B (en este orden) al conjunto for-
mado por los pares (4, b) con ae A y be B elcual se denotapor Ax B,

Ejemplo:
Sean A={2,1,4} B={ab}

4x B ={(2,a), (2,b), (1,a), (L]}, (4,0), (4,b)}

1.3.5 Conjunto de las partes de un conjunto

El conjunto de las partes de un conjunto 4 es el conjunto de todos los subconjuntos de 4,
denotandose HA):

P(A)={B/Bc 4

Ejemplo:
Sea A={l,2,3}

e =2, i, (3. {3 12, (13, 23}, 4)
1.3.6 Particiéon

Dado un conjunto 4 una familia de subconjuntos 4, 4,,..., 4, es una particién de 4 si se
verifica que:

A=4V40. V4 vy A4ANnA =D i)
Ejempio:
Sea A= {1, 2,3,a,b,7,5, c}
Una posible particion de d es 4, = {7,b,1} 4,={2,3} A ={ac} 4,={5}

1.3.7 Teorema del Cardinal

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Se cumple que:

card(Aw B) = card(A) + card(B) — card(4AN B)

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tinos 81 544 53 77,619 142 355




aplicacién y funci6n
son términos sin6ni-
mos

Cuando / esuna
aplicacidn de cada
elemento del espacio
de salida sale una
tnica “flecha”

Si nos piden demos-
trar que dos aplica-
ciones son iguales lo
haremos asi

11.4.1 Definiciones.

1.4 Aplicaciones

Sean dos conjuntos no vacfos 4 y B.

Decimos que f: A — B esuna aplicacion (funcién) si a cada elemento del conjunto de
partida 4 le hace corresponder un fiico elemento en ¢l conjunto de llegada B:

S esaplicacién < Vxed .3JlyeB / y=f(x)
Ejemplo:

Sean los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B= {a,b,c,d}.
Sea fi4d—> B talque f()=c, f(2Q)=b, f@) =c, f(4)=a, f(5) =b.Enecste

caso decimos que [ es una aplicacion ya que cumple la definicién anterior, es decir a cada
elemento de A le corresponde un {inico elemento en el conjunto B.
Sinembargo f:4 —> B talque f()=c, fD=b, fB)=c, f@=a, f5)=b

no es una aplicacién ya que al elemento 1€ A4 le corresponden dos clementos de B,

¢ Igualdad de aplicaciones. Sean dos aplicaciones f,g: 4 -— B:

f=g © Vxed. f(x)=gx)

* Los elementos del conjunto de salida 4 se denominan preimagenes de £

¢ Los elementos del espacio de llegada B que ticnen preimagen mediante f se denominan
imigenes de f. (Ojo: no todos los elementos de B tienen que scr imagenes de una deter-
minada aplicacién f ).

¢ Llamamos imagen de f al subconjunto de B formado por todos los elementos que tienen
preimagen mediante /. Se denota Im(f);

Im(f) ={veB/3xecd. . f(x)=y}
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Si f esinyectiva a
cada elemento del
espacio de llegada le

{lega una o ninguna
flecha

Si f es sobreyecti-
va acada elemento
del espacio de llega-

da le Hlega una o mas

flechas

Si f esblyeciiva a
cada elemento del
espacio de llegada le

llega una y sela una
flecha

1.4.2 Tipos de aplicaciones

Sea f: A — B una aplicacién (funcién):

Se dice que f es inyectiva si a cada elemento del conjunto imagen le corresponde sélo

una preimagen en el conjunto de partida:

S esinyectiva < Vxyed . f)=fx) = y=x

Se dice que f es sobreyectiva siel conjunto imagen de f, Im( /), coincide con el

conjunto de llegada B:
f essobreyectiva & VyeB . dxed / x)=y

Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.
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1.4.3 Imagen directa e imagen reciproca

Fijate que tanto la
i i Cy={yeB/IxeC.y=f(x)}

imagen directa como
la imagen inversa son .
subconjuntos o

A B

Propiedad principal: O).I@

xeC = f(x)e f(C)

AOL_A

/

\

|
G

Sea f:A— B y Dc B.Sedenomina imagen reciproca de D mediante f a:

Fi(Dy={xed/ f(x)eD}

A B

Propiedad principal:
xe fH(D) & f(x)eD .'e

£

Ejemplo: .
Sean los conjuntos A = {1, 2,3,4, 5} B= {a, b,c,d}
Sea la aplicacién f:4 = B talque f(D)=c¢c, fQ)=b,fB)=c, f@)=a,fB)=>b

Imf = f(4)={a,b,c}
/({2 =, }
f*‘({c})=
({b,c})={1,2,3,5}
(i}

d %,

.1 Sea f A= B Yo Cc.A.Se denomina imagen directa.de C..mediante L —
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"Fljate que en todas

estas propiedades
nos estamos
refiriendo a la imagen
reclprocayno ala
aplicacidn inversa

Propiedades de la imagen directa y reciproca

Sea f:4—->B y C.,C,cd D,D,c B

C =8 o f(C)=0

Y D=0 = /(D)=
2 G cl = f(C)c fC)
. Deb, = f_l(Dl)Cf_l(Dz)
;. fGuG) = f(CHv f(C,)
- WD) = D)y D)
4. FIGnC) < fICYn f(C)
L BN D) = YN D)
. GerluEy
S DY) e b,
‘. J(C)-f(C,) c f(C,-C)

fA](D; _Dz) = f_l(Di)“f_l(Dz)

C = /(GY

7.- si f esinyectiva :>{
f(ClnCZ) = f(Cl)mf(Cz)

8.- si f essobreyectiva = D, = f(f (D))
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Importante;

La composicién de
funciones no es
conmutativa.

Importante;

Si el espacio de salida
y el espacio de llegada
son distintos no se
puede definir 1>

No hay que dejarse
engafar con fa nota-
cion:

fhat 2
cuando escribimos f
no significa que ele-
vemos f al cuadrado,
jeso no existe!

1.4.4 Composicién de aplicaciones

Sean f:A—> B y g:B — C dosaplicaciones. Se define la aplicacién composicion

gof:4->C
x = (gof)x)=g(f(x))

Ejemplo:
7:{1,2,3} —» {a,b,c} g: {a,b,c} - {a,p,ﬂ.}
1 = fO=a a - flay=41
2 o f@=b b — fO)=u
3 - fB)=a c = f(o)=a
gef: {1,2,3} — {a,p,}l}
1 = (ge /XD =g(f())=gla) =4
2 > (g )2 =g(/@)=gB) =4
3 > (g=/)3)=g(f/B) =g(a) =4
Propiedades
1.- f, g inyectivas = gof inyectiva
2.- f, g sobreyectivas = gof sobreyectiva
3.- [, g biyectiva = gof biyectiva
4.- gof inyectiva = f inyectiva
5.- gof sobreyectiva => g sobreyectiva
6.- gof biyectiva = f inyectiva y g sobreyectiva

1.4.5 Composicion de una aplicacién con ella misma

Sea f: A — A unaaplicacion definida entre dos conjuntos iguales, dicho de otra forma,
el conjunto de salida y el conjunto de llegada es el misino.
Definimos la aplicacién /> como la composicién de f con ella misma:

fPiAd-> 4
x = f2(x) = (fo )X = f(f(x)

Anélogamente se puede definir /° = fo fo f donde se aplica f tres veces.
Y en general "= fo.c f donde seaplica / n veces.

Se puede demostrar que:

Im(f*) cIm(f) yen general VneN

Im(/") < Im(f)
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1.4.6 Aplicacién inversa

Sea una aplicacion:

P —
x = f(x)=y

Solamente en el caso en que '/ es biyectiva se puede definir la aplicacién inversa como:

[ B> 4
y = M0)=x

Observacidn:

No debemos confundir la aplicacion inversa con la imagen reciproca. Ambos conceptos
comparten la misma notacién f~'(+) pero tienen distinto significado. Siempre podremos
identificar de cual de ellas se trata fijandonos en 1o que hay dentro de los paréntesis:

- Si dentro de los paréntesis hay un elemento (normamente en letra miniscula) entonces
se trata de la funcién inversa.

- Si dentro de los paréntesis hay un conjunto (normalmente en letra maytscula) entonces
se trata de la imagen reciproca,

1.4.7 Aplicacion restriccién
Definicion

Sean A, B dos conjuntos y sea f : A — B una aplicacién. Si restringimos el conjunto de

salida a los elementos del subconjunto C < A creamos una nueva aplicacién f Ic que

Hamaremos aplicacion [ restringida al subconjunto C y definimos como:
fl.:C—>B
x> fl.(x) =1

Lo que tiene que quedar claro es que todos los elementos de C se aplican mediante f ’c en

el mismo elemento de B en el que se aplicaban mediante f. Es decir:

fl. @)= f&x) Vxel

Propiedades

- Si f es inyectiva = f |c es inyectiva

Si f es sobreyectiva, no podemos asegurar que f I . seasobreyectiva.

Si f es biyectiva = f ]c ¢s inyectiva

-8i f |C ¢s sobreyectiva =  f es sobreyectiva
- Si f 'C es inyectiva, no podemos asegurar que f sea inyectiva

Sif I - €s biyectiva = f es sobreyectiva

¥
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Este es un método de
_demostracion muy
utiiizado en Algebra

También se puede
hacer para n-1y i

Las clases de equiva-
lencia forman una
particién de! conjunto

A

1.5 Principio de induccion

Sea P una propiedad que pueden verificar todos los mimeros naturales. Hacemos:

Base de induccidn: verificamos que la propicdad P se cumple para 1.
Hipdtesis de induccion: suponemos que P se cumple para #.
Paso de induccidn: verificamo$ que P se cumple para »n + 1 teniendo en cuenta la hipétesis.

Si esto sucede asf entonces podemos afirmar que la propiedad P se cumple para todos los
nimeros naturales.

1.6 Relaciones

1.6.1 Definicion

Sea un conjunto 4. Una relacién binaria es un subconjunto de 4x A donde estén los
elementos de A4 que satisfacen una cierta condicion.
Para decir que dos elementos de A estan relacionados se pone g R b.

1.6.2 Propiedades de una relacién binaria

Las principales propiedades que puede cumplir una relacion binaria son:

Reflexiva: a Ra , VaeAd

Simétrica: a Rb = bRa , Vabed
Antisimétrica: a Rb A bRa = a=b , Vabed
Transitiva: a Rb A b Rec = aRe , VabceAd

1.6.3 Relaciones de equivalencia

Decimos que una relacion binaria definida en un conjunto 4 es una relacién de equivalen-
cia si cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Generalmente una equivalencia se representa por ~; para indicar que a estd relacionado
con bsepone a~b yselee “aesequivalente a b”,

La clase de equivalencia de un elemento @ € A es el conjunto de fodos los elementos rela-
cionados con él, Normalmente se representa por [d] = {x edlx ~a} .

Llamamos conjunto cociente al conjunto cuyos elementos son fas clases de equivalencia. Se
designa por A/R.

1.6.4 Relaciones de orden

Decimos que una relacién binaria definida en un conjunto A es una relaci6n de orden si
cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Generalmente una relacion de orden se representa por <, para indicar que a estd
relacionado con b se pone a<b.
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El conjunto X es no
vacfo.

Si un conjunto cumple
la propiedad asociativa
para tres elementos
también la cumple para
n elementos.

1.7 Leyes de composicion

1.7.1 Ley de composicién interna

aplicacion:
o x X xX - X
£ (X,J’) — x ¥ y

Lo imporfante de una operacion interna es que al operar x e y mediante * el resultado
siga perteneciendo a X,

Propiedades

Toda ley de composicion interna * puede cumplir (o no ) las siguientes propiedades:

- Propiedad asociativa: V x,y,z 95X, (x * y)* z = x #(p* z)
- Elemento neutro : FJeeX/I VxelX x¥e=e*x=x
- Elemento opuesto: dadox s X, 3 XX/ x* X =X%x=e¢

- Propiedad conmutativa: V x,y 3X, x ¥ y=yp * x

Ejemplos

1) Sea la aplicacién
*: x4 - &

(n,m) - n*m= ~n-m

Esta aplicacion es una ley de composicidn interna que cumple la propiedad conmutativa
pero no la asociativa.

2) Sea la aplicacion
-—:NxN - N

{(n.,m) > n-m
Esta aplicacion no es una ley de composicion interna para el conjunto de los naturales N.
3) Sea la aplicacion
+:RxBR - R
(x,y) > x+y

Esta aplicacién es una ley de composicion interna para el conjunto de los némeros reales
R que cumple todas las propiedades antes enunciadas,

1.7.2 Ley de composicién externa

Definimos ley de composicién externa u operacién externa en un conjunto X' sobre un
conjunto X como una aplicacién:

Kk xX - X
kox)}y —m k-x

Lo importante de una operacién externa es que al operar k€ K ¢ x€ X mediante - ¢l
resultado siga perteneciendo a X.
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1.8 Estructuras algebraicas

1 1.8.1 Grupos

Sea un conjunto G no vacio con una operacion interna + ( que normalmente se le
denomina suma).
Decimos que {a dupla (G, +) es un grupe si cumple:

- Propiedad asociativa: V x,y,z€ G, (x+y)+tz=x+(y+z)

- Elemento neutro : JeeGf Vxe(G, x+e= et+tx =x

- Elemento opuesto: dadoxe X, 3 xe X/ x+X =X+x = ¢

Decimos que (G, +) es grupo abeliano si, ademés de todo lo anterior, se cumple:

- Propiedad conmutativa: V x,ye G, x+y=y+x

1.8.2 Anillos

Sea A un conjunto no vacfo y sean + y * dos operaciones internas (normalmente se les
denomina suma y producto).
Decimos que la terna (4, +,* ) es un anillo si cumple:

1) (4, +) es un grupo abeliano.

2) Propiedad asociativa del producto: V x,y,ze X, (x * y)* z = x *(y* z)
3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma :

Vx,y,z€d (xty)y*xz=x%z+ty*z
xE(y+tz)=x*ytx*z

1.8.3 Cuerpos

Sea K un conjunto no vacio y sean + y * dos operaciones internas (normalmente se les
denomina suma y producto),
Decimos que la terna (K, +, * ) es un cuerpo si cumple:

1) (X, +) es un grupo abeliano.

El elemento e repre-

senta al elemento neu- 2) (K—{e},*)es grupo.
tro de la operacion + . D e
(suma). 3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma

Lo mismo dicho de otra forma:

1) (K, +) cumple las propiedades asociativa, elemento neutro, elemento opuesto y
conmutativa.

2) (K-{e},*) cumple las propiedades asociativa, elemento neutro y elemento opuesto.

3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
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JijCuidadolll No hay
que confundir esta
operacion con ia que
veremos més adelante
de multiplicar un
deteminante por un
escalar.

TEMA 2: MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES .

Diremos que una matriz de dimensién m x r es un conjunto de niimeros colocados en
m filas y n columnas:

a

i

Las matrices se denotan con letras mayasculas y en ocasiones acompafiadas por su
dimensién (nimero de filas y columnas, 4, ), mientras que sus elementos se denotan con
el nombre de la matriz en miniscula acompafiados por el niimero de fila y columna en el
que se encuentran (4, ;).

2.2 Operaciones con matrices

* Suma de matrices

La suma entre dos matrices se realiza sumando cada elemento de la primera matriz
con el elemento de la misma posicién de la segunda, por lo tanto para poder sumar dos
matrices tienen que tener la misma dimensién,

Ejemplo:
203+23—4_2+20+33—4_43—1
31 6 71 1) {3+7 1+1 6+1) \10 2 7

¢ Producto de un escalar por una matriz

Para multiplicar una matriz por un niimero o escalar basta con multiplicar todos
los elementos por ese niimero.

Ejemplo:

2 1 4-2 4.1 g8 4
414 3| =44 4.3] =16 12
3 5 4.3 4.5) |12 20
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£stas son las matrices
més comunes a lo largo
del curso,

Estas matrices suelen
ser la representacion
matricial de vectores
aue veremos mas
adelante.

o Producto de matrices

Cada elemento del producto de matrices se hace multiplicando escalarmente su

segunda, por lo tanto para poder multiplicar dos matrices tienen que coincidir el
niimero de columnas de la primera con el nimero de filas de la segunda. Dicho de otra
forma, sean las matrices Ay, ¥ B, Estas matrices se podran multiplicar solamente
cuando » = 5. El resultado sera una matriz C,,.,,.

211
3 4 2

2x3

34+4:2+2-5 3-3+4:1+2:6 30 25

2x2

W o
o= L

(2-4+1-2+1-5 2-3+1-1+1-6)_(15 13]

3x2
La multiplicacién de matrices no es conmutativa. Debemos tener cuidado con
esto ya que al despejar una ecuacion, sacar una matriz de factor comin o pasarla
multiplicando a la inversa, hay que respetar el lado por el que la matriz va

multiplicando.
4 3 9 1 1 42+33 41+34 41432 17 16 9
2 1 '(3 4 2} = |22+13 21+14 21+121=|7 6 4
5 6 23 52+63 51464 51+62 28 29 17
32 33

2.3 Tipos de matrices

Existen varios tipos de matrices segin sea su forma o cumplan unas determinadas
propicdades.

¢  Segin su forma:

Rectangular: Matriz con distinto niimero de filas que de columnas.

L _(r 0
2x3_2_13

Cuadrada: Matriz con igual nimero de filas que de columnas, En estas matrices
fa dimensién viene denotada por un solo ndmero,

1 21
A=[3 00
2 11

Fila: Matriz de dimensién 1 x # (una fila y # columnas),
Ay = (1 0 -1 1)
Columna: Matriz de dimensién m x 1 (1 columna y  filas).

1
Ay =| 0
-1
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Se puede ver también
como la matriz cuyos
tinicos elementes

Mistintos de cero son

los que estan por
encima de {a diagonal
principal.

Este tipo de matriz se
utiliza sobre todo en fa
resolucion de sistemas
de ecuaciones.

Se puede ver también
como la matriz cuyos
tnicos elementos
distintos de cero son
los que estén por
debajo de la diagenal
principal.

Para este tipo de
matrices la asignatura
dedica todo un tema.
Aprenderemos a
calcutarlas y todas sus
propiedades.

En los tres tipos
anteriores de matrices
el deteminante se
calcula directamente
multiplicando su
diagonat principal

Esta maliiz es de las
més importantes del
CUrsC ya que aparece
muy frecusntemente en
operaciones con
matrices y como
veremos {ambién es la
matriz de una base
candnica.

Las propiedades y
definicién de la inversa
de una matriz son
iguales que las del
elemento inverso de los
nimeros nomales.

diagonal principal son cero.

Triangular saperior; Toda matriz cuadrada cuyos términos por debajo de la

2
2 | .-
-1

A=

- R
[ R W R

Triangular inferior: Toda matriz cuadrada cuyos términos por encima de la
diagonal principal son cero.

i,

Il
— =
e i =]
—_— 0 O

Diagonal: Matriz cuadrada en la que todos los elementos son cero excepto los de
la diagonal principal.

0
0
-1

ol

I
S o -
o N o

Unidad: Matriz diagonal en la que todos los elementos de su diagonal principal
son unos. Se representa por Iy es “cl uno” de las matrices (al multiplicar cualquier
matriz cuadrada por la identidad se queda igual).

—
1l
oD e
(= =
_— o O

Escalar: Matriz diagonal que fiene un mismo nimero en toda la diagonal
principal. Es el resultado de multiplicar la matriz identidad por un nimero (escalar).

300 1 00
A=10 3 0(=3{0 1 0[=31
0 0 3 0 01

¢  Segiin sus propiedades:

Inversa de uma matriz cuadrada A: Es una matriz que cumple que
premultiplicada y postmultiplicada por la matriz 4 da como resultado la matriz
identidad I. Se representa por A, Como la divisién entre matrices no existe, serd
nuestra herramienta para despejar en ecuaciones matriciales cuando fenemos dos
matrices multiplicando. No fodas las matrices cuadradas tienen inversa, sélo aquellas
cuyo determinante sea distinto de cero,
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Estas matrices
aparecen sobre todo en
el iltimo tema de esta
primera parte de
Algebra y en el calculo
de ma&ximos y minimos
en la parle de céleulo.

i 1 2 4 (-1 2
Sid= ,entonces 4 =
1 1 1 -1

A A=447=1

[

Regular: Matriz cuadrada que tiene inversa y por lo tanto determinante distinto de
cero.

Aregular & 4 & [A[ #(

Singular: Matriz cuadrada que no tiene inversa y por lo tanto determinante igunal a
cero.

A singular < F4™" < |4|=0

Transpuesta: Esta matriz se obtiene como resultado de aplicar a una matriz (que
no tiene por qué ser cuadrada) la transformacién de la transposicion que consiste en
cambiar las filas por las columnas, Se representa por 4",

1 1 1 1 0 1
Sid=]0 2 3|entoncesd ={1 2 -1
1 -1 0 1 3 0
Simétrica: Matriz cuadrada cumpliendo que 4 = A’ Se la llama simétrica

porque sus elementos son siméiricos respecto a la diagonal principal.

1 0 1 1 0 1
A=[0 2 -1} 4'=]0 2 -1
I -1 0 1 -1 0

Antisimétrica: Matriz cuadrada cumpliendo que A4 = -4, Sus elemenfos fambién
son simétricos respecto de la diagonal principal pero con signos opuestos.

0 3 -1 0 31
A=|-3 0 -1 A=3 0 1l=-4
11 0 -1 -1 0

Ortogonal: Matriz cuadrada cumpliendo que A’ =A™y para ello su determinante
debe valer uno o menos uno.

Aesortogonal & A7 =A' &> A"A= A4 =1=|4=16 -1
Nula: Aquella que tiene todos sus elementos cero. Se representa por 0.

Idempotente; Matriz cuadrada que cumple que al multiplicarse por si misma no
cambia, es decir, 4% = 4. Por lo tanfo al elevarla a cualquier nimero se queda igual.

s YL 9 O Y
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Nilpotenie de orden p: Matriz cuadrada si se multiplica por si misma p veces se
obtiene la matriz nula, 4” = 0. Por lo tanto si elevamos esta matriz a un ntimero mayor
o igual a p nos queda la matriz nula,

Involutiva o unipotente: Matriz cuadrada es su propia inversa, es decir, cumple
que 4% = I Por lo tanio si elevamos esta matriz a un nimero par nos da la matriz
identidad pero si es impar nos da la matriz original.

1 2 1 2Y1 1
Sid= ,Ad= A4 = : 2 = 0 m ]
0 -1 0 —-1jl0 <1 0 1

A =A*A=TA=A4

2.4 Determinante de una matriz

El determinante es un niimero que resulta de aplicarle una serie de operaciones a los
elementos de una matriz cuadrada y se denota de la siguiente manera:

gy o o Q, dy e e 4
A=l i e | 2)A4l=

Ay v o @ a

nn nl

¥]

arm

Para calcular un determinante existen principalmente dos métodos. El mas conocido,
aungue s6lo nos permite calcular determinantes de orden dos y tres, es el de la regla de
Sarrus:

Regla de Sarrus para determinantes de orden dos:

Regla de Sarrus para determinantes de orden fres:

a b«
a, b, ¢, | = abyc; +abc, +abic, —ab,c, - abe, — abe,

ay, by c

Para el clculo de deferminantes de cualquier orden, incluidos los de orden dos y tres,
existe el método de los adjuntos, Para ver este método debemos aprender primero los
conceptos de menor complementario y adjunto de un elemento de una matriz.

Menor complementario: el menor complementario de un elemento a; es el
determinante que resulta de suprimir la fila i-ésima y la columna j-ésima, O sea, es el
determinante de lo que queda al quitar la fila y la columna del elemento a;; .

1 0 -1
0
En A=2 3 2 | elmenorcomplementariodelelementoa, , = 0 1l =1

01 0

Adjunto: se llama adjunto del elemento a; al menor complementario una vez
que se le ha puesto el signo que le corresponde. El signo serd positivo si 7 +j es par
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Esta propledad es muy
tll sobre todo una vez
veamos el tema de
diagonalizacién ya que
una matriz y su
diagenal tienen el
mismo determinante.

En algunos examenes
han hecho preguntas
sobre esta propiedad
en la que casi todo el
mundo se equivoca,

y el signo serd negativo si 7 +j es impar. Colocaremos las posiciones que cambian de
signo segiin la forma de un tablero de ajedrez.

Lot

En 4=|2 3 2 | cladjuntodelelementoa,, =(-l)’0 I‘:(—i)

01 0
Maétodo de los adjuntos para el cilculo de determinantes:

Este método consiste en escoger una fila o columna y sumar todos sus elementos
multiplicados por su adjunto:

1 2 1
1 -2 21 2 1
=1 -0 —1) =8 -1N{—5)=
_01 ; X l3 2] 3 2l+( )1 |8 0+(-1)(-5)=13

Esto requiere normalmente muchas operaciones, por ejemplo para un determinante de
4x4 hay que hacer 4 determinantes de 3x3, para uno de 5x5 serfan 5 determinantes de 4x4 o
20 deferminantes de 3x3. Por eso antes de ponernos a operar los determinantes mediante
este método utilizaremos las propiedades de los determinantes para conseguir una fila o
columna con el mayor ntimero de ceros posible y asi reducir el niimero de operaciones.

¢ Propiedades de los determinantes:

—» El determinante de una matriz y el de su transpuesta son iguales:

-}

-» Los determinantes de dos matrices semejantes son iguales:
Si A=P-DP" =|4=|D|

— Si se multiplica una fila o columna por un niimero el determinante es igual al
niimero multiplicado por el determinante inicial.

202 4] |21 21 22 )1 1 2
10 ~U=1 0 -1l=201 0 —l=2(D=-2
00 1[40 o 1| oo 1

Hay que tener cuidado con esta propiedad porque pueden pedirnos calcular
cuanto vale el determinante de una matriz por un nimero, y hay que tener en
cuenta que al multiplicar la matriz por el nimero se multiplican todas sus filas, por
lo tanto esto es igual el nimero elevado al nimero de filas por el determinante de

la matriz:
[k4,|=k"|4,|, keR
11 2 21 241 22 I 1 2
211 0 —1)={21 20 2(-D)=2°11 0 —1|=8(-1)=-8
0 0 1 20 20 21 0 0 1
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—> El determinante de un producto de matrices cuadradas es igual al producto de
sus determinantes:

B

(oS e 3

—» Si se intercambian dos filas o columnas de un determinanie su valor cambia de

signo.
2 2 4 2 2 4
I 0 -1I=(-2),10 1 -}=2
0.0 1 0 0 1

—> Si se suma a una fila o columna ofra fila o columna multiplicada por un escalar
el determinante no varia.

2 2 4 2 8 4
I 0 ~l=(-2),—22%% 511 -1 —1=(-2)
00 1 0 1 1

— Si se suma a una fila o columna una combinacién lineal de otras filas o
columnas el determinante no varia,

2 2 4 2 2 4
10 —1f=(-2),—9=126:6 415 o _|=(-2)
00 1 -1 0 1

—> Si hay una fila o columna que es combinacién lineal de las restantes filas o
columnas ¢l determinante vale cero.

1 2 4
I 0 2/=0 porqueC, =2C, +C,
1 -11

~> 8i hay una fila o columna con todos sus elementos nulos el determinante vale
cero porque el cero es siempre linealmente dependiente.

22 4] 51 o 2
1 0 —1{=0,1 0 14/=0
00 0f PPo 1
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2.5 Traza de una matriz

Es la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada y se
.| representa por #(4) :

2 51 _
A={0 -4 1| ~ () =2-4+9 =7
6 39

e Propiedades de la traza:
—» La traza de la suma de dos matrices cuadradas es igual a la suma de sus trazas:

tr(A+B)=tr(A)+w(B)

1 2 0 1 01
0 =1 3]=2, 0 1 1]|=3
1 12 111

— La traza de una matriz multiplicada por un nimero es el niimero multiplicado
por la traza de la matriz;

r(kA)=ktr(4), keR

1 01 505 1 01
iS50 1 1j|=w0 5 5|=15=5r{0 1 1]=53
1 11 5 5 5 111

—> La fraza del producto de dos matrices cuadradas es independiente del sentido
de la multiplicacion:

tr(4-B)=tr(B-A)

ol 26 (S )
O 2l 7

— Las trazas de dos matrices semejantes son iguales:

Si A=P-D-P" = tr(A)=tr(B)

Esta propiedad serd ftil
una vez veamos ¢f tema
de diagenalizacién si nos
piden calcular la traza de
una matriz de la que
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COROCCMOS
autovalores.

Observaciones:

Fljate que en general,
ti(4B) + u(A)u(B)
yt(d?) = [

sus

— La traza de una matriz y su transpuesta son iguales:

tr(dy=e(4')

1 0 -1 1 1 1
w1 2 3 |=#|/0 2 0]=8
10 5s) |-13 5

2.6 Rango de una matriz

Para comprender qué es el rango de una matriz primero debemos conocer el concepto
de combinacion lineal,

Combinacion lineal: Una fila o columna es combinacion lineal o linealmente
dependiente de Ias dem4s si podemos juntarlas todas en una ecuacion linea! igualada a cero,
o lo que es lo mismo, si podemos llegar a ella a partir de sumar o restar las demis
multiplicadas por un niimero.

1 2 5
Enlamatriz{1 0 1
3 -1 1

la tercera columna es combinacion linealde las otrasdos ya que C, =C, + 2C,

Se dice que un conjunto de filas o columnas son linealimente dependientes si se puede
establecer entre ellas al menos una combinacién lineal.

Rango de una matriz: Es el niimero de filas o columnas linealinente independientes
que tiene la matriz. Se representa por rg (A)

Para calcularlo primero buscaremos filas o columnas linealmente dependientes “a ojo”
y las tacharemos.

Cuando no enconfremos ninguna calcularemos los determinantes més grandes que
podamos hacer con las filas y columnas restantes. Si encontramos alguno que sea distinto
de cero, el rango serd el orden de ese determinante.

Si no encontramos ninguno probaremos con los determinantes de un orden menor, y
asf sucesivamente hasfa enconfrar uno que sea distinto de cero,

s Propiedades del rango:

— El minimo rango que puede tener una matriz es uno, salvo la matriz nula (0) que
tiene rango cero.

— El méximo rango que puede tener una matriz es el minimo entre el nimero de filas
y el nimero de columnas,

~» El rango por filas coincide siempre con el rango por columnas,

— Una matriz y su transpuesta siempre tienen el mismo rango. rg(4) = rg(A’)

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tinos 91 544 53 77, 619 142 355 T-24




2.7 Transformaciones de matrices

¢ Matriz adjunta:

por adj(A) o por A”:

(3 b1 E

1 0 0 0 01
Lo 0 -1 |1 -1 L) [0 2
adil2 3 2 =(—1)-!1 0' '0 0[ (~1)—J0 1‘: 1 0 -1
010 0 -1 1 -1 1 o 23
-1y
3 2 2 2| 3

Truco: Si cogemos cualquier fila o columna de la matriz adjunta y la
multiplicamos escalarmente por la fila o columna correspondiente de la matriz
original nos da como resultado el determinante de la matriz original.

¢ Transposicién de matrices:

Se denomina asi a la transformacién de cambiar filas por columnas.

10
1 4 8 ,
A= A =14 3

03 2
8 2

Esta transformacién tiene una serie de propiedades que debemos aprender sobre
todo para aplicarlas a la hora de despejar ccuaciones matriciales.

Propiedades de la transposicion:

- (4) =4

> (4+B) =4'+B'
— (kd) =k 4

— (4B) =B"4'

> AA'=04=0
- IA’I=|A!

propiedad! it aue 5 > adi(4')=[adi(4)]

cambian de orden,
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Debide a las diferentes
notaciones de 1a adjunta y
a la propiedad que nos
permite intercambiar el
orden entre ia
transformacitn de
adjuncion y fransposicion,
‘esta formula se puede
eseribir de cuatro maneras
distintas, escoge la que
mis te guste.

Maftriz inversa

Se dice que 4™ es la matriz inversa de A cuando se cumple que A4! = A'4= T

- Caleile de la iatiiz imversar —

Existen principalmente dos métodos para calcular la inversa de una matriz, el
que utilizaremos es'el de la férmula, mientras que el método de Gauss-Jordan sélo
lo mencionaremos porque en la practica no se usa y el del sistema de ecuaciones
es tan laborioso que no merece la pena.

— Formula: Cualquier matriz inversa de una matriz cuadrada se puede calcular
mediante la siguiente formula.

o Lad (D] ey (1) (4

Y

Truco: Si calculas primero la matriz adjunta, puedes calcularte el
determinante mudtiplicando escalarmente cualquier fila o columna de la adjunta
por su correspondiente de la original y asi ahorras operaciones y puedes
comprobar si has calculado bien la matriz adjunta ya que todas las filas y
columnas deben darte el mismo resultado.,

— Método de Gauss-Jordan: Este método consiste en realizar operaciones
elementales sobre la matriz (4 | I') hasta conseguir que A se convierta en 1. En ese

momento la transformada de 7 es la matriz inversa 47,

— Método del sistema de ecuaciones: Este método consiste en coger una matriz
de incOgnitas, aplicar las propiedades de la matriz inversa, despejar las ecuaciones
y resolver: )

1 2
Sid=

L)
x yifl 2_10:>x+y 2:.:Hy_10:>
z )01 -1} {0 1 z+f 2z-t) L0 1
1 2
:Aﬁt:AA

1/ .1

%N

Este método es muy poco practico y extremadamente largo y laborioso ya que
si tenemos que hacer una inversa de 3x3 tendremos que resolver un sistema de
9 ecuaciones con 9 incognitas,

x+p=1 xz%
2x-y=0 y=%

z+1=0
2z—-t=1

z=1

t=—1

NN

Truco: Para hacer inversas de dos por dos basta con cambiar de sitio los dos
elementos de la diagonal principal, de signo los de la diagonal secundaria y
dividirlos por el determinante.

a, d 1{a -a
' 1,1 1,2 _ 2,2 1,2
Sid= entonces A7 =—
Ay A IAI iy 4
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ljiCuidado  con  esta
propiedad!ll Fljate que at
igual que con la
transposicidn, se cambian
de orden

Propiedades de la matriz inversa:

— La matriz inversa, si existe, €s {nica,

— Una matriz es singular (no tiene inversa) <> |4 | =0.
> (4t = 4

> (4B) = B4

— (Aa)—l =(A—l)r
1
s A = —
I | IA!
)t = g
ok

2.8 Matrices ortogonales

Decimos que una matriz 4 es ortogonal cuando se cumple que 4™ = 4'. También

podemos decir que A es ortogonal si A A" =4"A=1.
¢ Propiedades de Ias matrices ortogonales:
—» Silamatriz 4 es ortogonal entonces es regular (o sea, tiene inversa).
—» Silamatriz 4 es ortogonal su determinante sélo puede valer 1 6 -1,
— Silamairiz 4 es ortogonal, entonces 4™ es ortogonal.

— Si 4 y B son ortogonales, entonces AB v BA es ortogonal.

— Si la matriz 4 es ortogonal, ninguna matriz obtenida como suma con 4 ©

producto de un escalar por A, es ortogonal.
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2.9 Relaciones entre matrices

¢ Matrices equivalentes:

existen dos matrices regulares R y S tales que A = RBS,

72 1 2
Las matrices 4 = y B= son equivalentes ya que existen
16 -4 -3 4

1 0 1 2
dos matrices R= y §= tal que:
1 1 30

S A B (0 8

® Matrices congruentes:

Dos matrices cuadradas 4 y B de orden #, se dice que son congruentes si
existe una matriz regular R talque 4 = RBR'.

1 2 9 -1
LE_IS mafrices 4 = (O 1] y B =(13 4} son congruentes ya que existe

ML e

* Matrices semejantes:

1 3
R= { tal que 4= RBR'

Dos matfrices cuadradas 4 y B de orden »n, se dice que son semejantes si
existe una matriz regular R talque 4 = PBP7,

-1 2 1 2
Las matrices Am( 5 6} y B=(3 4] son semejantes ya que existe

10
P=1 | tal que 4= PBP™

(ml 2)_[1 0)(1 2}(1 0)":(1 0}(1 2)[1 0]
-2 6] \I 1THA3 451 1 I 143 4/4-1 1
Propiedades de las matrices semejantes:

—>8i 4 y B son semejantes => |4] = |B|

—> 8i 4 y B sonsemcjantes = A4 y B son equivalentes

->8i 4 y B son semejantes =  rg(4) = rg(B)

—> Si 4 y B sonsemejantes = A" y B son semejantes
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2.10 Transformaciones elementales

por la derecha o por la izquierda, segiin el tipo de transformacion, por una matriz invertible.
Las transformaciones elementales son las siguientes:

Transformacion Ejemplo

Sumar a una columna un multiplo de otra

1 0 1 3
———y
0 1) |gmmgy \0 1

1 3 5 3)
Multiplicar una columna por un escalar no nule
01 aal \0 1,
i 53 3 5
Intercambiar dos columnas 0 1 — 1 o)
¥ 2
1 0 1 0
Sumar a una fila un miltiplo de otra _—
0 1 TRy 31
27J2 ]
(1 0) (5 0)
Multiplicar una fila por un escalar no nulo —_—

\3 1) h=54 \3 I/

(5 0) (3 1
Intercambiar dos filas —_—
\3 1 / e ks \5 0)

Como hemos dicho, cada transformacion elemental se corresponde con la operacion de
multiplicar por una cierta matriz invertible.

En la siguiente tabla asociamos a cada transformacion por columnas su correspondiente
transformacién inversa por filas.

Columnas: f, Filas: t;
¢ =¢+Ac; fi=1-Af
)
C, = R'Ci f; = Z'f;
¢ > £ <->JG

Una transformacién elemental sobre cierta matriz 4 consiste en multiplicar dicha matriz,
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2.11 Matrices particionadas

Dada una matriz cuadrada:

En muchas situaciones
restilta OUf particionar a, d,, - a,
una matriz si el proceso
da lugar a submaliices .
que permiten simplificar | Podemos simplificaria de la siguiente manera;

los célculos
(4] 4
A?.l AZ?.

Donde cada elemento de esta matriz es, a su vez, otra matriz que tienen estas formas

generales:
all e aif al,:'+1 e al:r
An = > ‘412 =
dy v gy Digg 0 Gy,
iz " Gy Qtjr " Oy
AZI = > Azz =
ant ”' am' an,r‘+l a:m

Con A4y y Ay, matrices cuadradasy 1 <i 5 n.

Producto de matrices particionadas

Puesto que el producto de matrices se efectia multiplicando filas de la que premultiplica por
columnas de la que postmultiplica, cuando el producto es de matrices particionadas, las
particiones establecidas han de ser tales que permitan multiplicar y sumar las submatrices
correspondientes. Por lo tanto, una vez elegida la particién en la matriz que premultiplica, la
particién por filas de la matriz que postmultiplica ha de ser de la misma forma que la
particion por columnas de la matriz que premultiplica.

Caleculo del determinante
det(d) = det(4y,)-det( 4, — 4, 45, “4,) = det(A,)-det( Ay, — 4, A" 4,)

Cidlculo de Ia inversa

La matriz inversa de A expresada de forma particionada es:

A_l _ Bli B]2
By | By
donde:

_ - . _ -1

B, = (Au - Alz'Azzl'Azl) , By = 11'A12'(A22 - Az:'Aul'Aiz)
_ _ -1 _ -1

By =4y 4y (Ail — Ay Ay 'A21) » By = (Azz ~ Ay A 'Aiz)
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2.12 Concepto de sistema lineal de ecuaciones

Los coeficlentes del sis- apX + .+ 4,X, = b Oy e e Gy, X)
fema pueden ser reales N -
R o complejos C co

AuX, + ..+ a,,x, =b, I N L

Llamamos a las matrices:

(a, .. .. a
Fljate que la matriz de 1 tn
coeficientes 4 no tiene A=1 . .« o . |eM, (K) matrizde coeficientes (dimensién m x )
por qué ser cuadrada,
es decir puede haber a., a,.,
mas incognitas que
ecuaclones o viceversa
{3
1
x = | ..leM ( K) matriz de incognitas (dimensién n x 1)
\xn
b
b =|..leM, ( K) matriz de términos independientes (dimensién m x 1)
b, )

Ax =5

En los sistemas de ecuaciones lineales nos pueden pedir tres cosas:
- Plantear el sistema a partir de un enunciado,

o incompatible).
- Resolver el sistema (Calcular el valor de las incégnitas)

2.13 Planteamiento

incégnitas del enunciado. Hacer esto nada mas empezar es fundamental.

| Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas se define de la siguiente forma: ...

Normalmente nos referiremos a un sistema de ecuaciones genérico de Ia siguiente forma:

- Discutir el sistema (Decir si es compatible determinado, compatible indeterminado

Desgraciadamente para este paso no hay ninguna férmula o mecanismo que podamos
memorizar y que siempre funcione. Cada enunciado es distinto a todos los demas.

Lo tinico que tenemos que tener siempre presente es que lo primero que debemos hacer es
definir las incégnitas. Es decir, escribir en el papel qué representa cada una de las
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2.14 Discusion

Discutir un sistema consiste en averiguar, antes de resolverlo, si el sistema tiene solucién (y
_|en ese caso, cudntas).

Para discutir un sistema utilizaremos siempre eI Teorema de Rouch¢- Frobenius, El proce-
dimiento para discutir un sistema es el siguiente:

A partir del sistema lineal que nos dan (nosotros lo vamos a suponer de tres incognitas por
simplicidad, pero el método es igualmente valido para més incégnitas):

ayX; + apX, + apx, = b
AuX, + apX, + dux, = b,
b,

Xy + ApX, + A%,

obtenemos la matriz de coeficientes A y la matriz ampliada 4*=[4 | b] :

ay dp 4 ay 4y alsi b
]

d=lay ay, ay A*=[A]b] = | ay a, a1 b,
i

ay  dy  dy Ay Gy dy| by

Ahora se trata de calcular el rango de las dos matrices, tanto de la matriz de coeficientes
como de la ampliada. Estos rangos los podemos calcular como nosotros queramos utilizan-
do los procedimientos ya vistos en el tema de Matrices.

Una vez que hemos calculado los dos rangos basta con aplicar el Teorema de Rouché-
Frobenius cuyo enunciado viene a continuacion.

Teorema de Rouché-Frobenius

¢  Sirg(4)=rg(4*)=nCincognitas > El sistema es compatible determinado.
El sistema tiene una Uinica solucién.

o Sirg(4d) =rg(4*) <n®incégnitas = El sistema es compatible indeterminado.
El sistema tiene infinitas soluciones,

» Sirg(4)#1g(4*) = Elsistema es incompatible.
El sistema no tiene ninguna solucién,
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NOTA:

Hay libros en los que,
en {a definiclén de for-
ma reducida de Gauss,
se exige que los plvo-
tes valgan 1. Nosotros
dejamos esa condicién
para la forma reducida
de Gauss-Jordan

2.15 Resolucion

| Para resolver un sistema de ecuaciones vamos a basarnos principalmente en el método de

Gauss. Para ello fenemos que aprender a reducir una matriz mediante transformaciones
elementales (ya vistas en el tema de matrices) a ofra matriz equivalente pero més sencilla
con la que resolver el sistema sea trivial.

Decimos que dos matrices 4 y B son matrices fila equivalentes si cualquicra de ellas se
puede obtener a partir de la otra mediante transformaciones elementales tipo fila.

Mediante fransformaciones elementales se puede transformar cvalquier matriz 4 en otra
con determinadas caracterfsticas de modo que sean fila equivalentes. Aqui vamos a
estudiar la forma reducida de Gauss y la forma reducida de Gauss- Jordan,

Forma reducida de Gauss

El pivote o coeficiente principal de una fila es el primer coeficiente distinto de cero de
dicha fila.

Una matriz esta en forma reducida de Gauss, si:
1. Las filas no nulas estin por encima de las filas nulas,
2, Elcoeficiente principal de cada fila est4 en alguna columna a la derecha del

coeficiente principal de la fila anterior,
3. Los coeficientes por debajo de cada coeficiente principal (en su columna) son cero.

Ejemplo de matriz reducida de Gauss:

(® * % % * % % & k)

0 0 ® * % * % % %

000 &® * * =» * x 0 = elementos nulos

0 0.0 0 0@ * x|
0 00 00 0 ® * *

0000 000 O0TO0O

0 00 000 0 0 0

Obtencion de la matriz reducida de Gauss

Tomamos la primera columna no nula (que llamaremos columna pivote)
Colocamos un coeficiente no nulo de Ia columna pivote en la posicién pivote.
Mediante transformaciones elementales de filas, anulamos los coeficientes por
debajo del pivote.

4. Repetimos el proceso con la submatriz que queda debajo de Ja fila que contiene al
pivote.

w N
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Forma reducida de Gauss-Jordan (esealonada reducida)

Una matriz esta en forma reducida de Gauss-Jordan, si:

- 1. Estden forma reducida de Gauss.
2. Todos los coeficientes principales son 1.
3. El coeficiente principal es el dinico elemento no nulo en su columna.

Ejemplo de matriz reducida de Gauss-Jordan:

(1 %= 0 0 % 0 0 * =)
{ = elementos nulos
0 01 0 = 0 0 = = | = elementos unidad
00 01 %= 0 0 * #% * = glementos cualesquiera
0 0 0 0 01 0 % =
0 0 0 0 0 01
000 0O0O0O0O0 O
0 0000000 O

Obtencion de la matriz reducida de Gauss-Jordan

1. Hallamos la forma reducida de Gauss.
Se anulan Jos coeficientes por encima de cada pivote, empezando por el pivote mas
a la derecha.

3. Setransforman los pivotes en 1.

Propiedades

1. Elrango de una matriz reducida de Gauss-Jordan es igual al ntimero de filas no
nulas y ademds siempre coincide con el nimero de columnas donde hay pivotes.

2. Toda matriz es fila equivalente a una tnica matriz reducida de Gauss-Jordan.

3. 8i A y B estan en forma reducida de Gauss-Jordan y son fila equivalenfes,
entonces son iguales,
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Otros métodos de resolucién
e Sj el sistema es Compatible Determinado
~ Método de Cramer:
Este método consiste en calcular las soluciones mediante determinantes, La
solucién viene dada por el determinante que resulta de sustituir en la matriz A la

columna de la incognita que queremos despejar por la de resultados y dividirlo por
el determinante de A:

b a, ag ay, b a, ay, a, b

b, a, ay ay b, ay ay dy b,

_ b, a, a, co e by oay o |9 ay b

S T I e
4] 4] 4]

Es un método muy prictico y sistematico, pero tiene la pega de que para
sistemas de m4s de tres ecuaciones requiere muchas cuentas.

¢ Si el sistema es Compatible Indeterminado

Los Compatibles Indeterminados poseen infinitas soluciones que dependen de los
valores que le demos a unos parimetros, esto quiere decir que hay infinitas
combinaciones de nimeros que cumplen el sistema ¥ que se sacan segiin unas reglas
que se llaman ecuaciones paramétricas. Para resolverlos haremos lo siguiente:

Primero: Calculamos el nlimero de pardmetros que necesitamos para su solucion:

N° Pardmetros = N° de incognitas — N° de ecuaciones L.
N° Parametros = N° de incognitas ~ Rg (4*)

Segundo: Asignamos los pardmetros a las incégnitas seglin [a siguiente regla de
preferencia:

1°~ Incégnita que no aparezca en ninguna ecuacién
2°— IncGgnita que aparezea en mayor nlimero de ecuaciones
3°— Incdgnita que vaya multiplicada por el nimero mayor

Esta regla de preferencias no es infalible, existen casos en los que nos fleva a una
mala asignacién de parmetros, pero en la mayoria nos evitard complicaciones y
simplificar4 las operaciones y los resultados,

Tercero: Pasamos todos los pardmetros al fado de los términos independientes y
ya tenemos un sistema Compatible Determinado con términos independientes con
letras que podemos resolver mediante los métodos anterjores.
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También diremos que:
‘E 8s un K-e.v.”

La condicidn a) nos
dice que £ es grupo
abeliano con respecto
a la operacion interna

Los elementos de un
espacio vectorial se
flaman vectores y los
denotaremos con una
flechita encima para
distinguirlos de los
escalares

Al elemento 0¢ sale
denomina slemento
neutro del espacio
vectorial

Ojo, no confundir:

O¢ es el elemento neu-
tro del espacio
veciorfal £ mientras
que 0 es el elemento
neutro del cuerpo K

TEMA 3: ESPACIOS VECTORIALES -

Sea E un conjunto no vacfo y K un cuerpo. Se dice que la terna (£, +, ) es un espacio
vectorial definido sobre K si'se cumple lo siguiente:

a) + es una ley de composicidn interna que cumple:

al) Asociativa:

a2) Elemento neutro;

Vit o, = 0,+V =V ,V€k
a3) Elemento inverso:

V+(-V)=(-V)+V =0,, VekE

ad4) Conmutativa:

Wy, = 9,8, V.9, €E

b) - es una ley de composicién externa que cumple:
b1) Distributiva respecto a la suma de escalares:
(kl'!‘kz)'i; = k;'{;'i'kz'i" s V ek k;,kgEK
b2) Distributiva respecto a la suma de vectores:
k(9 +9,) =k-y +k-¥ ., ¥,¥€E kekK
b3) Asociativa mixta:

(k{kg)\j = kl(kzi’.) s V ek k[,szK

-

b)) 19 =V , VekE

Primeras propiedades de un espacio vectorial

Sea (E, +, + ) un espacio vectorial. Sean 7, ¥,¥, € E ¥y sean k, ki, &, €K. Se cumple que:

1. 0-v =40,

2. k0 =0

3. Sik-V =0 = k=06 v=0,

4, (-k)-vV = (k- V)

5. k- (-V)=(-k V)

6. Siky =k'y, conk#0 = 3 =3

7. Slkli’. =k2‘ﬁ con 'ﬁ?’:OE = h=h
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Lo haremos stempre
de esta segunda forma

Es imporiante recalcar
queel+ye! + que
utifizamos para operar
fos elementos de H
sohlalclylalcede £

La dimensién de un
subespacio slempre es
Ia dimensién del
espacio vectorial total
menos el nlimero de
ecuaciones
cartesianas
linealmente
independientes

La dimensién de un
subespacio  siempre
coincide con el niimero
de pardmetros

3.2 Subespacios vectoriales

Llamamos subespacio vectorial de £ a cualquier subconjunto de £ que tenga estructura de

&spacio vectorial,

Sea H un subconjunto no vacfo de E, H ¢ E. Para probar que H es un subespacio vectorial
de £ tenemos dos posibilidades.

La primera es demostrar que H es un espacio vectorial, para ello deberfamos probar las ocho
condiciones de espacio vectorial (al-a4 y bl-b4), Esta opeidn, aunque posible, no 1itil en la
préctica,

La segunda opcién es utilizar la siguiente caracterizacién de subespacio vectorial;
Decimos que H es un subespacio vectorial de E (lo notaremos como H < E ) siy sélo si;
a) 0 s €EH
b) Cumple simultdneamente:
b) Vv, ,he H = ¥ +%,eH
b)) ViieH,VkeK = k-, eH
Las dos condiciones del apartado b) se pueden reunir en una sola:

V V.V, € l, Vi, k € K secumple que kv, +kv,e H

Formas de expresar los subespacios vectoriales

Normalmente cuando nos den un subespacio vectorial nos lo escribirdn en forma cartesiana o
en forma paramétrica:

Forma cartesiana

Nos definen el subconjunto por sus ecuaciones cartesianas, Por tanto todos los elementos que
pertenecen a ese subconjunto deben satisfacer las ecuaciones cartesianas.

Ejemplos:

A={(x,») € R* /3x+4y = 0} A viene definido por una ecuacién cartesiana

Sy={(,xax)e R/ 2x,—2x3=0, xy+x,= 0} Sjviene definido por 2 ecu.cartesianas

¢ Forma pardmetrica

Nos definen el subconjunto por sus ecuaciones paramétricas. Por tanto {odos los elementos
que pertenecen a ese subconjunto deben satisfacer las ecuaciones paramétricas, lo que quiere
decir que exista algan valor de los parémetros que nos devuelva nuestro elemento.

Ejemplos:

H= {(a, B-a2BelkR/a,pe R} H viene definido en forma paramétrica donde o yp
son los parametros.
M= {[

+
c;z (74 yﬂJ eM,R)/ a,B,ye R} M viene definido en forma parimetrica.
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Ojo:

No confundir la suma

de subespaclos con la
unién de subespacios

Recuerda:
El simbelo 3! significa
“existe un Unico®

Importante:

Esta propledad sélo es
vilida para dos subes-
paclos vecioriales

Resumlendo;

Si dos espaclos son
suplementarios su
interseccién tiene que
ser ol peutro y su
suma tiene que ser el
total

3.3 Interseccién y suma de subespacios

Sean M y N dos subespacios vectoriales de E. Dos tipos de subespacios vectoriales

.

importantes son los signientes: . .. ... .

Se define ¢l subespacio interseccién como:
MﬁN= {FeE:VeM A TeN)

La interseccién de dos subespacios vectoriales es siempre otro subespacio vectorial.
Se define el subespacio suma como:

M+ N ={VeE:3ieM IWeN, i =i+W)
Andlogamente se puede definir la suma de » subespacios vectoriales:

H +.+H,={VeE:3ieH,.3iecH, =i +ot i, )
La suma de subespacios vectoriales es siempre otro subespacio vectorial,

La unién de subespacios vectoriales no es, en general, subespacio vectorial. La unién de
subespacios vectoriales carece, por tanto, de interés para la asignatura.

3.4 Suma directa. Subespacios suplementarios

Decimos que la suma de dos subespacios M y N es directa si cualquier vector de dicha
suma puede expresarse de una nica forma como suma de vectores de M y N.Alasuma
directa de dos subespacios se la denota poniendo A @ N . Es decir:

MO®N ={ieE:ieM,NWeN, v =i+

Propiedad:
Si la suma de dos subespacios M
cumple que:

y N del espacio vectorial £ es directa siempre se

MoN={0,)

E, sediceque M y N
es directa y ademés el

Sea E un espacio vectorial y sean M y N dos subespacios de
son suplementarios cuando la suma de los dos subespacios
resultado es el espacio vectorial total E. Es decir,

MON=E
lo que equivale a decir que:

MAN={o,}
M+N=E

M y N sonsuplementarios <>
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El C;; dsl final se refiere
al vector nulo no al no-
mero cero. No se debe
_confundir una cosa con
la otra

3.5 Dependencia e independencia lineal

Combinacidn lineal

Se dice que el vector v es combinacién lineal del conjunto de vectores {7, Vyyeony ¥, } sise
puede expresar de la siguiente forma:

v =ogh toad, .. +a,¥,

siendo oy, oy, ..., 0, € K

Dependencia lineal

Decimos que un conjunto de vectores { ¥, Vysees ¥, } son linealmente dependientes si
existen unos escalares oy, o, ..., o, no todos nulos, tal que o, ¥, +o, v, +.to, Y = 0.
Es decir:

{V), ¥,e., ¥, 3 son Ld. & 3(oy, oy, e 00) # (0,...,0) / oy %, + 0y 7, +ot o, P, =0,

De manera més sencilla decimos que un conjunto de vectores { ¥, Vy,..., ¥, } son lineal-

mente dependientes si uno de ellos es combinacién lineal del resto, :
A un conjunto de vectores linealmente dependientes se le llama conjunto ligado.

Independencia lineal

Decimos que un conjunto de vectores {V, ¥,,..., ¥, } son linealmente independientes si

para que se cumpla oy ¥ + ¥, +...+0,¥, = 0, todos los escalares Oy Oy vovy Ol
deben ser nulos. Es decir:

{¥, ¥,,..., ¥, } son Li. e (o, + o, +... +o ¥, =0, = (0, 0, crs 0) = (0,...,0))

De manera més simple, decimos que un conjunto de vectores { ¥, %,,..., ¥, } son lineal-

mente independientes si ninguno de ellos es combinacién lineal del resto.
A un conjunto de vectores linealmente independientes se le llama conjunto libre,

Algunas Propiedades inferesantes

A continuacién se enumeran algunas propiedades interesantes:

- El vector nulo 0 siempre es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores.
- Cualquier conjunto de vectores donde esté el vector nulo es siempre un conjunto ligado.

- Un conjunto formado por un solo vector (que no sea el vector nulo) es siempre un
conjunto libre,

- Si a un conjunto libre le quitas un vector sigue siendo un conjunto libre.

- Sia un conjunto libre le afiades un vector entonces puede seguir siendo libre o convertirse
en ligado,

- Si a un conjunto ligado le afiades un vector sigue siendo un conjunto ligado.

~ 8i a un conjunto ligado le quitas un vector entonces puede seguir siendo ligado o
convertirse en libre.
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3.6 Variedad lineal

Sea 4={¥,¥,,...., ¥, } un subconjunto de vectores de E. Se define la variedad lineal de_4 N

-] como el conjunto de vectores de E- formado por todds las combinaciones lineales de vec-tores

de A. Es decir: _
L) = (Fe £/ 30,.,0,6K . v = 0, +.t @ 3, }

Se dice que 4 s un sistema generador de L(4).

Propiedades
- L(4) es siempre subespacio vectorial,

- L(4) es el minimo subespacio de £ que contiene al subconjunto 4.

Ac B = L) c L(B)

Si 4 es subespacio de E entonces L(A) =4

L(@) = {0}

Sea B una base del subespacio vectorial M y B' base del subespacio vectorial N se
cumple que:

L(BUB') = M+N

3.7 Basey dimensién
Base de un espacio vectorial

Se dice que un conjunto de vectores B = {¥,, ¥,,..., ¥, } es base de un espacio vectorial £ si

se cumple que:
1) B es un sistema libre
2} L(B)=FE (B esunsistema generador de E)

También se puede utilizar esta otra caracterizacién:
Se dice que un conjunto de vectores {v,, V2., Vu} €5 base de un espacio vectorial si es un
conjunto libre y el niimero de elementos del conjunto es igual a la dimensién del espacio

vectorial,
Dimensién de un espacio vectorial

La dimensi6n es
slempre un nimero | A nimero de vectores que tiene cualquier base de un determinado espacio vectorial £ se le

natural R . . . . .
denomina dimensién. Un espacio vectorial puede tener muchas bases pero todas tienen el
mismo nimero de elementos. A ese niimero de elementos es al que llamamos dimensién del

espacio vectorial,

Relacién de Grassmann

Sean M y N dos subespacios de un espacio vectorial Z. Se cumple que:
dim(M +N) = dim(M) + dim(N) ~ dim(M N ¥)

Si Ia suma de los dos subespacios es directa la relacién queda:
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3.8 Resumen de las definiciones Espacios Vectoriales

Espacio vectorial ,

Terna (E, +,+) donde E es un conjunto, + es una cj cumpliendo las condiciones al-a4 y
* es una Ice cumpliendo las condiciones b1-b4.

Subespacio vectorial

def
H<E & Vw,weH Vhk,k €K se cumple que kv, + kv, € H

Subespacio suma

My N sonsub- M+N ={veE:JueM, IweN, V= U+ w) \

espacios vectoriales
Subespacio interseccion

MAN={veE:veM A ve N}

Suma directa

La suma es directa ®M®N={VGE:31ueM,EI!weN,v=u+w} & MmNz{ﬁg}

Subespacios suplementarios L.

def MNN= 6
M y N son suplementarios < { E}
M+ N=E

Combinacién lineal

def
v es combinacién lineal de { ¥, ¥,,..., V] & v= oV, +op¥, +.., + o, ¥,

Dependencia lineal
def

M Baess 3, sonld. & 3o, 0, ..oy 1) #(0,...,0)/ 0 5, + ¥, ot o,d, =0,

Conjunto ligado
Conjunto de vectores linealmente dependientes entre sf

Independencia lineal
def
{¥, V.0, ¥, } s0n L, & (o y Foa v, koY = 0 = (o, 0, ., 0) = (0,...,0))

Conjunte libre
Conjunto de vectores linealmente independientes entre si

Subespacio engrendrado

LUV, Ve, ) = {B e E/ 3¢,..,0,€K .. v = i, +..+ a9, }

Conjunto generador

def
{V, V,,..., V,} es generadorde H < Ve H., 30,.,2,6K /v =a +..+ a7,

Base
Un conjunto es base de H sies un conjunto libre y generador de &

Dimension
Numero de vectores que tiene cualquier base de un espacio vectorial
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Fijate que el ndmero
de vectores del
sistema coincide con la
dimensién de la base

Lo que no dice el
teorema es qué
veclores hay que
afiadir para obtener la
base

3.9 Resultados importantes sobre espacios vectoriales

4 continuacién se enuncian, sin demostracién, una lista de proposiciones y resultados

-] importantes sobre espacios vectoriales que son de gran utilidad.

Sean £, E' dos K-ev. :*

EcFE

dim(E) = dim(E‘)} = E=F

Sea £ K —ew. con dim(E) = 1 y sea un sistema de # vectores {ﬁl,..‘,ﬁn}. Se

cumple que;
Si {ﬁl,...,ﬁn} libre = {iil,...,iin} es base de £

Si {ﬁl,...,ﬁ"} generadorde £ = {z’i},...,z_in} es base de £

Sea £ K-e.v. con dim(E) = p,

Si un sistema de p vectores {ﬁl,...,z}’p} es generadorde £ =  p2dim(E) = n

Siun sistema de p vectores {iil,...,z'ip} eslibrede £ = p<dim(E) =n

Sea £ K-ev,con dim(E) = n.
Si a un sistema libre de » vectores {ﬁl,...,ﬁn} se le affade un vector se convierte en un

sistema ligado,

Teorema de existencia de base
Todo espacio vectorial £ de dimensién finita tiene, al menos, una base.

Teorema de equipotencia de bases

Todas las bases de un espacio vectorial £ de dimensi6n finita tienen el mismo ntimero de
elementos,

Teorema de extensién de base

En un espacio vectorial £ de dimensién finita todo sistema libre de vectores puede
completarse hasta obtener una base de E.

Subespacios impropios de E
Sea E un K-e.v cualquiera. Los subconjuntos {6 5} Y E son siempre subespacios
vectoriales de E. Se denominan subespacios impropios.

www.monteroespinosa.com - Clases de Algebra - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355

T-42




3.10 Coordenadas de un vector respecto a una base

Por simplicidad vamos a explicar estos apartados para el'éspacio vectorial (R, +, ). En
otros espacios vectoriales el razonamiento es similar.

Un vector ¥ del espacio vectorial R, +, } tiene siempre unas coordenadas unicas
V = (a, B3, y) con respecto a la base candnica B.={¢=(1,0,0), &,=(0, 1, 0),¢,=(0,0, 1)}:

V=aé + fe,+yé, = (a, B,v) = a(1,0,0) + p(o, 1, 0) + v(0,0, 1)
O sea, las coordenadas de un vector con respecto a una base se definen como los ¢scalares
por los que hay que multiplicar cada vector de Ja base para dar el vector v.

Sin embargo existen otras bases ¥ la cuestién es saber qué coordenadas tendrs el vector v
con respecto a otras bases que no sean la base candnica,

3.11 Cambio de base

Sca la base canénica de (R, +, )
B.={(1,0,0),(0, 1,0), (0, 0, 1)}

Sea una base distinta de la base candnica;

B = {(un, un, us1), (12, 149, us2), (1013, s, 33)}

La matriz de cambio de base de 1a base B a la base canénica B, es:
Uy Uy Uy,
B e
My, = luy u, Uy
Uy Uy Uy

Las propiedades mas importanies de esta matriz son:

LoME = (2 )

2. Mp =M} M}

Este es el caso més
simple que nos puede
ocurrir

Cambio de base de una base cualquiera a Ia base canénica

Los datos que nos tienen que dar siempre son:

- Una base: B = {(uy, u, usy), (upy, 11, U32), (13, 13, 133)}
- Un vector con coordenadas expresadas en la base B: ¥, = (x,y,2)

121 Uy U, uylfx
— _ 7 = _
V= My ¥, = Bl=1uy u, Uy y
Y Uy Uy uy Az
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Aplicamos la propiedad
1 de Iz matriz de cam-

Cambio de base de Ia base canénica a otra base cualquiera

{Los datos que nos tienen que dar son:

- Una base: B = {(uy, 1, un), (i, s, ), (i3, 23, 433)}
- Un vector con coordenadas expresadas en Ia base canénica B.: ¥, = (o, B, 7)

| x Uy U, Uy a

- B L o Bg — -
Vp= (Mst) Vg, = V= My Vg, = (Y= Uy Uy Uy B
z Uy Uy Uy Y

Cambio de base entre dos bases cualesquiera

Los datos que nos tienen que dar son:

- Una base: B = {(uy, tn, tsy), (412, Wz, #32), (13, 123, U3)}
- Otra base: B'= {(w11, wat, Wa1), (Wiz, Waz, Wa2), (W13, W3, W33)}
- Un vector con coordenadas expresadas en una de las bases B: (¥)z = (o, B, 7)

Aplicamos las prople- ~ ryt - . - - "
p P vB.=(M£) My ¥y = V= Mi My ¥y = V= My,

dades 1y 2 de la matriz
de cambio de base

!

@ Wi W Wy U, H, Uyl
’ —

Bi=lwy wy wy Uy Uy Uy || B
!

4 Wy Wi Wy Uyy Uz Uy J\ Y
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Estaes la
demostracién formal de
como se obtlene la
matriz de cambio de
base de una base
cuzlquiera a la base
canénica

Obtencion forimal de la matriz de cambio de base

Antes hemos visto que la matriz de cambio de base de la base B a la base canonica B, es:

Hyy Uy Uy
B ey
MBQ = Uy Uy Uy

Uyp Uy Us
Ahora vamos a ver la demostracion de por qué esto es asi:

Sea la base candnica B, = {€,¢,,,} y sea otra base cualquiera B = {i#,,il,,4,} cuyas
coordenadas vienen expresadas en funcién de la base canénica:

1 = Wyt uye, e,
Uy =Upe) + Upe, + Usye,

ty = Uy + Unl) + 18,
Sea ahora un vector cualquiera expresado en coordenadas de la base B :
(x,,2)5 = xil, + yil, + zii,
Se trata ahora de obtener las coordenadas del vector en la base candnica:
(X, 0,2)5 = xihy + yid, + zil, =

= Xty + 1€y + Uy @) + YUl + Uy, + U8} + 2(U38) + 138, + UyyF)

= XUE + Xyl + Xlhy@s + VURE, + Yy, + Yyl + ZlyE) + ZlyC, + Zify,

= Xty &) + VU@ + ZUpE) + X8, + Vi, + ZUyy + X8, + Vi@, + 21,8,

= (Xthy + Yty + 2ih3)8) + (Xthy, + Yityy + 20,8, + (xttyy + Yuty, + 21,)8,

=aé + 06, +yé, = (@, 3, 7)s,

Identificando coeficientes en las dos Gltimas igualdades obtenemos que:

o= xuu + yu12 -+ Zuu o u“ uu ul3 X
B=xuy+ yuy + 2ty = | B = Uy Uy Up (Y
Vo= XUy + Yy, + ZUy, Vs, \Hn Uy Uy j\Z ),

que es la matriz de cambio de base de la base B a la base candnica B,.
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3.12 Espacios vectoriales utilizados durante el curso

1) El conjunto de los puntos del plano R* con la ley de composicién interna:
e RXR s R
(%), (s 35) = (6,3) + (L,0,) = (4 + 0, x5, +0,)

y la ley de composicidn extema;
0 KxR -5 R?
k(%) = k(%) =(k-x, kx,)
es un espacio vectorial (R? + ) sobre el cuerpo de los nlimeros reales. Es un R —espacio vectorial.
Dimensién del espacio :  dim(R?*) = 2
Base candnica: B, = {(1, 0),(0, 1)}
Elemento nentro: (0, ()

Elemento inversode (x, ¥): (-x, —y)

Ademés se puede demostrar que todos subespacios propios de (R% + ) son de 1a forma

H={(x,y)eR*/ax+by=0}  dim(H)=1
que geométricamente se interpretan como las rectas que pasan por el origen.

2) El conjunto de los puntos del espacio R con la ley de composicién interna:
+: R’ x R* - R?
(%, X3), (Vo Vas 3) = (X, x)+ (3, 00 35) = (3 Vs Xy + Yy Xy + )

y Ia ley de composicién externa:
+: KxR - R
ko (x.%,%) = k(x,x,%) = (k-x,k 2,k x,)
es un espacio vectorial (R?, + ) sobre el cuerpo de Jos niimeros reales. Es un R —espacio vectorial.
Dimensi6n del espacio :  dim(R*) = 3
Base canénica;: B, = {(1,0, 0),(0,1,0),(0,0, 1)}
Elemento neutro: (0, 0, 0)

Elemento inversode (x,y,z): (-x, -y, —z)

Ademés se puede demostrar que todos subespacios propios de (R + <) son de las dos formas
siguientes:

H={(x,y,z)eR3/ax+by+cz=0} dim(H) =2

H'={(x,y,2) e R*/ax+hy+cz=0,a'x+by+cz=0}  dim(H)=1

donde H se interpreta geométricamente como los planos que pasan por el origen y H' se interpreta
geométricamente como las rectas del espacio que pasan por el origen,
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Las siguientes
notaciones son
equivalentes:

H(R) = R,[x]

Las sigulentes
notaciones son
equivalentes:

(R =R [x]

3) En general, el conjunto de los puntos del espacio R" con la ley de composicién interna:
+: R" x R” —> R"
e Xy s X s (P Vi) - > (Xsees %)+ Mses 1) = () R R
y la ley de composicién externa:
K % R’ - R"
ko, (X,,x,) - k() =k Xp0k - x)

n
es un espacio vectorial (R”, + ) sobre el cuerpo de los niimeros reales. Es un R —espacio vectorial.
P

Dimensi6n del espacio :  dim(R") = »
Base canénica: B, = {(l,0,0...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0),'..,(0,0,0,...,1)}
Elemento neutro: (0, 0, 0..., 0)

Elemento inverso de (%;,...,%,):  (—%,...,~ X,)

4) El conjunto de fos polinomios de grado menor o igual que dos con Ia ley de composicién interna:

+ H(R) x B(R) - BB

Gtax+ax’ B+bx+by - (a,+ax+ap®)+(b,+hy+by?) = (ay+hy)+(a, +B)x+(a, +b,)x

y la ley de composicién externa:
R x K(R) - £(R)

koo agctax+ax’ - k-(a,+ax+a,x") = kay +kayx + ka,x’
es un espacio vectorial (P,(R)), +, + ) sobre el cuerpo de los reales. Es un R ~espacio vectorial,
Dimensi6n del espacio :  dim(Py(R)) = 3

Base canénica: B, = { 1, x, xz}

Elemento neutro: 0 + Ox + Ox?

Elemento inverso de g, + a,x +a,x” : -~ X — A’

5) En general el conjunto de los poliromios de grado menor o igual que » con 1a ley de composicién
interna;

+ LR) x B(R) -  LE®
G to QX byt A B X = (@bt QX )4 (Bt t DXy = (G +By) + . + (a,+b)x" .

y la ley de composici6n externa;

R x £(R) - E(R)

koooagtotax" — k(ay+.+ax")=kay+..+kax"

es un espacio vectorial (P,(R )), +, + ) sobre el cuerpo de los reales. Esun R — espacio vectorial,
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Dimensién del espacio:  dim(P,(R)) = n+ 1

[+

Base candnica: B = {1, x,...,x"“l,x”}
" Elemento neutro: "0 +...+ 0x" ‘(polinomionulo) =
h

Elemento inverso de a,+...+a.x": -—ag,—..—ax"

6) El conjunto de las matrices cuadradas de orden dos My(R) con la ley de composicién interna:

+: M,(R) x M,(R) - M,(R)
a b\{a, b, L (@ b, N b (a+a, b+b,
¢, d)\e, d, ¢ d)\e, dy) le+e, d+d,
y la ley de composicion externa:

R x M,(R) — M,(R)
b b .
‘. a o a _ ka kb
c d c d ke kd
es un R —espacio vectorial (Ma(R), + -) sobre el cuerpo de los reales. Es un R — espacio vectorial.

Dimension del espacio;  dim(My(R)) = 4

] 1 0y{0 1Y/O0 0Y(O O
Base canonica: B, = , s ,
A 0 00 0)i1 0)10 1

( 0 OJ
Elemento neutro:
0 0

Elemento i wol®? —a b
mento 1Inverso de .
ement) IMvers ¢ d —e ._d

7) En general el conjunto de las matrices de orden 7 xm con la ley de composicién interna:

+: M, R xM, R — M, (K

G v Gy by 0 b)) (el e a,th,
A, B > A+B=|i " il4li P

m anm bﬂl N bm: q +bn1 g +b

y la ley de composicion externa:

< Rx M, [R) - M, (R
4y Gy ag, - o4,
a, B > aB=al! . (=1 "

anl amr aanl e aamr

es un espacio vectorial (Mx..(R)), + -) sobre ¢l cuerpo de los reales. Es un IR —espacio vectorial.
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Dimension del espacio:  dim(My,, (R) = nxm

Basecanénica: B, ={|: . il o ot s b, bE e
0 0 0 0 1 0 0 1
0 .. 0

Elementoneutro: (0)=|: . i (matriz nula)
0 0
all q_m —all —alm

Elemento neutro de A=| : -, & | -A=]| :
ani e am; —anl e _arm

8) Sea £ un K-e.v. El conjunto F (X,E) = {f:X —> E / fesaplicacion} con laley de

composicién interna:

+: F(X,E)x #(X,E) - F(X,E) .
f, g - f+g donde f+g: X > E
X =2 (f+g)x) = f(x)+g(x)

y la ley de composicion externa:
i RxF(XLE) > FXLE)

k, f ~ k-f donde k-f: X >E
x = (k- )x) =k f(x)

es un espacio vectorial (F (X, E), + ) sobre el cuerpo de los niimeros reales. Es un R —e.v.

En este caso se trata de un espacio vectorial no finitamente generado. Por tanto tiene dimensién infinita
y no existen bases de este espacio vectorial,

f . X .% Ef ..._f . * _.) E

Elemento inverso de

¥ = f() = fx) ¥ = (=) = - £(x)
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Raecuerda que
una sucesidn
se define como
una aplicacion
de los nimercs
naturales en los
reales

Estas son las
funciones que
estudiaste en el
Bachillerato y
resulta que for-
men un espacio
vectorial

No hay que
olvidar que un
polinomio es,
en definitiva,
una funcién

Veremos io que
€s una aplica-
clén fineal en el
lema siguiente

9) El espacio vectorial (F (X, E), + ) tiene muchos subespacios vectoriales, algunos de ellos muy
conocidos. Nombramos a continuacién los mas importantes:

a) 8i Tomamos X =N E=R tenemos F (N,R)={/: N>R/ f ¢s aplicacion} que es el
espacio vectorial de las sucesiones de mimeros reales (también de dimensién no finita).

bySi Tomamos X =R E=R tenemos F (R,R)={f:R>R/ fes aplicacion} que esel
espacio vectorial de las funciones reales de variable real (también de dimensién no finita).

Dentro de este espacio vectorial existen, a su vez, otros subespacios vectoriales como , por ejemplo:

) C ([a,b],R) = { Silabl>R/ fes continua} que es el espacio vectorial de las funciones
continuas en el intervalo [a, b] (también de dimensién no finita).

iy P(R)= { FiR>R/ fesun polinomio} que es el espacio vectorial de los polinomios con
coeficientes reales de grado cualquiera (también de dimensién no finita),

i) P,(Ry={f:R>R/ fesun polinomio} que es el espacio vectorial de los polinomios con

coeficientes reales hasta grado n (de dimensién #+1 finita),

¢) Sean E,E’ dos K-e.v de dimensién finita donde dim(E)=r , dim(E")=m . Definimos

LE,E)Y={f:E—>E'/ f es aplicacion lineal}

que es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales (homomorfismos) de £ en E'. Este espacio
vectorial es de dimensién nxm finita.

d) Sea E un K-e.v de dimensi6n finita donde dim(E£)=#. Definimos:

End(E)={f:E—E/ f es aplicacion lineal}

que es el espacio vectorial de los endomorfismos de £, Este espacio vectorial es de dimensién 7
finita.

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355




Andlogamente
también se puede
definir Fil(A}

Este es un caso

particular de R”
temando n =1

En el caso de la
fce, R hace de
cuerpo y de
espacio vectorial

Con este ejemplo
queremos desta-
car la importancia
del cuerpo sobre
el gue se define
el espacio vecto-
rial

Fijate que el
cuerpo de fos
coeficlentes de la
matriz no tienen
por qué coincidir
con el cuerpo
sobre el que se
define el espacio
vectorial

10) Sea 4 € M, (K) una matriz con 1 columnas. Definimos ¢l espacio vectorial col(A4) como la
variedad lineal generada por las columnas de la matriz 4, es decir:

el =LA

Es evidente que col(A) es un subespacio del espacio vectorial M, (K) de fas matrices columna,
La dimensién de col(A4) coincide siempre con el rango de la matriz A, o sea:

dim(col(4)) = rg(4)

11} R se puede definir como un R —espacio vectorial con las siguientes operaciones interna y
externa:

RxR 5> R
k,x — kx

+: RxR 5 R .
Xy —>x+y

Dimensi6n del espacio:  dim(R) = 1
Base cannica: B, = {1}
Elemento neutro: 0

Elemento inversode x: —x

Por tanto R tiene dos estructuras algebraicas: cuerpo y espacio vectorial simultaneamente. Lo
mismo sucede con los nimeros complejos € que son cuerpo ¥y espacio vectorial,

12) En este tiltimo ejemplo vamos a estudiar las diferencias entre el espacio vectorial de las matrices
cuadradas de orden dos con coeficientes complejos (M,(C),+,") sobre el cuerpo de los reales IR

y el mismo espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C ,

¢ Sobre el cuerpo de los reales R ;

Dimensién del espacio:  dim(M,(C)) = 8

T 9 06 96 9 96 96 )

¢ Sobre el cuerpo de los complejos C:

dim(M,(C)) = 4

o 6 06 )

Conclusién: Como hemos comprobado en este cjemplo, aunque el conjunto, la lci y la lce son
iguales, cambiar el cuerpo de escalares puede llevarnos a espacios vectoriales de dimensiones
distintas.

Dimension del espacio :

Base candnica:
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Ojo:

Esto son
definiciones, no
necesitan
demostracion

Importante:

En este casofa
aplicacién no
puede ser "sélo
Inyectiva® o “sélo
sobreyectiva®

Alos
automorfismos
también se les
puede lfamar
endomorfismos
biyectivos o,
incluso,
isomorfismos.

TEMA 4: APLICACIONES LINEALES - - .

-14.1 Definicion de aplicacién lineal -

Sean (E, +, -) un espacio vectorial de dimension » y sea (E’, +, *) otro espacio vectorial de
dimensién m. N
Decimos que una aplicacién f: E ~» E’ es una aplicacién lineal si cumple que:

1-f({"l'[_‘u"z) = f(‘_’])*f(ﬁz) s
2.fkv)y=kf(¥) , Ve€E keK

Estas dos condiciones se pueden reunir en una sola, De esta forma diremos que f es una aplicacién
lineal si se cumple que:

v, ,eE

f(kli;] +k2i;2) = klf(‘_;g)-l' ka(i‘;g) ’ 1_’;13 szE "‘71:]‘72E K

A las aplicaciones lineales también se las llama homomorfismos

Primeras propiedades de una aplicacién lineal

Sea (&, +, ) un espacio vectorial. Sean V, Vi, ¥, € E ysean k ki, &, € K. Se cumple que:

1. f(0g) = Op Laimagen del elemento neutro de E ¢s el elemento neutro de &’ .

2. f(-V)= —f(¥)Laimagen del elemento inverso de ¥ es el inverso de la imagen de .

4.2 Clasificacién

Sea f: E— E’ una aplicacién lineal. Dependiendo si f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva (o
ninguna da las tres) toma los siguientes nombres,

no inyectiva, no sobreyectiva => homomorfismo

, inyectiva —> monomorfismo
E+E = X .

sobreyectiva =  epimorfismo

biyectiva (inyectiva + sobreyectiva) =  isomorfismo

Si el espacio de salida y el espacio de llegada coinciden entonces los nombre que toma f son
distintos:

EmE'::'{

no inyectiva, no sobreyectiva = endomorfismo

biyectiva (inyectiva + sobreyectiva) = automor{ismo
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En este contexto se
-utiliza distintamente.
“iméagenes” ¢
“transformadocs” de
una base

4.3 Matriz asociada a una aplicacion lineal

El siguiente teorema fundamental establece un procedimiento para definir aplicaciones lineales
entre_espacios vectoriales de dimensién finita, El teorema viene a decir que si se conocen las
imdgenes de los veciores de una base del espacio de salida, la funcicn lineal queda completamente-
determinada por una matriz.

El teorema se enuncia a continuacién:

Si E'y E' son espacios vectoriales sobre R y {é’l,...,é'n} es una base de E, cualquier

funcién lineal f': E — E’ queda totalmente determinada por el sistema { f@)..f (é'n)}

De esta forma, dada una base cualquiera {é'l,...,é'n} del espacio de salida E cada aplicacion

lineal tiene asociada una matriz \nica en esa base a la que llamamos matriz asociada a la
aplicacién lineal f,
Esta matriz se construye poniendo como columnas las imdgenes { J@),... (e, )} de una base

del espacio de salida, Lo primero que tenemos que hacer cuando tenemos una aplicacion lineal es
encontrar una matriz asociada a la aplicacién. La forma de hacerlo se muestra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1;
Sea B = {¢,,é,,é,} una base del espacio vectorial E y sea B' = {#,,1,,4;} una base del espacio

vectorial E', Se define la aplicacién lineal f:E — E' de la siguiente forma:
S(&;) =61, ~ i,

Entonces la matriz asociada a la aplicacién f en la base B del espacio de salida y en la base B’ del
espacio de llegada es:

fE)=(4,2,-1), 4 3 6
1@)=(,-2,5), = Mp(f) =| 2 2 -1
f(é3) = (6:"150)}3' -1 5 0

Asi pues, como acabamos de observar, se trata de tomar las coordenadas de las imagenes de los
vectores de una base del espacio de partida y ponerlas en columnas dentro de la matriz, de esta
forma se obtiene la matriz asociada a una aplicacién lineal f en las base B de salida y en la base
B' de llegada.
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Ejemplo 2:
Encontrar una matriz asociada a la siguiente aplicacién lineal,

Sfi R R?

(X1, X2 x3) = fQx, %2, x3) = (2% + Xz, X3 - 3x3) -

Si tomamos, por gjemplo, la base canénica de R3, B. = {51 =(1,0,0),¢, =(0,1,0),¢, = (0,0, 1)}

J(E)=/(1,0,0) = (21 +0, 0-3:0) = (2,0)
S(&)=/(0,1,0) = (20+1, 1-3:0) = (1, 1)
J(€)=/(0,0,1) = (20 +0, 0-31) = (0,-3)

Por tanto la matriz asociada a f en la base candnica de salida y en la base candnica de llegada es,

Cuando se utilizan

las bases s 2 1 0

canénicas se ¢ po =

suelen omitir para ABC (f) A 01 =3 2
X

no recargar la
notacién

Si tenemos otra base distinta que no es la candnica se procede de la misma forma, Por ejemplo, si
tenemos la base B = {#, = (~1,0,0),4, = (1,1,0),i, =(0,0,2)}

Recuerda que las

coordenadas son

los escatares que Y= £ — (. S = (o
r?\ulﬁpllcanacada f(ul) f( 1, 0’ 0) (2( 1) +0, 0-3 0) ( 2, 0)
vector de la base f(ﬁz)= f(l, 1, 0) _ (2.1_+ 1’ L. 3.0) _ (3, 1)

()= £(0,0,2) = (2:0+0, 0-32) = (0, -6)

Por tanto la matriz asociada a f en la base B de saliday base canénica de llegada es,

\ 23 0
ABc(f) :( 0 1 _6J

Observaciones

o Fijate que la matriz que obtenemos siempre estd referida a unas bases dadas. Para cambiar la
base de llegada (o la de salida) hay que hacer un “cambio de base®,

» Es importante resaltar que en la matriz asociada a f el nlimero de columnas coincide con fa -
dimension del espacio de salida y el nimero de filas coincide con la dimensién del espacio de
llegada.

* En los endomorfismos (aplicaciones lineales donde el espacio de salida y el de llegada son el
mismo) la matriz asociada es cuadrada,

¢ Una vez tenemos la matriz asociada podemos utilizarla para obtener imagenes de ia aplicacién,
basta multiplicar 1a matriz por un vector del espacio inicial:

Esta formula es

muy importante f (ﬁ) = A f)i"
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4.4 Niicleo e imagen de una aplicacién lineg]

.| Sea una aplicacién lineal 1 froy o
E‘J"gumcéﬁ?es:a?:ﬁne Llamamos niicleo de ung aplicacitn lineal £ Ker(/), al conjunto formado por todos log vectores
de E

aplicaciones € L cuya imagen a través de f es el neutro de £’, Es decir,
lineales o
Ker(f) = {7 Elf(#)=0,) = S0
El conjunto Ker(f) esun subespacio vectoria] de £,
Afencidn:

Todas Jas aplicacio-
nes tienen imagen
(sean lineales o
no), Lo que pasa eg
que cuando /" es
fineal Imf es
subes-pacio
vectorial

Llamamos imagen de una aplicacién linea] £ Im(f), al conjunto formado por todos los vectores
de £’ que son imagen de algiin elemento de E. Es decir,

Teoremas importantes

Sea una aplicacién lineal 7: £ - g, Se cumple que:

* [Sesinyectiva « Ker(f) = {d £}

J s sobreyectiva < 8(M(f)) = dim(&?)
* dim(Ker(f)) + dim(Im( s ) = dim(E)
* SiE=P y f o inyectiva = J es biyectiva

* SiE=py J es sobreyectiva =/ es biyectiva

La msjor forma de
entender esto gg
con los ejercicios
de clase

A partir de lag ecuaciones implicitas, se obtienen las ecuaciones parameétricas ¥ una base de ker( I
~ Se calcula el 18(4(f)) y obtenemos la dimensién de Im( /),

- Para obtener una base de Im( /') tomamos tantas columnag linealmente independientes de 15
mafriz asociada A(f)como nos diga la dimensiép (que ya hemos calculado antes),

- Una vez obtenida ja base, ponemos Ia Im( 7} en forma de variedad lineal, 5 partir de ah{
obtenemos las ecuaciones paraméiricas Y por ultimo las ecuaciones implicitas,
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Recuerda que:
(8o S Xx)=g(/ (=)

Atencién:

Fljate que se dice
al ravés que se
escribe

La primera
propiedad se sigue
cumpliendo aunque

Jyg nosean
lineales

4.5 Composicion de aplicaciones lineales

Sean las aplicaciones lineales,

S:E—E'  conmatriz asociada M(/)
g:E' > E"  conmatriz asociada Mg)
Se cumple que:
gof E > E

V> (g2 )) =g(f (")

es otra aplicacion lineal que llamaremos “aplicacién f compuesta con g” y su matriz asociada es:

Es importante resaltar que para que la composicién de dos aplicaciones lineales pueda llevarse a
cabo el espacio final de la primera aplicacion tiene que ser el mismo que el espacio inicial de la
segunda aplicacién,

Propiedades:

- Im(go f) = g(Im f)
- ker(go f) = f7(ker g)

Ejemplo:
Vamos a calcular la matriz asociada de la aplicacién composicién de f con g donde
10 0 1
firR' 5 R M(fy=1[2 3 1 4
0 0 0
(2 0 1
: R® - R? M(g) =
g (8) 3 6 J

Como el espacio final de f es R que es el mismo que el espacio inicial de g entonces podemos
asegurar que existe la aplicacién composicién de f con g:

gof: R" » R?
y su mattiz asociada es:

2 01
Mg o f) = Mg)- Mf) = (3 6 J

=S
N W O
o = O

1
4_2202
0"1520627

Sin embargo sin quisiéramos hacer la composicién f o g no podriamos ya que el espacio final de
g no coincide con el espacio inicial de f.
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Este es el caso
més simple que
nos puede ocurrir

4.6 Cambio de base en una aplicacion lineal

Sea una aplicacion lineal f: E — E* entre dos espacios vectoriales £ y £’

-{ Hasta ahora hemos estado trabajando con las bases canénicas tanto del espacio de salida E eomo ™

del espacio de llegada 7.
Cuando nosotros queremos saber la imagen de un vector de £ con coordenadas en la base
candnica a fravés de f hacemos lo siguiente:

S(x) dnp Oy apifx
Sy = MBB: (f)v, = JO)[=lay ay anl||y
f(2) Gy Q3 a4y J\Z

y lo que obtenemos ¢s un vector de £* con coordenadas en la base candnica de B’

En este apartado lo que vamos a estudiar es como transformar la matriz M _gf (f) asociadaa £, en

el caso en que queramos utilizar una base distinta de la canénica en el espacio de salida, en el de

llegada o en ambos.
Para [o que viene a continuacién es muy importante dominar lo ya visto en el tema 3 sobre cambio

de base en espacios vectoriales,

Cambio de base en el espacio de partida

Los datos que nos tienen que dar siempre son;

- Una base del espacio de partida £: B = {(uy,, u, un), (Un2, 1, 132), (U3, s, t33)}
- Un vector de E con coordenadas expresadas en la base B: e = (x,3,2)

~

SO, = Mg(f) Mg % = f(x), = M) 3,

S(x) Ay Gy G || Uy, U, U,
S| =] ay Uy Oy || Uy Uy Uy
f(z) Gy Gy dyy J\Uy Uy Uy iz
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Cambio de base en el espacio de llegada

Los datos que nos tienen que dar siempre son;

- Una base del espacio de llegada E" B'= {(Wn, Wi, ng), (Wu, Waa, W32), (Wn, Was, W33)}
- Un vector de E con coordenadas expresadas en la base canénica: (¥ )z, = (x, y, 2)

B_ME() g

. My
My (f)
B

c

f@ = MF-ME(D) 5y = @)y = (M) MR -5, =
= fO)p = Mgf(f) ) (‘7)3‘7

J(x) Wi Wi Wy ay 4p a3 || X
SO) = 1wy wy wy ty dy Apn ||y
f(2) Wy Wiy Wy Gy dy 4y J\2Z

Cambio de base en el espacio de salida y en el espacio de llegada

Los datos que nos tienen que dar son:

- Una base del espacio de salida E: B = {(uy1, 121, #31), (212, t422, 32), (W13, tips, t433)}
- Una base del espacio de llegada E°: B’ = {(w1y, wa1, war), (Wiz, Waz, Waa), (W13, W23, W3)}
- Un vector de £ con coordenadas expresadas en la base B: (v)p = (x, y, 2)

B Ml?c(f) '.B,

My M

B B
¢ M) T

- '_1 .
S = My Mp(D) My %y =[Gy = (M) M M5, =
= f(i;)li‘ = Mg‘(.f) 'i;g

J(x) Wiy Wi Wy ay dyp Gy [y Uy Hp (X
SO | = {wy wy wy Ay Gy Gy |[Uy Uy Up Y
f(2) Wi Wi Wy Q3p Oy Gy J\U3y Uy Uy J\Z
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Es un caso par-
ficular dele.v. R"”
haciendo

n=1

.| sobre aplicaciones lineales.

4.7 Resultados importantes sobre aplicaciones lineales

A continuacidn se enuncian, sin demostracién, una lista de proposiciones y resultados importantes

o Sea f:E — E'lineal ysea {i,...,i,} un conjunto de vectores de E:

Si {ﬁl,...,ii”} ligado = {f(ii]),...,f(ii,,)} ligado
Si {#,...,0,} libre y f esinyectiva = {f(i),e, f(#,)} libre
Si {ﬁl,...,ﬁn} es generador de £ = {f(iil),...,f(ﬁn)} es generador de Im( f)

Si {#,..,#,} esgeneradorde £ y f es sobreyectiva = {f@@),.... f (@, )} es generador de E’

De las anteriores propiedades se desprenden las siguientes:

4

Hyses i, § esbasede E = {f(ﬁ;),---,f(ﬁ,,)} es generador de Im( f)

2]
i

1snsti, | esbasede E y f esinyectiva = {f(if,),...,f(ﬁn)} es base de Im( f)

4]
=

h

{ }
{ }

i {_',,...,il' } esbasede £ y f essobreyectiva = {f(ﬁl),...,f(ﬁ")} es generador de E’
{ }

iyt ) esbasede E'y f es biyectiva = {f(i:}),...,f(ii,,)} es base de E'

¢ Dadoslos K-ev. E, E' ylaaplicacién lineal f:E — E’, Se verifica que:

1. La imagen directa de un subespacio vectorial mediante una aplicacién lineal es también un
subespacio vectorial. Es decir:

SealicE, SiH<E = f(H)<E

Ademés se cumple que:
dim H = dim f(H)

2. La imagen reciproca de un subespacio vectorial mediante una aplicacién lineal es también
un subespacio vectorial. Es decir:

Sea H'cE', Si H<E = fH)<E

* Tomando R como un K-e.v. se verifica que las {inicas aplicaciones de R en R que son

lineales (endomorfismos de R ) son de la forma: . l 3y ! ool
. " - ] ((\ T}

TR R (Bt e ol
x = f(x) = mx [(:\\ 3\',‘/"‘ I"](] B ‘,('\\{.

donde me R,
Geométricamente son las rectas que pasan por el origen donde #1 s la pendiente de la recta,
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Los contenidos
contirarios no se
cumplen en general
salvo que se
afiadan hipétesls

¢ Sea £ unK-e.v. de dimension finitay sea f:E — £ un endomorfismo, Se cumple que:

adicionales

Solo tiene sentido
enfre espacios
vectoriales iguales

W () engemeral  Im(f)cIm(f) VneN

© Sean E, E' K-e.v. de dimensitn finita y sea JiE ~ E' un homomorfismo, Se cumple que:
Si f esinyectiva = dim(E) < dim(E")
Si f es sobreyectiva =  dim(Z) > dim(E")

Si f esbiyectiva = dim(E) = dim(E")

¢ Tres aplicaciones lineales importantes
- Homomorfismo nulo;
Q:E~-E
¥ = Q@) =0,
ker(QQ) = E
Im(Q) = {0,,}

Qof=foQ=0Q
P =0:0=0

- Endomorfismo identidad (es siempre inyectivo y sobreyectivo, por tanto, automorfismo):

ld.:E—>E
V > I, (¥)=17

ker(ldy,) ={0,}
Im(ld,)=E
- Homomorfismo L, (donde AeM,, (K))

LA :Mnxl(K) > meI(K)
X o L(X)=4Xx

La matriz asociada a L, en las bases candnicas es la propia matriz 4 1 M Ly=4

Ademis se cumple que: dim(Im(LA)) = dim(col(A)) = rg(A4)

www.monteroespinosa.com - Clases de Algebra - Tfnos 91 544 53 77 - 819 142 355 : T-60

plka( ket ogenenl  ke(f)cker/”) , VaeN







La definicien g | 4+8 Isomorfismos. Espacios vectoriales isomorfos

isomorfismo esté
enlapagina 1-52 | pecimos que f'; E —> E' es un isomorfismo si es una aplicacién lineal y biyectiva,

Hablamos de 1a . . . - . s
aplicaciéninversa | Si f 1 E —> E' es isomorfismo entonces existe f “WE'SE y es isomorfismo, Ademas si

M(f) es lamatriz asociada a f se cumple que la matriz asociadaa /' es M(f ™) = (M f ))"1

Sean E, E' K-e.v. Decimos que £ y E' son isomorfos si existe una aplicacién f: £ — E'
lineal y biyectiva (isomorfismo) entre ellos.

Ojo:

eislfgssé’:; :;::'Em Si los espacios E, E' tienen dimensi6n finita existe una caracterizacién de los espacios isomor-fos
]

de dimensi6n finita | que dada por el siguiente teorema
E y E' sonisomorfos <> dim(E) = dim(E")

Si dos espacios vectoriales son isomorfos desde un punto de vista algebraico son “iguales” o
“indistinguibles” en el sentido de que toda propiedad relacionada con la estructura de espacio
vectorial que posea E se transfiere automdticamente al espacio E' a través del isomorfismo y
reciprocamente, Es decir, aunque se trata de conjuntos distintos todas sus propiedades 4lgebrai-cas
coinciden, Pero, ;qué significa esto exactamente?, Vamos a intentar explicarlo a partir de algunos
ejemplos ilustrativos:

s+ Isomorfismo entre R® y R,[x]

Se puede demostrar que las siguientes aplicaciones / y f son lincales y biyectivas , por
tanto, isomorfismos:

fi R 5 R,x] 1 RJx] -» R
(a.b,c) = ax*+bx+c ax’> +bx+¢ — (a,b,¢)

De esta forma que a cada elemento (a,b,¢) € R* se puede “asignar” un polinomio ax’ +bx+c¢ y

viceversa. Por ejemplo, si {(1, 0,1),(2,1, O)} es libre en IR? entonces podemos afirmar

{x2 +1, 2x* + x} es libreen R,[x].Y asi sucesivamente,

Este resultado se puede generalizar Vr € N, lo que quiere decir que R" y R, [x] son espacios

vectoriales isomorfos. La notaciénes R” ~ R _[x].
s Isomorfismo entre R* y M, (R)

Se puede demostrar que ambas aplicaciones f y £~ son lineales y biyectivas , por tanto,

isomorfismos.
f: ]Rs - M3X1(R) f_i: M3x1(R) - R3
o a
(a,b,c) —> | b b = (a,b,c)
[ C

Fijate que este isomorfismo nos permite trabajar con los vectores de IR? en “horizontal” o en
“vertical” seglin nos convenga ya que algebraicamente son la misma cosa.,
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OJO:

Sl camblamos las
bases cam-biala
matriz asoclada

o Isomorfismo entre M,(R) y M, ,(R)

. Se puede'demostrar que-ambas-apiicaciones fy ..f..—l SO’ iineales y“biyectiv‘a‘s“,“pcr 't&ﬁt(j,'

isomorfismos.
f1 MR - M (R) 1 MR - M,(R)
a a
L)
__)
c d

[a bJ b
._)

c d c

d

Fijate que este isomorfismo nos permite trabajar con los matrices cuadradas de orden 2 “como si

ISV S

fueran” matrices columna y por tanto como si fueran vectores de R* (debido al isomorfismo de 1a
pagina anterior que relaciona matrices columna con vectores de R”),

Isomorfismo entre matrices y aplicaciones lineales

A continuacidn vamos a hablar sobre un isomorfimo muy importante que es el que relaciona a las
matrices con las aplicaciones lineales.

Sean E, E' K-e.v. de dimensién finita tal que dim(E)=n, dim(E")=m.
Existe una aplicacién lineal biyectiva (isomorfismo) entre el espacio vectorial de las aplicaciones
lineales de £ en E' L(E, E')y el espacio vectorial de las matrices mun. Esto significa que, en

unas bases determinadas, hay una relaci6n uno a uno entre aplicaciones lineales y matrices o, dicho
de otra forma, que a cada aplicacion lineal le corresponde una tinica matriz y viceversa.

De aqui se deduce que la matriz asociada a cada aplicacién lineal en unas bases dadas siempre
existe y es tnica.

Dimension del espacio vectorial de las aplicaciones lineales

Sean E, E' K-e.v. de dimensiones dim(E)=n, dim(E")=m.
Como consecuencia directa de los puntos anteriores se puede deducir que el K-espacio vectorial de
las aplicaciones lineales de £ en E', (L(E, E'), +, ) tiene la misma dimensién que el espacio

vectorial M, (K) de las matrices rectangulares de #Xm ya que ambos espacios son isomorfos

nxm
y por tanto han de tener la misma dimensién. Por tanto, dim(L(E, E'))=nxm.

Siguiendo el mismo razonamiento se deduce que el K-espacio vectorial (End(E), +, *} de los
endomorfismos de £ en E tiene dimensién , dim((End(E)) = n® pues su matriz asociada
siempre es cuadrada,
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4.9 Formas lineales

-{ Llamaremos formas lineales a las aplicaciones lineales de la-forma- SrE= R B

Es decir, las formas lineales no son més que aplicaciones lineales en las que el espacio de llegada™
es el cuerpo sobre el que esté definido el espacio vectorial E.

Las formas lineales son siempre ‘sobreyectivas.

El conjunto de las formas lineales de £ forman el espacio dual, que no abordaremos en este curso,

4.10 Aplicacion lineal restringida a un subespacio vectorial
Definicién

Sean E, E' K-e.v. de dimensiones dim(E)=n , dim(£)=m. Sea H < E, subespacio vecto-
rial de £. Sea f:E — E' lineal. Si restringimos el espacio vectorial de salida a los elementos del
subespacio vectorial / creamos una nueva aplicacién que lfamaremos aplicacién f restringida al
subespacio H y denotaremos f jH tH—>FE'

Propiedades

Siempre que restringimos una aplicacién lineal S aunsubespacio H < E la aplicacién
resultante f l , Sigue siendo lineal y ademas f ] L (V)= f(V), VieHd

ker(le) < ker( /), més concretamente: ker(f[h,) = ker(f)nH
Im(f,) < Im(f), més concretamente: m(7],) = (/) N f(H)

- 8i f esinyectiva = f ]H es inyectiva
- Si f es sobreyectiva, no podemos asegurar que f !H sea sobreyectiva.

- Si f esbiyectiva = f IH es inyectiva

-8 f ‘H es sobreyectiva = £ es sobreyectiva
-Si f IH es inyectiva, no podemos asegurar que f sea inyectiva

-8i f [H cs biyectiva => f es sobreyectiva
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Jorante:
Per ahora nos restringl-
mos a espacios vecto-
riales sobre el cuerpo
de los reales

A las aplicaciones que
cumplen 1y 2 se Jas
denomina formas
bilineales (£.b.)

A fas f.b. que cumpien
3 se las denomina f.b,
1étricas {f.b.s}

Alas f.b.s. que cum-
plen 4 se las dencmina
f.b.s definidas positivas

-ste es ef producto
escalar aprendido en el
Bachillerato pero jojoi
no es e} linico producto
escalar que se puede
definir en R"

Este es 2l producto
escalar que se utiliza
para las series de
Fourier. Tamblen se
puede definir sobre
funciones continuas a
trozes

TEMA 5: PRODUCTO ESCALAR. ORTOGONALIDAD :

Sea E un R —espacio vectorial. Un producto escalar en £ es una aplicacién de la forma:

<> ExXxE—->R
i,y = <ud,v>

que cumple las siguientes propiedades:

L <t +d,¥>=<d,v>+<i',9> Vii,5ek !
<UV+V> = <, V> +<i, V> Vi, ¥,V ek B, "\Qus
2, <au,Vv>=a<i,v> Vi,ve E VaeR
<#,fV> = f<i,i> Vi,jeE VYBeR

-

4 <#,8>20 Viek ,ademis <ii,ii>=0 & #=0, Defindn porilive

Nota: las condiciones 1 y 2 se pueden refundir en una sola de la siguiente manera,
<od + P, V> = a<id,V>+ <, V> Vi,i,VekE Vo,feR
U,V + V> = a<it, V> + f<il,V > Vi,¥,veE Va,fecR

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial donde hay definido un producto escalar y se
representa como (£, <,>). El vector nulo 0 es el finico vector que es ortogonal a todos los
vectores del espacio E. '

Algunos productos escalares usuales

* Enelespacio vectorial R" se puede definir el siguiente producto escalar:
< (x]:"'sxn)s(yls"':yn) > = o3 t o+ XV

» Sobre el espacio vectorial (C[a,b}, R) de las funciones continuas se define el siguiente un
producto escalar:

<f.g> = [ f(x)-g(x)ds
e Sobre el espacio vectorial M, (R) de las matrices cuadradas de orden # :
< 4,B> = Traza(4B'")
* Sobre el espacio vectorial M, (R) de las matrices columna de nx1 :

<A,B>=A'B
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5.2 Subespacio ortogonal

Definicidon

vector-vector

veclor-subespacio

Subespacio-subaspacio

Consecuencla directa
de la propiedad 1

La norma no es més
que lo que en flsica se
conoce como el médulo

. vector

b

¢ Dos vectores #,V son ortogonales sisu producto escalar es cero, es decir <ii,v > = 0,

e Unvector # esortogonal aunsubespacio /¥ si es ortogonal a cada uno de los vectores de W,
es decir, V¥V € WV se cumple que <,V > = 0,
Para cllo, es necesario y suficiente que sea ortogonal a todos los vectores de una base de W,

e Unsubespacio V es ortogonal a un subespacio W si todos los vectores de ¥ son ortogonales
a cada uno de los vectores de W, es decir, Vil € ¥V y V¥ € W se cumple que <i,¥ > = 0,

Para ello, es necesario y suficiente que todos los vectores de una base de ¥ sean ortogonales a
todos los vectores de una base de W.

e Si W esunsubespacio vectorial de un espacio vectorial , llamamos complemento ortogo-

nal de W, y lo representamos por W™, al subespacio vectorial formado por todos los vectores
ortogonales a W

Wr={VeE /<%, Ww>=0VeW}

Propiedades

E=W®W", esdecit W y W™ son suplementarios.
dim E = dimW + dim Ww*

Si W, © W, son subespacios de E, entonces W, < W;*.

Si Wy W, y W, # W,, entonces existe un vector no nulo de W, ortogonala 7.

SR W -

SiS= { Uy, } es un sist, de vectores no nulos orfogonales dos a dos, entonces S es libre

5.3 Norma

Definicion

Sea E, un espacio vectorial sobre X, una norma definida en E es una aplicacién:

% —
I"E - K o Bagh s Lo, w >
i~ il =<d,i>

El 4ngulo a entre dos vectores viene dado por la siguiente expresion: .

L . . : <#, V>
<#,v> = |li|l-||V]-cosa¢ = cosg=-——1"_
| lall-lvih -
Propiedades '
1. ViekE, uz0 & Jlalj> 0
Viie E, =0 < |li] =0
ViekE, VieK, |[Ail =]|A| |14l
Vi,yeE |ld+v| < |l + ||V
Vi,veE |<i,v> < [Ji|]-]V|
Vi,ZveE Jla+¥y|P = |a@lP +||¥|F+ 2<d, 9>

SN LIS

www.monteroespinosa.com - Clases de Algebra - Tfnos 91 544 53 77 - 619 142 355 T-65




5.4 Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Una base ortonormal es una base ortogonal de vectores unitarios.

Dada una base cualquiera {En ‘nE N} = {&, &, .., é'n} de un espacio vectorial existe un

método para obtener una base ortogonal.
Este proceso se llama “Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt” y es el siguiente:

u = e
o <6, U > .
u2 - ez - - -
<y, >
- . <eé,u > <&y, H, > .
Uy = € - —2X1.q - “%'”2
<, i > <ihy, 1y >
N <é,u > . <é,th > . <8yl >
U = e — —_— U T —mETry -
<y, > <y, i, > <y, U, >
n-1 =
<e, U, >
— = _ oy iy
u, = ¢, - - L7
i=1 < ,.,u,.>

Una vez obtenida una base ortogonal {#, :ne N} = {#, #, ,..., 4,} a partir de la base
{é'n ‘ne N} = {6, &, ..., & } de partida puede que necesitemos normalizarla. Para ello basta

dividir cada elemento de la base ortogonal entre su norma:

oo_E i,
i “an ” \/< ﬁn:ﬁn >
y as{ obtenemos una base ortonormal {ﬁz”: ne N} = {fi)l, Wy, ,1'43"}.

() ] e oo L 60 Vi)
\

P): Jél o ';eh‘ \,Oc,\be, no @f’loawj

|6
'P)‘ {C\.i - '\Ih i LU\)Q, Oy\ogow\\

¢! __[),_L S _L!_\P_.ﬂ Bool or\unorf\"o}
PERR T ol
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5.5 Proyeccion ortogonal

Definicién

También se uliliza la
siguiente notacién:

By = proy, (¥)

Se llaman coeficlentes
de Fourler y son esca-
lares, no vectores

Eérmula para
ses ortogonales

Férmula para
bases orlonormales

Sea un espacio vectorial euclideo (£, <,>), en el que se consideran un subespacio H < E y un
vector ¥ € E, Se dice que:

El vector ¥, es proyeccién ortogonalde ¥ sobre Hsi ¥, e H y ¥~¥, € H".

Elvector ¥, € H esel mds proximo a vV de entre los vectores de H si ||V -V, || esel

menor de los valores ||V — ]|, Vii € H (distancia minima),

Se verifica que las dos anteriores definiciones son equivalentes. Es decir, la proyeccién ortogonal
¥, es el vector mds proximoa vV de entre los vectores de H. Ademas, cuando existe es unica.

Método prictico de caleulo

Sea un espacio vectorial euclideo (£, <,>}, en el que se consideran un subespacio H < £ y un
vector V€ E.Si H tiene dimensi6n finita y si {iz'l, iy e ,il'"} es una base ortogonal de f,

entonces existe la proyeccién ortogonat ¥, de ¥ sobre H yes:
vy =agth + o, t.. ol
donde los coeficientes vienen dados por:
_ <V, >

o, = T i=1,...,n
e,

Combinando las dos Gitimas expresiones nos queda 1a férmula préctica:

L <V >, <V, > <V,

Vy Y i) = u2+... — Q05
144, 1P lld, I i, 1P

Si tenemos una base {ﬁ),, Wy en s fi’n} ortonormal (es decir, una base ortogonal que, ademds,

cumple que ||, || = 1), entonces los coeficientes quedan:
o, = <¥,W, > i=1..,n

y la formula practica queda asf:

Vy =<V, W > W+ <P, W, > Wt <P, W, > W,

'+
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Gréficamente en el espacio vectorial R con el producto escalar habitual, la proyeccion ortogonal
se puede representar de la siguiente forma;

En este dibujo hemos
supuesto que H es un
subespacio veclorial de
dimensién 2, es decir,
un plano.

En el dibujo anterior se puede apreciar todo lo explicado en la p4gina anterior:
Vel ,  V-¥,eH"

Y ademds se observa que, de todos los vectores que hay en el plano H, el vector proyeccién
ortogonal V,, es el vector més préximo al vector ¥ .

Por tanto v, es el vector que estd a minima distancia de ¥ siendo esta distancia el médulo (norma)

del vector ¥ —¥,, :
min d(¥, H) = [V =V ||

Ademas, también ¢s 1til la siguiente relacion;

<
It
A

+9

Donde ﬁH . es la proyeccién ortogonal del vector ¥ sobre el complemento ortogonal de H, H*.

Obviamente:

5,=¥-7
gl H
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TEMA 6: AUTOVALORES Y AUTOVECTORES .

6.1 Definiciones

También se puede de-
cir que "A es autovalor
del endomorfismo f "

Fljate que si A es una
matriz de orden 11 en-
tonces Vv tiene que ser
un vector de dimensio-
nes hxi

Sea £un K-e.v de dimension n.
Sea f:E —> E unaaplicacion lineal y 4 la matriz asociadaa f.

Sediceque A€R esun valoi‘z“propio (autovalor) de la matriz A si existe algin vector ¥ no nulo

de E tal que:

e al que . ﬁdﬁm“om
‘Ai}' = AV i

o bien Lﬂ”‘“”"“’i‘;;:pﬂulp‘e;\‘mes

fO) = v

Si A es valor propio de 4 entonces los vectores no nulos de £ que verifiquen Ia anterior relacién
se denominan vectores propios (autovectores) de A asociadosa A.

Cada vector propio estd asociado a un finico valor propio. Sin embargo cada valor propio tiene
asociados uno o més vectores propios,

6.2 Calculo de los valores propios

Por simplicidad explicaremos el proceso para una matriz de orden tres, Todo lo que vamos a
mostrar es ficilmente generalizable a matrices de otros ordenes.
Sea la matriz:

ay  dyp Oy
A=lay, a, ay

ay dyp dy

Los valores propios (autovalores) de la matriz 4 vienen determinados por las raices de su
polinomio caracteristico,

l4-a1l=0
asi pues, pasamos a calcular estas rafces,

Gy G Oy 10
Gy dy ayu|—-A0 1
00

ay, Oy Oy

a,—A ap; yy
ay dsy azy — A

e Al polinomio P(A) se le llama polinomio caracteristico y las raices de este
polinomio son los valores propios (autovalores) de la matriz 4,

* Llamamos multiplicidad algebraica de un autovalor A, m,(4), al nimero de veces

que A; esraiz del polinomio caracteristico.

* Lasuma de las multiplicidades algebraicas de todos los autovalores debe ser siempre
igual al orden de la matriz.

» Al conjunto de autovalores se le denomina espectro de la matriz.
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Aqui se trata de aplicar
todo lo aprendido sobre
subespacios vecloriales
en el tema 4

Otira forma de expresar
esta propledad;

La suma de aulosspa-
clos slempie es directa

6.3 Calculo de los vectores propios

Cada uno de los autovalores calculados en el apartado anterior tiene un conjunto de auto-vectores

subespacio vectorial S 5, Que llamaremos autoespacio asociado a 4; y que se define como:
S, = ker(A—-AI) obien Sy, = ker(f - A1d)

Por tanto, se trata de estudiar el subespacio vectorial de los autovectores asociados a cada uno de
los autovalores A; calculados en el punto anterior,

Las ecuaciones cartesianas del autoespacio § ) asociado a A; siempre son:

ay—4, a;, a); Xy 0
ay, ay ~ 4, Gy | =
ay; ayy ay— 4, X3 0

A partir de aqui y empleando lo aprendido en el tema de espacios vectoriales podemos obtener la
dimensién y una base del subespacio asociado a A, Todos los vectores pertene-cientes a este
subespacio vectorial son los autovectores de A, .

Llamamos multiplicidad geométrica de 4,, m,(4,), a la dimensién del autoespacio aso-ciado a

A

T

my(4) =dim(S; ) = n - rg(4-41)

Algunas propiedades de los autovalores y los autovectores

e Unamatriz 4 y sufraspuesta A" tienen los mismos autovalores,

¢ Si 4 y B son semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico P(A) y por tanto los
mismos autovalores.

e Si A esautovalor de 4, kA es autovalor de k4.
i
o Si A esautovalor de 4 y 4 esregular, 7 es autovalor de 47

o Si A esautovalorde 4, A" es autovalor de A",

o Si v esautovectorde 4 asociadoa A, v esautovector de k4 asociado a KA.
e Si v esautovectorde 4 asociadoa A, v esautovector de 4 asociado a z .

¢ Si v esautovector de 4 asociadoa A, v esautovector de 4" asociadoa A"
* El determinante de A4 es el producto de sus autovalores.

o Latraza de 4 es la suma de los autovalores.

¢ Autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.

e Sidadas dos matrices 4 y B, estan definidas sus matrices 4B y BA entonces sus
autovalores son los mismos,

¢ La multiplicidad geométrica de un autovalor siempre mayor que cero y menor o igual que la
multiplicidad algebraica: m,(4,) = m (4) >0
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Antes de leer esta hoja
conviene repasar el
concepto y las propie-
dades de las matrices

niejantes estudiado..--

2] tema de malrices

También se habla de
endomorfismos
diagonalizables

Lo explicamos con una
matriz de orden 3 por
comodidad. Evidente-
mente, fodo lo dicho
~nufl es generalizable
Aatrices de orden n

Atencién:

Relaclonar esta idea
con lo ya visto de cam-
bio de base en aplica-
cionas lineales {el ter-
cer caso)

6.4 Diagonalizacion de matrices

Sea A€ M, (K) una matriz cuadrada asociada a un determinado endomorfismo f.

‘Se-denomina-diagonalizacién de una matriz al procesode blsqueda de una matriz de paso P (que =

puede existir o no), que permita expresar la matriz 4 como semejante a una matriz diagonal D:
A =PDP" obien D = P'4P

Por tanto, diremos que una matriz es diagonalizable si existe tal matriz P que hace que se cumpla
la igualdad anterior. En caso contrario, es decir, si no existe P, diremos que la matriz no es
diagonalizable.

Condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable

El siguiente {eorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea
diagonalizable: ?\ . ) l N ) U\ t
N N !
Ao dgadadl=> ma T

Una matriz es diagonalizable si y sélo si ia multiplicidad algebraica de
cada uno de sus autovalores coincide con su multiplicidad geométrica.

Ademés de la anterior proposicién existen una serie de casos particulares que conviene tener
presentes por su utilidad;

- Si una matriz de orden n tiene » autovalores distintos entonces es diagonalizable.
- Las matrices simétricas son diagonalizables,
- Las mafrices idempotentes son diagonalizables,

Matrices diagonalizables

Si una matriz 4 es diagonalizable entonces podemos afirmar que existe una matriz diagonal
formada por sus autovalores:

AL 0 0
D=0 4 0
0 0 A

3

de forma que A y D sonsemejantes: 4 = PDP obien D = PAP.
La matriz de paso P es una matriz formada por autovectores:

dy G O &y &y & A 0 0 &, €y &y
Ay Oy Uy F| €y €y &y 0 4 0 € €n €y
4y Oy ay €y &y &y 0 0 4 € €3 €y

donde cada columna de la matriz P ¢s un autovector asociado al autovalor que ocupa su misma
columna en la matriz D. Es decir, el vector (eyy, en, €13) tiene que ser un autovector asociado al
autovalor Ay, el vector (ey, ex, ex) tiene que ser un autovector asociado al autovalor A, y (es,
ey, €33) tiene que ser un autovector asociado al autovalor As.

Los autovectores de la matriz P forman siempre una base de M,,(K) (6 R*). Por tanto, también

se puede decir que una matriz es diagonalizable si existe una base formada por autovectores
respecto a la cual la matriz asociada a /" es diagonal,
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6.5 Aplicaciones de la diagonalizacion

Para_ entender blen | Diagonalizacion de endomorfismos

o camblo de base en| _| , . . . . .
aplicaciones  lineales | Si suponemos que la matriz 4 que diagonalizamos es la matriz asociada a un endomorfismo f

(pag. T-44) entonces podemos entender la .diagonalizacién de una matriz como un cambio de base de la
aplicacién lineal de forma que su matriz asociada pasa a ser una matriz diagonal:

D=Pl4ap

M) = (ME)" - M) - M

Identificando ambas expresiones vemos que la matriz de paso P se puede entender como una
mafriz de cambio de base de B a B, donde B es una base formada por autovectores y B, es la base
canénica,

Piensa que las matrices diagonales son muy sencillas de manejar y por ello este procedi-miento de
diagonalizacion que hemos aprendido en este tema es muy 0til de cara a tratar con endomorfismos
ya que nos permite encontrar una base (formada por autovectores) respecto de a cual la matriz
( asociada al endomorfismo es lo més sencilla posible (una matriz diagonal).

Recuerda que tamblén | Potencia enésima de una matriz

es posible obtener ia
ésima d . L - .

5,‘:??,123;",“2&';:“{: el | A lahora de elevar una matriz a una potencia enésima podemos proceder multiplicando la matriz

método de induccién | por ella misma »n veces. Esto para valores altos de » resulta impracticable.

Sin embargo, si la matriz dada es diagonalizable los calculos se simplifican muchisimo, El método

consiste en hacer lo siguiente:

A =(PDPYY = (PDPY«(PDP") = PD(P'P)DP' = PD?P!
4 =(pP'yY = (PDP"y(PDPY(PDPYY = PD(P'PYD(P'P)DP' = PD? P!

A" =pPpPYy = (PDPY«(PDPY) ... (PDPYYy(@PDP") =

(
'dmenfi,o en cuenta = PD (P‘l PYD (P'1 w PYD (P'IP ) pp?!
que PP P=T

pp"p!
Por tanto Ia férmula general que hemos obtenido es:

AH=PD?IP-1

Teniendo en cuenta que, para matrices diagonales, se cumple que:
M o 0 /\: e 0

D= " = D'=|:i "
o .. Ay o ... A:
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Leer antes la pagina
T-16 para ver lo que
es un cusrpo

APENDICE: EL CUERPO Z, - :

El conjunto Z, = {O, 1} tiene estructura de cuerpo con la suma y el producto.

OJO CONESTO=>

7} =7,x 12, xZ,

R'=RxRxR

0JO;
Presta atencién a la
primera componente

El conjunto Z, tiene la particularidad de que tiene sélo dos elementos (a diferencia del cuerpo
de los niimeros reales R que tiene infinitos elementos).

Todas las operaciones que se pueden realizar en Z, se resumen a continuacién;

Para la suma + Para el producto - |

0+0=0 0-0=0
1+0 =1 : 1:0 =0
0+1 =1 0.1 =0
I+1 =0 1-1 =1

El elemento neutro de la suma es el 0 El elemento neutro del producto es el 1

El elemento opuesto del 0 es el 0 El elemento inverso de 1 es el 1

El elemento opuesto del 1 es el 1 el 0 no tiene inverso porque es el neutro del +

Asf pues decimos que (Z,,+, - ) es un cuerpo con las operaciones internas suma y producto.

Espacios vectoriales con Z,

Si nos hablan del espacio vectorial Z;’ se estdn refiriendo a vectores con tres componentes,

donde cada componente es un elemento de Z,,esdecir061.

(x,y,2) € Z; donde las tres componentes son 0 6 1, es decir x,y,z €7,

Se trata de la misma notacién que cuando hablamos de R?, El espacio vectorial R® son los
vectores de tres componentes, donde cada componente es un nimero real.

(x,y,z)eR® donde las tres componentes son niimeros reales, es decir x,y,z€ R

Igualmente se definen los elementos del espacio vectorial Z} = Z, x...X Z, como los vectores

con # componentes donde cada componente pertenece a Z,, es decir, cada componente es 0 6 1

Ejemplo;
En el espacio vectorial R® sabemos sumar dos vectores:

(L,2,3)+ (-2,0,5) = (1-2,2+0,3+5) =(-1,2,8)
Igualmente en el espacio vectorial Zz se pueden sumar dos vectores:

1L,L,0)+ (1,0,)) = (1+L,140, 0+1) = (0,1,1)
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Ejercicic 1

TEMA 1: NOCIONES BASICAS

Demostrar que la siguiente sentencia es verdadera para cualesquier predicado P :

En la tabia observamos
que siempre que p
sea falso (indepen-
dientemente de lo que
valga g } tenemos que
p = q es verdadero,
asl que no hace falta
preocuparse por los
dos primeros casos ya
que el resulfado es
siempre verdadero.

(3 P()) - —(Vx (=P()))

Solucion;

¢ Primero vamos a demostrar que (3x P(x)) = —;(Vx (m‘P(x))) es verdadero.
N N 9 A

P q

Para ello tenemos que comprobar todos los casos de la tabla de verdad de la implicacion:

p

<
< | o e e

<|=|<l<|l

Observando la tabla vemos que para demostrar que p = ¢ es verdadero basta con probar
que el tercer caso no se cumple nunca ya que en los demés casos p => g sicmpre es
verdadero.

Por tanto solo tenemos que probar que cuando p es Verdadero g también es verdadero. De
esta forma eliminamos la posibilidad de que se produzcea el tercer caso que es el finico en el
quep = g es falso.

En efecto, si Ix P(x) es verdadero quiere decir que para algim objeto concreto a se cumple
que P(a) es verdadero. Por tanto, para ese objeto, —P(a) es falso. Eso quiere decir que

—P(x) es Falso. Seguidamente Vx(—aP(x)) también serd falso y finalmente

—Vx (—lP(x)) es verdadero.

* Segundo vamos a demostrar que —(Vx (-P(x))) = (Ix P(x)) es verdadero.

V'

P q

Para ello tenemos que comprobar otra vez todos los casos de la tabla de verdad de la
implicacién. Al igual que en el anterjor razonamiento tenemos que demostrar que no puede
darse el tercer caso de la tabla que es el Unico en el que p => ¢ es falso. Para ello tenemos
que demostrar que cuando p es verdadero obligatoriamente g es verdadero.

Si —|(Vx (—J’(x))) es verdadero tenemos que Vx (—1P(x)) es falso lo que significa que
—P(x) no siempre se cumple o, lo que es lo mismo, existe algiin objeto concreto a para el
que —P(a) es falso. Por tanto para ese objeto concreto P(a) es verdadero y ello implica
que Jx P(x) es verdadero,

www.monteroespinosa.es -

Clases de FMT1 - Tfnos 91 644 53 77 , 619 142 355




Fjercicio 2

Demostrar si la siguiente sentencia es verdadera o falsa para cualquiera que sea el
predicado P :

En este caso V x P(x)
significa “todo nimero
natural es par’

-(Vx P(x)) & Vx (-P(x))

Solucion:

Vamos a demostrar que la equivalencia del enunciado es falsa probando que la implicaci6n
hacia la izquierda es falsa;

~(Vx P(x)) = Vx (-P(x))
) ——

P q

Para ello tenemos tenemos que probar que puede darse el tercer caso de la tabla:

P q P = q
F F A\
F v \
v F F
ViV \

es decir tenemos que probar que existen casos en los que p es verdadero y ¢ es faisa. En
esos casos p => g es falsa,

Consideremos el conjunto de los mimero naturales y sea P(x) el predicado “x es par”, En tal
caso, Vx P(x) es falso (ya que, por ¢jemplo, 5 es un niimero natural que no es par) y por

tanto —.(Vx P(x)) es verdadero.

Ahora bien, puesto que 2 es un nitmero natural par tenemos que P(2) es verdadero, luego

—P(2) es falso, luego —P(x) no es siempre verdadero y por fanto Vx (—|P(x)) es falso.
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Demostrar si la siguiente sentencia es verdadera o falsa para cualesquiera que sean los
predicados P y O

Ejercicio 3

-(Vx(P(x)= 0(X))) & I(P()A-Q0(X)).

Solucion:

e Primero vamos a probar que —.(Vx(P(x) = Q(x))) = Elx(P(x) A-;Q(x)) es V.

S

N

P q

Para ello tenemos que comprobar todos los casos de la tabla de verdad de la implicacion:

P q P = 4q
F F \
F Vv v
v F F
v A V

Observando la tabla vemos que para demostrar que p = g es verdadero basta con probar
que el tercer caso no se cumple nunca ya que en los demas casos p = ¢ siempre es
verdadero.

Por tanto solo tenemos que probar que cuando p es verdadero g también es verdadero. De
esta forma eliminamos la posibilidad de que se produzca el tercer caso que es el tinico en el
quep = gq es falso.

En efecto, si —:(Vx (P(x) = Q(x))) es verdadero quiere decir que Vx (P(x) = Q(x)) es
falso lo que significa que si tomamos cualquier elemento concreto a s¢ cumple que
P(a) = Q(a) es falso que quiere decir que P(a) es verdadero y que Q(a) es falso o, lo

que es lo mismo que P(a) es verdaderoy —((a) es verdadero por lo que P(a) A—0(a)

es verdadero y, consecuentemente Jx (P(x) A= Q(x)) es verdadero.

* Segundo vamos a demostrar que Ix(P(x) A—Q(x)) = —.(Vx(P(x) = Q(x)))
; “ ‘q' s
Si dx (P(x) A Q(x)) es verdadero quiere decir que existe un elemento concreto  tal que

P(a) A—Q(a) es verdadero. A su vez esto significa (mirando la tabla de verdad del “y”
légico) que P(a) es verdadero y que ~(O(a) es verdadero o, lo que es lo mismo, P(a) es
verdadero y que (J(a) es falso.

Por tanto P(a) = ((a) es falso por lo que Vx (P(x) = Q(x)) es falso concluyendo que

—1(Vx P(x)= Q(x)) es verdadero.
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Bjercicio4 §  Secan A y B dos conjuntos no vacios. Demostrar que:

Los dos primeros apar- a) ( Au B)' =AnNR
tados son fas leyas de

e Dé"MOI'Qan b) (A(\B)' — AJUBF
¢) P(ANB) = ®(4) N P(B)
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Ejercicio 5 Demostrar que, siendo 4,B y C cualesquiera conjuntos, se verifican las siguientes
relaciones:

ca)AnB=AnC.y AU B=A0C s, ystlosi, B=C.

b) (4UBYN(AUE)=D si,ysélosi, A=B.

¢) AU B =B si, y solo si, 'AmBzA.

d) AcBo ANB=A<> AUB=Bo Bc A< ANB=0.
e)Si AcByC=8B-4,entonces A=8-C.

§ A—(BUC)=(4-B)n(4-C)

g) (4AB)'=(4'VB)N (4L B').
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Sea f: X —Y una apiicacién entre conjuntos. Sean A4 y B dos subconjuntos de X y
Bjercicio6 | ' y D dos subconjuntos de ¥. Demostrar que se cumplen las siguientes propiedades:

) Ac B= f(4)c £(B)
b) f(4nB)c f(4)nf(B)< (4UB)= 1 (4)u f(B)
) f{CuD)=f(CYou (D)

d fH(CaD)=f7(C)nf (D)

o) f(C-D)=f"(C)~ (D)

n f(7(C))=Cnrf(X)

o /M (f(x)=x
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Eercicio 7 | Y. Estudiar el caracter de las aplicaciones de R en R definidas por:

fE=e L) =

T+x

IL. Restringir las siguientes aplicaciones de IR en IR a un dominio donde sean
inyectivas: 2

fi(x) = x? fo(x) =senx

www.montercespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfnos 91 548 31 48 , 619 142 355




Flercicio 8 T Decir si las siguientes aplicaciones son inyectivas y/o sobreyectivas:
- f:M,(R) > R By LR, [x] > R, [x]
4 - f(4)=]4] p(x) > f(p(x)) = p'(x)
o SRR 9 f:P(X) » P(X)
x = f(x)=(x,x) A = P(A=A4
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Bjercicio® | Seq las aplicaciones /: 4 —> B, g : B — C'. Demostrar las siguientes propiedades:

a) f, g inyectivas = gof inyectiva

“b) gof inyectiva = [ inyectiva
¢) f, g sobreyectivas => gof sobreyectiva
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Sea f: X — Y una aplicacién entre conjuntos. Demostrar que se cumplen las siguientes

Ejercicio 10 | propiedades:

a) f es inyectiva < £ (f(A)) =4, VAdc X
b) f es inyectiva = f(4")c ( f (A))', VAc X

¢) f es sobreyectiva < f ( 1 (C)) =C,VCcY
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Sean f: X =Y , g:¥Y—>Z y h:Y—> X aplicaciones entre conjuntos tales que se
Ejercicio 11 | verifica go f=1d, y foh=Id, . Demostrar entonces se tiene:

) g=h=["

b) g y A son biyectivas.
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Ejercicio 12 | 3} Inducir el valor de la suma

I+3+5+..+(2r-1), nelN

observando sus valores para los primeros niimeros naturales. Probar la férmula por
induccion, .
b) Justificar por induccidn la formula

n(n+1)
—

1+2+..+1 =

¢) Observando el comportamiento de los cocientes

P+22+3%+.. +n P+2+3% 4. +4
142+3+..+n 1+2+3+..4+n

para los primeros niimeros naturales, inducir formulas para las sumas de los
cuadrados y los cubos de los # primeros niimeros naturales. Probar la validez de
estas formulas por induccion.
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TEMA 2: ALGEBRA MATRICIAL Y SISTEMAS DE ECUACIONES

Ejercicio 1 | [Demostrar que la matriz

(1

1.1
A={1 11
111

verifica la relacién A" =3"'4, VneN.
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N a 1
Biercicio 2 1 Dyada la matriz A:[O ] , calcular 4", VneN,

ad
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Dada la matriz identidad I de orden tres, para cada uno de los vectores
e ¥ =(,-L,-DeRR,

Ejercicio 3

=== e R,
se pide:

a)Hallar la matriz H =,7 — _ET (¥'9).
Y

b) Caleular H', H* vy H™.
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Ejercicio 4

Calcular la inversa de la siguiente matriz mediante el método de Gauss-Jordan :

(1~»2 —1)

recuerda que
las transforma-
clones elemen-
tales se deban
realizar en am-
bas matrices

A‘E"L—j 774 J
2 2 1

Vamos a resolver este gjercicio mediante el método de Gauss-Jordan, Para ello realizaremos
una serie de transformaciones elementales tipo fila :

1 -2 —-1{1 0 O
-3 7 4010
2 2 1]0 01
\ la primera transformacién elemental consiste en restar a la
Li=fi~2f tercera fila la primera fila multiplicada por dos
3
I -2 -1{1

¥ ahora se trata de sumar a Ja segunda fila tres veces la
=15 +31 primera fila
3
1 -2 -1|1 0 0
0 1 13 10
0 6 31|-2 01
¥ ahora debemos sumar a la primera fila la segunda fila
|/ =/ +2/, multiplicada por dos
N
1 017 20
01 113 10
0 6 3|-2 0 1
3
fi=1,-6f, restamos a la tercera fila la segunda fila multiplicada por seis
!
1 0 1 7 2 0

0 0 -31-20 -6 1
\ sustituimos la tercera fila por un tercio de ella misma.
, [y =(-1/3) f3] ademds al resultado le cambiamos el signo.
\2
1 0 1| 7 2 0
011} 3 1 0
0 0 1{20/3 2 -1/3
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fHh=06h-5h a la segunda fila le restamos la tercera fila

1 0 1 7 2 0
0 1 0(-11/3 -1 1/3
0 0 1]20/3 2 =173

J _ la dltima transformacion elemental consiste en restar
Si=h-/ a la primera fila la tercera
\

ot

0 0} 1/3 0 1/3
1 0f-11/3 -1 1/3
0 1}20/3 2 -1/3

oo

Una vez que hemos conseguido la matriz identidad a la izquierda de la linea el proceso
termina. La matriz inversa de A es la matriz que est4 a la derecha de la linea.

/13 0 1/3
Solucion : A= —11/3 -1 1/3
20/3 2 -—-1/3

Contprobacibn :

Se puede comprobar facilmente si el resultado que hemos obtenido es el correcto.
Basta multiplicar la matriz 4, que nos dan en el enunciado, por la matriz que hemos obtenido,
A’ El resultado debe ser la matriz identidad 7, En nuestro caso es asi, yaque :

1 -2 -1 /73 0 1/3 1 00
AA7 M ={-3 7 4| -11/3 =1 1/3{=]0 1 o|l=7
2 2 1 20/3 2 -1/3 0 0 1
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Obtener la forma reducida de Gauss-Jordan de la siguiente matriz;

Ejercicio 5
[0 3 -6 6 4 —5]
3-7 8 -5 8 9
3-9 12 -9 6 15

Se intercambian las
filas 1y 3

" E! numero recuadra-
dofd es el pivote

A la segunda fita se
le suma la opuesta
de la primera,

Nos olvidamos de ia
primera fifa.

* Ahora la columna
pivote es Ia segunda
y &l nuevo pivolte es
el

Ahora nos olvida-
mos de las dos
primeras filas. La
columna pivote es la
quinta y el pivote es
el[f]. No hacemos
nada pues ya esta
en forma reducida
de Gauss

Paso 1, Comienza por la primera columna distinta de cero empezando por la izquierda. Esta
columna es una columna pivote. La posicion de pivote es la superior.

0 3 -6 6 4 -5
3-7 8 -5 8 9
3-9 12 -9 6 15

Paso2. Selecciona un coeficiente distinto de cero de la columna pivote. Si es necesario infer-
cambia filas para colocar este coeficiente en la posicion de pivote.

B] -9 12 -9 6 15
3 -7 8 -5 8§ 9
0 3 -6 6 4 -5

Paso 3. Usa transformaciones elementales de fila para obtener ceros en todas las posiciones por
debajo del pivote.

Bl -9 12 -9 6 15
0 2 -4 4 2 -6
0 3 -6 6 4 -5

Paso 4. Ignora la fila que contiene al pivote y todas las filas (si hay alguna) por encima de él,
Aplica los pasos 1 a 3 a al submatriz que queda. Repite el proceso hasta que no queden filas
distintas de cero que modificar.

3 -9 12 -9 6 15
0 2| -4 4 2 -6
0 3 -6 6 4 -5

Se suma a la tercera fila la segunda fila multiplicada por —3/2.

3 -9 12 -9 6 15
0 2 -4 4 2 -6
0 0 0 0 1 4

En esta Gltima matriz no hace falta hacer nada pues ya estd puesta en forma reducida de Gauss

3 -9 12 -9 6 15
0 2 -4 4 2 -6
0 0 0 o0 {1 4
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Paso 5. Empezando por el pivote que esté més a la derecha y procediendo hacia arriba y a la
izquierda, conseguir, mediante transformaciones elementales de fila, hacer ceros los coeficientes
por encima de cada pivote. Si un pivote no es igual a 1, multiplicar su fila por su inverso.

El pivote més a la izquierda estd en la fila 3 y es un 1 por lo que no hace falta escalarlo, Para
hacer ceros encima suyo se resta a la segunda fila dos veces la tercera fila y a la primera fila se
le resta seis veces la tercera fila.

3-9 12-9 0 -9
0 2 -4 4 0-14
o 0 0 o [I] 4

El siguiente pivote estd en la fila 2. Escalamos la segunda fila para conseguir un 1 en la posicién
de pivote.

3 -9 12 -9 0 -9
o i ~2 2 o -7
0 0 0 0 1 4

Ahora conseguimos un cero en el lugar (1,2) sumando a la primera fila nueve veces la segunda.

3 0 -6 9 0 -72

o ] -2 2 o -7

0 0 0 0 1 4
Escalamos la primera fila.

1 0 -2 3 0 -24

6 1 -2 2 0 -7

<
[
<
o
=
+a

y ya tenemos la forma reducida de Gauss-Jordan
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Ejercicio 1

TEMA 3: ESPACIOS VECTORIALES

a) Demostrar que el conjunto R*> = R x R con la ley de composicién interna:

 Fljate que el signo +
“tiene distinto significado
segun el contexto en el

que se encusnire:
Cuando estd entre dos
vectores es la b.c.i pero
cuando estd entre dos
escalares es el + habi-
tual de los nimeros
reales

R R R?
(a,b),(c,d) — (a,b)+ (c,d)=(a+c, b+ d)
y laley de composicién"‘ékterna:
e KxR o5 R?
k,(c,d) = k(c,d)=(k-c, k-d)

tiene estructura de espacio vectorial sobre K= R,

b) Estudiar si R es espacio vectorial con la misma ley de composicién interna que en
apartado anterior pero con la ley de composicién externa siguiente:

+ ¢ K x Rz — R2
k,(cd) = k(c,d)= (k- k-d*)

Primero vamos a probar que (Rz, +) es grupe (condiciones al-a4).

al) + tiene propiedad asociativa

(mtwm)+tvi=vi+(m+tv), vy,vmwnek
(%) H (O )+ (2, 2,)) = (6, 0) + (M + 2, 0, H2,) = (5 + ), + 2,5, + ), +2,)
((q, %)+ (VY )+ (2, 2) = O + 0,3, + 3,) 4 (2, 2) = (3 + ), + 20,5, + 3, +2,)
Ambas cxpresiones son iguales V(x,,x,),(3, 1,),(,,2,) € R?
(R2,+) es semigrupo
a2) + tiene elemento neutro
v+ 0=0+v=v ,vek
El elemento neutro es (0,0). Efectivamente, V(x, y) € R? se cumple que:
0,0+ (%) =(0+x,0+3)=(x,»)
(x,3)+(0,0)=(x+0,y+0)=(x,¥) (R2,+) es monoide

a3) + tiene elemento inverso
vV =(v)+v=0,vekE

Todo elemento (x,y) de R? tiene un elemento inverso que es (—x,—y). Efectivamente,
Y(x, y) € R* se cumple que: |

(x:y)'l'(_xs_y) = (x_x!y"y) = (030)
(%, -)+ (%) = (x+x,-y+»)=(0,0) (R?,+) es grupo
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Ambas expresiones
son iguales porque el +
habitual de los nimeros

ad) + tiene propiedad conmutativa

nwitw =wty , v,melk

- -raales es conmutativo
{no hace faita probarlo)

Ambas expresiones son iguales V(x;,x,),(3,,,) € R?*:
(X %) + (1) = (5 + V1% +,)

Dp )+ (0) = () + %, 9, +x,)
(R2,+) es grupo abeliano

+ es una ley de composicion externa que cumple:

b1) Distributiva respecto 2 la suma de escalares
(h+thk)y = hv+hky , veE k,kheK

(ky +hy) - (x,%,) = (B + ) %, (B + Ry o) = (Ry o+ Ry o,k x, + Ky )
Ry (o) Hhy (6, x5) = (o by o))+ (R X,k o ) = (B Xy vy X,k x, kg )

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,)eR?, Vk,k, eR

b2) Distributiva respecto a la suma de vectores
k(vi+v) = kv +kvs , wvwweE kekK

k-((6,%) + O3n)) = k04 + 31,3 +35) = (k- 0 + ) ke (o + 35 )) = (bexy Ho ko x, + k0 )
k(x.3) +k0h ) = (ko k-x,) +(k 3,k 3) = (5 + k3, ke x, ke yy )

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,),(»,»,)eR?, VkeR

b3) Asociativa mixta
(klkz)v = kj(kz V) s ve E k;, kge K

(ki k) (553%,) = (B k) 3 (ko Ky) ) = (o by oy, By Ky o)
koG Onaxy)) = Ky (e - x5k 0 %) = (kg o &y Xy ky e xy)

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,) e R? , Vi, k, eR

b4)

l'v=v ,vekE

L (x,x,)=1x,1%)=(,x) , Y(x,, x,)eR?
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Ejercicio 2} Estudiar cuales de los siguientes subconjuntos constituyen subespacios vectoriales de R?
con las operaciones inducidas:

b) B={(x,») eR*/x — y = 1}
¢) C={a,0)eR/aeR}"
d) 4={(x,y) e R®/3x+4’ = 0}

Caracterizar de forma general todos fos subespacios vectoriales de R

. T .. Cer P metesicn o
{(;gﬁ} fi-] (v greR 7 3x1Hy=0 | Formas cantesion

B

: i Ea { Y s ?
5o RS U I b @,QEL—N;’}“
m C‘E{ifa‘ﬂiﬂﬁi} Polre oe L0 e
VR 4.6 0

bl t 2 A
{‘&%i }f{}ﬁnga?;{ﬁmﬁz‘?{,f

.

; 3
i i U {}( AL ke i
v Tép{ﬁ‘m’&& gi\m, Lo Hray Qruu P ;ﬁ

%’b{uﬁ 'z}éﬁ*

. /
%’g%xh%f%g-ﬂ 3 }U,}é.g@ ;5;

P

=

%(Xﬁ)ﬂ*}) + E‘Hg% *é;x;»\? = O
3K Ty, FHy =0
3y ey e It

L u_-«w-ﬁ»-‘ji; uuuuu
& 0
o T =0
S u}m«fiﬁ, q

bl Velxaryl e v kek

| EKL{X’EQ?’l} &

I . e v T ‘:3 I a {,"\f’\i‘Q_.
- %in (A RA o] {/‘%\i&r {V"ZW‘«J} \ £ s ,§f

Vo x| b o A
Xhﬂz%* {?QXHK@%} ; susk. ©

£
A o, o g
‘ ' Hy,) =0 K.o=20. 2¢ e Y
) o 3 - ]
3 p MK =0 @ah}{t‘ tjj
S IA §r =0 AR
WMM_-WMMWWWM'“W” e (J
T
|conosion A )
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Estudiar cudles de los siguientes subconjuntos constituyen subespacios vectoriales de R®

Elercicio 3
con las operaciones inducidas:

a) Sy={{x,x2x3) € R}/ x1 ~ 2%, =0}

b) Sy={(¥1, ¥ x3) € R*/ 5x,—2x, =1}

¢) S3={(x1,x x3) € R}/ 25;i—2x3=0, x; +x3 = 0}
d) S¢={(x,x 1) e R/ x;+ x: =0}

e) Ss={(a,b-a,20)cR'/ a,beR}

Caracterizar da farma oeneral tndne lne aithepenaning vestarialec da R3

. % v k3 f 29 . :\}i
j(i_\d % B {{A’(%;?\'&}}k'ﬁj (’Eg?ﬁ\ f}‘; 73 {_!3
<j (Gﬁ;é\‘; L5,

(¥4 vhe bRy Jg' E}”‘ﬁ

f?;{, 3«} = U fm,l L N S
Yol | = s

( XLy )‘3}5592;;‘]‘!3.5%1’2}6'&;

ﬁ:/\ *}’[ Xy Ky (A Cfvjf \‘f K& k

______ \ / ; 1. en b
K{xy 1 %o %3] = (koxq szﬁixg} y v %
5 B s e T 'EK'G =0
xy - 2 Koxg 0) K (M_/_?f ) =0
J

E{y P‘*f%% gf
JACN %§<R%]

Corsdll

T
—

ﬁ:ﬂ; SL { K?;xa,ﬁ?‘\a}(ﬁ{?/g}%ﬁzﬁzfI?{

—
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e -
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Ejercicio 4| Se dice que una matriz es de Toeplitz si sus elementos son constantes sobre cada diagonal
Lo mm'm 21 (es decir, el elemento (7, /) es de la forma a.;). Sea 7', el conjunto de las matrices de
Toeplitz triangulares inferiores de orden #.

( \71/\ B¢ Longimed e i’“ﬁff, w awe it ae T

oy o U \ \ /ﬁ;@{E 5o Bitfe oibiy
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o 09\
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o
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Ejercicio 5

Estudiar cudles de los siguicntes conjuntos de vectores son linealmente dependientes y
cuales son linealmente independientes.

éx)[‘%((ta%}ii?;ﬁ}; en IR 17 }

&) {153 (G0} e (R'+5)

b) {(1,2),(-2,-4)} en (R%,+,)
e) {(1,1,1),(1,0,1)} en (R’ +,)
f) {(0,1,0),(2,21),(472)} en (R*,+,9)

. 0 3 0 6 0 0 AL (R).+
g) 2 1 3 O 2 s 1 0 cn ( 2( )3 ,)
h) {x*+1,3x-2, 4%} en (Po(R), +,")

i) {x*x-4,3} en (P(R),+, )
) {1, cos2t, sen’t} en (C(R,R),+,+)

R ;1 =0
! ipos 0 i
— % A %52 =2 fi

, . )=
L3} FRI0Es (0,0

- TIPS R
di%d\?%iﬁf@} 0

P A
A 2O 5’% = 0

R
p—

Mgai‘:z e (4 i %L,}»J

——

72 l <= 203 ) [ _mls‘}
pdHB U L __
Fzm s e Voo C}‘ij i i::{j jmb
3 5 O b /) ; { » ff \f z o {NZ“’P\) Y, g}
1 ef (< [ O ) .
E ;A o 0 =
A f O ’ \} ; 5)\ Y \\5 %\}5 { | 0 J { e }
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Ejercicio6 | Calcular la dimensién y una base de cada uno de los siguientes subespacios vectoriales,
Calcular también un espacio suplementario para cada subespacio.

a) A={(x,») eR*/3x+4y = 0} N
b)C=K@®eRwaemﬁ

¢) Sy ={(x1, % x3) € R*/ x; — 2%, =0}

d) Ss={(x1, %2 %3) € R’/ 2x;—2x3 =0, x; +x; =0}
e) Ss={(a,b~a,2b)e R/ a,beR)
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Ejercicio 7| Sean los siguientes subespacios vectoriales de R*:

N, = L[{(,0,0}] N, = L[{(0,1,0)}] N, = L[{(0,0,} ]

Se pide calcular la suma y la interseccion en los siguientes casos:
a) M, y M, by N vy N, c) M, y N, d) M, y N,

Estudiar, ademas, si ia suma es directa y si son suplementarios.
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Ejercicio 8} Sean las bases B = {(2,0),(0,3)} y B'={(1, 1), (-1, D)}. Se pide:
a) Las coordenadas de un vector v en la base B son (2, 2). Calcular sus coordenadas con
_respecto a la base candnica, _

b) Las coordenadas de un vector v en la base candnica son (3, 6). Calcular sus coordena- -

das con respecto a la base B,
¢) Las coordenadas de un vector v en la base B’ son (2, 2). Calcular sus coordenadas con

respecto a la base canénica.”
d) Las coordenadas un de vector v en la base canénica son (3, 6). Calcular sus coordena-

das con respecto a la base B’
e) Las coordenadas de un vector v enla base B son (1, 4). Calcular sus coordenadas con

respecto a la base B’
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Ejercicio 1

TEMA 3: APLICACIONES LINEALES -

Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales. En las que si lo sean obtener la matriz

asociada en las bases candnicas asi como los subespacios micleo € imagen:

s
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a) f(xay) = (‘4’5—2}’,2’5‘1'3’)

b) f(xsy) = (x'y:2x+y’ 3.7C)

) f(%3,2) = (x+y+z,2x2y+22)
d) fx,3,2) = (2,3, %)

e) fl,y,2) = (x+ z,x+ y+ 2)

) f(x,9) = &)

g fxey) = (&x+ty+3,x+)y)
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Ejerciclo 2

Se considera el subconjunto M de matrices cuadradas 2x2 definido de la forma siguiente:

M= {(:’ z}_/_a,b,.c-e_ﬁa}

y la aplicacién f: M — M .definida por
a b a-b b-a
I =
c 0 c 0
a) Demostrar que M es un espacio vectorial y dar una base de él.

b) Demostrar que f es lineal y calcular la matriz asociada a f en la base encontrada en
el apartado anterior.

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355




Bjercicio 31 Sean F, E' K-ev. y Sea f: E — E' lineal. Demostrar que:

S inyectiva & ker(f) = {OE}
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Bjercicio 41 Sean £, £’ K-ev. y sea f: E — E’ lineal. Demostrar que:
a) Si (w,...,u,) ligado = (f(#),..., /(1)) ligado

b) Si (w,...,u,) librey f inyectiva = (f(u),..., /(1)) libre
¢) Si (u,...,u,) esgeneradorde £ = (f(w,),..., f(#,)) es generador de Im( /)

d) Si (#,...,4,) es generador de E' y f sobreyectiva = (f(1,),..., f(1,)) es
generador de £
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Ejercicio 51 Sea la aplicacién lineal f(x,y) = (x +y, 2x—y). Sean las bases B={(1,0), (1, 1)} ¥

B7={(1,-1}, (0, 1)}.
Se pide:

a) La matriz asociada a f tomando como referencia las bases can6nicas tanto en el espacio
de salida como en el de llegada.

b) La matriz asociada a f tomando como referencia Ia base B en el espacio de salida y la
base candnica en el de llegada,

¢) La matriz asociada a f tomando como referencia la base candnica en el espacio de
salida y la base B’ en el de llegada.

d) La matriz asociada a f tomando como referencia la base B en el espacio de salida y la
base B’ en el de llegada.

\\ ¢ Qﬁg‘“_/ﬂi@\
Mot &{ i x‘i
i } . § oo 1 {f{y er& X =Y ;
Dt — F X o
| K . a3 1N
o - Lo, (o) bese canones
e | |

[‘ ‘wi)’% &goaﬂ}x}w\ G ;E, &
di‘\’jf“ i w W}i‘é ! o

E}”%‘?e@’“‘f‘; | pacio 5 zgw‘ajj

& ‘..{ 1 % de ék {{jm\(" %(,{’\1‘3:'.( % )\%‘ 1
1& bl g }

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfnos $1 548 31 78, 619 142 355




Al Mg‘i )

I‘\L\,]U iz (RSCC ‘tc»t\x\ o 7

! _
& C_\g,\ oypags & C
Uegath

E MO

“ \c\ "I’.\‘\)L 8! l,L\ Qf{‘ﬂcfc a4

28 Li\

e




Ejercicio 1

TEMA 5: PRODUCTO ESCALAR. ORTOGONALIZACION

En el espacio vectorial euclideo R* con el producto escalar usual se pide:

a)~Determinar-un-vector-unitario-que-sea-ortogonal-a-los vectores (1;2;1;0); (0=1;1;0)—
Y (1 ,I,-Z,l).

b) Obtener mediante el método de Gram-Schmidt una base de vectores ortonorma-
les para el subespacio’

V=L{({1,2,-1,0),(1,0,~2,1),(0,1,1,0) }
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Ejerciclo 21 Ep el espacio vectorial euclideo (IR*,<,>) usual consideremos el vector v = (7,,-6,9

y subespacio H = L[ {(1,~2,0,0),(0,1,2,1),(-1,0,1,1)} ]. Calcutar la proyeccién orto-

gonal dev sobre H.
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Ejercicio 3 | Sea H <R”. Demuestra que para cada ve R” se tiene

b I =)l proy,, (W) |+ || »=proy,, ()|

Siendo proy,, la proyeccién ortogonal sobre H,
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T Recuerda que:

Ejercicio 1

TEMA 6: DIAGONALIZACION

Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si s posible, la matriz:

(1 0 0)

valor propio = aufovalor
vector propio= autovec-
tor

Procura aplicar siempre
que sea posible las pro-
pledades de los deter-
minantes antes de po-
nere a calculatios

£n esle caso los tres
autovalores tienan
multipticidad algebraica
igual a uno

A=12 3 4
1 ~-1 -2

Cilculo de los autovalores

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son las raices de su
polinomio caracteristico,

l[4~a1]=0

asf pues, pasamos a calcular estas raices,

1 0 ¢ 100 1 0 0 A 00
2 3 41-21010(=0 = |}|2 3 4l-10 A 0l|=0 =
1 -1 -2 0 01 I -1 -2 0 0 A

1 -1 -2-4

ahora calculamos el determinante desarrollando por la primera fila para aprovechar los
dos ceros que hay en ella,

3-2

a-»"

4
_2_/1!=(1—/1)((3—ﬂ)(—2_2)_4.(_1)):0

1-)(B-2)(2-4)+4) =0
A-(-6-34+24+42 +4)=0
A-HA%2-14-2) = 0

y resolviendo [a ecuacién de segundo grado tenemos que,

_1+3
}1_w(-—l)i\/(—l)z—4o1-(—2)_1:|:JI+8 RESCINES N A=——=2
= = = = 3

21 2 2 2 Thal=3
2

por lo que el polinomio caracteristico queda factorizado,
(1-A)(A%-2-2) = (1-A)A-2)(4+]) = 0

Por tanto los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son :

A=1 m)=1
h=2  mk)=1
Bo=-l omk)=1
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Calculo de los autovectores

¢ Autovectores asociados al autovalor 4, =1

Hemos particularizado
t=1 por simpiicidad
pero se podifa haber
elegido cualquier otro
valor para la {

Recuerda que la mufti-
plicidad geométrica es,
por definicién la dimen-
slon detl autoespacio
asoclado

=4 0 0 (% 0 0 0 0Yx 0
2 3-4 4 nl=l0l =2 2 4fx|[=|0]=
1 -1 =2-=2 x, 0 1 -1 -3/ 0

2x, + 2%, +4x, =0 N X +x,+2x;=0
- x—3x=0 X —-x —3x=0

Tenemos un sistema con tres incognitas y sélo dos ecuaciones linealmente independien-
tes. Esto quiere decir que el sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo asig-

namos a la incégnita x3 el pardmetro ¢, es decir hacemos x, = f y ahora sustituyendo
nos queda un sistema con dos ecuaciones y dos incognifas:

x+x+2%=0 = x=-x,-2
X, —x, —-3t=0 = —-Xx,—-2t-x,-3t=0
Asf que nos queda:
-2%,-5%=0 = x =-—
2
5¢ t
X =—X—2 = X = -—(m-—J -2t = X = 5
Por tanto:
- Los autovectores asociadosa 4, =1 son § 2 ={( £, —52'—, t)e R/te R}.
- Ahora para obtener una base hacemos r=1ynosqueda B= {u = ( £, -3, t)}

- Por iiltimo la dimension es dim(S, ) =1 =m,(4,).

¢ Autovectores asociados al autovalor /12 =2

-4 0 0 X 0 -1 0 0]} x 0
2 3-4 4 Li=|10 =2 1 4ix|=|0]=
1 -1 =24 )\x 0 1 -1 -4 )ix 0
- X =0 = x=0
= {2 +x +4x0, =0 = x,+4x5,=0 = x, +4x, =0
X —%—4x=0 =>—x, —4x,=0 = x, +4x; =0

Hemos llegado a una ecuacion con dos incdgnitas. Para resolverla asignamos a la
incognita x; el pardmetro ¢, es decir hacemos x; = { y sustituyendo nos queda:

Xy =1
¥, +4x,=0 = x,+4=0 = x,=-4

Por tanto:
- Los autovectores asociados a 4, =2 son: S, :{( 0, — 41, t)e R /te IR} .

- Ahora para obtener una base hacemos 7=1ynos queda B= {v = ( 0, -4, 1)} .

- Por Gltimo la dimensién es dim(S, ) =1 =m_(4,).
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o Autovectores asociados al autovalor A, = -1
( 1-4, 0

En este caso también
se puede afimar que A
es diagonalizable
observando que es de
orden 3 y tiene 3
autovaleres distintos.

Importante:

Cada vector propio
tiene que estaren la
misma columna en que
esta su valor propio
asociado

R NI
SR ¥ v

=0 = x=0

2%,
= {2x +4x, +4x,=0 = 4x,+4x, =0 = x, +x, =0
X5 — X%— x=0 = X - x=0=x +x =0

Hemos llegado a una ecuacidn con dos incdgnitas, Para resolverla asignamos a la
incognita x; el parametro /, es decir hacemos x, = y sustituyendo nos queda:

X, =t
L+x=0 = x+f=0 = x,=-¢

Por tanto:
- Los autovectores asociadosa 4, = —1 son: S;,, ={( 0, —+¢, t)e R*/te R} .

- Ahora para obtener una base hacemos /=1 ynosqueda B= {w = ( 0, -1, I)} .

- Por filtimo Ja dimensién es dim(S, ) =1=m, (4,).

Estudiamos si A es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas calculadas
anteriormente:

m,(4) | m,(%)
4 =1 1 1
L=21 1 1
=-1] 1 I

Asi pues, como fodos los autovalores tienen igual multiplicidad algebraica que geomé-
trica fa matriz 4 es diagonalizable y por tanto es semejante a una matriz diagonal D:

A= pDp!

donde la matriz P es una matriz en la que las columnas son los tres anfovectores u, v
y w que ya hemos calculado previamente.,
Asi pues nos que queda:

1

1 0 0 120 01 0 0O /2 0 0
2 3 4| ={-5/2 -4 -1{|0 2 O0]}j-5/2 -4 -1
1 -1 -2 1 I {0 0 -1 1 1 1
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Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:

2 0 3

Ejercicio 2

A=10 1 0
-1 0 -2

Cilculo de los autovalores

Sabemos que los valores propios (autovalores) de Ia matriz 4 son las raices de su
polinomio caracteristico,

|[4-21]=0

asi pues, pasamos a calcular estas rafces,

20 3 1 00 20 3 A 0O
01 0[-A4{0 1 0}|=0 = 01 0{-(0 A4 0f=0 >
-1 0 -2 001 -1 0 2 00 4
2-4 0 3
= ¢ 1-2 0 =0
-1 0 2-2

ahora calculamos el determinante:
2-A)(A-A))(-2~-A)-3-(-1)-(1-A)= 0
(1-/£)((2-/'L)(—2—)p)+3)= 0
A-2)(A-2A+ 24 +A7+3) = 0
I-AD(A-D=0 = -A-DUA*-D=0 = A-DUA*-1D) =0

y aplicando diferencia de cuadrados ( igual a suma por diferencia) nos queda el polino-
mio caracteristico ya factorizado,

A-1)(A-DA+D) =0 = (2 -12(A+1)=0

Por tanto los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son :

A= 1 mk)=2
h=-1  mh) =1

Calculo de los autovectores

e Autovectores asociados al autovalor 4 =1

2-4 0 3 %) (0 1 0 3)(x 0
0 1-4 0 sl=lol =100 ofix|=]|0] =
-1 0 -2-2)\x 0 -1 0 -3/ \x 0
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= x + 3x =0
ecuacion, Para
resolverlo asignamos a

__ s laincognita x5 el

Tenemos tres = Xy + 3x3 =0
incégnitas y sofo una

parametro a, es decir | 51 qUe NOS quedar X, = — 30, X, = f§, X, = ¢ (ecuaciones paraméiricas de S;) =

hacemos X, =& y

ademés tomamos Por tanto:
x,=f: - Los autovectores asociados a 4, =1 son Sy ={( -3a, B, a)e R /a,fe R}.
- Ahora para obtener una base hacemos B= { U= ( -3,0, I) , V= (0, I, 0) } .
i i { ]

=, p=0 @, f=1
- Por Gltimo fa dimensién es dim(sS, ) =2 = m, (4,).

¢ Autovectores asociados al autovalor A, = —1
2-4, 0 3 X 0 30 3 (x 0
0 1-4, 0 1 =0l =102 0|lxi=;0] =
-1 0 2-4/\x 0 -1 0 -1 j{x 0
{ 3x, +35=0 X =—0
% +x=0
= 2x, =0 = { _0 = 5= 0
— = 0 xl .1‘3 =

Por tanto:
- Los autovectores asociadosa 4, = —1 son; S 4 ={( ~a, 0, a)e R /e R} .

- Ahora para obtener una base hacemos @ =1 ynosqueda B= {w = ( -1, 0, 1)} .
- Por iiltimo la dimension es dim(S, ) =1 =m (4,).

Estudiamos si A es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas ya calculadas:
m,(4) | m(4)
( A =1 2 2
A =-1 i 1

Asi pues, como todos los autovalores tienen igual multiplicidad algebraica que geomé-
trica la matriz A es diagonalizable y por tanto es semejante a una matriz diagonal D:

A= PDpP™

g“alzl‘;“‘?;‘éﬁ;r onlo donde la matriz P es una matriz en la que las columnas son los tres autovectores u, v y
tiens que es,‘;r :n i |w que ya hemos calculado previamente. Asi pues nos que queda:

misma columna en que .

esta su valor propio 20 3 -3 0 -1 1 0 0 -3 0 -1
asoclado

01 0of =01 0 61 0 01 O

-1 0 -2 1 0 1 0 0 -1 1o 1
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Elercicio 3

Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:

(1 0 0)

Recuerda quer
valor propio = autovalor
vector propio= autovec-
tor

Fijate que la Onica
solucion de este
sistema es la solucién
nuia

QOjo con esto por que es
muy importante!l

Recuerda que la multi-
plicidad geométrica es,
por definicién la dimen-
sion del autoespacio
asoclado

4 =71 -1 0
I 1 1

Cilculo de los autovalores

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz A son las rafces de su
polinomio caracteristico,

l4-21]=0

asi pues, pasamos a calcular estas raices,

1 00 10 0) 1 00) (200
2 -1 0{-4{0 1 0f|=0 = (|2 -1 0|-[0 2 0f|=0 =
111 00 1, 1 11) {00 4
-4 0 0
= |1 -1-2 0 |=0 = (-A-1-H1-A)=0
11 1-2

En este caso, al ser la matriz triangular, el polinomio caracteristico sale factorizado
directamente y los autovectores son:

A= 1
A = -1

m, () =2
m,(Ap) =1

Cialculo de los autovectores

» Aufovectores asociados al autovalor A, =1

-2 0 0 X, 0 0 0 0)(x 0
1 -1-4 0 |[|[x] =0 = |1 2 0][x,] =10
1 1 -4 ) {x 0 1 1 0)ix 0
X —-2x, =0 x =0

= =
y+ x, =0 x,=0

Ademds, como x, no aparece en el sistema podemos afirmar que puede tomar cual-

quier valor por lo que le asignamos un pardmetroa x, = f.
Por tanto:

- Los autovectores asociadosa 4 =1 son § A ={( 0,0, f)e R*/te ]R} .
fu=(0,0, 1)}.

- Ahora para obtener una base hacemos ¢=1ynos queda B=

- Por tltimo la dimensién es dim(S, ) =1=m,(4).

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfnos 91 548 31 78 , 619142 355




s Auiovectores asociados al autovalor 4, = —1

(TA 0 00 (0 (2oo)fx) (%)

L BT TR T T

2x, T =0 2x=0
= X =0
%+ +26=0 = ht2 =0 = p=-2
Ahora, asignando un pardmetro a x, = f nosqueda x, = —2f.

Por tanto:
- Los autovectores asociadosa 4, = —1 son: S " ={( 0, -2¢4, t)e R*/te R} .

- Ahora para obtener una base hacemos =1 y nos queda B= {v =( 0, ~2, 1)} .

- Por diltimo la dimensién es dim(S, ) =1=m,(4,).

Estudiamos si A es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas calculadas anterior-
mente:

En este caso el autovalor A, =1 no tiene sus multiplicidades algebraica y geométrica

iguales, por tanto podemos afirmar que A no es diagonalizable. Es decir, no existe
ninguna matriz de paso P tal que A sea semejante a la matriz diagonal D.

Ahora ya sabemos que A no es diagonalizable, Pero nos surge la siguiente pregunta,
Por qué A no es diagonalizable?:
De manera coloquial podemos decir que el autoespacio S 5 ho tiene suficientes vectores

linealmente independientes para “rellenar” la matriz P. No tenemos vector para llenar
la columna con interrogaciones, por tanto no se puede construir la matriz P.

1 00 0 0 1 0 0 6 7?2 0

F -1 0 =10 -2 0 1 0 6 7 2

I 11 1 1 0 0 -1 I 2?2 1
4 P D P
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Ejercteio 4 | Sea J la matrizreal de orden » (112 2) cuyos elementos son todos iguales a 1. Se pide:

a) Hallar los valores propios de matriz J -1 .

b) Hallar bases de los subespacios propios de J — 1 . ;Es dicha matriz diagonalizable?
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st 7 PREGUNTAS TIPQ TEST

7. Preguntas tipo test

L.- La expresion Yz P(x) => 3y '“'Q(y) es légicamente equivalente a Vy Q(y) = 3z ~P(x).

2. Si B es una forma escalonada reducida de Gauss de la matriz A, entonces las filas no
nulas de B generan el espacio vectorial generado por todas las filas de A (espacio fila).

3.- Si X es un conjunto y f: X — X una funcidn, entonces la unién de las imdgenes por f
de todos los subconjuntos de X es igual a X,

L s(4) = x.
ACX
a 2a
4. Si @ y b son ntimeros reales no nulos, A = b 2b| y AT = A esla matriz traspuesta
—a —2a

de A, entonces
rango{A AT) =2,

5. El subespacio vectorial real de matrices reales 2 x 3,

A+ p+y A Aty
S‘{( 0 Adp+y A )P MWIER

tiene dimensién 2.

6.~ St A € Mgyg(R) y rango(A) = 6, entonces
B e Mﬁxg(lR) tal qgue AB = 1dg.

7.- Sean X, Y y Z conjuntosy f: X +— Y y g: Y = Z funciones.

g o f es biyectiva si y sblo si f y g son biyectivas.

8.- Si A es una matriz cuadrada de orden n tal que para cualquier vector columna, b, de n filas
el sistema de ecuaciones lineales AX = b tiene solucién, entonces el sistema homogéneo
ATX = 0 tiene solucién tnica. (AT = 'A, matriz traspuesta de A).

9. El conjunto de los nimeros compiejos, C, con la suma usual de niimeros complejos y
el producto por escalares, A(z + yi) = Az + (\y)i, tiene estructura de espacio vectorial
respecto al cuerpo de los niimeros reales R.

10.- Sean U y V subespacios de un espacio vectorial W.

U UV es un subespacio vectorial si y solamentesi U Cc VoV C U.

11.- Si la funcién pnand g estd definida por la tabla

7l [ g lpnandq
VIiv F
VIF Vv
Vv v
FIF 1%

entonces
pV g <= (pnand p) nand(g nand ¢).

Algebra Lineal - 428




nov Tl

7 PREGUNTAS TIPO TEST s

12.- La sentencia
3 (P@) = (Q@) v R@)))

equivale logicamente a
~(Vz (P(2) A-Q(z) A ~R(x))).
13.- Sea X un conjunto. Para cualesquiera A, B, C, D, subconjuntos de X, se cumple
(ANBNC)N{AN(D - B)N(D - C)) =4

14.- Si X es un conjunto y A, B, C son subconjuntos de X, entonces
(AuB)NC = (AUC)N(BUCQ).

15.- Sean Ay B dos conjuntos, Id4 : A ~— A la funcién identidady f : A~ Byg: B3 A
dos funciones. Si (go f) = Id4, entonces g = f~1.

16.- Sea el conjunto A = {{z,y) € R? : 22 + ¢? = 9}. La funcién f : A —» R tal que
fl{z,y) = 22 es sobreyectiva.

17.- Sean f: X +— Y una funcién entre los conjuntos X e Y.
VAC X fHf(4)) = A

18.- Si * representa la operacién  * y = 2%, entonces el sistema algebraico (]N — {0}, %) tiene
elemento neutro.

19.- El predicado ~Jz(P(z) == Q(x)) equivale légicamente a Vz(P(z) V -Q(x)).
20.- 8i f:R™1+— R" es una aplicacién lineal, entonces Ker(f) # {6}}
21.- Sean U y V dos subespacios vectoriales de dimensién finita del K-espacio vectorial W. Si
dim(U) = dim(V) = dim(U + V),
entonces U = V.
22.- Sea (E, <, >) un R-espacio vectorial euclideo y sean U, V subespacios vectoriales de E.
{(VeR:V1IU+V)}={VcE:VLIU}+{VeE:VLV).

23.- Existe un subespacio vectorial, V, de R® tal que dim{V) = dim (VJ-).

24.- El sistema de vectores {73), v} del K-espacio vectorial V es libre si y solamente si {ﬁ —
V, o + ¥} es libre:

25.- Sean A = (a;;), B = (bij) € Mp(R).
n n
Si Zag; = Zbﬁ, entonces 3P € M, (R) tal que P71AP = B.

i=1 i=1
310 300
26.- Lamatriz A= {0 2 0} essemejantealamatriz B= [0 2 0].
10 2 001
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27.- La matriz A € M, (©) no es invertible si y sélo si A = 0 es autovalor de A.
28.- LR)={f:R—R: fes line%l} es un R-espacio vectorial de dimensién 1.
29.- Sea (B, <, >) un R-espacio vectorial euclideo y W,V € E.

=V VWEE <U,Wo>=<V, W>.

30.- Sean A, B € M,(R).

A= B & VC € Mpa{R) AC = BC.

31.- El predicado ~Vz(P(z) = Q(z)) equivale légicamente al predicado Jz(P(x) A -Q(z)).

32.- Si todos los coeficientes de la matriz A € My(C) tienen parte imaginaria no nula, entonces
A no puede tener autovalores reales.

33.- El conjunto de matrices formado por las soluciones de la ecuacién matricial

o 1)x=( %)

tiene estructura de espacio vectorial.

34.- Si f : Ev— B’ es una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales y H es un subespacio
de E, entonces dim (f(H)) < dim(H).

1% 14+ 15+2
35.- El rango de la matriz | (—2)% (—2)F1 (—2)"*2 | e5 3 Vi € Z.
ak ghtl gk+2

36.- Dadas las funciones lineales h: E+— E'y f: E' —» E" entre los K- espacios vectoriales
E, E'y E", se verifica

Img(f o h) = Img(f) <= h es sobreyectiva.

_}
37.- 5i el conjunto de las soluciones del sistema de ecuaciones lineales A¥ = b coincide con el
conjunto de las soluciones del sistema de ecuaciones lineales B¥ = b, entonces A = B.

38.- Si A= ((1) _{1]) , entonces A120 = ([1] ?) .

39.- Sean U y V subespacios vectoriales del K-espacio vectorial E. Si UNV # {_0>}, entonces
U UV es un subespacio vectorial.

40.- Si y V son autovectores linealmente independientes de un endomorfismo f, entonces
F() y f(¥) son linealhnente independientes.

41.- Sea K un cuerpo conmutativo. Si P € Myxn(K) y PTP = 1d,, entonces m > n.

42.- Sea {E, <,>) un espacio vectorial euclideo y G un conjunto de vectores de E. El proceso
de Gram-Schmidt aplicado a G produce siempre una base ortogonal de E. -
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43.- Sea V, V #£ {ﬁ}, un subespacio vectorial de un espacio vectorial euclfdeo de dimen-
sion finita, E. La proyeccién ortogonal sobre V, proyy : E — E, es un endomorfismo
diagonalizable. :

44.- Si A, B € M,(R) y B = A2, entonces el polinomio caracterfstico de B es el cuadrado del
polinomio caracteristico de A, Pg(\) = P5()\).

45.- Sean n,pe Ny A € M,(R). Si A € R es un autovalor de A y AP = 0, entonces A = 0.

46.~ Si f: E - E es una funcién lineal entre espacios vectoriales tal que Ker(f) # {6}} y
Ker(f} @ f(E) = E, entonces para cualquier base B de E, la matriz de f respecto de B,
ME(f), tiene alguna columna nula.

47.- Si A es una matriz diagonalizable, entonces A% también lo es.

- -
48.- Sea la matriz A € M,(K). El sistema AX = b tiene solucién Gnica para cada b €
My x1(K) st y sélo si el cero no es autovalor de A.

.__}
49.- §_:} K es un cuerpo conmutativo, n € N, A € M,(K), A es singular, b € My (K) y
b # 0, entonces el sistema de ecuaciones lineales Ab = ¥ tiene solucién tinica.

50.- 51 0 es el tinico autovalor de la matriz A € M3(R), entonces 3n € N tal que A” = 0 (A
es nilpotente).

51.- Sea V' un R—espacio vectorial de dimensién finita y ¢ € R — {0}. Todo autovector W € V
del endomorfismo f : V +— V también es autovector del endomorfismo ¢f : V —s V.

52.- Si un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita no es inyectivo, entonces
el término independiente de su polinomio caracteristico es 0.

53.- S5i V es un espacio vectorial real de dimensién ny f: V+— V un endomorfismo, entonces
la suma de las multiplicidades algebraicas de los autovalores de f es n.

54.- Toda matriz de rango maximo es diagonalizable.
55.- El endomorfismo f : R3 +— R® tal que
f@,y,2) = (2, ~y)
es diagonalizable,

56.- La aplicacién <, >: Ma(R) x My(R) — R tal que
b b
3 ) ( LR a1 + agz + byy + big + ba + oo
a1 ag bai  bop

es un producto escalar,

57.- Existe una matriz diagonal D € M3(R) tal que

1 01 1 11 1 11
011 -1 1 1}j=}-1 1 1}|D.
110 0 -2 1 ¢ -2 1

58.- Sea D una forma diagonal de Ja matriz diagonalizable A. Si la matriz A no es invertible,
entonces D no es invertible,
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59.- Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién finita, n. Cualquier subconjunto-de V formado
por més de n vectores distintos es generador de V.

60.- Si f: X — Y es una aplicacién entre los conjuntos X e Y y A y A’ son subconjuntos
de ¥, entonces f~H{A)N f-1(A) = f~{AN 4.

61.- Vo & X ((Ple) = Q=) A P()) = Q(z).

62.- Sea A € My (R). La dimensién del subespacio fila de A coincide con la dimensién del
subespacio columna de A.

63.- S5i V es un K-espacio vectorial de dimensién impar y f : V +—— V es una aplicacién lineal,
entonces Ker(f) # Img(f).

G4.- Si A € Mpxi1(R), entonces el rango de AAT es 1.

65.- Si A € M,(R) y A es invertible, entonces todas las submatrices cuadradas de A de orden
7 — 1 son invertibles,

.__)
66.— S5i A € Muym(R) ¥y b € Mpuxa{R), el sistema de ecuaciones lineales AX = MB} es
compatible determinado si y solamente si rango(A) = rango (Afﬁ)

67.- Si A € My(R), entonces los sistemas lineales (xy 22 - 2,) A= (by by -+ ba)y
T bl
€T bg
A = tienen las mismas soluciones.

Ty by

68.- Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V —3 V una aplicacién lineal,
entonces Img(f o f) ¢ Img(f).

69.- El predicado -3z (P(2) => Q(=)) equivale l6gicamente al predicado Va (P(x) A-Q()).

70.- Si f : A v Y es una aplicacién entre conjuntos y B ¢ Y, entonces f ( SUB)y) =
Bn f(X).

71.- Sean f,g: R® — R® endomorfismos tales que dim (Ker ( f)) = dim (Img (g)), enton-
ces dim (Ker (g)) = dim (hng (f))

72.- Si el endomotfismo f : R” = R” tiene n autovalores distintos, entonces el rango de f
es n.

73.- La matriz cuadrada 4 € M, (K) es singular si y sélo si existe un autovalor de 4, X, tal
que Ker{A) estd contenido en el subespacio propio asociado a .

74.- Sea (E, <, >) un espacio vectorial euclideo y 1,V € E.
Si {W el .< ﬁﬁ? >= 0} = {v_v> e F.< ?,W S 0}, entonces U = V.

75.- Las matrices cuadradas, X € My(R), soluciones de la ecuacién matricial

GHESIE)

forman un subespacio vectorial de dimensién 2 de Ma(R).
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76.- El conjunto H = {p(z) € Rlz] : p'(-5) = 0} es un subespacio vectorial del espacio
vectorial real de polinomios en la indeterminada z y con coeficientes reales, R[z}.

1 -1
7. La matriz M = 1] 1 0 es una de las matrices de cambio de base entre las
0 0 1

bases By = {1,1+ #,1 4+ %} y By = {1,2,2?} del espacio vectorial de polinomios con
coeficientes reales y grado menor que 2, Ra[z] = {ap + a7 4 a22? 1 ap, 1,25 € R}.

78.- La mairiz A = (1 2 w1) € Mjx3(C) admite inversa por la jzquierda.
79.- Existe un endomorfismo f : R? — R? tal que Img(f) = {(z,%) € R?: |z 4+ y| =1}.

80.- Si la matriz cuadrada A € M,(K) es singular, entonces existe p € N tal que A? =0 ¢
M, {K).

81.- Ve Jy Pz, y) = y Ve P(z,y).

82.- SiU; = {(a,0):a € R}, Uz = {(0,) : b e R} y Us = {(¢,¢} : ¢ € R} son subespacios de
R2, entonces Uy + Uy + Us es suma directa.

83.- La dimensién de un espacio vectorial de dimensién finita, V, coincide con el cardinal de
un conjunto formado por el mayor niimero posible de vectores de V linealmente indepen-
dientes.

84.- Si f: Ev— E' es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales y {z1,%3,...,2Zn} es un
-sistema libre de E, entonces { fle) flxe),.... f (:rn)} es un sistema, libre de £'.

85.- Sean U, V' y W conjuntos, f: U +— V y g: V +— W funciones y E = g{f(U)). Si
go f: U E es isomorfismo, entonces f y g son biyectivas.

123 45

2 3456
86.— Elrangode lamatriz A= |3 4 5 6 7] es2,

4 5 6 7 8

5 6 789

87.- Si A € Mpxm(K) y B € Myn(K) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz A
una operacién elemental entre filas, entonces las columnas i y j de A son linealmente
independientes si y sdlo si las columnas i y j de B son linealimente independientes.

88.- Si A1 y A2 son autovalores distintos de la matriz A, entonces
Ker(A — A Id) NKer(A — Az 1d) = 9.

89.- En el espacio vectorial real C[0,1] = {f: [0,1] = R : f es continua}, la operacién
1
< f(2),9(=) >= 5 {f(0)g(0} + f(1)g(1)

es un producto escalar.

90.- St E es un K-espacio vectorial de dimensién finita, 7 un subespacio vectorial de E y
f+ E+— F un endomorfismo, entonces

dim (f”I(F)) = dim (Ker(f)) +dim (F N Img(f)).

Algebra Lineal - 433




eeeee
.....

ot ' 7 PREGUNTAS TIPO TEST

91.- SiU, V' y W son K-espacios vectoriales y f : U+ V y g: V v W aplicaciones lineales,
entonces
Ker(go f) = f~!(Ker(g)).

92.. Si (E, <, >} es un espacio cuclideo y x_r‘)o € E, entonces la aplicacién f;& : Evr— FE tal
que
() =<3 > %
es inyectiva.

93.- Sea X = {a,b,¢,d}.

3 una funcién f: X — X tal que Vz € X f({=}) n{z} = 0.

94.- Si A= (z 3) € My(R) y ad + be = 1, entonces el rango de A es 2.

95.- Sea K un cuerpo, n € N, A, B € M, (K) y A una matriz regular. Si AB = 0, entonces
B=0.

96.- Sea E un K-espacio vectorial. Diremos que T' C E es liberado sindical si y s6lo si

W (VeT =V ¢ b(T- (7).

Alguno de los siguientes conjuntos es liberado sindical: E, { ﬁ)}, B

97.- Sea £ un K-espacio vectorial, TC E'y VerT

L1) = L(T - {V}} + L({7}).

08.- El sistema S = {senz, 1, #, z?,..., 27} es un sistema libre en el espacio vectorial real
de las funciones reales de variable real continuas, C(R).

99.- Si la matriz A € Mu(C) es diagonalizable e invertible, entonces A1 también es diago-
nalizable,

100.- Sea K un cuerpo conmutativo. Si P € Mpyxn(K) y PTP = 1d,, entonces rango(P) = n.

101.- Si todas las raices del polinomio caracteristico de la matriz A € M (R) son reales,
entonces A es diagonalizable,

102.- Sea X un conjunto tal que Yz € X (P(z) = Q(2)) y sea a € X. Si se verifica ~P(a),
entonces necesariamente se verifica —Q(a).

103.- Si (E, <, >} es un espacio vectorial euclideo y v§ € E, la aplicacién [t Evr— E tal

que
f;,—g(?) =< ‘76,? > 175

es inyectiva.

104.- Si Uy V son subespacios vectoriales de un espacio vectorial £ tales que U @ V = E,
entonces VV € E (Ve UVV € V).
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105.- Sean A y B conjuntos y f: A~ By g: B+ A funciones. Si go f = Id4, entonces f
es sobreyectiva.

106.- Si {\71),172}} es un sistema libre del K-espacio vectorial B, W € E y w 74 L({?}),Vg}}),
entonces {i}}) , V3, W} es un sistema libre.

107.- Existen matrices A, cuadradas, con coeficientes reales, invertibles y 2 x 2 tales que A™! =

108.- Si A € Muym(K) y B € Mpym{IK) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz 4 una
operacién elemental entre filas, entonces las filas i y j de A son linealmente independientes
si y sélo si las filas 7 y 7 de B son linealmente independientes.

109.- Todo subespacio vectorial, S, de un espacio vectorial de dimensi6n finita, E, es el nicleo
de alguna aplicacién lineal [ ; B+ E,

110.- Si E es un K-espacio vectorial, f € End(E) y f2 = fo f, entonces
f2=0<= f(E) C Ker{/).

111.- Si A, B € M,(R) y rango(AB) = rango(B), entonces B es invertible.

112.- Sean U, V y W subespacios del espacio ve(:‘toriaI cuclideo (£, <, »).SiU L VyV 1 W,
entonces U L W,

113.- Sea £ un R-espacio vectorial, S, &' ¢ Ey @ € E. Si L(SU {ﬁ}) = L(S’ U {ﬂ\}),

entonces S = S’
114.- Una funcién f : X ~—3 X es inyectiva si y sélo si f(f (X)) ¢ X.

115.- Si s filas de una matriz A son linealmente dependientes, entonces A contiene s columnas
linealmente dependientes.

116.- Sea B € My(R). La matriz A = (Ig;‘ a ) € Man(R) verifica A2 = Idg, .

n

117.- _S)ea A € Mpyq(R) tal que Ker{A) = {6}} Para cada T)) € Mpx1(R), el sistema AX =
b tiene una tnica solucién.

118.- Todos los autovalores de una matriz cuadrada 2 x 2, simétrica y con coeficientes reales
son nimeros reales.

119.- S8i f: E+— E es un endomorfismo y H un subespacio vectorial de F, entonces H es un
autoespacio de f asociado a un autovalor X £ 0 si y sélo si f(H) = H.

120.- Sea A € M2(©). 8i U y V son dos autoespacios de A tales que U @ V, entonces A es
diagonalizable.

121.- Sea ) = (:Tl) ﬁg ff.).) una matriz real de orden n x r tal que QTQ = Id,. La
minima distancia de @ ¢ M, x1(R) al subespacio Col(Q) es igual a

\lﬂ?llz ~ i <i,qf >2
i=1
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122.- Dada la funcion f: X r— X, se verificaque fo f = f <= f =1Idy.

123.- . - Dadas las aplicaciones lineales f : £ — E' y g : E +—— E’ y el subespacio vectorial
H C E, se verifica que f(H) + g(H) = (f + g)(H).

124.- Una aplicacién lineal f : R”® —3 R? es sobreyectiva si y solo si las funciones wy o f y
7z © f son linealmente independientes, donde y(z,y) =z y ma(z, ¥} =y

125.- Sean A, B € M,(R). Si rango(AB) = rango(B), entonces A es invertible.

_)
126.- S8i A € Mp(R), b € Mpxi(R) y P € M,,(R) y es invertible, entonces el sistema
AX = tiene solucién si y sélo si el sistema (P~1AP)® = P~1D tiene solucién.

127.- Sea f 1 £+ E un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita. Si Img(f)
es un autoespacio asociado a un autovalor distinto de 0, entonces f es diagonalizable.

128.- Si A € M,{C) verifica que existe n tal que A" = 0, entonces 0 es el (inico autovalor de
A.

129.- En el espacio vectorial euclideo C{[--m,7]) con el producto escalar

<hg>= [ Il dz,

3

2
la norma del vector f(z) =x es m;—

130.- Si A € Mxn{©) y rango(A) = m, entonces existe R € M, (€) tal que AR =1d,, .
131.- Sea A una matriz cuadrada de orden n. Los autovalores de A y AT coinciden.

132.- . . Sea S {ul,uz, 1_13.} un conjunto de vectores de un C-espacio vectorial, E, y sea

vl,v2, . ,\_r},.} el s:stema, obtenido al aplicar el método de Gram-Schmidt a 5. Si
et —
Trj = 0, con j > 1, entonces el vector uj depende linealmente de {ul,uz, ces ,uj_l}.

133.- Sea f una aplicacién lineal entre los K-espacios vectoriales U y V. El sistema de vectores
{ui,03,...,05} C U es libre si y sélo si {f(ﬁ"{),f(lﬁ),,f(xﬁ)} C V es libre.

134.- Si E es un K-espacio vectorial, <, > un producto escalar en E y U y V dos subespacios

vectoriales de F, entonces
UcV=Utcvi

135.- . . Sea E un C-espacio vectorial y f un endomorfismo de E. Si i y ¥ son autovectores de
f, entonces o + V es un autovector de I

136.- 5i G € My(K) es la forma escalonada reducida de Gauss de la matriz A € M, (K),
entonces A y G tienen los mismos autovalores,

137.— E:L(lﬁ,...,tﬁ)—i—L(\T;,...,Vﬁi) c}{ﬁi,...,ﬁ‘,}l,\ﬁ),...,\_ﬁ} es una base de E.
138.- Si E es un K-espacio vectorial y f € End(E), entonces fo f = f <= f = Idg.

139.- Dadas las aplicaciones f: X +— Y y g: Y +— Z, se verifica que go f : X — Z es
biyectiva si y solo si f y g son biyectivas.
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140.- Si E es un K-espacio vectorial de dimensidn finita, entonces no existe f : E— E lineal
tal que Img(f) = Ker(f).

. . . -
141.- Si A es una matriz cuadrada de orden n tal que para cualquier vector columna b de n
filas el sistema de ecuaciones AX = b tiene solucién, entonces la ecuacién homo énea
H
A¥® = 0 tiene solucién tinica.

142.- Para cualquier funcién, f: X +— Y, se cumple f '1( f(X))=X.
143.- La funcién f : X = Y es biyectiva si y sélo si f(f7}(Y)) =Y.

144.- La funcién real de variable real f(x) = sen & cos z pertenece al espacio vectorial generado
por el conjunto de funciones reales de variable real G = {1,sen z,cosz}.

145.- Las matrices cuadradas, con coeficientes reales, de dimensién 2 x 2 e invertibles forman
un subespacio vectorial del espacio vectorial de las matrices cuadradas reales de dimensién
2 x2,

146.- En una matriz A con coeficientes reales, el mayor nimero posible de filas linealmente
independientes coincide con el mayor nimero posible de columnas linealmente indepen-
dientes.

147 .- Si Ay B son conjuntos cualesquiera, entonces los conjuntos A ~ B, B— Ay An B son
disjuntos entre sf.

148.- Si A y B son conjuntos cualesquiera, entonces (AAB) U (AAB) = AAB.
149.- 8i By y 5 son matrices elementales de dimensién n x n, entonces Ey By = EyEy.

150.- La unién de todos los subespacios vectoriales de dimensién 1 de un espacio vectorial,
V # {0}, es igual a V.

151.- Si f : R* = R" es una aplicacién lineal, entonces Ker(f) C Ker(f?).
152.- Todo endomorfismo biyectivo es diagonalizable.
153.- Todo endomorfismo diagonalizable es biyectivo.

154.- Si f:V == W es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita,
entonces dim V' = dim (Ker(f)) + dim (Img(/)).

155.- En el espacio vectorial enclideo C{{—m, 7]} con el producto escalar
m
< fig>= [ fl2)g(z)dex,
—

el médulo del vector f(z) = cosz es 7 (|| cosz|| = ).

156.- En el espacio vectorial euclideo C ({—W, ﬂ}) con el producto escalar

< f,g >= ﬁf(m)g(:b) dx,

-

el médulo del vector f(z) =senz es m ({senzlf = n).

157- V| |FF] Si f:R®— R" es una aplicacién lineal, entonces Im < Img(f?). -
g g
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158.- La matriz ( _; _f ) puede ser la matriz de un producto escalar en R2.

159.- La matriz ( m{l) mé ) puede ;er la matriz de un producto escalar en R2,

160.- Side Mu(R)y dp e N tal que Id,, +A + A% + - + AP = 0, entonces A es invertible.

161.- El subespacio vectorial de R3 generado por los vectores v} = (2,1,0), v% = (0,1,2)
y \73‘ = (3,2,1) coincide con el subespacio vectorial de R3 generade por los vectores
af = (1,1,1) y i3 = (1,0, -1).

162.- Sea f: X +— Y una aplicacién entre los conjuntos X e Y y A y A’ subconjuntos de X,
entonces f{A) N f(A) C f(AU A").

163.- El sistema homogéneo

mz+{m+1)y+22=0
z+my—z=0
z+(m+2y+2z=0

tiene solucién tinica para cualquier valor m € R.

164.- Si f: V —> V es un endomorfismo del espacio vectorial V y U es un subespacio vectorial
de V, entonces dim(U/) > dim (f{U)).

165.- Las matrices, X € M3(R), soluciones de la ecuacién matricial

(1) x=( )

forman un subespacio vectorial de dimensién 2 de M,(R).

166.- Sila matriz A = | @21 asp az3 | es invertible, entonces B =

ajr a1z 13 (
Q31 azz a3z

aj; a .
1 %12) ambién es
ag1 a2

invertible.

167.- Sea {(ge f):V v vl endomorfisme composicién de los endomorfismos f y g
del espacio vectorial V. Si ¥ ¢ Ker(g o f), entonces V € Ker(f}.

168.- La matriz —asociada a las bases B = {E{,@,..,,e_,),} y B' = {é?,;z,...,e_’)n} de R™—

de la aplicacién lineal f : R™ — R™ tal que Vi = {1,2,...,n} f(é‘i)) = € es la matriz

identidad de M (R).

169.- Si B = {E{,é}},gg) } es una base de un espacio vectorial V y ¥ € V, entonces B! =
{é“i> +V,ed+V,8 + 7} también es una base de V.

176.- St A € Mppxn(C) y rango(A) = m, entonces existe L € My {QC) tal que LA = I,,.
171.- Si A € My(R} y es invertible, entonces 3p € N tal que Id,, +A4 + A% + ... 4+ AP = 0.
172.- El subespacio vectorial de R® generado por los vectores v = (2,1,0) y v = (0,1,2)

coincide con el subespacio vectorial de R® generado por los vectores 11 = (1,1,1)}, 1T2> =
(1,0,~1) ¥ 1T3) =(3,2,1}.
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173.- Sea f: X +— Y una aplicacién entre los conjuntos X e Y y A y A’ subconjuntos de X,
entonces f(AYU f(4") C f(An A").

174.- El sistema homogéneo
(m—-1z4+22=0
z+(m+1y=0
y+2=0

es compatible determinado para cualquier valor m € R.

175.- Si f : V +— V es un endomorfismo del espacio vectorial V y U es un subespacio vectorial
de V, entonces dim(U) < dim (f(U)).

176.- Las matrices, X € My(RR), soluciones de la ecuacién matricial

11 00
GHES)
forman un subespacio vectorial de dimensién 2 de My (R).

177.- SiA,BeMpuny vV € Mapxs AV = BV, entonces A = B.

178.- Sea (go f): V v %3 V el endomorfismo composicién de los endomorfismes f y g
del espacio vectorial V. Si V € Ker(g o f), entonces ¥V ¢ Ker(g).

179.- La matriz asociada a la aplicacién Id : R" — R” tal que Id(V) = ¥ ¥V € R”, es
siempre la matriz identidad.

180.- Si B = {é’f,aﬁ, e_;;}} es una base de un espacio vectorial V entonces B’ — {éwi -+ é}?,t?:z) +

e3,<?§ + é}’} también es una base de V.

181.- Sea f:R" — R" un endomorfismo. La suma de las multiplicidades geométricas de los
autovalores de [ es n.

182.- Sea f : R® — R? un endomorfismo. Si el conjunto de todos los autovectores de f tiene
estructura de subespacio vectorial, entonces f es diagonalizable. -

183.- Si la matriz asociada al endomorfismo f: R? +— R? respecto a la base B es simétrica,
entonces f es diagonalizable,

184.- Sea f: R®+— R3 tal que f(@,y,2) = (3¢ + y + 52, Ty, 7z). El conjunto
S3 = {(v, 40 —58,8): «,f € R}
es el subespacio propio asociado al autovalor A = 3 de f.

1 11

185.- Lamatriz A= {0 2 0] esdiagonalizable.
6 0 2

186.- En el espacio vectorial euclideo Rp[X] = {ag + ey + a2 : ag, 0,00 € R} con el
producto escalar

2
< px), q(x) >=< ag + a1z + ag2?, by + byz + byz? >= Z a;b;,
i=0

la norma del vector p(z) = 1+ 2% es 2 (J1 +2%|| = 2).
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0 0 5
187.- Si, respecto a la base B, la matriz del endomorfismo f : R —3sR3es A= [0 0 0) ;
000

entonces 3V € R3, V # "ﬁ} tal que f(?) =5V,

188.- En el espacio vectorial Ri{X] = {p(z) = ap + @12 : ag,e1 € R}, la operacién

< ple)a(z) >= 5 (p(0)a(0) + p(a(D)
es un producto escalar.
189.- Si el rango de A € M3(IR) es 1, entonces A es diagonalizable.
190.- St A € Mu(R) tiene k autovalores distintos, entonces rango(A) < k.

191.- Si 4, B € Myp(R) y son semejantes, entonces A— X Id, y B— X Id,, también son matrices
semejantes VA € R.

192.- La matriz G ;) puede ser la matriz de un producto escalar en R2,

193.- Aplicando tinicamente operaciones elementales entre filas, cualquier matriz de My(R)
puede reducirse a una de las siguientes formas:

6o 6o 3)

194.- Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién finita, n. Cualquier subconjunto de V formado
por més de n vectores distintos es linealmente dependiente.

195.- Sea f: X —— Y una aplicacién entre los conjuntos X e Y y A y A’ subconjuntos de X,
entonces f{A)N f(A") = f(An A').

196.- Vo e X ((P(a:) = Q(x)) A ﬁQ(m)) = -P(z).
197.- Sea A € Mpxm(R). El subespacio fila de A coincide con el subespacio columna, de A.

198.- Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y f: V +— V una aplicacién lineal. Si
Ker(f} = Img(f), entonces la dimensién de ¥ es un niimero par.

199.- Si A € Mpx1(R), entonces AAT es invertible.

200.- 8i A € My(R) y rango{A) = n, entonces todas las submatrices cuadradas de A de orden
n - 1 tienen rango n — 1.

%
201.- SiAe Mpm(R)y b € MHXI_gIPu), el sistema lineal AR = b es compatible si y
solamente si rango(A) = rango (A}b).

202.- Si A € M,(R), entonces los sistemas lineales (zy,z9, -- yiEn)A = (b1,bg, - b)) ¥

T by
o | %2 ba | . . .
A . | =1 . | tienen las mismas soluciones.
Ln b,
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203.- Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V +— V una aplicacién lineal,
entonces Ker(f o f) C Ker(f).

204.- SidneNtalque A" =0 (A es nilpotente), entonces 0 es el tinico autovalor de la matriz
A € M3(R).

205.- Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita y ¢ € R — {0}. Todo antovalor A € R
del endomorfismo f : V' +— V también es autovalor del endomorfismo ¢f : V —s V.

206.- 81 A1, Az, ..+, A son los autovalores del endomorfismo f : R® -3 R", entonces el poli-
nomio caracteristico de f es P(A) = (A — A1)(A— A2)--- (A = An)

207.- Si el término independiente del polinomio caracterfstico de un endomorfismo f ; V — V
de un espacio vectorial de dimensién finita es 0, entonces f no es inyectivo.

208.- Toda matzriz diagonalizable tiene rango méximo.

209.- Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita y f: V 3 V un endomorfismo. El
escalar A € R es un valor propio de f si y sélo si Ker(f — A Id) # {H}

210.- El endomorfisme f : R® — R? tal que
Hay,2) = (5, 2,9)
es diagonalizable.

211.- La matriz de cambio de base que diagonaliza a una matriz diagonalizable, es tnica.

212.- Los vectores {(1,-1,0),(1,1,-2),(1,1, 1)} son una base de R3 formada por vectores

1 01
propios del endomorfismo cuya matriz asociada a la base canénicaes A= [0 1 1
1 10

213.- Sea D) una forma diagonal de la matriz diagonalizable A. Si la matriz A es invertible,
entonces [} es invertible.

214.- VA € Mpxm(C) min(n, m) < rango(A) < méx(n, m).

215.- Sea V un K-espacio vectorial de dimensidn finita y f: V +— V una aplicacion lineal. Si
dim (Img(f)} = dim (Img(f o )}, entonces Ker(f) N Img(f) = {—6}}

216.- Si f: E+— E' es una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales y T es un conjunto
de vectores de E, entonces ¥V € L(T) = f (V) € L(f(T)).

217.- Todas las funciones de Zy en Zo son lineales.

218.- Si las columnas de la matriz cuadrada A € M, (IR) son ortogonales entre s, entonces A
no es invertible.

219.- Sea E un espacio vectorial euclideo. Existe un subespacio vectorial de E que es ortogonal
a todos los vectores de F. '

220.- Si A € My(K), entonces el conjunto-{B € M,(K) : BA = 0} es un K-espacio vectorial.
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221.- Si £ es un K-espacio vectorial y By y By son dos conjuntos de vectores de E que generan -
-respectivamente los subespacios L(B) y L{B;), entonces

BinBy = ﬂ"&_‘:é L{B1) + L(B3) es suma directa.

222.- Sea F' € Myxq(R).

FFT = Id, <= Las filas de F son un sistema ortonormal.

223.- Sea ¥ un K-espacio vectorial de dimensién finita y B, B’ dos bases de £. Si fiBE— FE
es una funcién lineal sobreyectiva y A es la matriz de f respecto a las bases B y B,
entonces A es invertible,

224, Sea F un K-espacio vectorial. El vector V € E es combinacién lineal de los vectores
{wi,u2,...,0} C Esiys6losiVAg, Mg, ..., A, Angr € K,

_)
MU F AT+ A Al Ay V= 0 = Ay =g = o = Ay = Anys = 0.

225.- Si f:E+— E' es una aplicacion lineal entre K-espacios vectoriales y T es un conjunto
de vectores de E, entonces V € L(T") « f(V) € L{f(T)).

226.- Sea F' € Mpx,(R).
FFT =1d, <= Las columnas de F son un sistema ortonormal.
227.- Si las columnas de la matriz cuadrada A € M, (RR) son ortogonales entre si, entonces A
es invertible.

228.- El subconjunto de las matrices con coeficientes reales, cuadradas de dimensién n e in-
vertibles no es un subespacio vectorial de M,,(R).

229.- Todo endomerfismo real, f: R® ~— R™, tiene algiin autovalor real.

230.- Si U y V son subespacios vectoriales de un R-espacio vectorial euclideo de dimensién
finita (E, <, >), entonces U C V+ «—= V c UL

231.- La aplicacién lineal f: R3 +— R® determinada por las relaciones
F(1,1,1) = (3,2,1), f{0,1,1) = (0,1,2), £(0,0,1) = (~1,0,1)
es biyectiva.

232.- Sea F un C-espacio vectorial de dimensién finita y f : £+ E un endomorfismo. Si f
es suprayectivo, entonces toda base de £ se transforma, mediante f, en una base de E.

M_)
233.- Sean A € Muxm(C), b € Mpx1(€) y P € M,(©), P invertible. Los conjuntos de

_}
soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales A¥ = b y (PA)X = b, coinciden.

a B 0
234.- 51 la matriz real | 0 a S| es diagonalizable en R, entonces B=0.
0 0 o

235.- A = 0 es un autovalor de la funcién f : R? +— R? que a cada vector de R? le hace
corresponder el mismo vector girado un dngulo o alrededor del origem. - - -
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236.- Existe una base B del R-espacio vectorial R respecto a la cual, la matriz de la funcién
identidad, Id, : R" +— R™, tiene la forma
: 10 - 0
11 ..
MEd,) =

237.- Si p, ¢ y r son proposiciones, entonces
(p/\q/\r)v(p/‘\q/\—-r)V(p/\—sq/\r)v(p/\—uq/\—xr) = p.

_}
238.- Si K es un cuerpo conmutativo, n € N, A € M,(KK), A es singular y b ¢ Mpsi{K) —
{ _0>}, entonces el sistema de ecuaciones lineales A¥ = b tiene solucion.

239.- Sea (4,+,.) un anillo. Si 2,4,z € A —~ {0}, entonces

TY =2y = 1=2

240.- La suma de los subespacios de R* :
51 = {(a,ﬁ,0,0) NS ]R'} y Sa= {(710:056) 17,0 € IR'}
es directa.

241 .- Sea E un K-espacio vectorial, T C E'y VeT.
Ve (T~ {V}) += (1) = L(T-{9}).

Vi, V3,.. ,\7,)1} El conjunto de vectores {1T1’ 3, ,LTE,} tiene algin vector nulo si y

= o

242 . Sea, { IT{ \ 175 o ,1T}n} el resultado de la ortogonalizacién por Gram-Schmidt del conjunto
{—) 52
sélo si {vi,v3, ,v_’n} es ligado.

243.- Si las matrices A, B € My,(C) son diagonalizables mediante la misma matriz invertible,
P, entonces AB = BA,

244.- Si la multiplicidad geométrica de todos los autovalores de la matriz A € M,, (C) es 1,
entonces A es diagonalizable.

245.- La matriz (_C;);?a zf)lsl z) € My(R) es diagonalizable para cualquier valor real de o.

246.- Si U y V son dos subespacios vectoriales del K-espacio vectorial euclideo E, entonces
UeV=UlteVL

247 .- Toda funcién f: R+ R impar (f(—z) = —f(z) Vz € R) es lineal.

248.- Si la funcién f : R? +—s R? verifica

y Vo, 8,2,y € R,

f(0, 0z + By) = af (0,2) + B£(0,y)

entonces f es lineal.
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249.- _ Sea U un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros complejos. Si todos los auto-
valores del endomorfismo f : U +—- U son reales, entonces f es diagonalizable.

250.- Si K es un cuerpo, f: K"+ K™ una aplicacién lineal, A € M,,x,{K) la matriz de f
respecto a las bases candnicas y Col(A) el subespacio vectorial de K™ generado por las
columnas de A, entonces

dim (Ker(f)) + dim ( Col(A4)) =

251.- Sea F un espacio vectorial real y {7, ﬁ]\,. ce tﬁ} Cc E.

Fl vector V es combinacién lineal de los vectores ﬁ_{,ﬁg, Ceoy tT}n sl y solamente si

o, 0, .., a,) € R {(0,0,...,0)} tales que V +aii —i—o:ngﬁﬁ—---—!—anﬁ}i = _0)

252.- . . Sea f : E+—» E' una aplicacién lineal entre IR-espacios vectoriales, {ul, ,1T,)1} CFE
un sistema, libre y {al, an} C R.

Wen (;(7) = 1S wt) = 7 - iaﬁi) |

253.- af : R? — IR3 lineal y sobreyectiva.

254.- Sea I£ un R-espacio vectorial euclfdeo y ' C E. Si F- es un subespacio vectorial de E,
entonces P’ es un subespacio vectorial de B.

255.- Si Ae Mu(R) y A2 =0, entonces A es singular,

256.- Sean R y S subespacios vectoriales del R-espacio vectorial E. Si RU S es un subespacio
vectorial de F, entonces o bien R C S o bien S C R.

257.- Sea n € N y Ry[2) el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
n y con coeficientes reales,

Si p(z) € Rala] y p(z) # 0, entonces el conjunto {p(z), p (a:), (x),....p" V(z)} es una
base de R, [z].

258.- Si A es un autovalor del endomorfismo f del K-espacio vectorial E, entonces el endomor-
fismo f — Aldg no es inyectivo.

259.- Sipy g son proposiciones, entonces p <> (—p == (g A ~q)).

260.- Si V es un autovector de A € My (R) y A tiene inversa, entonces V es un autovector

de A4+ AL,

261.- Sea (E,< ,>) un espacio vectorial eucl{deo. Si (ﬁ"{,ng}, ,u_}n) C F es el resultado
de aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a (Wi,x?)g, . ,\Trﬁ), entonces
uiME € {ﬁ'{,tﬁ,...,"ﬁi}l para cada I <17 < n.

262.- . . Si K esun ]K-espa( io vectorial de dimensién finita y f : E — E es una funcién lineal

tal que Ker(f) # { 0 } entonces para cualquier base B de E, la matriz de f respecto a
la base B, Mpg(f), tiene alguna columna nula.
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263.- Sea K un cuerpo conmutativo y sean A, B € Mpym(K). Si la columna k € {1..m} de A
es nula y existe una matriz regular P € M, (KK) tal que PA = B, entonces la cohunna k
de B también es nula.

I 1 cy
264,- Y {c1,¢2,e3} C R, el sistema de ecuaciones lineales |1 0 (;) = | ¢ | no tiene
10

solucién muiiltiple.
265.- Sea (E, < ,>) un espacio vectorial euclideo.
VU, VEE <<, V>V, <U, V> >=<i,V >5.

2606.- El conjunto F = {(:c,y,5) tx,y € 3R} con las operaciones

+ L xEv+— B definida como (z1,31,5) + (2, ¥2,5) = (21 + 22,41 + 2, 5)
- R x B~ E definida como o (z,y,5) = (az, ay, 5)

tiene estructura de R-espacio vectorial.

267.- Sea E un espacio vectorial euclideo de dimensién finita. Si By y B4 son bases ortonormales
de dos subespacios suplementarios de F, entonces By U By es una base ortonormal de E.

268.- La énica matriz B € My(R} que cumple G ;1) B= (g g) es B =0.

269.- Sea f : E +—— E un endomorfismo de un espacio veciorial de dimensién finita. Si fes
diagonalizable y tiene un tinico autovalor, entonces la matriz de [ respecto a cualquier
base de E es diagonal.

270.- Sean F' y H dos subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial, E, y sea la aplicacién
g: FxHr— Etal que g(z,4) =z +y. Si F 4+ H = E, entonces g es biyectiva.

271.- ((pV @) A (=p)} = ¢ es una tautologfa.

272. {(p A g}V (=p)) => ¢ es una tautologfa.

273.- Si A, B son conjuntos cualesquiera, entonces
AUB=B<+<= AnB = A.

274.- Sea X un conjunto y A, B,C € P(X).

(ANBNCYU(ANBNC) = X.

275.- Sea X un conjunto y A, B,C € P(X),

(AnB)yu(CnB)=AnBNC.

276.— Sea X un conjunto, A C X y f : X ~— X una funcién. Si f(A) C A, entonces
Ac f71A).

277.- Sea X un conjunto, AC X y f: X —— X una funcién,
f(A) C A= Ac fY{A).
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278.- . . Sea f: X — Y una aplicacién entre conjuntos. f-es inyectiva si y solamente siVA ¢ X
F(A) = f(A).

278.- Sea f : X — Y una aplicacié;i entre conjuntos. Si f es inyectiva, entonces VA ¢ X
f(4) C f{A).

280.- Sean f: X +— Y y g:Y +— X aplicaciones entre conjuntos.

go f=Idx = [ es inyectiva.

281.- Sean f: X — Y y g: Y +— X aplicaciones entre conjuntos.
go [ =Idx = g es sobreyectiva.
282.- Sean f: XY, 9: Y+ X yh:Y +— X aplicaciones entre conjuntos. Sigof = Idy
y foh=Idy, entonces f es biyectivay g = h = f~1,

283.- Sean f: X +— VY, g:Y +— X y h: X — X aplicaciones entre conjuntos. Si hogo f
y fehog son sobreyectivas y g o f o h inyectiva, entonces f, g y h son biyectivas.

284 - Sea {G,+) un grupo abeliano, a,b,c € Gy f: G — G una funcién biyectiva. Si
f{a)+ f(b) = f(c), entonces a + b = c.

285.- La matriz (1 0 —1) € Myy3(RR) admite inversa por la derecha.
286.- La matriz (1 0 —1) € Mixa(R) admite inversa por la izquierda.
287.- Sea A € M,(C). Si existen e ? € Mnx1(€), b4 # ?, tales que AR = A?, entonces

A no es invertible.
288.- Si A, B € M,(K)y AB =1d,,, entonces B = A1,
289.- Si Ae Myu(K), A2= Ay A+ Id,, entonces A es singular.

290.- . . Sean A € M, n(C) y P € M,{C), P invertible. Los conjuntos de soluciones de los
sistemas de ecuaciones lineales AX = 0 y (PAYX = G coinciden.

201.- . . Side meﬂ(Cl} b € Mux1{©), G es una forma reducida de Gauss de la matriz A y
el sistema AX = b es compatible, entonces el sistema G¥ = b también lo es.

292.- E Si k£ > 1 es el menor nlimero natural tal que cualquier subconjunto de & o més vectores
del K-espacio vectorial V es linealmente dependiente, entonces ta dimensién de V es k—1.

293.- S8i A € Myxm(C), entonces dim ( Col(4)) = m.
294.- Si A € Myyxm(C), entonces dim { Col(A)) < n.

285.- . . Sl Vc Mnxl(IK) es el K-subespacio vectorial generado por 1as matrices )T{, )?2), . ,fﬁ y
A= (xl,?c"g}, xn) € M, (K) la matriz cuyas columnas son los vectores 5(_1), Xyo s Xy
entonces las columnas de A que ocupan las posiciones de las columnas pivote de su forma
reducida de Gauss forman una bhase de V.

296.- . . SiVc Mnxi(IK) es el IK-subespacio vectorial generado por las matrices X3, X3, . . X y
A=(x,%3,.. ., X5} € M (K) la matriz cuyas columnas son los vectores X1,%5, ..., %0,

entonces las columnas pivote de la forma reducida-de Gauss de A forman una base de V.
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297.- Si H y G son subespacios de un espacio vectorial E tales que dim(H)+dim(G) = dim(E), -
entonces H + G = F.

298.- Sea V un K-espacio vectorial y A, B C V.
L{AU B) = L{A) U I(B).

299.— Si Rlz) = {p(z) = ap+ @12+ -+ + @pa™ : a1,0s,...,an € R yn € N} es el espacio
vectorial de los polinomios con coeficientes reales, entonces existe n € N tal que B =
{1,2,2% ...,2"} es una base de Riz].

300.- Sean U y V dos subespacios vectoriales de dimensién finita del K-espacio vectorial W,
Si
dim{U) = dim(V) = dim(U N V),

entonces U = V.

301.- Si f: E+— E' es una aplicacién lineal entre IK-espacios vectoriales y U,V C E son
subespacios m;fectoria.les de F tales que f(U + V) = f(U) & f(V), entonces (U + V) N
Ker(f) = {0}.

302.- Si f: Evr— E' es una aplicacion lineal entre [K-espacios vectoriales y U,V < E son

subespacios vectoriales de E tales que (U + V) n Ker(f) = {ﬁ)}, entonces f(U + V) =
JU) & f(V).

303.- Sea f : E +— E' un homomorfismo entre espacios vectoriales. La imagen por f de
cualquier sistema ligado de F es un sistema ligado de E’.

304.- Sea f : E +— E' un homomorfismo entre espacios vectoriales. La imagen por f de
cualquier conjunto generador de F es un conjunto generador de E'.

305.- Sea f : E +— F' un homomorfismo entre espacios vectoriales. Si existe una base B =
{éi),e_g),...,e_}n} de E tal que {f(é_l}),f(é})),...,f(e_)n)} es una base de F’, entonces f

es un isomorfismo.

306.- Si f,g: F+— E son endomorfismos, entonces dim ( Img(f o g)) > dim {Img(f)).

307.- Sean U y V dos K-espacios vectoriales y f : U — V un homomorfismo. Si Img(f) es
de dimensién finita, entonces V es de dimensién finita.

308.- Sean U y V dos K-espacios vectoriales y f : I/ +—— V un homomorfismo, Si V es de
dimension finita, entonces I es de dimensién finita.

309.- Sean U y V dos K-espacios vectoriales y f : U = V un homomorfismo. Si V y Ker{f)
son de dimensién finita, entonces U es de dimensién fnita.

310.- Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita, ' C V un subespacio vectorial de V
y f:V +—= V un endomorfismo.

dim(F) = dim (F N Ker(f)} + dim (f(F)).

311.- Si E es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : F — E es un endomorfismo,
entonces
Img(f) & Ker(f) = E.
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312.- Sean E'y E' dos KK-espacios vectoriales, Uy V subespacios vectoriales de E yf:Er— E
un homomorfismo.

E=U@V = Img(f) = f(U)® f(V).

313.- Existen homomorfismos f, g : R? — R? tales que Ker(go f) = g(Img( ).

314.- Sea f : E +~— E un endomorfismo del K-espacio vectorial de dimensién finita E. fes
automorfismo si y solamente si Ker(f) = { B)}

315.- Sea el R-espacio vectorial euclideo R® con el producto escalar habitual y el subespacio
HCR3.

vV € R®, 1 es el vector mds préximo a V en H <= ¥V — W es ortogonal a H.
g

316.- VA € Mpxm(R) Col{A) = (Ker(AT)) .

317.- Si A € Myuxm(RR) es una matriz con coeficientes en R, entonces (Img(A))* = Ker (AT).

318.- Si ¥, W son dos vectores ortonormales del espacio vectorial euclideo (V, <, >), entonces
<V W>T=<WT>V vdeV

319.- Sea 5 un espacio vectorial euclideo. El complemento ortogonal de un subespacio V C E,
es el menor subespacio de E tal que todos sus elementos son ortogonales a V.

320.- Si B es un espacio vectorial euclideo, V,W C E son los subespacios generados por los
vectores V, W ¢ E, respectivamente, y V’/, W’ son los subespacios generados por las
proyecciones ortogonales de vV sobre W y de W sobre V, respectivamente, entonces

V4+W =V 4+W.
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ALGEBRA Test-A 15 de noviembre de 2010

- aRBLLD08 [ A
NomBRE: [ | [ [ [ [ ([ [P (PP q P TPl doNef [P T1H]
Atencidon: Marque la opcién deseada. Calificacién: méx {0, Aciertos — 4}

1.

Una base del subespacio vectorial S = {(z,4,2) € R® 1z +y+2 =0,z —y+ 2 = 0} es
{(1’0:“1)}

La matriz respecto a las bases canénicas de la aplicacién lineal f : R% +—s R2 tal que f(1,1) =

s
(2:2) f(_la 1) = (O: 2) A= .
o )

10.
11,

12,

13.

1

o

. Respecto a las bases canédnicas, la matriz de la aplicacién lineal (funcién de codificacién) g :

5 O
73— 73 tal queg(z;)z b es A= @ .
b1 + b2

. El rango de una matriz del homomorfismo May1(IR) x Max1(R) vy Moy (R) es .
. Respecto a la base B = {(1,2),(-1,~1)} ¢ R?, la matriz del giro positivo de 90° alrededor del

origen es G = .

. F(R,[0,1]) es un subespacio vectorial de F(R,R).

Si f o g es una aplicacién lineal, entonces f y g son aplicaciones lineales.
Sean V y W K-espacios vectoriales y f:V +—— W una aplicacién lineal, Si (\T{ V3, ,\T,?,)
es una base de V, entonces (f(ﬂ}), f(ﬁ), . f(ﬁ}l)) es una base de Img(f).

Toda matriz A € Mayxa(R) puede expresarse de forma tnica como suma de una matriz
simétrica y de otra antisimétrica.

Existe una aplicacién lineal f : Z2 +— Zj} sobreyectiva.
Una aplicacién lineal puede estar asociada a mds de una matriz.

Sean B y B’ bases de un K-espacio vectorial de dimensién finita. La matriz de cambio de
base de B a B’ admite inversa.

Sea {¥1,¥3,...,v.} una base de un K-espacio vectorial, V. Independientemente de los
" .

valores as,as,...,an € K, {(\H’-{—Z&ﬁi’),ﬁ,...,ﬁ} es base de V.
i=2

SiUyV son subesp;acios de RS tales que dim(U) = dim{V) = 4, entonces U + V = R5.
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ETSI Telecormunicacion | Sea 4 € M, (R) tal que rg(A) = 1. Supongamos que la primera columna de 4, A
Febrero 2003
es distinta de cero. Demuestra que existe una matriz V' € M, (R), tal que 4 = AT

(V7 es la matriz transpuesta de V).
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ETSI Telecomunicacién | Dado un polinomio ¢(x) = b,x" + &, ,x™" +...+ bx + b, € C[x] y una matriz
Junio 2004
Ejercicio1 | C'e M (C), g(C) es la matriz

#q(C)=b,C"+ b, ,C"" +..+ 5C + bl € M (C)

Sea Ae M, (C) y p(x)=ax"+a,_x"" +..+ ax + a,e C[x] un polinomio de

gradorcon @, # 1. Demuestra que si p(4) = I, entonces A4 es invertible.
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ETSI Telecomunicacien | 1- Demostrar que si U, ¥'y W son subespacios vectoriales de un cierto espacio
Febrero 2002 vectorial, entonces
UnP)+UnW)cUnFV+W)

@/ 2. Demostrar que si S+ R ¢s una suma directa, entonces si T =(¥,,...,v,) esun
sistema librede S y T, ® = (4,...,u,) esunsistema libre de R, el sistema

(vl,...,vn,ul,...,um) es un sistema libre de S+ R.

1)

N N hebr ,
1\051‘ iVi o Vr\}C S es r" _3{\/1] V g\LH ’ m} o 0 bre

| (il

\ BM\ 3 ¢S Ql’\)fﬂ. lﬂ\w\sj qu [\IO{QLV

U.\ |-
Pm Mo.ﬁw :,\:?p) {V\l ’V'“ L\] Son ﬂub f

g Yodor Lo @8¢ L \a e,xvvfsm
De}mm) e o(\\h 4o[h\’n

Aot sushu T e (1) y @ qUQém

=0
\U I'Pl\l.\“" P h P '-u ——)U,Jéﬁ\
- ?@l ‘*_ foo T e AT

WES L esnﬁ
ua’eil}

\

S [2]

Por {th‘) l
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ETSt Telecomunicacién | Sea AC R, A# . Consideramos el R-e.v. (F (4,R),+,) donde
Febrero 1993 F(4R)={f:4>R},

Vf,geF(4,,R), Vxed, (f+g)x)=f(x)+gx} ¥y
VaeR, Vf e F(4R), Vxed, (a)x)=af(x)

Sean T,Sc A, T#0, .S #0. Probar que:

a) N(T) esun subespacio vectorial de F(4,R).

by NSNNT)=NESUT).

c) ScT=>NT)cN(S)

d) NT)NNA-T)={0} A NI)+N(A-T)=TF(4,R)

VT C A definimos ol conjunto N(T)={ f e F(4,R)|VxeT f(x)=0}.
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ETSI
Telecomunicacién
Febrero 1996

Una derivacion en el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos C|x]
es una aplicacion D: C[x] — C[x] que satisface las dos propiedades siguientes:

En el segundo
igual aplicamos la
propiedad i) de
derivacion

En el segundo
igual aplicamos la
propiedad if) de
derivacion

En la segunda
impllcacién apli-
camos la propie-
dad ii) de deriva-
cién

) Vp.qeClx], D(p+q)=D(p)+D(q)
ii) Vp,q<Clx],D(p-9)=p-D(@)+q-D(p)
Por ejemplo, la aplicacién % :'(C[x] —» C[x] que a cada polinomio le asocia su polinomio

derivado, es una derivacion que ademds satisface otras propiedades adicionales, como por

d(d

ejemplo, gc—(x) =] c_ﬁ:{?d;(xz )] =2. Siendo D una derivacion en C[x], probar que:

a) D(=0 A D=0
b) Siendo @ #0 un polinomio constante, obtener D(a™) en funcién de D{ax).
¢) Probar las siguientes propiedades: 1. Vne N, D(n)=0
2. VneN, D(x")=m""D(x)
d) La expresion de D(D(xz)) depende de D(D(x)) y de [Xx). Obtener dicha expresion.
e) Demostrar que el conjunto { DeF (C[x],(C[x]) /D esun derivacion} es un subespa-
cio vectorial del espacio vectorial de las funciones de C[x] en C[x], F (C[x],C[x] )

f)Si D y D' son derivaciones, jEs Do D' una derivacion? Pruébese o encuéntrese un
contraejemplo.

a)

D(0)=D(0+0) =D(0)+D(0) = D(0)=D(0}+D(0) = D(0)— D(0)=D(0) = D(0)=0

D(1)=D(1-1)= 1-D(1)+1'-D(1) = D(1)+D(1) = D(1) = D(1)+D(1) = D(1)-D(1) = D(1) = D(1) =-0

b) Partimos de lo ya demostrado en el apartado a):

D(1)=0 = D(aa“):O = aD(a")+a"D(a)=0 = aD(a")=—a"’D(a) =
= D(a")=—a‘2-D(a)

¢) Demostramos ambas propiedades por induccion:

1

.VneN, D(n)=0

Base: Para n=] se cumple que D(1)=0 (probado en el apartado a) ).

Hipotesis: Supongamos que D{n)=0 es cierto.
Paso: D(n+1) = D(n)+D(1)=0+0=0

2. VneN, D(x")= n"" - D(x)
Base: Para n=l se cumple que D(x') = 1-x'™"- D(x) = x° - D(x) = D(x)

Hipdtesis: Supongamos que D(x" )=nx"'lD(x) es cierto.
Paso: D(x"”) = D(x-x") = xD(x")+x"D(x) = x(nx“"D(x))+x"D(x) =

= m"-D(x)+x"D(x) = (mx" +x")- D(x)+ D(x) = (n+1}x"D(x)
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En el primer paso
aplicamos el
resultado del
apartado c2) yen

d)

D(D(Jc2 ))

= 2xD(D (fx))—l-fD x) (D (x)+D (x)) =2xD (D (,x,)) +2 (D (x)f

D(2x(Dx)} = 2x-D(D(x))+ D(x)- D(2x) = 2xD(D(x))+ D(x)- D(x+x) =

gl'segundo la
propiedad ii) de
derivacion

e)
Sean D y D' derivaciones. Tenemos que comprobar que D + D’ es una derivacion.
Para comprobar que la aplicacién D + I’ es una derivacion tenemos que ver si cumple las dos

propiedades 1) y ii):

i) Vp,ge Clx],
(D+DYp+4q) = D(p+q)+D'(p+q) = D(p)+D(q)+D'(p)+D'(q) =
= (D+D')(p) +(D+D')(q)

if) Vp,qe C[x],
(D+D')(p-q) = D(p-q)+D'(p-q) = [pD(q)+4D(p)]+[ pD'(4)+4D'(p)] =
= pD(q)+ pD'{q)+qD(p)+4D'(p) = p(D+D')(¢)+q(D + D')(p)

Sean ahora D una derivaciony o C. Veamos que oD es una derivacién.

Para comprobar que la aplicacion D es una derivacion tenemos que ver si cumple las dos
propiedades i) y ii):

) ¥p.geClx], (aD)(p+q) = aD(p+g) = a(D(p)+D(g)) = (aD(p)+aD(q))

if) Vp,qe C[x], (D )(p-9) = @D(p.a) = a(pD(q)+eD(p)) = p(aD)(4)+4(aD)(r)
e)Si D y D' sonderivaciones. ;Es Do D' una derivacién?

La respuesta es que no. El contrajemplo es el siguiente:.

Sea dix. :C[x]— C][x] , la derivaci6n usual de polinomios (que viene en en enunciado).
Segan sabemos:

2
-i—(xz) = L i(xz) =2 (viene como dato en el enunciado).
dx® dx \ dx

pero, sin embargo:

L) L) = 5 rx e 0) = 32 L) e L) -

- xgx-(l)ﬂc%(l) = x-04x-0=0
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SePtierEPfe _2902 Sea el espacio vectorial real de los polinomios en la indeterminada x, con coeficientes
jercicio
reales y de grado menor o igual que 2, IR,[x] = {ao +ax+ (12x2 14y, 4,4, € R}, y sea

F= {(1 +x) p(x): p(x)e ]Rz[x]}. Se pide:
a) Demostrar que existe #€ N talque F esun subespacio vectorial del espacio
vectorial real de los polinomios en la indeterminada x, con coeficientes reales y de

grado menor o igual que n, R [x]}= {ao + ax +-+a,x" dy, a,.,a,€ ]R}.

b) Hallar una base y la dimensién de F.
c) Calcular F + R,[x]. ¢Se trata de una suma directa?.
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Junio 2008
Ejercicio 2

Sean H, y H, dos subespacios de un espacio vectorial de dimensi6n finita, V.
Demostrar la férmula de las dimensiones de Grassmann,

,_“

dim (H,)+dim(H,)=dim (H, +H,)+dim(H, " H;)
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ETSI Telecomunicacién
Febrero 2003

1 1 0 3
. 0 -1 1 -1
Calcula la dimensién de Im 4 siendo-A=
1 2 -1 4 _
-1 3 -4 1

Sabemos por teorfa que dimIm4 =rang(A), por tanto, para resolver el ejercicio calcula-
remos el rango de la matriz:

1 0 3

-1 1 -1

rang A=rang 5 1 a
-1 3 4 1

Para calcular el rango de esta matriz nsaremos el método de Gauss:

1 1 0 3 11 0 3
0 -1 1 -1 [f3-f1>13 0 -1 1 -1| (f2+4/3513 |
TMEL L 2 1 4 _{f4+f1—>f4}= Elo 1 -1 lz{f4+4f2—>f4}_
103 4 1 0 4 4 4
110 3
2+ 353 0 -1 1 -1
:{f4+4f2—>f4}:mng 0 0 0 0
0 0 0

Como las dos altimas filas de esta matriz son ceros, no debemos tenerlas en cuenta para
calcular el rango. Luego el rango de la matriz que buscamos es 4—2=2.

Portantoc dimImA4=2.

Soluciéon : dimlmAd =2
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ETSI| Telecomunicacion
Febrero 1997

Sean f:E—>E'y g:E" — E" dos funciones lineales tales que f es sobreyectiva.

Sean (u,,...,u,) unabase del ker (f) y (w,,...,w,) una base del ker (g). Probar

“que:
a) Si (vy,..,v,) sonvectoresde E tales que f(v,)=w,, entonces
(#y,.-,u,,v,...,9,) esunabase del ker(go f).
b) Si {e,....€,€,,....6,,,) esunabasedel ker(go f)y (e,,..,e,) esuna

base del ker (), entonces ( fle. D)., f(e, +u,)) es una base del ker (g).
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ETSI Telecomunicacién | Sea E un R- espacio vectorial de dimensién finitay f:E — E una funcion lineal no
Febrero 1998
eorere nutatal que f2 = fo f = f.Demostrar que:

a) Im(f)=ker(ld; - f) -
by (ldz~fY =1d;~f

&) Im(ld, ~ f) = ker(f)

d) Im(f)nker()= {0}

e) Si (u,..,u,) esunabasede Im(f)y (w,,...,w,) esunabasede ker(f),

entonces (4,...,U4,, W,,..., W, ) es una base de E.
f) Existe una base B de E tal que

0 | O
Mf(f)=[— + —} e M,R)
0 | I
. ,_’E ?__’[ {téwmpoj.o\\ﬁ‘ )
E ‘YE { OOO Eil‘;); ““\7)) ‘[[V’

- onlo)
O\\ L [1[) Ke (Qe'ﬂ ( L?UO&&)A AanJ \
@ Imm C Ke (1‘31:’4' - H Hw):“md

\I&;'H Coon M\}EI““(F\ - 36“ éE /“q):\/@

R 2 Tlo) =f) = V=)=

o Ha V= o
Y+ [0=0 = Ta (i) -Ji)-6 —

Jalﬁt\’/l:\"/
- N [ =
__—}Méﬁ_.ﬂ(\/) 0
) ke (TP
S V& Mo

veke (T 4!

L o ando
(T U - (IAE --H(VI:D r—ﬁI«J@[v)‘f‘V O -+

(vl v=> Verml )
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ETS! Telecomunicacion | Sea E un K-espacio vectorial de dimension n y f: E— E un endomorfismo de F.
Febrero 2002 Se pide:

7 a)Demostrar que si rg(f)=rg(f o f) entonces ker()nIm(f)={0}— | ———

b) Demostrar que ker(f)=Im(f) siy solosi nespar, rg(f)=n/2 y
fef=0.
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ETSI Telecomunicacién
Junio 1999
Septiembre 2000

Dados los K-e.v. de dimensién finita E'y E’ y la aplicacién lineal f:E — E',
demostrar:

dim(E) = dim(ker(f)) + dim({Im( /)
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ETS! Telecomunicacion | Sea E un R-e.v. de dimensién n. Seaunabasede £ B = {&l o "} .
Septiembre 1999
e Se considera la aplicacién lineal f:£— £ definida por:

fle)=¢, paa i=1..,n-1 'y Jle,)=0

Determinar razonadamente:

a} Si f es o no automorfismo (aplicacion lineal y biyectiva cuyo espacio origen y
espacio final es el mismo).

b) Si f no es endomorfismo {aplicacién lineal cuyo espacio-origen y espacio ﬁnal es el
mismo) alterar Ia definicién de f hasta convertirlo en endomorfismo y obtener, en
cualquier caso, la matriz asociada.

¢) Calcular la matriz asociada a /™ (composiciénde /' n veces ) e mterpretar su
significado.

7 f" E—=C |
JEV [7: 1Zrm5f?,,-,.,a_.L; A vrion bewa .

U fe) e

é{ez)= es T f

(6)- ¢
g;( €)= O Afaj \i’,léﬁér{f]_) %—‘J Bzrj #EOT & f o rwe:'ﬁwc.\ <=)wo o5 g:fllomj);_mv J

Y

s
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: '! i 0 -0 0

: \, /L{ (f o 4 8 - 0 o
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ETSI Telecomunicacién | Sean E un K- espacio vectorialy A {f:E—>E| f esendomorﬁsmo}. Se dice
Septiembre 1995
phemore que un subespacio vectorial H de E es A-invariante si Vfed [f(H)cH.

Probar que: _
1)Si H y K son subespacios A-invariantes, entonces HNK y H+K también

son A-invariantes.
2)Si A= { g} , Hy K son A-invariantesy HNK = { 0} , entonces el subespacio
suma g(H)+ g(X) esunasuma directa.

Se dice que E es A-simple si los (micos subespacios A-invariantes son E y {0}.

3)Probarquesi f€End(E) y Vged fog=gof entonces:
a) ker f e Imf son A-invariantes.
b) Si E es A-simpley f # 0 (endomorfismo nulo), entonces f es invertible.
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ETSI Telecomunicacién
Febrero 1993

Sea un conjunto X # & . Sea el cuerpo K = {G,T} . Consideramos el K-espacio vecto-

_rial (P(X), A, -) donde:

A:P(X)x P(X) - P(X) K x P(X)-P(X)

(4,B) — AAB=(A-B)u(B-4) (t, B) _,k.A:{

SiC es un subconjunto de X, definimos £, :P(X) — P(X)
A > f(A)=4nC

Probar que:
1) VCeP(X), f.:P(X)— P(X) esunendomorfismo.

2) Im(f,) = {AeP(X)/ A< C)

3) La aplicacién F:P(X) — End(P(X)) es un monomorfismo.
C >FO)=/
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ETSI Telecomunicacién | Si consideramos en R® y R? sus estructuras habituales de R-e.v. y la aplicacién
tiembre 2000 | ..
Septiembre lineal de £ :IR> — R? tal que

( 012
Mf’j(f)z[z 1 J

con B, y B, las bases ééhénicas de R® y R?, respectivamente. Siendo
B= {(l, L, 1),(0, 1, 1),(0, O, 1)} y B = {(1,1), (0, 1)}, obtener las matrices

Mg, (/). M (f), Mg(f)
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ETSI Telecomunicacién | Si consideramosen R’y R? sus esn'ucmras habituales de R-e.v. y la aplicacion
Septiembre 2000

f. " | linealde f:R*—R? tal que » 50\"

1 e
con B, y B, las bases canontcas de ]R3 y R? » Tespectivamente. Siendo

B={(1,1,1),0,1,1,0,0,1)}y B = {(1,1),(0,1)},0btenerlas matrices
M3, MP(), MECS)
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ETSI Telecomunicacién | Sea E unR-ev, f:E — R una aplicacién lineal y w un vectorde £ queno
Septiembre 2002 | nertenece a ker(f). Probar que:

Ejercicio 2 a) Paratodo ve E, existe # € ker(f) yexiste keR talque v=u + kw.
b) Si (v,...,v,) esunabasedel ker(f),entonces (w,¥,....,v,) es base de E.
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ETS| Telecomunicacion | Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensién finita y f: £ — F una aplica-
Febrero 2003 | (i6n lineal suprayectiva. Demuéstrese que si A es un subespacio de £ entonces

E-H®ke(f) = H y F son isomorfos

T@Qmos e pm\‘m Qo H F Linen o poismaon dymensdy
F [ <O xsom’ﬂo’ —> deelE) = direel €D

L dimF
’b\é\m“ FLdﬁ"‘ IQJ‘[H) dii L J\
O gt - dim

(- Ulﬁ,\\lmm\'?l \L@- Q,C&Quot\ éz Lx) s il o
VAR A { Jeer ( (r“ ¢ A\f‘“(_‘.w‘\l

QU_._ Q(_,(}Ds(-kéf\ & ()‘MSSN'\W\ ‘: \'hm L]_' \ ['tl):d‘m(

‘ el =>
Ll & ) g e ! 1) - yew (i A ffrm

20 PO(

T / Coc \n\(‘f’,\“)
__:)XA\M\ F) Amk\r\\ Téwﬂuﬁa[\] _3,7—-)—’\/ E-W FKQrbf): {D\ B, sy 0 /}:

(I l[\H)

) | | X, _KHM’“H
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Sea f:¥ — W una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimensi6n finita tales

Febrero 2008 que dim(V) =ny dlm(W) =m.

Ejercicio 2

Demostrar que [ es inycctiva si y solamente si existe una aplicacion lineal g:W —V

tal que la composicién ( geof ) :¥ =V esla funcién identidad.
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Septiembre 2006 | Sean U, ¥'y W espacios vectoriales de dimensio6n finita sobre el cuerpo K y f:U >V
Elercicio1 1 v g:V 1> W aplicaciones lineales. Se pide demostrar que:

a) ker(go f)= [ (ker(g)).
b) dim(ker(ge f) Sdlm (ker(f)) + dim (ker{g)).
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Jé’,';fr‘::i(z:%of Sea £ un k - espacio vectorial de dimensién finita y f, geEnd(E), endomorfismos de E.
3 K
Demostrar que

ker(fyc ker(g) & dheEnd(E) talque g =hof
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ETSI Telecomunicacion || 1- Sean Ey E' dos K-ev. y f:E — E' una funcion lineal, demostrar que si

Septiembre 2001 .
Pt (#5....,u,) € E" esun sistema de vectores de E, se cumple que

rg(f(ul),...,f(u,,)) < rg(ul’"'!un)

2.Sean 4,B € M (C), demostrar que rg(AB) <rg(B).
3.Sean 4,B € M_(C), demostrar que rg(A4B) < rg(4).

1. Consideremos V= L{u,,...... ,un) y la funcion restricciénde fa V:
f IV Vo> E'
x> f(x)

se cumple que:

o rg(ty,ntt,)=dimL(n,..,u, )=dimV .
o 18 (S ) @) =18 (), () srms 1], (8,))=dim(Im( 1], ))-
Por otro lado al ser f], una funcién lineal y ¥ de dimensién finita se verifica:
dim (¥) = dim (ker (f],))+ dim(Im (/1))

¥ por tanto
dim (V) dim (Im (f},))=> 78 (&4, ) 2 78 (f (@t ),o00s F(34,)) -

2. Sean B',...., B"las columnas de B y sea el endomorfismo columnas:
(C)>M,, (C)
XL, (X ) =AX

LM

nxl

que sabemos que es lineal. Entonces se cumple que:

o rg(B)=rg(8,...B")
o rg(AB) =rg(4B,...,AB") = rg(LA (B')srs Ly (B ))

y por ¢l problema anterior:

78 (L, (B, L(B") < rg(B,..., B")
rg(AB,...,AB") < rg(B',...,B")
rg(AB) < rg(B)

3. Aplicando las propiedades de las matrices traspuestas:

rg(AB)=rg ((AB)T ) =rg (BTAT) <rg (AT ) =rg{4)
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ETS| Telecomunicacien | S¢€ define la aplicacion lineal
Febrero 2001 f: R} SR}

(x,y,z) d (x’y:—x_y)
Se pide:
1. Determinar ker(f) e Im(f).
Obtener las dimensiones y bases de ker(f) ¢ Im(f).

2

3. Encontrar una base de R® con vectores de ker(f) y de Im( .

4. Determinar razonadamente si f puede ser un automorfismo (aplicacién lineal y
biyectiva).

Obtener la matriz de frespecto de la base canénica de R*.

Calcular sus valores y vectores propios.

7. Obtener My(f) mds simple indicando respecto a qué base (la matriz diagonal

o de Jordan).

o
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e ~Sstecie & sabida
ETSI Telecomunicacion § ¢ define la aplicacion lineal ©

Febrero 2001 . \f RJ Ny & “e‘ECQQ.O e U%O\da,

_,.,,_

[V

Se pide:
1. Determinar ker(f) e Im(f).
2. Obtener las dimensiones y bases de ker(f) ¢ Im(f).
3. Encontrar una base de R® con vectores de ker(f) yde Im(f).
4. Determinar razonadamente si f puede ser un automorfismo (aplicacién lineal y
biyectiva).
RO o 5. Obtener la matriz de frespecto de la base canénica de ]R3 . EINRETAR ¥ pATRAA

(x3,2) > (xy,-x-y)

- ‘ »> 1 6. Calcular sus valores y vectores propios.
7. Obtener M,(f) mas simple indicando respecto a qué base (la matriz diagonal
o de Jordan), '
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Sea la funcién f:Z2 - Z) tal que f(x,y)=(x+y,x,x,y,y) ysea g:Z; >Z; la

1o
0 1 -
aplicacién lineal cuya matriz respecto a las bases candnicases G=| 0 1 |. Se pide:
11
g1

a) Demostrar que f es una aplicacién lincal.
b) Hallar la matriz de f respecto de las bases canonicas.

¢) Calcular Ker ( I ) e Im( I ) y especificar sus dimensiones.
d) ;Existe alguna relacién entre Im( f ) e Im( g) ? Razonar la respuesta.
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ETSI Telecomunicacién 5 0 —4
Febrero 2003
SeccionB2 | Dadalamatriz 4 = [0 3 0 )e M,(C)

2 0 -1

a) Determinar su polinomiio caracteristico.

b) Calcula los autovalores de 4.

¢) Determina las multiplicidades algebraicas y geométricas de los autovalores calcula-
dos en el apartado anterior.

d) Halla bases de los autoespacios asociados.

e) Responda al apartado 1 en el supuesto de que A sea diagonalizable. En caso contra-
rio responda al apartado 2.

1. Halla una matriz diagonal, D, semejante a 4, la matriz de paso P y la relacién
entre 4, Py D.

2. Explica las causas por las que 4 no es diagonalizable. Obtener una matriz trian-
gular T'semejante a 4 y la matriz de paso. Escribe la relacién entre 4, P y T.

b H\-%U:B=> s-h b o = [ENEALA g [3-A) =0

0 -2 O =
b e —I_hz\*?s A o (M=
= [ | (6NN ) 20 => 2\.;=1 = )

Gy M (he D
e

X
: bel 3 . -4 -
C.AMWMLL& g\ 30_\ o[y |20 =
— = =7 1 O 41 Z
x-2=0 Fe cor ®si0nn

ghl;‘[f ?5'1)€[R3/ )"2’013:0
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J el
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Septiembre 2006

Ejercicio 2| Sea el endomorfismo  f R* > R* definido por

Se pide:

a) Hallar la matrizde f respecto a la base canénica de R*,

b) Caleular los autovalores de f.

c) Hallar los subespacios propios (autoespacios) asociados a los autovalores de f.

d) Hallar si es posible una base de R* respecto a la cual la matriz de f sea diagonal.
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Febrero 2006} El conjunto R,[x] = { p=a,+ax+ azx2 + a_,,x3 a,eR,i=0,1,2,3 } de los polinomios
Ejercicio 2
l en la indeterminada x, de grado menor o igual que 3 y con coeficientes reales tiene estructura

de espacio vectorial sobre R con las operaciones habituales de suma y producto por un
escalar real.

Sea la aplicacion lineal £ :R,[x]> R, [x] tal que f(p(x)) = p(x)— p'(x). Se pide:
a) Hallar la matriz de f respecto a labase B = {l,x, xz,x3} de R,[x].

b) Calcular el nficleo de f* y comprobar que f~ ( p(x)) = p(x)+ p'(x)+ p"(x)+ p"'(x)
¢) Encontrar p(x) € R,[x] tal que p(x}+ p'(x)+ p"(x)+ p""(x) =x" +x +1.

d) Hallar los autovalores de f y sus subespacios propios asociados. ;Existe una base de
autovectores de f 7
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ETSI Telecomunicacion

Febrero 2003 31 1

Hallar los valores de & € R para los que la matriz A=( 0 o 0] no es diagonalizable.

’ o o 2)

Para saber cuando la matriz 4 es diagonalizable, estudiamos en primer lugar sus autovalores.
Recuerda que los autova-

lores da una matriz son
las scluciones de: 3-1 1 1

[4-21{=0 Hallamos A-Al=| 0 a-41 0 |.
0 0 2-4

Ahora calculamos el determinante:

3-4 1 1 NP
ld-all=| 0 a-24 0 =(2—ﬂ.)l; a_;tl=(2-/1)(3—2,)(a—ﬂ.)
0 0 2-4

Por tanto los autovalores son las soluciones de la ecuacion:

A=2
Q-AB-ANa—-A)=0=>1 1=3
A=

Ahora distinguimos los siguientes casos:

CASOIL a#2ya#3

En este caso la matriz es diagonalizable por que tiene tres valores propios distintos.

CASOI: ¢=2
En este caso la matriz tiene los siguientes autovalores:

A=2 con multiplicidad algebraica igual a 2
A=3 con multiplicidad algebraica iguat a 1

Estudiamos la multiplicidad geométrica de los autovalores:
e Multiplicidad geométrica de A=3

Como la multiplicidad algebraica del autovalor 3 es 1, la multiplicidad geométrica también
serd 1 ya que sabemos por teoria que:

m(4) = my(4) >0
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e Multiplicidad geométrica de A=2:

La multiplicidad geométrica del autovalor A=2 es 3 —rang(A—2I). Ahora bien:

1
rang(A-21)=rang| 0

1
0 |=1.
0 0

==l

Entonces, si a=2

Por tanto la multiplicidad geométrica del autovalor A=3 es3 -1 = 2.

AUTOVALOR

A=2 A=3
Multiplicidad algebraica 2 1
Muitiplicidad geométrica 2 1

geométrica, la matriz es diagonalizable.
CASQI: a=3
En este caso la matriz tiene los siguientes autovalores:

A=2 con multiplicidad algebraica igual a 1
A=3 con multiplicidad algebraica igual a 2

e Multiplicidad geoméirica de A=2

» Multiplicidad geométrica de A=3:

01 1

0 0 -1

Entonces, si @=3:

rang(A=-3D=rang{0 0 0 |=2

Por tanto la multiplicidad geométrica del autovalor A=3 es3 -2

La multiplicidad geométrica del autovalor A=3 es 3 —rang(A4—317). Ahora bien:

1.

AUTOVALOR

A=2 A=3
Multiplicidad algebraica 1 2
Multiplicidad geométrica 1 1

la matriz 4 no es diagonalizable.

Por tanto, el tnico valor de & para el que la matriz 4 no es diagonalizable es @ =3.

Como todos los autovalores cumplen que su multiplicidad algebraica es igual a su multiplicidad

Como la multiplicidad algebraica del autovalor 2 es 1, la multiplicidad geométrica también seré 1.

En este caso, el autovalor A=3 tiene distintas multiplicidades algebraica y geométrica, por tanto

Soluciéon: o =3
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ETSI Telecomunicacién | Sea el endomorfismo £, ; R* > R? tal que

Febrero 2007
Ejercicio 1 ( a a 1\( II)
fo (3%, x,) =435 = (23 2a 2| x,
3a 3a 3

Segilin los valores de a € R , se pide:

a) Hallar Ker(f,) . Especificar una base de Ker(f, ).
b) Hallar Img (/) . Especificar una base de Img (1.).
¢) Comprobar que v = (l, 2, 3) ¢s un vector propio de f, y calcular los autovalores de £ .

d) Hallar, si es posible, una matriz P, € M, (R) tal que P* A4, P, sea diagonal.

0. a _ }
A u(}-\ ot -Am > {1 1o 2 HQ‘FH% O\SOL\O(‘L
Jou 3, 30 Lo on bhoves

T oned o)

-

o) Coolo & Kelf) [ 17)=0
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oL o~ X, 0 N
(10\ 1»1\ (xl I =
Lan e 3 )(3 0 ginLog

. l/")-"(k—""\: {()(HXL,X:,\E,\?\3 /g&xl FaAg t X3 -VO}
{ |P’; CL"’L_O‘P‘ él?\g{l &B&[R}\

WM(‘(Q’H\&\\Z Z Kew { 1'0 &\‘&\ Un’ |J }
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ETS] Telecomunicacien | 2) Comprobar que toda matriz cuadrada con elementos reales, 4, de orden dos, satisface
Febrero 1999 a su polinomio caracteristico igualado a cero.

—b)-Se-considera-el subespacio-vectorial engendrado-por-las sucesivas-potencias-de-una-ma-—
triz cuadrada de orden dos con elementos reales [,, 4, A%, A*.... Determinar la dimen-
sién y una base del subespacio.
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a) Hallar todas las matrices A€ M,,, (R) tales que 4> =4 .

Junio 2008 . .
Ejercicio 1 b) Demostrar que si f:C*—>C? es un endomorfismo idempotente entonces

solamente 4, =0 y 4. =1 pueden ser autovalores de f .
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ETS! Telecomunicacion
Febrero 2000

Utiliza el teorema que sigue para hallar una matriz B tal que B* = 4, siendo

(10 N

"6 )

Teorema. Sea e M, (R) diagonalizable y con todos sus autovalores reales y no
negativos. Entonces existe Be M, (]R) con autovalores no negativos tal que
B =4.

Demostracién. Si A es diagonalizable existe S invertible tal que L =S~ AS es
diagonal. Si 4, 4,,...,4, son autovalores de 4, para cada i perteneciente a

{1,2,.,n} sea y,:,fﬂ_, y
i 0
M = :
0 H,

Entonces M> =L vy si B=SMS™, entonces los autovalores de B son
Hy, Hy,..s 1, Y, ademas,

B =(SMS™)(SMS™ )= SM*S™ =SL8™' = 4
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ETS! Telecomunicacion | Se dice que una matriz A € M, (K) esuna raiz cuadradade Be M (K) si 4*=B.
Septiembre 2003 . . .
Demuestra que si K = entonces toda matriz cuadrada B € M (K) diagonalizable

tiene raiz cuadrada. ;Es cierto este resultado si K = R?, razona tu respuesta.
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ETSI Telecomunicacion . T .
Septiembre 2004 | Prueba que toda aplicacién lineal f:R — IR tiene un autovalor real .

Seccidn B2
Ejercicio 1
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ETSI Telecomunicacién ] .. ] .
Junio 2004 | Enuncia condiciones necesarias y suficientes para que una matriz 4 € M, (IR) no tenga
Seccion B2

Ejercicio2z | autovalores reales. Justifica las condiciones propuestas.
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ETSI Telecomunicacién . . . L.

Sepiiembre 2004 | Sean 4,B e M, (C). Se dice que B ¢s semejante a 4 siy solo siexiste P e M, (C)
Seccién B2 . . -1 P

Ejercicio 2 | invertible tal que B =P~ AP . Prueba los siguientes resultados.

a) A es semejante a sf misma.
b) SiBessemejante a A entonces A es semejante a B,
c) SiBessemejantea A y C essemejante a B, entonces C s semejante a A.
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Hunio 20081 Sea M, (R) el R —espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden » y con coeficientes

Ejercicio 2
reales y sea f :M, (R)—> M, (R) tal que:

f(M)=s(M)Id, | :

siendo s(M)= Z m; €, la suma de todos los elementos de la matriz A =(m;) . Se pide:
&

a) Demostrar que f es un endomorfismo.

b) Determinar los autovalores de f.

¢) Demostrar que f es diagonalizable.

d) Para n=2, diagonalizar f y especificar la base correspondiente.
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Sea (Rz [x], <, >) el espacio vectorial euclideo de los polinomios con coeficientes

Febrero 2008 . 5
Ejercicio 3 reales y de grado menor o igual que 2, R,[x]= { aytax+a,x”ay,a,d, € R} , con e]

1
producto escalar < p (x), q (x) >= Ip (x)q (x) dx .
e -1

Sea la aplicacion lineal D:R,[x]— R,[x] tal que a todo polinomio de R,[x] le hace

corresponder su derivada.

a) Obtener los autovalores y autovectores de D y estudiar si es diagonalizable.
b) Encontrar una base ortonormal de (]Rz[x], <, >).
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ETS| Telecomunicacién
Febrero 2003

Sea P e M, (C) talque P? = P Se pide:

a) Calcular los autovalores de P.

b) Demostrar que M, (C) = kerP © ImP
¢) Demostrar que P es diagonalizable.
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ETSI Telecomunicacisn | a) Demostrar que 4 € M, (K) es invertible si y s6lo si 4 no tiene autovalores nulos.

Febrero 2007
e b) Sean f,g,h: E— E tres endomorfismos del K-espacio vectorial £. Demostrar que

si A =00 es autovalor de los endomorfismos go f y /o g entonces f, gy Ason |
biyectivos. |
¢) Si A€M, (K) csuna matriz invertible, 4,4,...,4, sus autovalores y los Sy 254, 55y,

— (- _ Fjercicio2

autoespacios correspondientes, calcular los autovalores y los autoespacios de A7,
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ETSI| Telecomunicacion
Septiembre 1995

Sea {E,<,>) un espacio vectorial euclideo. Se recuerda que dos subespacios

vectoriales H, y H, de E sonortogonalessi Vxe H,, VyeH, <x,y>=0.

Probar que:
1) Si H, y H, son subespacios ortogonales entonces H, NH, = {0}.
2) Sifesun endom:_o;'ﬁsmo de E satisface la condicién;
Vuek || f@)|H|ull ‘

entonces f transforma subespacios ortogonales en subespacios ortogonales.

3) Sif esunendomorfismode E que satisface la condicién:
Vx,yeE < f(x),y>=<xf()>
y u ¢s un autovector de f entonces Vve E, <v,u>=0=< f(v),u>=0
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Junic 2008
Ejercicio 3

Sea el subespacio vectorial E = { (x, y,z) eR:x-2y=0,y+z= 0} del espacio

vectorial euclideo IR? con el producto escalar habitual. Se pide:

a) Obtener una base ortonormal del subespacio ortogonal a £ .
b) Hallar la proyeccitn.ortogonal del vector V= (1, 2,3) sobre el subespacio E .
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ETel Te'e‘é‘;'l‘,‘,‘;?ﬁ‘gg;‘ Sea W =1 ({(1, 0,1, 2), (1,1, 0, —1)}) < R* Calcular Ia proyeccién ortogonal det

vector ¥ = (1, 1, 1,1) eR* sobreel subespacio .

para eso hacemos uso del proceso de Gram Schmidt al subespacio W = L {el,

Recuerda que para pro-
yectar sobre un subespa-
cio necesitamos que este
esté generado por una
base crtonormal,

Por tanto:

U =¢= (1,0,1,2)

1,1,0,-1),(1,0,1,2
u2 = e‘Z - M 'ul=(1:1:0g_1)—<(, ~ 1)’(1’ 2 )>(
<y, > ((1.9,1,2),(1,0,1,2))
(1-2) [1 1 2) (
L1,0,-1)--+—-"-(1,0,1,2) =(1,1,0,-1)+| =,0,=,= | =
(,’ > ) (1+1+4)(, 272 ) (,, H )+ 6! ’656

Hemos conseguido que W = L {(l, 0,1, 2),(%, 1,%,—?)} esté generado por

En primer lugar vamos a ottonormalizar el subespacio sobre el que queremos proyectar,

e}

1,0,1,2) =
7,14
6 76 6

una base

ortogonal. Ahora sélo resta normalizar, es decir, dividir los vectores por su norma.

||u2|] u 14 ” 102

Por itimo aplicamos la formula de proyeccion:

Por tanto:
w  (10,1,2) (1 1 2)
= —303_—_:_—
Rl T0002] (%
7,1 —_4J 7,14
6°°6"6,) \6°°6"6) (74102 V102 V102 -2/102
102 7 17 7102 ° 51

proy, (u) = (u, w, Y w; +(u, w, Yw, = <(1,1,1,1),[%,0,%,\%])(%,0,%,%}

={(L1,10), 7V102 V102 V102 24102 |\( 74102 v102 V102 2102 ) _
102 717 1027 51 102 717 2102 st
_ (2 1013 1_6_]
17°17°17°17
23 10 13 16
Solucién : == = = —
Proye () (17’17 17 I’J

www.monteroespinosa.com — Clases de FMT1 ~ Tfnos 91 548 31 78, 619142 355

P45




ETS| Telecomunicacion | 1. Halla el vector v, del subespacio de [R* que tiene por ecuacién implicitax —y + 2z =0
F%’;i::? 6?:02\; que estd a menor distancia (considerando la distancia definida por la norma usual) del
—veetor-(1;-1;-D-

x 1
2. Sea A = [1 i 1, calcular una base de ker4 y una base de Imd.

T

“L} J\-: (1.\!” \'\ = ((-klljs é{R / )(-—g tle= O} uma(wld@w

EIR

] g &P

no Or\ofjl)m\ [q 5
o\‘:! Dé::) C.t\ \0\ ?—‘DI\‘ ?f 7—/’#0

p- e e Or\bij de H .Mel\oao & &-§
f oNo « °
,L(——)V .e\,r{_/)\ \ <L#1101‘\I[1|IIO]> =
{ (ot e
e 00 W, (-2,0,40° (1,0)>
\}\12 f)l é______f’y_,ll i ( £ H,_\ IO\ U

4&1,\L\\»’
o - [Tl frel -
P Jt(h\\ B { ] fo ()l Bae o -\09),-\0\_\ & L)

?’&\EL_" coj(»\wm N ‘voﬂucxm\ 01\090\&3} - - ((14‘1');(H,0,>,/hM)u-

- . Lulu-i> - < U\,\Lz (I .

Lo pel8) - SR 00 SR B il
1

Lo (B ) 2 (o) d b
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ETSi Telecomunicacion
Septiembre 2003

Sea 4e M,(R) la matriz

A=[1 2]

1 2]

Calcula el complemento ortogonal del subespacio ker{A4").

Nota: Se considera el producto escalar habitual en A4, (R).

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tinos 91 54867 56 , 619 142 355

P47




ETS] Telecomunicacion | Sea (E,<>) un espacio euclideo de dimension finita y H, S dos subespacios vectoria-
Junio 2003 1 tes de E tal que Sc H .Sea ve E.Probarquesi v, esel vectorde H que dista

menosde v y v es el vector de S que dista menos de v, entonces v, —Vv; es orto-

gonal a vg.
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ETSI Telecomunicacién | Demuéstrese el siguiente resuitado. Sea £ un R espacio vectorial y un producto

Fesbferc_’émg‘; <>:ExE — R escalar en £. Sea W un subespacio de E. Para cada v € E se tiene
eCCion

Ejercicioi—|—qué

lv=proy, | <llv-wl , weW

Donde proyy es la proyeccion ortogonal sobre # v || .J| es la norma asociada a <,>.
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Sea M, ,(IR) el espacio vectorial de las matrices cuadradas 2 X 2 con coeficientes

reales y con el producto escalar
E 1
jeraise <4,B> = Traza(4B") :

siendo la traza de una matrjz cuadrada la suma de los elementos de su diagonal. Se pide:

ETSI Telecomunicacion
Febrero 2005

a) Construir una base onoéonal del subespacio vectorial S de las matrices simétricas
2 X 2 con coeficientes reales, a partir de la base

p-fu( onlt 2onel 1)

1
b) Hallar la proyeccion ortogonal de la matriz 4 = (0 2) sobre S.

c) Hallar la proyecci6n ortogonal de A sobre el complemento ortogonal de S, S*.

d) Caleular min {||4— X}

Anty &, GW{\HCV oo Lo sx&nu\\ﬂ ,

Oy C‘-‘Ml‘l’) (b” \O‘I) s {VO\’&O\(A-@ Zr(;\bn J'a'll.”*qhbz'mu@
G A : by bu T —_—
“bi bz‘

e o)
11 6‘—?_?, bml lJ(,L

_ (O*l‘ bu '*Oku?.kl?, O\uin *C\\ZBZI )

L

- —

O S e
Tyl i) L
G\\ B, {(1 l)l l ro-t ftl l)} ‘:x:\)g dql Su\we)(\m‘u ¢ [ N0 © Uﬁo\\awe orio.m,

Ly ). ‘ \ :‘) >s {4t} ;2;»90
MP:‘DAO (}?, Gr{‘um' gc\nm{éf:

G\ubu F U\TL\D\?- Q2|l')'ltr'(lllb?—'2

L&11&3>:<([—1 '

- - Lo

\jlle‘ Lfl '—.[4 1) ( \) L—\ \) -1 l)n ’HH-{"H

fo(Ui,__;Vl& vKu-‘!\« \_:\]I l' 1‘ \ { vl gm[z {H ):
LNV Y L [( . ) I('l \) . t14th

+1 {1)
= ( v - o -
ST S - V + 0
- £ Vg >~ CU\JIZ ‘V et
MV' T eV VD ’ |

4 VJ_ i 01, \) O
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~-— 3,

ETS! Tele?__orgunlmzfgg; Sea (V,<, >) un R -espacio vectorial euclideoy # y v vectoresde V. Si||.[j esla
eprero

norma inducida por el producto escalar <, > demostrar que.

e Ejercicio3

a) ||i¢'” = "V“ siy solamente si #+V y #—V sonortogonales. Rz ez

B 75 + Ja~5ff = 2(Jaff +Iot). R g 19

c) ”E +ir'"="ﬁ —1'5" si y solamente si ii|y v son ortogonales. PyCOEN SOR L

d) "ii +1'5||2= ||£I||2+ ||17'H2 si solamente si # -V son ortogonales.

0) NP =W R g shareriest AT GR G o arkegotes

Loeu, L-uD>x CUEV Gy - quxy, v ?S:Mmﬂes.)ﬂ
L

-
- - - Vo -
l:<‘-*:“‘;-+<Vau>._\—[<ufv'>*<‘h"’>] = <w ud © <},b\*> <.>(d\; <V, =

Uy - gy, v> = N wilt - Uyn?

: <M Ay, M-S 23 co0 N @ o Wt = \Wl\:
T | W — 8 o7 o 2l L _ereuwcs

| iy Cextan A UGy oL T R

L - o Liz +ROMAZ MRCA
H . far-y
MESfTAS

b) NI N = 2 0o )

“&v*;\’“'t = Lty ;v erys B AMIU D R LMV L LV, 0 4 gV Y S = 4\\.\\!’*-\1\;1?* T LV
i Cyvania Exevneet L oygty o

“L’F" \_fb“? C A 2 R TORVE S L I P A
Chugebosoones I i S

S

=~ Muhte Wi 20w vy

: ‘ > Q.UW’QJ'\Cb '
wavit + 0k -gw? = UHulZ « ey 4 ya/,us + Waan? egey —29/\,-5 T (\!c\u’ u‘\
h f = % vy
<) WT«TY=\T-TH X o s=loceadle o WXW G 4T s o rogordhes
. Ea el ofartodd o) (it g d doverrer Koo doigl e ‘
SUS0 [Wea oy 8 ey 9 S e
‘ U 5 30 v (“{\‘1039“09‘5’5. Opticouds ey o fog deavierkog
;( | Utv gy sy o dedves e diohe  olevekps Qeren lgual. norea, s @
AN ‘ ' v . , =
R s W aua (zw) vy U e (2v) son orhegecer Lo oaval o h

:\mvh M TO® SL Uy v ohagealen |, R teutn woar oy

- m 1 & T ~ ' ’ -\-j I

Qren QA rera 8l U KO S o YV 100 divogoales

3N T e e
W e

N

+

TAUAY, wAys s LW s ‘ -
P ‘-.\ArV)H‘C.V,M‘) -+ C‘VJVB = \\Ml\z_‘_uab\\_‘ 1(\‘\IV> —

Litwt = - Laxeuaes Luwye —

= “.M\\’ Hlv\l?q:):s Lluv)=0 a LR TSRVAN

Qg W,y s ortogorafer
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Febrero 2006

Ejercicio 3] Sean Uy ¥ dos subespacios vectoriales de un R -espacio vectorial euclideo de dimensién

finita, (E . 5,3) .Demostrar que:

2) (U') =U.

b) Si U c V,entonces VL;C V.
o) (UnV) =U*+v

d (U+V) =U V™
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ETSI Telecomunicacién | Una matriz P cuadrada de orden n con coeficientes reales se dice que es ortogonal si
Febrero 2005 | pTp = ] .Sea <,> el producto escalar de R”.

Ejercicio 2 -

a) Sea P una matriz ortogonal de orden n, demuestra que Vu,veR’, <Py, Pv>=<u,v>
yquesi A€R esunautovalorde P entonces |A|=1.

b) Halla la matriz Ae M,(R) tal que A4z eslareflexionde z € R? respecto de la recta

de R? deecuacién x=y.

(3

H Re\\lmw'l\ :S'\me&f\’(} o ;{U\O)‘(O‘ n] IDOUQ cononite R
| “(O) = (O (‘J
(1,0) -

clen- &= fHiee
A

LMU‘\ [y lothh X
F on %QJ(J) ('(,lr\(.;.’\‘\("*}
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Febrero 2006
Ejercicio 1

Sea (E, <, >) un espacio vectorial euclideo de dimensién finita y sea f : E+> E un

endorfismo tal que

——<f (W) f(V)>=<ihV>—Vu;ye b
Demostrar que:

a) f esunisomorfismo. .

b) Si A esun valor propio’de f, entonces |A|=1.

¢) f transforma una base ortogonal de £ en una base ortogonal de £,
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ETS! Telecomunicacion | 5¢2 E un R-e.v. de dimensién finitay f un endomorfismo de E tal que

Junio 2005

Vx,yeE, <x,f()>=<[f(x)y>

T Ejercicio*:l*

Demostrar que Imf y kerf son subespacios ortogonales tales que E =Im f ©® ker /.
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ETSI Telecomunicacién
Septiembre 2005
Seccién B1

En el espacio vectorial de polinomios en una indeterminada x, con coeficientes reales y
de grado menor o igual que 2, R,[x], se considera el producto escalar

<p,g> = p(0)g(0) + p'(0)q'(0) + p"(0)g"(0)

Se pide:
a) Determinar [ siendo L({x, xz}).
b) Caleular proy,(p) patacada peR,[x].
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ETS! Telecomunicacién | | Dado £ un R —espacio vectorial de dimensién », dotado de un producto escalar <_, >

Sepliembre 2005 .
P Seccion B2 | | ¥ un endomorfismo f: E — K, probar que si v,,...,¥, es una base ortogonal de E

formada por vectores propios de £, entonces para todo u,we E se verifica que .

<u, f(w)>=<f(u),w>

<u, f(W)>=<u, flav +..+a,v,)>=
=<u,a f(v)+..+a, f(v)>=
=q, <, f(v)>+..+a,<u, f(v,)>=
=a <U,AV >+..ta, <u,Av,>=
™*)
= BAe <v,v, >+..+ B Ao, <v,,v,>=

=< A, oy >+.+<BAv. v, >=

n'n?

=< B fmhoy>+.+t<8 f(v,)ov, >=
=<Bf)+.+ B, f(v), av+. . 4+ay, > =

=< f(fy +..+ By,), v +.tay, >=<f(u),w>.

En (*) hemos hecho lo siguiente:

a <, Av,>=a, <Bv+pv,+. .+ By, Ay >=
=, <PV AV > +a, <Bvyu Av >+ ot o < By, Ay > =

= fAa, <v,v, >+ B Aa < vz,ﬂv1 >+t BAo < v,,,nvl >=

= BAa <v,v >

andlogamente: o, <u,Av, >= BlLa, <v,,v, >
a, <u, v, > = Bila, <v,v, >

yengeneral : @, <u,Av,>= BAa <v,v,> , Vie {1,...,n}
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Junio 2006
Ejercicio 3 Xy
¥

— x2 A n .
~—|-Seaelvector x =}.-"} # 0e€R” ysealamatriz M; = ——-=
: X' X

by

a) Demostrar que M.V = préS(i ¥) VveR".

b) Demostrar que M. es simétrica.

¢) Demostrar que M; no es invertible.

d) Demostrar que (Id,— M;)v = proy , (V) , V¥eR".
1

1

por ¥ =

o -

1
1%

e) Hallar la proyeccién de ¥ =| 1| sobre el complemento ortogonal al subespacio generado

E57). Sepider |-
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ETSI Telecomunicacion | Sea Ae M, (R) la matriz

Junio 2004
o Seeam® ) . |2 0 0 0]
01 01
A=
00 2 0
01 01

1. Calcular el rango de 4.
2. Halla la forma reducida de Gauss-Jordan, ./ de 4.

(Es inyectiva?.
4. El sistema Ax =b tiene solucién paracada be M, (R)

5.¢Es By, =([0-101]") unabase de ker A?

8. (Es A diagonalizable?

lor de A de mayor valor absoluto.

6. Calcula los autovalores de A, indicando su multiplicidad algebraica.
7. Para cada autovalor de A4 calcula su multiplicidad geométrica,

9. Para cada autovalor A de A calcula una base de su autoespacio asociado S, .

3. Considera la aplicacién 4: M, (R) — M, (R) definida por x = Ax, xe M, ,(R).

10.Sea v=[1111]" .Calcula la proyeccién ortogonal de v sobre S , donde 4 es el autova-
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ETSI Telecomunicacién .. ) 3 4 4 3 )
Septiembre 2004 | Se definen las aplicaciones lineales T:R* > R" y G:R" — R* mediante

Seccion B1
(X%, %) = (X — %5, X%+ 2%, +3x;, —x, x, +2%,)

G(x %y, %3, %,) = (% =Xy, =X + X, +3%,, X, ~ X, + X, —X,)

1. Calcular las matrices asociadas a T'y a G respecto de las bases canénicas correspon -
dientes.

2. ;Es T inyectiva?.

. Calcula Ia dimensién de Im(G).

4. Sea H:R® — R’ la aplicacién lineal definida por

L

H(x,x,,%) = (=x, +x, =3x;, 2x, + 4x, +12x,, - 3x, —4x, —10x;)

y definimos K =(GoT)—- H . Calcula los autovalores de K, indicando su multipli-

cidad algebraica y geométrica,
5. ¢Es X diagonalizable?.

6. Halla la matriz asociada a X" respecto de la base canénica de R°.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Test-A 4 de febrero 2009

aPLLpos: [T T T [T I T T LTI I TE I PITTI[T] -
NoBRE: [ [ [ [ ] T T T T T 11 1] oNe[ [ T[T

D Aciertos — Fal
Atencién: Marque Ja opcién deseada.  Calificacidn: max {O, &cnertos5 - IOS}

1.—E Sea K un cuerpo conmutativo. Si P € Mpxn(K) y PTP =1d,, entonces m > n.

2- E Sea (E. < .>) un espacio vectorial euclideo y G un conjunto de vectores de E. El proceso
de Gram-Schmidt aplicado a G produce siempre una base ortogonal de E.

3.- x '_._F_J Sea V, ¥V #£ {E'} un subespacio vectorial de un espacio vectorial euclides de dimen-
sién finita. E. La proyeccidén ortogonal sobre V', proyy : £~ E, es un endomorfismo
diagonalizable,

4.- E 81 A, B e My(R)y B = A°. entonces el polinomia caracteristico de B es el cuadrado del
polinomio caracterfstico de A. Pg(A) = PZ().

SE ‘E Seann,pe Ny A€ Mu(R). Si A € R es un autovalor de 4 y A? =0, entonces A = 0.

6.- E Si f: E— K es una funcién lineal entre espacios vectoriales tal que Ker(f) # {0} y
' Ker{f)& f(E) = E, entonces para cualquier base B de E, la matriz de f respecto de B.
ME(f), tiene alguna columna nula.

7- XI Si A es una matriz diagonalizable. entonces 4° también lo es.

8.- E Sea la matriz A € My(K), El sistema AX = b tienc solucién unica para cada b ¢
Miax1{XK) si y s6lo si el cero no es autovalor de A.

9.- @ E Si B es una forma reducida de Gauss de la matriz no nula A 3 0, entonces las columnes
pivote de B son una base del espacio columna de A.

10.—@ 51 K es un ctierpo conmutativo. n € N, A € Mn(X), A es singular. b e M1 (K) ¥
b # 0. entonces el sistema de ecuaciones lincales Ab = ¥ tiene solucién iinica.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 4 de febrero de 2009

APELLIDOS: [ T [T [ [ [ [] L | IRENERNENEERENEEE
T | |

[TTTTTTT]
B I A L

|
il

Puntuacién mixima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

'
-

Si k € Z, el conjunto de polinomios en la indeterminada z, con coeficientes en Zs y de grado menor
o igual que k (Z2)k[z] = {a.g +a1z 4 +arz®: ag,a,...,0; € Zg}, es un Zg-espacio vectorial.
Sea la aplicacién f : (Za);[z] — (Zg)s[:c] tal que

flag +a1z) = (ap + a17)(1 + z2 + z4).
a) Demostrar que f es una aplicacién lineal.

b) Hallar la matriz de f respecto a las bases By = {1,z} de (Za)1[z] y Bs = {1, z,z?, 23, 24,25} de
(Z2)s[z).

¢) Demostrar que f es inyectiva.
d) Calcular f—1 ({1 +z4+z5 1+x+22+ .7.‘5})
e) Hallar p(z) € (Z3)1[z] tal que f(p(z)) sélo se diferencie de 1+ z + 22 + z3 + z* en un término.

(20 D= fa, vt oo™ [, ""%@”
[0, Do— (2 Z, X

(oo +Oux) — {{aoraud =

Qﬁa.ﬂ'(ﬂxlﬂq)
0 40X | x>t 0

(
X — [L110X) = (4 roxt (1ot = H«x ’f)\
+ox - JlonxN s ol txt) = xaxPex’ 0\
T ISR o) (10 e 1 aax s

L4 A
AR T

oy (e
£ oo oo sohfejegh\m
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 4 de febrero de 2009

APEBLLIDOS: [ [ [ [ [ [ [T [T I ITTTTITTTITTTITT]
cNomBRE:- - [ [ [ T T PP PN P TTTT]
Puntuacién maxima: 2 puntos : Tiempo estimado: 30 minutos
Sea B = {Vi,...,Va} una base del espacio vectorial E de dimensién finita n # 0 y sean f y ¢ dos

endomorfismos de E.
a) Demostrar que si los vectores de B son vectores propios a la vez de f y de g, entonces fog = gof.

b) Suponiendo que los vectores de B son vectores propios de f correspondientes a los valores propios
AL, .., An, todos diferentes entre si, y que fog = go f, probar que los vectores de B son también
vectores propios de g.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3 4 de febrero de 2009

APELLIDOS: [ [T T [ T[T I ITT I I TT T ITITI]T]]

womsre: (T[T TTT [T T I LI TTTITTTT] ove(]

Puntuacién méxima: 2 puntos i Tiempo estimado: 30 minutos

El conjunto Rfz| de los polinomios de una variable, z, y con coeficientes reales es un R-espacio

vectorial. Se define la aplicacién <, >: Rz] x R[z] — R tal que

n m min({n,m)
<Eai$i, Zﬁ_?m]> = Z o Oy
=0  §=0 k=0

Se pide:

a) Comprobar que <, > es un producto escalar en R[z].
m

b) Demostrar que Vn € N <.’c“ -1, E ﬁj:z;j> = 0 si y s6lo si §y = B,.
J=0

c) Hallar un conjunto ortogonal —segin el producto escalar <, >— a partir de {z —1,z2 -1, =8 —1}.

L]
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 . Test 1 de septiembre 2009
APELLIDOS: [ [

JEENENENEN] LTI IIrrrrray
NOMBRE: [ [ [ [T TTTITTTITTI[ITIIT)Pe[ITT[TTT] -

Atencién: Marque la opcién deseada. Calificacidn: max{ 2(A01ert0§ — Fallos) }

| L L
| | |

1. Sip,qyrson proposiciones, entonces

(PAGATIV(PAGA-TIV(PA-GAT)V (DA -gA—T) <> p.

b2

Si K es un cuerpo conmutativo, n € N, A € M,(K), A es singular y be Mux1(K) - {ﬁ},
entonces el sistema, de ecuaciones lineales A¥ = b tiene solucién.

L]

. Sea (A, +,.) un anillo. Si x,y,z € A — {0}, entonces
TY =2y =— T =2
4. La suma de los subespacios de R? :
S1={(,8,0,00:0,f€R} ¥y S2={(v,0,0,6):7,6 € R}

es directa.
Sea F un K-espacio vectorial, T ¢ E y VeT

Ve L(T - {V}) <= L(T) = L(T - ).

&

o

Sea {ul,lﬁ, u,,} el resultado de la ortogonahza.c1on por Gram- Schmidt del conjunto
vi,v3,.. ;- ,vn} El conjunto de vectores {ul, 1T§, un} tiene algin vector nulo si y sélo si
171), 17%, vn} es ligado.

Si las matrices 4, B € M,,(C) son diagonalizables mediante la misma matriz invertible, P,
entonces AB = BA.

~

co

F | Si la multiplicidad geométrica de todos los autovalores de la matriz A € My (C}) es 1, entonces
A es diagonalizable.

w

La matriz ( cosa - sen a) € My(RR) es diagonalizable para cualquier valor real de o.
—Sena cosa

10. Si U y V son dos subespacios vectoriales del K-espacio vectorial euclideo E, entonces

UsV = UlpVv!L
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 : 1 de septiembre de 2009

Apptcapos: [T [T T I T T I T I I TI LTI ITTITTTIT]
CNoMBRE: [ [ [ JJJTT[TTPTITIITITIIT)ONCITTITT]] =
Puntuacién mixima: 2 puntos P Tiempo estimado: 30 minutos

Sea la aplicacién lineal f : (Z2)3 ~— (Z2)* tal que f(z,y,2) = (z,z +y,y+ 2, z). Se pide:
a) Hallar 1a matriz de f respecto a las bases canénicas de (Z2)® y (Z2)*%.
b) Demostrar que f es inyectiva.
c) Calcular Img(f) especificando su dimensién y una base.
d) Hallar la matriz de f respecto a las bases B} = {(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)} de (Z2)?® y B =
{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1)} de (Z2)*
i : (Ezf—"—"’ (L\H

(‘KM‘%\ ——-r(_(x,t),},) z [x’)pr\a‘ Yy ”311\

N
O\\ B(-_:{(ft,o,o],(or\{o\; !ofo,'l\J bhaje condnica A (@)

HLOIU) <, 1,0,0) m

J&lolllo\: ( O; 4,' 1105 ]
FIO(OI")‘[O;O; m

Nq}ut 0 (_'D\t\b\’o\ {r én L:ql?)
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 1 de septiembre de 2009

APBLLIDOS: | | | [ [ [ [T TTTT I T T T T I I 1T
NOMBRE:  [[[ [ [T T T T T T T I II Tl oNe[ [T ]]
Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sean A; y A autovalores distintos de un endomorfismo f : R® —3 R™,
Demostrar que:

a) 5, = {VeRn: H(¥) = /\17} es un subespacio vectorial de R™.

b) Si ¥ es un autovector asociado a ) y V3 es un autovector asociado a Az, eatonces { \T{,\Tg} es un
conjunto libre de R™.
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FUNDAMENTOQOS MATEMATICOS 1 . Ejercicio 3 1 de septiembre de 2009
| | IIHIIIIIIIJIIIHIII
] | T[T T oNe[ [ TTTTTT]

Tiempo estimado: 30 minutaos

APELLIDOS:[ [ [
NOMBRE: L I [

|
|

Puntuacion méxima: 2 puntos

Sea S = {fi{z) = €%, fa(z) = ze®*, f3(z) = 2%*} un subconjunto del espacio vectorial real de
las funciones reales de variable real F(RR,R), sea U = L(S) la variedad lineal de F(R,R) generada
por S,y sea D : U — U la aplicacién lineal que a cada funcién de U le hace corresponder su funcién

derivada:
D(f(=)) = f'(=).

Se pide:

a) Demostrar que S es una base de U.

b) Hallar la matriz de D respecto a la base S.

c) Calcular Ker(D) y Img(D) especificando una base de cada subespacio.

d) Obtener los autovalores y los subespacios propios de D. ;Es D diagonalizable?

A A 2 U____ ls . ___U
§={8 X ;7‘6} Lts) D(&J\ (1) = Dife

\3\ No_tffl 0501080, 6o D on \& boe § | !
5 {fgx xe” )&16%} o5 vno. boe & U L5 dom 0 O

L3t = (3)e” ) XKL,

Dlel = (e = 3e” T | fe” 3. xe HOX ¢

.3>‘ \
Nxe™) = (xe”l= e .
D] - e e (X3 - (0 *@&'xe Y
o OJE ocinda O Y A
Am\:(é’ 3 2) NOIE 200 sl g &
0 ¢ 3 Maﬂi’dc\
C\__’M 3 A X v 3)(+§ Jl :()
ALY .V 38%)(g)=(8)“ RSO B

keyD:{ (0,01 0)5}

] 3 . EAS 5 O
Ekefgd {Oef%* 0.Xx<¢ 10 x L J) { run(,\l)f\ Mk‘-“\

Aodr & T
TR

_’_’_—____/
di (1 lm f-9

B it {(800),1130)5 (0,230 J;}BM& i)

3IX
Bimpyy {361 +3>(€ ;2)(8 43’19
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Test-A 30 de enero 2010

APELLIDOS: [ | [ [ [ [ LI T T TTTTTT T I I T TIITITIITIT11]
NOMBRE: | [ [ [ [ I [T TTTTTTITTTIII ) oNe(TTTTTI1]

i v ., Aciertos — Fall :
Atencién: Marque la opcién deseada. - Calificacidn: max{O, ceres e OS}

3

1. D ¥ ¢ son proposiciones, entonces p < (—~p => (g A —|q)).

2. Si V es un autovector de A ¢ My (R) y A tiene inversa, entonces vV es un autovector de
A+ AL

3. Sea (E,< ,>) un espacio vectorial euclideo. Si (1T1>,1'1_2>,..,,un) C E es el resultado de
aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a (vT{,\?g), . .,\T’n), entonces uj; ;7 €
{lﬁ),lﬁ,...,ﬁi}i para cada 1 <1i < n.

4. Si E es un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : E -~ E es una funcién lineal tal
que Ker(f) # {6)}, entonces para cualquier base B de E, la matriz de f respecto a la base B,
Mpg(f), tiene alguna columna nula.

5. Sea X un cuerpo conmutativo y sean A, B € Muxm(K). Si la columna k € {1..m} de A
es nula y existe una matriz regular P € M, (K) tal que PA = B, entonces la columna k de B
tainbién es nula.

11 5]
6. ¥ {c1,¢2,¢3} C R, el sistema de ecuaciones lineales | 1 0 (m) = | ¢2 | no tiene solucién
10 y [#:]
miltiple.

7. . Sea (E, < ,>) un espacio vectorial euclideo.
VU VEE <<U,V>¥, <®, V> >=<,v >3

8. El conjunto £ = {(:c,y, By:z,y€ ]R.} con las operaciones

+ 1 EXEv+— E definida como ({z1,31,5)+ (z2,¥2,5) = (z1 + T2, + 42,5)
- :Rx E+r— E definida como «- (z,9,5) = (az, ay, 5)

tiene estructura de R-espacio vectorial.

9. Sea E' un espacio vectorial euclideo de dimensién finita. Si B; ¥y B2 son bases ortonormales
de dos subespacios suplementarios de E, entonces By U Bs es una base ortonormal de E.

10. La inica matriz 8 € M3(R) que cumple (? ;) B= (g g) es B =0.

11. Sea f : £ +— E un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita, Si fes
diagonalizable y tiene un tnico autovalor, entonces la matriz de f respecto a cualquier base de
£ es diagonal.

12. Sean F y H dos subespacios vectoriales de un K-espacio vectorial, £, y sca la aplicacién
g: FxHv—— Etal que g(x,y) =z +y. Si F + H = E, entonces g es biyectiva.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 30 de enero de 2010

APRLLIDOS: | | | L L LIA I LI ITIPIIITIIITTIII1]
NOMBRE: | [ | [ [ [[[TTTITTTITITITONE T (T[]
Puntuaciéon maxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sean B = {el,eg, e3} y B' = {el,ez gg,z,%,es} bases de los Zz-espacios vectoriales Z3 y 7S,
respectivamente, y sea la funcién f : Zz —+ Z§ tal que

f(ivle_l> + 2983 + -’538_3)) = 331(?1 + Izjz + 553;3 + 512; + wzt_?z + Ese_é-

Sepide' F“\h\;XLlXﬂBI\ - [5(14%1,)(3',“1 *)\;'xﬂ\ﬁl

a) Demostrar que f es una aplicacién lineal entre los Zg-espacios vectoriales Z3y Z8.
b) Hallar la matriz, F, de la aplicacién lineal f respecto a las bases B y B'.
c) Calcular Ker(f) e Img(f) y especificar sus dimensiones. ;Es f inyectiva?

d) Hallar FF. ;Existe alguna relacion entre Ker(FT) y Img(F)?

bl b Bl s e ] (R 2
S Y " ~ = . )
O’A m “mv_];[m\fw] K‘VX‘I&‘—)\Z()-‘L + X305 ;jﬂﬁ}jz(’ﬂgaué(% I
R L I N T SR e R U R o | I PR AR TR LR B
“ N (,X‘HJ%\E; ll.xl'ﬂ)q,\ é‘-l['l‘b(a“j";\ (5‘3(" ()(\1‘9:‘\ Q‘,‘q(“'(xzfgﬂésr t(’(’ftyg')'éﬁ’
ey og (& l:[if\ = ‘leléil'*xlét‘*xi'(?% Y+ ‘[ (ﬂ!é:t *3161'*\}3@3} =
L\ IR S X303 ‘“X\éq"fxzés(*xséu* l{j[@f Bzez +93K3 *JWLH*‘J 205 19
- (x,)rtj\\é', + (xz%tjﬂélz Xy 1Y Je; (X1 1y Jog 1(x,1Y2)es +/)<gﬂa)f.¢

@ (kY= ) | - ) -
o ul’ F (klxiﬂxz éz‘“‘;é-;” - Hkxit'ﬁ Kx, ¢y +Kxz85) =

l\ - kX1(.l‘\’KX‘LE’L %’KK”L'} j'kX1LL1 +KX7€5 ¥K)\ge_6

- b ﬂlx[.(\” l'([r()(\e\-'r)\?_(a 1)(3(,3\ = I\ (Xq(,q JrYz?L +X5€3+X,€q +>‘zt W@Q;)

Kwer +kxae, Llxg?y 4 Kx @y A kxels + kxs€

] \VL ?k'tE’l '*’Xaél *’%363 //‘VZI : \vL Keﬁ?&
- é (Zfz\
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 30 de enero de 2010

APRLLIDOS: | | [ [ [ [T [T TTT T T I T I TII I ITIIIIITITT]
NOMBRE: | [ | [ [T T [TTITTI I T II T ] oNe[ T}
Puntuacién mdxima: 2 puntos . Tiempo estimado: 30 minutos

Sea f : R" — R" una funcién lineal y sea & € R un valor propio (autovalor) de f con multiplicidad
geométrica s y multiplicidad algebraica r siendo s < 7.

ald | H )

a) Probar que existe una base B en R™ tal que la matriz de [ asociada a B es Mp(f) = ( o TA

donde o es un autovalor de la matriz A € M,_(R)y H € Mixin—g)(R).

b) Probar que existe ¥§ € R", v§ ¢ Ker(fudldn) tal que f(\To}) = avi+wW donde we Ker(f—ald,).

Indicacién: utilizar los resultados del apartado a).

c) Calcular (f — cxIdn)(ﬁ.}) y(f— cxIdn)2(%>). i Coinciden Ker(f — ald, ) y Kér(f - aIdn)z?
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3 30 de enero de 2010

APELLIDOS=||lllllllllII[IHTII]IIHHJTIIILJ__ -
NOMBRE: [ | | [ [T T TTTTTTT T T T]oNe[ T[T ][]
Puntuacién mixima: 2 puntos . 2 Tiempo estimado: 30 minutos

Sea el espacio vectorial euclideo '(]R3, <,>) conel producto escalar habitual y la base canénica

B.
Sea By = {(2,1,0),(=1,2,0),(1,1,1)} una base de IR3, sea By = {¥i,¥3.¥3} la base ortonormal

de R? obtenida al apllcar el progeso de Gram-Schmidt a B; y sea el endomorfismo f : R® — R3 que
verifica f(vl) = 171>, f(vz) == O f(V3) = ‘ﬁ> Se pide:
a) Determinar Bo. g (\a;\ =f"
b} Hallar la matriz de f respecto a la base candnica de R3.. ZARE
c) Demostrar que ¥ o,V € R? < FA), ¥ >=< T, f(¥) > &’(‘é)-;

‘-{(Zl-ho‘)f(h\:_‘i'()\'("\'b} me(hw‘s . .
& Sy 'é'—; .
% _ — — ey
1'{“"”21“3} bake wthogorel & WD

0) NERde & G-§
—_——

(1;\..0) = (.-\12 .0)]

3. () - <O, VM (g09) ,_<(H\\ (tMB)
: ((zmm Ny <(\,1c§(\.2&

= (\:\lh_ @_(?;\ 0\ = (- = S ‘
T 4000000 5.4, 1.9 - T

B =1 (e, .
. fl( \.03|,|( \.2,0\‘ .E_o_,i_al} Bose ottepomal g 3
A vy NPy

N < Va2, 0200) > < {5 Trrctmente

< ~—a E i T
“@\\:J((h\,u.o\,(-\,q,cm:\]g b {G‘Q'VZ'VG} { 13z, N3 }

[Fred B QA (4, ;
i = [_\'_6_ . § \;_‘;IO>’(O,Q,D} :
._)E-—-; l% ( l_____} ) (0‘0’0}-“ Bose SROMON g R3
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 1 de septiemnbre de 2010

APELLIDOS: | | | [ [ [ J T PTTT T T I I I IIIT1]
NOoMBRE: [ | [ [ [ [ [T T TTTTTT I T IoNe{ T T [[T]]
Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sea £ un R-espacio vectorial de dimensién finitay f : E — E una funcién lineal tal que fof = —f.
Probar que:

a) Ker(f + Idg) C Img(f).

b) Img(f) < Ker(f +Idg).

c) Para todo ¥V € E se verifica que V € Img(f) « f(¥) = -¥.
d) f es diagonalizable.

O.\ KQ((“—I& \ ﬂ = » _ .-l o

ol Ceor o e\ bIde) — (I3 V)0 = -(l\_/_)kléﬁ‘w ¢

ooV G X . {(_\‘/’\:V :i&@

> {[\/ |2V =0 --—‘>-UV)=V = T
e

Gﬂ;;j M%;cw-’*g

AN
b Im%\k\ € Kee b R
\w\k(sé(\ | Coll »3pet IR .;{—_—7 E[h\m\ {W”Rcw) |
e ML VAT PR IO 0 =
_o> - (o)== i

> (015 Tete k)
. _ " IAE\
(&> Hv% Y .[De, o) xj\a\ — TelH ke {f+ ]
] V\/(,E Ve Im t /M\W lﬂlv)klﬂ(\ﬁ{ )O&J
B v € T R—w EK@I((TIC\)«f—) (puam 0 &= |
€
s WAV = G (=Y
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 1 de septiembre de 2010

APELLIDOS: [ [ T T T T T T I T T [T T[T IIILITTITTITL] -
NOMBRE: [llll[lllltlllllllllllDNPLIIIllﬁlLl
Puntuacién méxima: 2 puntos ’ ' Tiempo estimado: 30 minutos

Considerando el R-espacio vectorial C({~m,7],R) = {f : [-m, 7] — R : f es continua} , se define
la aplicacién <, >: C{[—m, 7], R) x C([—m, 7], R) — R tal que

<f9>= [ f@oe) ds.

Se pide:
a) Demostrar que <, > es un producto escalar.
b) Calcular el médulo del vector f(z) = 213 € C.(['—:vr,'.vr], R).

c) Aplicar el método de Gram-Schmidt al conjunto {1, z,2} € C([—, ], R) para obtener un con-
junto ortogonal.

O FO 23 e Cn g R

N 243 - @) = \U_‘;m.zxux - \U_:\&x‘m . mn? \l‘-‘.;:'wg_?‘ @ (

<Gy O _ w2 Lo :
Heve2 oV G <V, —x =X 3 4~ 0 -
0,977 <xy Tn Lxx0 3

s
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1 de septiembre de 2010

FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3
CAPELLDOS: | [ [ [ [ [ [T T T JTT T I TITTITTIITITL l I rrel
NoMBRE: [ | [ [ | [ JJTTTTTITTITTL]ovef[] [T 1] -

Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Segin los valores de a € R, diagonalizar las matrices

a ¢ —a W .
a) A= (a ) DWM\“DS ”@ A Oecns e} é\Q@\‘Q.\\'i-QL\)\Q % en Camh &Q‘Lﬁb -
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 27 de enero de 2011

APELLIDOS: [ | [ [ [ [ [T T I T T T T T I T T T T I IITIIT]
NOMBRE: { [ | [ [ [ [TTTTTTTTTTITT o T I TI11]
Puntuacién mixima: 2 puntos 2 Tiempo estimado: 30 minutos

SeaV={(z,y,2) €Zd:2+y+2=0} ysea W = L({(o,l,o,l,{))}) C 75,
Determinar una aplicacién lineal f : Z3 ~— Z35 tal que Ker(f) = V y Img(f) = W. ;Es tinica?
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 27 de enero de 2011

APELLIDOS: [ | |} [T TP T T TTT I T ITITIIITITIIIT]
NOMBRE: | | [ [ [T T[T TTTTTTTIToNe[ I ITTI1]
Puntuacién maxima: 2 puntos : Tiempo estimado: 30 minutos

Sea f es un endomorfismo de R" con n autovalores distintos y sea g un endomorfismo de R™ que

conmuta con f.
Probar que todo autovector de f es un autovector de g, y que se puede obtener una base de R™®

formada por autovectores de g.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3 27 de enero de 2011

APBLLIDOS: [ | | [ [ T T I T T I T T T I T T I T T[T IT 1T
NOMBRE: Lllllllllll_lllIIIIII—IDNLHIIIIIIHl
Puntuacién méxima: 2 puntos a Tiempo estimado: 30 minutos

Sea el espacio vectorial euclideo Rifz] = {p(z) = ag + e,z : ap,a1 € R} con el producto escalar
< g+ a1z, by + b1z >= aghy + a1 by. Se pide:

a) Calcular un polinomio unitario, ¢(z) € R1[z], que sea ortogonal a p(z) =1+ a. ;Es tnico?
b) Hallar un polinomio r(z) € Ry[z] que forme un angulo de § con p{z) =1+ z.

c) Obtener —en R;[z] y respecto a la base canénica— la matriz del giro alrededor del origen y de
dngulo .

d) ;Qué polinomio se obtiene al girar el polinomio s(z) =34 2z ¢ Ri[z} un dngulo 7 alrededor del
origen? Comprobar el resultado.
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ALGEBRA Fjercicio 1 " 1 de julio de 2011

APELLIDOS: [ | | [ [ [ [ [T T I T I I I I IT1]
NOMBRE: [ [ [ [ [ J[{[TTTTITTTI I oNeTTTTTITTT]
Puntuacién mixima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sean las aplicaciones lineales g: Z2 +— Z3 y h : Z3 +—> Z3 tales que

by + by ey
by by 2 ¢+ by +bo
g (bz) = b y hlb | = c2+ b .
by c3 c3 + bo
by ba

a) Calcular las matrices G y H asociadas a las funciones g y h.

b) Estudiar si son inyectivas y/o sobreyectivas las funciones g y h.

c} Calcular el producto de las matrices H y G.

d) Determinar el niicleo y la imagen de las funciones g y k. ;Qué relacién hay entre Ing(g) y Ker(h)?

e} Codificar w = (0,1) € Z% utilizando la funcién g para obtener la palabra codificada p = g(w).
Modificar un bit de la palabra codificada, p, para obtener una nueva palabra, g. ; Cudnto vale h(g)?

%(“‘ ,‘i h(1,0.0,000= (1,0,0)
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ALGEBRA ) Ejercicio 2 1 de julio de 2011
APELLIDOS: [ [ [ [ [ [ [ TP TT LI ITTITT I T 1T]
NomBRE: [ [ | [ [ [T [TT[TTITTTITT)oN: T TTTIT]

Puntuacién maxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

1. Sea {V,<, > ) un R-espacio vectorial euclideo, y @ y ¥ vectoresde V, y | I| 1a norma inducida

por el producto escalar < , > . Demostrar que

Y+ V)2 = |2} + || V||? si y solamente si ¥ y V son ortogonales.

2. Sea el R-espacio vectorial R;[z] = {p(z) = a + bz : a,b € R}. Se pide:

a) Demostrar que < p(z), ¢(z) >= p(1)q(1) + p(2)g(2) es un producto escalar en R, [z].

b) Caleular todos los polinomios g(z) € Ri[z] que sean unitarios y ortogonales a p(z) = 1 + .
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ALGEBRA Ejercicio 3 1 de julio de 2011
aperLnos: [T T T T T [T T L [T [T T T T T T LI LITT]
NoMBRE: [ [ [[TT[TTTTIIITT Il ol [P 1] {[T]
Puntuacién maxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

a) Calcular el polinomio caracteristico de A y los autovalores (valores propios) de A.
b) Hallar los autoespacios (subespacios propios) de A especificando sus dimensiones.
c) Demostrar que A es diagonalizable y especificar todas sus formas diagonales.

d) Calcular una base de R? respecto a la cual A sea diagonal.
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