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TEMA 1: LOS NUMEROS REALES

1.1 Cotas de un conjunto

Sea A c R, un conjunto cualquiera de niimeros reales.

Cota superior :Todo nfimero real mayor o igual que todos los elementos del conjunto A.
Cota inferior : Todo niimero real menor o igual que todos los elementos del conjunto 4.

Supremo: La menor de las cotas superiores, si existe.
fnfimo: La mayor de las cotas inferiores, si existe.

Mixime: El supremo si éste pertenece al conjunto.
Minime: El infimo si éste pertenece al conjunto.

Axioma del supremo
Si un conjunto 4 R estd acotado superiormente entonces el conjunto 4 tiene supremo,

Axioma del infimo
Si un conjunto 4 < R estd acotado inferiormente entonces el conjunto 4 tiene infimo,

1.2 Cardinalidad

Cardinal de un conjunto es su numero de elementos.
Dos conjuntos tienen el misino cardinal si y sélo si se puede establecer una biyeccion

entre ellos. En este caso se dice que son equipotentes.

Un conjunto es finito si el inico subconjunto equipotente con él es el mismo. -
Un conjunto es infinito si es equipotente con algin subconjunto propio.

Un conjunto tiene cardinal infinito numerable si es equipotente a N.
N,Z y Q tienen cardinal infinito numerable.

Un conjunto tiene cardinal infinito no numerable si no es equipotente a N.(y no es finito)
R,R~Q y C tienen cardinal infinito no numerable (Potencia del continuo).

1.3 Estructura de R

Laterna (R, +,-) tiene estructura de cuerpo donde las operaciones internas son la sumay

productos habituales.

Ademis la relacion de orden (£) entre niimeros reales es “compatible con la suma 'y con
el producto”, lo que se expresa diciendo que R es un cuerpo ordenado.

Entre dos niimeros reales cualesquiera existen infinitos racionales e infinifos irracionales,
lo que se expresa diciendo que Q y R—Q son conjuntos densos de R.

Los niimeros racionales e irracionales estdn tan juntos unos con otros que €s imposible
escoger un intervalo en la recta real que contenga {inicamente nimeros racionales o
que contenga linicamente niimeros irracionales (salvo que el intervalo esté compuesto

por un solo punto).

El conjunto R=Ru {+00,-—oo} se denomina recta real ampliada , donde —© y

+00 son dos simbolos (no son niémeros).
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1.4 Otras definiciones y propiedades de R

e Propiedad arquimediana: Vx,yeR x>0 3dneN / ax>y.

e Principio de encaje: La interseccion de una sucesién de intervalos encajados cerrados es
siempre distinta del vacio.

» El producto de dos niimeros racionales es siempre un nimero racional.

xeQ
yeQ

s El producto de un niimero racional, distinto de cero, y de un nimero irracional es un

ndmero irracional,
»eQ {0} } = xyeR-Q
yeR-Q

} = xyeQ

e Sin embargo, el producto de dos niimeros irracionales no es un niimero irracional (por

ejemplo, 2 2 =2eQ)

¢ Método de induccién
Sea P una propiedad que pueden verificar todos los nimeros naturales. Hacemos:

Base de induccién; verificamos que la propiedad P se cumple para 1.

Hipétesis de inducecidn: suponemos que P se cumple para ».

Paso de induccién: verificamos que P se cumple para n + 1 teniendo en cuenta la
hipétesis,

Si esto sucede asf entonces podemos afirmar que Ja propiedad P se cumple para todos los
numeros naturales,

x si x20
e Valorabsoluto: [x| = Vx* = {

—x si x=0

Propiedades: 1) | x+y| < |x|+| y]
iy Jx-yl=1x]-1y]
iy |x/yl=Ix|/lyl si |y|=0
w)y |lxl=Iyli<|x-y|
v} |x|<a & —a<x<a

-1 si x<0
¢ TFuncién signo: sign(x) = u= -Iii también  sign(x) = ¢ 0 si x=0
o 1 six>0
e Parteentera: E(x) = p €Z [/ p < x < p+l
o Parte decimal: dec(x) = x — E(x)
T-3

www.monterosespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 3178 , 619 142 355



Forma cartesiana a
forma polar

Forma polar a forma
cartesiana

TEMA 2: LOS NUMEROS COMPLEJOS .

2.1 Definiciones

e Un niimero complejo z es un par ordenado (g, ) de ntimeros reales donde,
a = Re(z) = parte real de z
b = Im(z) = parte imaginaria de z

¢ La unidad imaginaria (designada por i) es el niimero complejo (0,1). Ademas

tenemos que i =+—1.
» Elafijo de un complejo z es el punto del plano cartesiano de coordenadas (a, b).

2.2 Formas de representar un nimero complejo

¢ Forma bindmica: z=(a, b)
» Forma cartesiana: z= a+bi
e Forma polar: z= P,

¢ Formaexponencial: z= pe?

¢ Forma médulo-argumental: z= p(cosd +sinéi)

Para pasar de una a otra forma hacemos:

pzda2+b2 }:>z—

z=a+bi =
g = arctan(b/a)

a = pcosf )
Z=pPg = {bzpsinﬁ} = z=a+bi

2.3 Operaciones con niimero complejos
Suma: n+z = (@ +h)+ (@+hi) = @ +a) + G +b)
Multiplicacién:  z,-z, = (a, + bi) - (a, + b,i) = (aa, ~ bb,) + (ah, +ab)i

2,2, = Pg P = (PP o

. 4 a b
Elemento inverso: 27 = ——— = ——1
a +b a +b
-1 -1
z7 =(p7 ),

2.4 Complejo conjugado
Forma cartesiana: Sea z = a + bi, su complejo conjugado es z=a-—bi

Forma polar: Sea z = p, , sucomplejoconjugadoes z= P_p

Propiedades: 1) z,+z, = Z + Z,
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" Férmula de Molivre

Un niimero complejo
tiene n raices enésimas

Tomaremos siempre
esta férmula como una
definiclon

Propiedades: 1)

2.5 Modulo de un complejo

Sea z = a + bi, llamamos médulo de z al ntimero real no negativo |z] = Ja* + b

iy [Re(2)| <[z| , [|Im(z)] <]z}
i) z' = Ez (si z#0)
||

vy |z|= 0 VzeC, ademis |z]=0 <« z=0
v) |az| =|allzl, aeR

lz,+2,] <z |+ 12|

2.6 Potencias y raices
Sea el nimero complejo z = p,,

¢ Potencia enésima:
Z" = (p” )119

* Raices enésimas:

2.7 Exponenciales complejas

z atib a b

Férmula de Buler : e° = e = e%” =e”(cosb + i senb)

z z'

Propiedades: i) e”-e
iy e'#0, VzeC

z+2
=g

i) SibeR, |¢¥|=1

2.8 Logaritmos complejos

Todo complejo z= p, posee infinitos logaritmos de la forma:

Lz = L|z| + i arg(z) + 2kni

2.9 Potencias complejas

Sean z y w nimeros complejos,

i) ZW .ZW — ZW+W

i) 2z =(22,)"

Propiedades:
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2.10 Algunas cuestiones de interés

o El conjunto de los niimero complejos con las operaciones de suma y producto
posee estructura de cuerpo y lo representamos (C, + , - ).

e C no es un cuerpo ordenado. Esto quiere decir que, dados dos nlimeros complejos
z,,z, € C, no se puede decir cual de los dos es mayor que el otro. Dicho de una

forma grafica, no existen los simbolos > ¢ < para los nlimeros complejos.

e Desigualdad de Cauchy-Schwarz

2
s ;[zfiz ';Iyriz

ZZ: 3;!
=1

e Es conveniente manejar con soltura las potencias de la unidad imaginaria 7:

it = -1 i"o= 1
B o= A
A y en general A2 _ g
l.s — i I-4n+3 = —i

e Interpretacién geométrica del producto de dos niimeros complejos:
El producto de un niimero complejo z por otro complejo w de modulo unidad se
puede interpretar geométricamente como un giro en sentido antihorario del afijo de
z alrededor del origen y con un angulo igual al argumento de w.
Si w no tiene médulo unidad ademds del giro se produce una traslacion del afijo
de z.

e Interpretacion geométrica de las raices n-ésimas de un nimero complejo z:
Los afijos de estas rafces son los vértices de un poligono regular de » lados 'y con
centro el origen. Estos vértices se encuentran situados sobre una circunferencia de
centro el origen y radio la raiz n-ésima del médulo de z.
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TEMA 3: CONTINUIDAD DE FUNCIONES :

3.1 Calculo de limites de funciones

Lo primero que debemos hacer al abordar el célculo de un limite es “pasar al limite”, lo que
significa sustituir formalmente las x por el valor al que tiende para obtener un resultado.
A la hora de realizar este paso debemos tener en cuenta que:

f =1 = sen(f) - senl
f—>1 = cos(f) - cosl
-1 = tg(f) > tgl

f—=1>0 = L) —» LI
fol = Y-

Los limites de los cuales no podemos saber el resultado de antemano se llaman indetermina-
ciones y existen siete tipos:

l- f—>w,g>0 = [f-g—>w0-®
2- f=20,g50 = f-g-50wn
3o oo, g0 = I~—>£
g 0
4- f—>0,g->0 = i—>9
g 0
5- fo50,g30 = f&£50
6- forw,g50 = [fEox
7- fo1l, g5 = [fEo1

De esta forma, una vez hecho el “paso al limite™ v simplificado el resultado siempre tenemos
> p
que estar en uno de los cuatro siguientes casos:

El limite nos da un niimero real.

El limite nos da infinito ¢ o menos infinito —co.

El limite no existe (la sucesién es oscilante)

El limite queda indeterminado (aparece una de las siete indeterminaciones).

e & & 9

En los tres primeros casos el limite esté resuelto, En el Gltimo caso, aquel en el que aparece

una indeterminacién, tenemos que utilizar el resto de propiedades que a continuacién se

indican para intentar resolver la indeterminacion.

e Operaciones elementales con limites de funciones
Sean las sucesiones f, g talesque lim f=a y limg=58 :

1. lim(f+g) = limf+ limg= a+b

2. lim(f-g) = limf- limg=a-b

3. lim(f-g) = limf-limg=a-b
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4, ]imf;— = l;—'_mué =§

5. Hm(f%) = limf™¢ = g°
6. lim(nf) = In{limf) =
7. lim(cos f)
8. lim(sen f)

[siendo b #0]

cos(limf) = cosda

sen(lim f) = sena

e Sustitucién de infinitésimos equivalentes en producto o cociente. Los infinitésimos
xX—a
equivalentes m4s usuales son para £(x) — 0:

sen &x) ~ arc sen &x) ~ &x) Sh &(x) ~ Arg Sh &x) ~ &(x)
tg &(x) ~ arctg &x) ~ &Xx) Th &x) ~ Arg Th gx) ~ &Xx)
1 - cos &%) ~ g(;)z Cha(x) -1 ~ 8(;)

e — 1 ~ g(x) a®@ -1~ e(x)La (a>0)

(l+ex)"—-1 ~ elx)-m

L+ &(x)) ~ &(x) también Lu(x) ~ u(x)-1 u(x)—>1

e Si lm f(x) = o0 también podemos sustituir en producto o cociente:
X->a

P Pl -~ p
Gyx” + ax’ + .. + a, a,x

Ligx” + ax” + .. + a,) ~ L)

e Regla de ’Hopital:

Sean /'y g dos funciones derivables en un entornode a € R con g'(a) # 0 ydonde

tenemos que lim f(x) - 2 6 f (x)

entonces se¢ cumple que:
i—a g(x) o0 x—)a g(x)

Si hmf’() I = ]jm—fﬂml
x-a g(x) xa g(x)
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Esta férmula sirve para
{as tres indetermina-
_clones potenclales

Esta férmula sélo sirve
sirve para la indelemi-
nacién de tipo uno
elevado a infinito

Coclente de polinomios
con x tendlendo a
infinito

: Coclents de polinomlos
con x tendiendo a cero

“cero por acotado”

Importante propiedad.
Eireciproco no es
cierto en general

¢ Para las indeterminaciones o0° R 0° , 17 siempre se hace:

| = lim f¢ =e¢* donde

X—a

A=lim g-Lf

o Para la indeterminacién 1% también se puede aplicar aplicar:

I = lim f¢ =¢" donde

X—ra

A= lim g-(f-1)

» Para el cociente de polinomios existe la misma regla que en sucesiones (con x —» o0);

0 si p<gq
P p-1
ax” + a,_x" + .. +aq _ a, si p=g
@ g g-1
x> bx! + b, x¥ + + b, b,
o0 si p>q

» En funciones aparece otro caso interesante {(que no existe en sucesiones): un cociente de
polinomios con x — 0. En este caso nos fijamos en los términos de menor grado de
cada polinomio:

o si p<yg
pt2 pEl P
lim +d,,X7 + a,, X" +ax ) si  p=q
q+2 q+1 q
x>0 oo F b X + b X"+ bx b,
0 si p>gq

¢ Teorema del Sandwich (del Emparedado)
Sean tres funciones fig vy A talque g < f<h

limg =
¥=a = I =]
imh = I lim f

¢ Sean dos funciones f y g, tal que f estiacotada y lim g =0 entonces:
X—=a

lim f-g =0

x—=>a

e Orden de los infinitos, Sea lim f(x) = o0,

Inf < 1 (@a>0 < a’ (a>1) < f/

e Sea f:R >R, secumple que:

Si 3lim f(x)=! = 3lim f(n)=/
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Ambas definiciones son
equivalentes

Esta es Ia forma
préciica de estudlar la
continuidad de una
funcién

3.2 Definicion de continuidad

3.2.1 Definicién de continuidad

Decimos que f ¢s continua en ae R cuando;

Ve>0,38 >0/ VxeR.|x-a| <86 = |f0)-f@)|<e

Ve>0,36 >0/ VxeR.xe(a-6,a+8) = f(x)e(f(a)~ ¢, fla)+ &)

31.2.2 Definicion de limite

Decimos que f(x) tiene limite / cuando x tiendea a4, lim f(x)=/e R cuando,
X—ra

Ve>0,38>0/ VxeR.|x-a| <8 = |f)-1|<e

3.2.3 Limites Iaterales-

Limite por la izquierda:  /, = lim f(x)

x—a

Limite por la derecha: /[, = lim f(x)

X—ra

3.2.5 Clasificacién de los puntos de discontinuidad

1. Discontinuidad evitable: 3/, , 3/, pero I, =1, # f(a)
2, Discontinuidad de primera especie o salto finite: 3/, , 3/, pero [, # I,

i} h=wo ¢ I =w
3. Discontinuidad de segunda especie: . .
if) ,Zf A ﬁ l,

3.2.6 Propiedades practicas

o Las funciones elementales son continuas en todo su dominio de definicion. Liamaremos
funciones elementales a senx, cosx, e, Inx, Jx , polinomios, efe...

* La suma, resta, producto, cociente y composicion de funciones continuas es una funcién
continua.

e [escontinua en a <« lim f(x) = linl fx) = f(a)

X—a

s f escontinua por la izquierdaen x=a & lim f(x) = f(a)

X—rF

¢ [ escontinuaporladerechaen x=a" < lim f(x) = f(a)
x—)a+
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3.2.7 Teoremas tedricos

Para todos los teoremas, sea una funcion f :{a,b] - R continua en [a,b]

o Teorema de Darboux:

Si f(a) <k < f(b) entonces existe & € Ja,b[ tal que f(£)=k

¢ Teorema de Bolzano:;

Si f(a)<0 y [f(b)>0 entoncesexiste £ € Ja,b] talque f(£)=0.

¢ Teorema de conservacion de intervalos:
Si f es continua en [a,b] entonces su imagen f([a,b]) es un intervalo.

* Teorema de Weierstrass:
Si f escontinua en [a,b] entonces f esté acotada en [a,b] y ademds existen

maximo y minimo de f en [a,b].
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Estas dos formas de
definir la derivada son
fotaimente equivaten-
tes. Basta con hacer el
cambio de variable:
x=a+h
para pasardeuna a la
ofra,

£n R que una funcién
tenga derivada en un
punto es necesario y
suficiente para poder
asegusar que es
diferenciable en ese
punto.

TEMA 4: DERIVACION )

4.1 Definiciones

* f(x)esderivableen ae R cuando el siguiente limite existe y es finito:

flat+h) - f(a)

!hi—r)lg h = f’(a)
lim f(x) - f(a) = f’(a)
x-3a X ~ a

*  Decimos que f(x) es derivable por la izquierdaen ae R cuando el siguiente
limite existe y es finito:

i L@rh) = 1@ _

h-0- h f'(a_)
i LG = 1@ _
x—a~ X —a

* Decimos que f(x) es derivable por Ja derechaen ae R cuando el siguiente limite
existe y es finito:

fla+h) - f(a)

jip LEDZSD i
fim f(x) - f(a) _ fr(a+)
x->at X —a

S(x)esderivableen aeR < f'(a’) = f'(a*)

Las funciones elementales son derivables en todo su dominio de definicién. Llamare-
mos funciones elementalesa senx, cosx, e, Inx, \/; , polinomios, efc...

» La suma, resta, producto, cociente y composicién de funciones derivables es una
funcién derivable en su dominio.

Definimos la diferencial de f(x) en el punto € R como:

df(a): R > R
de = df(a) = f'(a) dx

La funcién diferencial df de una funcion £ es siempre una funcion continua.

o f(x)es diferenciableen g e R <> J{x)esderivableen g R
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4.2 Interpretacion geométrica de la derivada y de la diferencial

- La funcién derivada representa graficamente la pendiente de la recta tangente a la funcion
en cada punto.

- La funcién diferencial de una funcién en un punto es gréficamente una recta que pasa por

el origen y que tiene pendiente la derivada de la funcion en ese punto.

- Sea una funcién derivable f:R — R. La recta tangente a la grafica de la funcién en un
punto x = a viene dada por la siguiente expresién:

y=Jf@) = fl@)(x-a)

Fljate que la recta
dibujada es secante a

la curva pero conforme : 3 l"\
5 tiende a cero la recla
es “cada vez menos
secante” hasta que flo+h)—————"—vr--—-rrr ———
llega a ser tangente a -(" "") I
la curva E
%
| f{a+h)
|
:
| |
S —1
i
b 4 3
a a+h "X

Ejemplo numérico:
Calcular la recta tangente y la diferencial de la funcién f(x) = x* en x=3.

S =x> = f(3)=3=9
fi(x)=2x = f'3)=6
y-f@ =fDx-3) = y-9=6(x-3)>y-9=6x-18= y=6x-9

Por tanto la recta tangente es,
y=6x-9

y la diferencial es,
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4.3 Teoremas

*

Si f(x)esderivableen @ = f(x)es continuaen a

Teorema de Rolle:

Sf(x) es continua en [a,b]
f(x) es derivable en (a,b) = 3ee(ab)/ f'(c) =0
Ja@) = f(b)

Estelecremaesuna e  Teorema de Lagrange o del valor medio:
generalizacion del
teorerna de Rolle

= 3ce@bh / [ =LO/@

S(x) es continia en [a,b]
b—a

f(x) es derivable en (a,b)

* Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado:

f@) y g0 cotines en [42] }:b Tee@y s 1O fO-f@
/&)y &) deivables en (@) g0 gb)-2@

e Regla de la Cadena:

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en (a, b) entonces la derivada de la
funcion composicion (go f)(x) es:

(g /) (x) = g'(f(x)-f'(x)

Notacion importante

» Diremos que una funcién f(x) e C ([a,b]) si es continua en [a, b).

» Diremos que una funcién f(x) e C' ([a, b]) si tiene primera derivaday ésta es

continua en [a, &].

* En general, diremos que una funcién f(x) e C” ([a, b]) si tiene derivadas hasta de
orden r todas ellas continuas en [a, b].

* Por ¢jemplo, sea f(x) una funcién polinémica. Entonces diremos que f(x} e C (R)
por que los polinomios son funciones que poseen infinitas derivadas todas ellas

continuas.

* Sccumpleque: Co>C' oC?>5..5C
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[jPiensa que esto es
realmenie Glill! Graclas
a la férmula de Taylor
podemnos estudiar fun-
ciones muy complica-
das "sustifuyéndolas®
por polinomios, que son
unas funclones muy
sencillas y que sabe-
mos mansfar muy bien

TEMA 5: FORMULA DE TAYLOR .

5.1 Definiciones

Sea una funcién feC™ ([a,x]) , se cumple que existe un £e [a,x] tal que:

f()(

f) = fla)+ )+ LD 4t LD gy T C gy

(n+1)!

o bien, en forma comprimida,

fk)( ) f"”)(é) it
JG) = Z ~a)* + k——_—(””)’ (x—a)
Pral) Ry ()

A esta expresion la llamamos formula de Taylor. Més concretamente, F,,(x) es el

polinomio de Taylor de grado # en el punto @ y R, ,(x) es el resto de Lagrange que,

ha
como vereimos a continuacion sirve para acotar ¢l error.
En el caso particular en que ¢=0 se suele llamar férmula de Mac Laurin.

Si hacemos tender 1 a infinito, 17— 0, entonces hablaremos de serie de Taylor que no es
mas que un polinomio con infinifos términos. En este caso no hay resto de Lagrange.

La férmula de Taylor-MacLaurin nos da una aproximacion de la funcién f(x) en ¢l inter-
valo [a, x] mediante un polinomio de grado n. Dicho de otra forma, Taylor nos asegura que
existe un polinomio de grado # que se comporta “casi” igual que nuestra funcién dentro del
intervalo [a, x]. El error cometido entre la funcién £ (x) y el polinomio que fa aproxima
viene dado por el resto de Lagrange:

fnﬂ) (g)

(n+1)! (="

Frror =

Es de suponer que cuanto mayor es el grado del polinomio mejor es la aproximacién a la
funcion f(x). Sin embargo, esto no es siempre asi. Hay veces en que existe la formula de

Taylor pues feC™ ([a, x}) pero sin embargo no aproxima convenicntemente a la funcién,

Condicién necesaria y suficiente para representar una funcién como serie de Taylor

La condicidn necesaria y suficiente para que una funcién pueda expresarse como una serie
de Taylor es que el resto de Lagrange tienda a cero. En estos casos la funcién queda
perfectamente aproximada por la férmula de Taylor de infinitos términos que llamaremos
serie de Taylor (que no es més que una serie de potencias):

3]
s =31 (“) L@ gy

k=0
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5.2 Desarrollos en serie de Mac Laurin mas usuales
A continuacion se exponen los desarrolios de Mac Laurin mas usuales. Conviene
conocerlos perfectamente para, a partir de ellos, obtener otros més complejos.
Es importante recalcar que estos desarrolios estan centrados en el origen x = 0. En caso de
que nos pidan un desarroflo de Taylor en otro punto que no sea el origen tendremos que
utilizar la formula general de la pagina anterior y olvidarnos de estos desarrollos.
2 3 4 2] "
x X X
et =l+x+—+—+"—+.. e":ZM‘ TRLX <®
21 3! 4! =0 n!
x2 x.‘i o [l
a*=l+xlna+—In*a+—In*ag +.. a"=>"—Ih"a —0 <X <O
2! 3! n=0 bl
K] 5 7 ) 2n+l
x x x X
SeNX =X— -+ _———+.. senx = ) (-1 —— —00 <X <0
3t s 7! ,,z:;‘( ) 2n+ D!
2 4 [ 2n
X X 2 X
cosx = -4+ ——"—1,, cosx =y (-1)" s ~00 < X <00
21 41 6l prar (2n)!
3 5 7 0 2n+l
x X x X
senhxy=x+—+—+—+... senhxmz P — -0 <)y <0
31 5t 7 = (2r+1)!
2 4 & » 2n
x*  x x x
coshx=1+"—+"—+"+.. coshx=z —00 <X <
2t 4 ¢l o (2m)!
2 3 4 o 1
x* x7 x X
In(f+x)=x— "o —— ., [n(l+x)=Z(-—l)"”— -1<x <l
2 3 4 — R
3 5 7 o 2n+l
x x7 x X
arctgx =x ———+———+... arctgx = > (1" —-l<x<l
37577 5 Zo( Y ont1
x x2 » o
1+x)* =1+ a= +a{a-1)=+.. +x)* =>" " |x ~l<x<1
! 2! =
Caso particular del 1 1 s
anterior para g =—| — =l-x+x-x +xt. —=Z(—])ﬂx" -l<x<l
1 $+ X 1+ X n=0
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5.3 Calculo practico

Los procedimientos que podemos aplicar para obtener polinomios de Taylor de una funcién
determinada son los siguientes:

Primer procedimiento

Este procedimiento

solo es aplicable en la . st : . :
practica si la funcion es | V08 basamos en la propia definicién de serie de Taylor para calcular el desarrollo en serie

facitmente derivable | de la funcidon f( x). Sélo es necesario exigir que f( x) sea derivable en un intervalo
abierto que contenga al centro xo. La férmula es la siguiente:

L) gy L) o 4 L
!

£ = feo) + 5 ey + L) (5 () +

Este es el método mas | Segundo procedimiento
habitual

Se trata de utilizar polinomios de Taylor de funciones elementales conocidas de antemano.
Es decir, se puede obtener un polinomic de Taylor mediante operaciones elementales de
otros polinomios de Taylor conocidos:

» Suma, multiplicacidn o cociente de series.

* Derivacién de series.

* Integracion de series,

s Composicion de funciones dentro de una serie.

Es un caso particutar | Tercer procedimiento
del anterior

Muchas veces basta con aplicar la serie geométrica para obtener la serie de Taylor de una
determinada funcidn f(z):

I—:J-I;—(x—) iﬂ( f®) st )<t

f(x) = »n .
T Z( £(x) si [fon)<1
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A los maximoes y

minimos de una funcién
se les llama en general
extremos de la funcién

TEMA 6: MAXIMOS Y MiINIMOS .

xwe R
xe R
e R
XQER
A‘()E}R
XgER

e R

e R

Y

8.1 Definiciones

¢s un maximo relativo estricto < f(x)> f(x) , Vxe (x,-8, x,+8)
es un minimo relativo estricto < f(xg)< f(x) , Vxe (x,-6, x,+8)

es un maximo absoluto estricto < f(xg)> f(x) , Vxe R
es un minimo absolute estricte <  f(x) < f(x) , Vxe R

es un maximo relativo no estricte & f(xo)2 f(x) ,Vx e (x,-6, x, +8)
es un minimo relativo no estricto < f(xg)< f(x) , Vx e (x, -8, x,+6)

es un maximo absoluto no estricte &  f(x)= f(x), Vxe R

es un minimo absoluto no estricte <  f(x)= f(x) , Vxe R

Maximo
absoluto

Maximo
relativo

Mimimo
relativo

Mimimo
absoluto

> X

En resumen:

un méximo absoluto es el punto “més alto” de foda la funcién mientras que un maximo
relativo es el punto mas alto de una parte de la funcién.

Anélogamente, un minimo absoluto es el punto “mas bajo” de foda la funcién mientras que
un minimo relativo es el punto mas bajo de una parte de la funcién.

-
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bicho de otra forma,
los puntos donde no
existe la derivada de la
funcién son candidatos
a exiremo.

6.2 Calculo de los extremos

Condiciones necesarias de extremo

-y

Lo primero que se hace siempre es determinar los puntos estacionarios o criticos de la -
funcién f(x) (es decir, aquellos puntos que son candidatos a maximo o minimo). Estos
puntos se obtienen de aplicar las siguientes condiciones:

¢ Aquellospuntos ae R/ f(a)=0
o Aquellospuntos ae R/ Z f'(a)

y.lk

4
I
IS

X, X3 X, X; X

R

Fijate que en x, y x, la funcién presenta dos extremos, maximo y minimo

respectivamente.

En ambos puntos la recta tangente a Ja funcién es horizontal y por tanto su pendiente es
cero. Del tema anterior sabemos que [a pendiente de la recta tangente es la derivada de la
funcidn, por tanto podemos afirmar que en x, y x, se cumple que /' =0.

Sin embargo en el punto x, la pendiente de la recta tangente en ese punto también es cero,
es decir en x, también se cumple que f'=0 pero en ese punto no hay extremo.

De todo esto concluimos lo siguiente:

Que la derivada de una funcién se anule et un punto es condicién necesaria para que ese
punto sea extremo pero no es una condicién suficiente (porque hay puntos donde la
derivada se anula y no son extremo)

Por otro lado en x, y x, la funcion presenta otro maximo y otro minimo pero en esos dos
pundos no existe la derivada de la funcion, sin embargo en x, tampoco existe la derivada y
la funcidn no tiene extremo en ese punto,

Por tanto la no existencia de derivada en un punto es condicién necesaria pero no suficiente
para que una funcioén tenga extremo en ese punto.
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Se trata, en esle caso,
de utilizar directamente
la definicién de extremo

Este método sélo es
recomendable si
ademas vamos a
calcular los puntos de
inflexion

Cendiciones suficientes de extremo

Una vez obtenidos los candidatos a extremo, es decir, aquellos puntos que cumgplen alguna

condicién necesaria de extremo, estudiamos su caricter. Existen varias formas:

Observar el valor de fa funcidn f(x) en un entorno del candidatoa e R

Si  f(x)2f(a), Vxe(a-6,a+8) => a esun minimo relativo
Si f()< f(a), Vxe(a-6,a+8) = a esun méaximo relativo

Calcular la derivada segunda f"(x) y sustituir en ella el candidato g € R :

Si f"(a)>0 = a esun minimo relativo
Si  f"(@)<0 = g esun maximo relativo
Si  f"a)=0 = a noesni maximo ni minimo

Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de la funcién a un lado y a otro del
candidato € R . El estudio del crecimiento y el decrecimiento se hace mediante
la derivada primera:

Fi(x) <0, x<a = f(x)decreciente en x<a

' . } = a esun minimo.
S (x)>0, x>a = f(x)creciente en x>a

S'(x)>0, x<a = f(x)creciente en x<a .
, A => @ esun méiximo
S ()<0, x>a = f(x)decreciente en x>g

F(x)>0, x<a = f(x)creciente en x<a

] = a no es max ni min.
[(x)>0, x>a = f(x)creciente en x> a}

S(x)<0, x<a = f(x)decreciente en x<a

: . } = a no es max ni min,
S (x)<0, x>a = f(x)decreciente en x>a
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6.3 Calculo de extremos restringidos a un subconjunto de R

Algunas veces nos piden determinar los extremos de una funcién 7 (x) restringida a un
subconjunto {a,b] de R, e
En estos casos afiadiremos a la lista de candidatos a maximo o minimo los extremos del
intervalo dado. De esta forma los candidatos seran:

¢ Aquellos puntos cela,b] / 3f'(c)=0
o Aquellospuntos cela,b] / A f'(e)

s Los extremos del intervalo: ¢ y b

En el caso del céleulo de extremos restringidos a un subconjunto existe un teorema de gran
importancia que pasamos a enunciar:

Teorema de Weiestrass

Si Ac R escerradoyacotado y f escontinuaen 4 = f alcanza max.y min,
absoluto en 4
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6.4 Representacion grafica de funciones
Los pasos habituales para representar una funcién y = f(x) son los siguientes:
Dominio

Es el conjunto de todos aquellos valores de x donde la funcién toma un valor real.

Aquellos valores de x donde Ia funcién vale infinito o no existe quedan excluidos del
dominio

Ejemplos:

¢ f(x)=4gk)

En este caso el dominio de f(x) son todos aquellos valores de x para los cuales
g(x) =0 ya que la raiz cuadrada de un niimero negativo no existe

o f(x)=In(g(x)

En este caso el dominio de f(x) son todos aquellos valores de x para los cuales
g(x) >0 ya que el logaritmo neperiano de cero y de cualquier nhmero negativo no
existe.

Simetrias

Una funcidén y = f(x) puede tener simetria par, simetria impar o no tener simetrias.

¢ Decimos que una funcion tiene simetria par cuando f(x) = f(—x) , en este caso la

funcidn es simétrica respecto al gje Y, Por ejemplo: y =x*

¢ Decimos que una funcion tiene simetria impar cuando f(x) = — f(~x) , en este caso

la funci6n es simétrica respecto al origen. Por ejemplo: y = x°

* Sino se cumple ninguna de las dos condiciones anteriores enfonces la funcién no tiene
simetrias. Por ejemplo: y = e* no tiene simetria par ni impar,

Asintotas

Horizontales: si lil‘ilw JS(x)=1eR, entonces larecta y =1 esuna asintota vertical.
x—

Verticales: si lim f(x) = oo, entonces larecta x = g es una asintota vertical,
X=a

Oblicuas: son rectas de la forma y = mx + », donde

Hay que calcular la m ) X .
siempre antes de fa n m = lim & n = lim (f(x) - mx)

i X—yon
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Puntos de corte con los ejes

» Puntos de corte de la funcidn con el eje X

Hacemos f(x)=0 y despejamos x. Pueden aparecer varias soluciones ya que la
funcion puede cortar varias veces al eje X.

s Punto de corte de la funcion conel gje Y

Hacemos y = f(0), es decir sustituimos x =0 en la funcién y nos sale el valor de y
(no hace falta despejar). Este punto es {inico aunque puede no existir.

Signo de la funcion

Se trata de estudiar los intervalos en los cuales la funcién estd por encima del eje X (se dice
que la funcion es positiva) y los intervalos en los cuales la funcién esta por debajo del eje Y
(se dice que la funcién es negativa).

Para definir los intervalos donde la funcién es positiva o negativa tendremos en cuenta los
puntos donde la funcién corta al eje X (porque en ellos cambia de signo la funcién) y
también las asintotas verticales (porque en ellos puede cambiar de signo la funcion).

Extremos y monotonia de la funcién

Estudiar la monotonia de una funcidn significa estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la misma.

Para elio io primero que hay que hacer es obtener los candidatos a extremo de la funcién
como ya se ha explicado en este mismo tema.

Una vez obtenidos los candidatos a extremo se estudia en cada intervalo entre dos
candidatos si la funcion es creciente o decreciente. Para ello basta con sustituir cualquier
punto de intervalo en la derivada primera y comprobar si el resultado en positivo
(creciente) o negativo (decreciente).

Puntos de inflexion y curvatura de la funcién

Los puntos de inflexion de una funcién son aquellos puntos donde la funcidon cambia de
concava a convexa o viceversa.

Estudiar la curvatura de una funcion significa estudiar los intervalos de concavidad y
convexidad de la misma,

Para ello lo primero que hay que hacer es obtener los candidatos a punto de inflexién. Estos
candidatos se encuentran sicmpre en:

e Aquellospuntos ae R / f"(a)=0
o Aquellospuntosae R / A f'(a)

Una vez obtenidos los candidatos a punto de inflexién se estudia en cada intervalo entre
dos candidatos si la funcién es céncava o convexa. Para ello basta con sustituir cualquier
punto de intervalo en la derivada segunda y comprobar si el resultado en positivo (W)o
negativo (M),
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6.5 Algunas funciones elementales que conviene conocer
Funciéon Legaritmo Neperiano
y=In(x) = x=¢’
¢ In(xy)=M(x)+In(y)
-h{ﬂ=m@—m@)
o In(x“)=a In(x)

e In(1)=0
In(e)=1
(0" )= —oo
In(+00) = + 0

* Elvalor de dentro del Logaritmo siempre ha de ser positivo

Funcién Exponencial

y=e

Toda funcién elevada al exponente es siempre estrictamente positiva.

y=e¢” conaelR = y>0

. ez"=e"' ex

* a'e +be =(a+h) e*

e e'=1
e’=om
e =0
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y=senx
y=cCOosx
y=tgx
y=cotgx
y=secx
y=cosecx

y=sen’x =arcsenx
y=cos” x = arccosx
y=tgly = arcig x
y=cotg'x = arccotg x
y=sec™ ¥ = arcsecx

1

ry= cosec” X = arccosecx

Funciones trigonométricas circulares

y=sen x

y
]

[\

F=00% X

N x
/l]o u\/ 2n 3;:\
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| 2 F)
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Funciones trigonométricas hiperbélicas

y=senhx =shx
y=coshxy=chx
y=tghx
y=cotghx
y=sechx
y=cosechx

= senh x ¥=cosh x y=1ghx
H \/ ¥
_______ ===
i
5 x 5 X il X
________ ARl
y=coigh x ¥ =sech x ¥ = cosech x
. 5
¥ ]y —————
______ ‘¥ /\
0 * 7 * 0
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También llamado

*Célculo de primitivas”

TEMA 7: INTEGRACION

7.1 Integracion indefinida

Dada una funcién f se dice que otra funcién F es primitiva de / si F es derivable y es
F'=f.

La integral indefinida de f se define como ¢l conjunto de todas las primitivas de f y se
denota por J f(dx=F(x)+c

7.1.1 Integracion por partes

Se trata de elegir una parte del integrando como # y la parte restante como dv . Después se
obtienen du y v y se aplica la siguiente formula;

J-udv=uv— vdu

Lo més dificil de la integracién por partes, es ¢legir la w. Para ello utilizaremos la regla de
los ALPES. Se trata de elegir como , lo que primero encontremos dentro de la integral en el
orden siguiente:

Arcos (arctg, arcsen, .
Logaritmos

Potencias

Exponenciales

Sinusoidales (seno o coseno)

7.1.3 Integracién de funciones racionales

Ahora vamos a ver cémo calculamos integrales racionales (cociente de dos polinomios) que

son del tipo J ( ) dx . Debemos distinguir dos casos:
X

Caso I Cuando grado P (x) = grado Q (x)

En este caso dividimos los dos polinomios, y nos da: ( ) =C ( ) + ( ) donde
2(x) 0(x)’

C(x) esel cocientey r(x) el resto. Entonces la integral J C (x) dx es inmediata,

0(x)

Veremos cdmo resolver la integral dx en el siguiente apartado.
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Caso JI Cuando grado P (x) < grado Q (x)

En este caso se hallan las raices del denominador ¢ (x) y se descompone en fracciones
simples, de esta forma, una vez calculados los coeficientes, cada fraccién resulta ser una
integral inmediata, .

Veamos el caso mas general: Sea Q (x) un polinomio que tiene una raiz simple x =, una
taiz x = & de multiplicidad # , dos raices complejas conjugadas simples de la forma
x = a t bi y dos raices complejas conjugadas de multiplicidad s dela forma x =c¢ + di

entonces la descomposicion en fracciones simples queda:

Pix)y A4 [ B, B, B, } { Mx+N J
= + + =+t H—— |+
Q(x) x~a |(x-b) (x-b)" (x—b) (x-p)+gq

Cyx + D, N C,x + D, . Cx+ D,
[(x—c)2 + dz}s [(x—c)2 + dZ:]H ’ [(x ) + dz]

Pongamos un gjemplo numérico, supongamos @ (x) un polinomio que tiene x = 7 una raiz
simple, x = 5 una raiz cuaduple (multiplicidad cuatro), x = 3 % 4/ dos raices complejas

conjugadas simples y x = 2 £/ dos raices complejas conjugadas triples. En este caso la
descomposicion en fracciones simples queda:

P(x) A [ B, B, B, B, ] [Mx+N}
= + + + + +
o) x=7 | (x=5" x-5° (x-5° (x-5 (x=37+ 47

Cx+ D, N Cyx + D, Cx+ D
(-2 + 7] [(-27 +P]  [G-27 + ]

Una vez hecha la descomposicién en fracciones simples, las integrales resultantes para las
fracciones de raices reales simples, reales multiples y complejas simples, son casi inme-
diatas:

A
Tipo logaritmico; j dc=Kin|x~a|+c¢
x~a

Tipo potencial: =- h—K——_l+ c
(x- b) (r-D(x-by

Tipo neperiano-arcotangente:

M+ N
(x—p) +q°

rx-p
q

dx = ﬂln[(x—p)z +q2] + Mp-I_Narctg +c
2 q

Para las fracciones resultantes de rafces complejas multiples no sale una integral inmediata,
En este caso (el de raices complejas multiples) es preferible utilizar un método alternativo
llamado métode de Hermite que permite simplificar tos cdlculos. Este método queda fuera
de los objetivos del curso.
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7.1.4 Integracién de funciones trigonométricas

Productos de senos y cosenos

Son las integrales de la forma; e

Isen mx cos nx dx , Jsen mx senyux dx, j COS X COShx dx

Se usan las férmulas:
2senAsen B = cos(A—B) — cos(4+ B)

2cos Acos B

il

cos(A~ B) + cos(4+ B)

2sen Acos B = sen(A—B) + sen(A+ B)

Mediante estas férmulas, se transforma el producto en suma, y se calculan las integrales que
resultan que son inmediatas,

Potencias pares e impares de senos y cosenos

Las integrales Isen"x dc y Icos"x dx se pueden resolver mediante métodos

clementales hasta »=5. A partirde n =5 se resuelven mediante férmulas de reduccién.

Funciones racionales de senos y cosenos

Las integrales racionales de senos y cosenos R(senx,cosx) se convierte cn una integral
racional con alguno de los siguienies cambios de variable:

x 2dt 2t 1-¢
Caso general: fg —=f dx= > = senx= >, COSX = 5
2 1+¢ 1+ ¢ I +7
Casos particulares:
1)8i R csimparencosx: R(senx, cosx) = ~R(senx, —cos x)
dt
senx =1 dx= = cosx =+1-¢
1-1?
2)Si R esimparensenx: R{senx, cosx)= —R(—senx, cosx)
—dt
cosx=( dx= = senx=~+I-¢
1-7

3)Si R esparensenx y cosx: R(senx, cosx) = R(~senx, —cosx)

dt ¢ 1
tgx =t dx= = senx = COSX =
142 V4 NI+
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Esle es un caso
general del anterior

Si no estamos en nin-
guno de estos tres ca-
s0s entonces la expre-

sién no es integrable
efementalmente

7.1.5 Integracién de funciones irracionales

s s Xy dx, con L. e)
q

Treey

v

1) Integrales del tipo: IR (x79, x™'*

Se resuelven mediante el cambio de variable x = " donde p=mem(g, s, ..., v)
2) Integrales del tipo:

ax + b o ax + b - ax +b i u
JR s 3 dx: con E""'—we @
cx +d ex +d ex +d g v

. , ) ax + b
Se resuelven mediante el cambio de variable

=" donde
cx +d

1= mem(q, s, .., v).

3) Binomias; jx’ (a+bx")dx con r, 8, peQ
Lo primero que se hace es el cambio 7 =x" con lo que se reducen a forma simplificada:

_[tq (a+bt)fdt con p,ge
Ahora aparecen tres posibles casos:
1 St peZ y q=hik =  u=r"
2% Si geZ y p=hlk =  wu=(a+b)*

3 Si p+geZ =  z=1/f ysereduceal caso 2°

4) Irracionales cuadraticos: J.R (x,\/ax2 + bx+ c) dx

Cambios de variable:

-Sia>0 Jax' +bx + ¢ =Jax +1t
-Sie>0 Jax® +bx +c =Jc +
-Si ax’+bx+ec =alx—a)(x-P) AJax’ +bx+c =t(x-a)

- 8i b = 0, existen tres subcasos:
R(x,\/—a:;rx2 + c) dx
R(x,«/ax2 —~ c) dx

=
Il

& TH &

senf => «f—ax*+ ¢ = ccosf

=
Il

sec! = ax’-c =clgt

Rlx,Jax* + c) dx x="tgr =

ax2+ C = Csect

Ny

www.monteroespinosa.com - Clases de Cdlculo - Tfnos 91 544 53 77 |, 619 14 23 55

T-7.4



MUY IMPORTANTE:
Que una funcién sea
integrable Riemman no
significa que exista
primitiva

Habitualmente se
utilizan estos fres
teoremas para ver si
una funcién es
integrable

7.2 Integracion definida. Integral Riemann

7.2.1 Definicion de funcién integrable Riemann

Dado un intervalo cerrado y acotado [a, b], llamamos particién del intervalo a una. =

sucesion de puntos que cumplen: a = X, < X, < x, <. X,= b y la notamos como
P = {xo,xl,...,x"} . Al conjunto de todas as posibles particiones del intervalo [a, b] se
le denomina P ([a, b]).

Llamamos suma superior de la funcién f en el infervalo [a, b], al resultado de la

suma: s(P) = ZM i (%, — x,;), donde M, es el supremo de f en el intervalo (x, ,, x,)
=1

Llamamos suma inferior de la funcién £ en el intervalo [a, 4], al resultado de la suma:

"
.S’(P) = Zm,(x, — X,_;), donde m, es el infimo de f en el intervalo (x,_,, x,)
i=1

Llamamos integral superior de la funcién f en ef intervalo [a, 5], a:

ff = sup {s(P) / P e P(la, b))}
Liamamos integral inferior de la funcion f en el intervalo [a, 4], a:
J:f = inf{S(P) / Pe P([a, b))}

Si f es una funcién acotada en el intervalo [a, ], se dice que es integrable Riemann si

sus integrales inferior y superior coinciden, en ese caso las representamos por Jj ¥a

Al conjunto de las funciones integrables Riemann en el intervalo [g, ] lo denotaremos

por R({a, b]).

7.2.2 Propiedades de las funciones integrables

A continuacion se enumeran algunas propiedades importantes de las funciones infegrables:

Si f:[a,b] — R es una funcién monétona en [a, b}, entonces f es integrable en [a, 5].
8i f:[a,b] = R es una funcién continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

Si f:[a,b] > R es una funcién acotada en [a, b] que tiene un nfimero finito de dis-
continuidades, entonces [ es integrable en [a, 5].

Si f:i[a,b] >R, g:[a,b] > R son funciones integrables en {a, 5], entonces

f g esintegrableen [a, b], y se cumple ij T g= ff + rg.
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También se llama Teo-

rema del valor medio
del Calculo Integral

o Si fila,b] >R, g:[a,b] > R son funciones integrables en [a, b}, entonces
f+g esintegrable en [a, b].

* Si f:{a,b]-> R , -esunafuncién integrableen [a,5], y A € R entonces Af es

integrable en {a, ], v J:lf =2 J:f

e Si fi[a,b] >R, g:[a,b] > R son funciones integrables en [a, b}, tales que

f(x) £ g(x) ¥ x €la,b], entonces Jj /< f g {(Monotonia de la integral).

s Si f:[a,b] > R, esunafuncién integrable en [a, b], entonces , ¥é ! es integrable

en [a,b), y lff < f|f|.

7.2.3 Teoremas importantes

Teorema Fundamental del Calculo
8i f:[a,b] ~> R esuna funcién integrable en el intervalo [a, b], entonces podemos

definir la funcion F:{a,b] - R talque F(x) = .[ S (@) dt. El Teorema Fundamental

del Caleulo nos dice o siguiente:

Si f:[a,b] = R esuna funcidn continua en [a, b}, entonces F(x) = I SO df esuna

funcion derivable y su derivada es: F'(x) = f(x).

Regla de Barrow

Si f es una funcién integrable en [a, &), que admite primitiva F en el mismo intervalo,
entonces se cumple que:

ff(x)dx = F(b) - F(a)

Teorema de Ia Media

Si f es integrable y continua en {a, b] entonces cxiste un punto £ [a, b] tal que;

[ 1@ as=rE)6-a)
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Este case es generali-
zable a més Intervalos

Fljate que en esle caso
no hace falta exigir que
las funciones sean po-
sitivas

Este case es generali-
zable a mas intervalos

losvalotes #; y f; se
obtienen resolviendo
las siguientes ecuacio-
nes:

a=f(@
b=g()

7.2.4 Caleuio practico de integrales definidas

Interpretacion geométrica de la integral Riemman -

Sea f:[a,b] —> R talque f(x)=20.Eivalor 4= r f(x)dx representa el rea A

bajo la curva f(x) y por encima del gje x entre las abcisas x=a y x =b.

A continuacion se enumeran los casos més frecuentes en el calculo de areas planas, volu-
menes y areas de cuerpos de revolucidn y longitudes de curvas, Todos ellos se resuelven
mediante el uso de la integral Riemann, Cualquier otro caso que pueda aparecer se reduce,
normalmente, a alguno de los que aqui se enumeran,

Cilculo de 4reas planas

¢ Sea f:[a,b] > R. si f(x)20 entre [a,c] y [f(x)<0 entre [c, ] entonces el
drea entre la funcion y el eje x viene dada por:

J:f(x)dx + ff(x)dx

A= '[f(x)a'x — ij(x)dx =

e Sean f,g:[a,b] > R siendo f(x) > g(x) entre [a, b] entonces el drea enfre ambas
curvas en [a, 5] viene dada por la siguiente expresion:

A= [ (70 - 509) e

¢ Sean f,g:[a,b] > R siendo f(x) > g(x) entre [a,c] y g(x)2 f(x) entre
[c, b] entonces el 4rea entre ambas curvas en [a, 5] viene dada por:

4= [U@-ew)a + [(g00- r)

¢ Sea una funcion expresada en coordenadas polares p = f(0) entonces el &rea situada

entre esta curva y las rectas que pasan por el origen con pendientes 8, y 6, viene dada

__1“22 _l 2
A_ZEf(e)de_zf do

¢ Sea la parametrizacién de la curva y : [a,b] — R siendo y(#) = (x = f(),y =g())
entonces el area entre la curva y el eje x viene dada por:

por:

A= fg(t)f’(r) dt
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TABLA DE DERIVADAS

(f ) =qa fal fr
) -
S
(In ) ==
A
P70 I
g L e
NG
& (/) =e” 1
\ " \
b“’\' \?éj‘\m (af) =a Ina ‘[r)
Y=g Lt SIS g
Ny - _’//f
ME (sen fY = f'- cosf

{cosf)Y = —f" - sen f

(tef) ) = ﬁLt,tg\JJ -

(arcsen f)' = S
________________ . 1- f2
H\M ,,,,,,, -
-/

(arctg f) = ] j }2
““““““““““““ [ —

(th f)' = f"-sech’ f

(coth f) =-f- cosech f

B e

(seﬂqg f )' =- f:ﬁ sechﬂ{ - uth f

(cosech f ) =- f cosech h f - coth f

T it

S f{'ﬂ
(argeh £) = ;f_ll
(argth /) =1_f}2

(argcoth f) = 1 _f 'fz

(argsech f

lem—

(arg cosech f )’ .

L+ f7
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

fa+l

a+l

[re r =
Jrde=tai7)

J-ef-f'dx=ef

a’

fa’ -1 dx —m
Icosf-f’dx=senf
_[senf-f'dx =~cos f

Iseczf-f'dx=tgf,___,..

1 f \
de =t
-[ cos2 f jw%m{m/

Icosec f f dx——cotg f

_[(1+cotg f)-f dx =—cotg f

[shf frax=chf
Ichf-f'dx=shf

T e stimneare ™

Ithsza'x f thf
S f-a
'[f—adx Eal(f+a)

L ae=Ltm |2t
a-f? 2a a—f

J' S dx = arcsen (i)
az_fz a
[-—L di=tn (f+ /" +d)

I ,——ffi dx=1n(f+\/f2 ~a2)

JL—LM dx =i arcsec |
a

I -a a
[ SR AR N T J
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TEMA 9: SUCESIONES DE NUMEROS

9.1 Conceptos generales

9.1.1 Definiciones

De manera informal
podemos definir
sucesion como un
conjunto infinitos
nimercs reales en
un orden dado

Normalmente los
infinitésimos se

notan como 8"

También se puede
decir que “x, es
despreciable frente
ay,

Llamamos sucesién al recorrido de una aplicaciénentre f : N - R.
Normalmente la denotamos como (x,) = {x,,%,,..,X, ;.
Decimos que una sucesién (x,) converge cuando:

HeR.Ve>0, In,eN/Vnzn, = |x -l<e

Cuando una sucesién {x,) converja lo expresaremos simbélicamente :

lim x, =1im x, = lim x, = / ) (x,) > 1
Si una sucesion (x,) no cumple la definicién anterior diremos que no converge. i,

.

Una sucesion no convergente puede serlo bien por que sus términos tienden a infi-nito o
bien por que sus términos oscilan indefinidamente.
De forma esquemadtica se puede ver de la siguiente manera:

x,—> leR convergente
X x, —> oo divergente

no convergente .
x, —> A oscilante

Decimos que una sucesién (x,) estd acotada cuando el conjunto de puntos que forman
la sucesidn es un conjunto acotado.

nelN,
nelN,

> x,,neN,
nelN.

Decimos que (x,} es mondtona crecientesi x,,, > x

n 3

Decimos que (x,) es monétona decrecientesi x,,, S x_ ,

Decimos que (x,) es estrictamente crecientesi x

n+

Decimos que (x,) es estrictamente decreciente si x,,, < x, ,

Decimos que dos sucesiones (x,) y (,) son equivalentes cuando :

. X .
lim 2 = hmﬁ = ]
R y" Ny x"

Decimos que una sucesion &, es un infinitésimo cuando su limite es cero:

limg, = 0

H—3o2

Notacién “0” pequeiia de Landau

Decimos que x, es “0” pequeiia de Y, cuando:
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9.1.2 Propiedades y Teoremas

*  Siuna sucesion es convergente entonces su limite es tnico,

* Toda sucesion esta formada por infinitos términos. Sin embargo, puede estar formada por
un namero finito o infinito de puntos.

Ojo: * Sea f: R >R, secumpleque:

£1 raciproco no es

dlerto en general 3lim f(x)=! = 3lim f@n)=1
X n-yo3

¢ Una sucesion {x,) es convergente si y sélosi todo entorno de su limite contiene todos los
términos de la sucesion salvo un niimero finito de ellos.

* Si (x,) esconvergente => (x,) es acotada,

* Siunasucesién (x,) es mondtona y acotada => (x,) es convergente,

* Sean dos sucesiones (x,) e (»,). Se cumple que:

Esta regla se suele -

ltamar “cero por r = 0
acotado” "
i x"yif -——) 0
y, acotada
Esta regla permile e Teorema del Sandwich (del Emparedado)
calcular el limite de
una sucesitn a Sean tres sucesiones x,, ¥, , 2z, tal que x,<y <z , Vnzn,

paitir de ofras dos
sucesiones cuyo

limite &s conocido. lim x, =/

= .
La sucesi6n z,, se limz =1 = ’IIIE}O Yo =1
llama mayorante y nawn

la suceslién x,, se

ilama minorante ,
Observaciones

- Como se puede observar no es necesario que la sucesioén y, quede “emparedada”
entre x, y z, desde los primeros términos. Bastaque x, <y, <z secumpla
a partir de un determinado ny.

- Es fundamental que las sucesiones x,, y z, tengan el mismo limite ya que si no
puede no cumplirse la tesis. Es decir:

x, > 1
z, =1 = ¥y, =7
x, Sy, <z, Vazn,
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No olvides nunca
este paso. Algunas
veces el lImite no
esta indeterminado
y basla con "pasar
al Hmite” para
obtener el resultado

9.2 Métodos practicos para calcular limites de sucesiones

» Paso al limite en el término general de la sucesion

Lo primero que debemos hacer es “pasar al limite”, es decir, sustituir formalmente las
i por el simbolo de infinito para obtener un resultado. A la hora de realizar este paso
son de utilidad las propiedades béasicas enunciadas en el siguiente punto.

»  Operaciones elementales con limites de sucesiones

Sean las sucesiones (x,), (¥,) talesque limx,=a y limy =5 :

a+b

1. lim(x,+y,) = limx, + limy,

2. lim(x,-y,) = limx,— limy, = a-b

3‘ iim(xn 'yn) = limxn ) limyn = ab
4 fimE o Imx, _a [siendo & # 0]
y, limy, b
5. Iim(x"y") = lim x”limy,, — ab "

6. lim(lnx,) = In(limx,) = Ina

7. lim(cosx,) = cos(limx,) = cosa

il
I

8. lim(senx,) = sen(limx,) = sena

¢ Tipos de indeterminacién:
Los limites de los cuales no podetmos saber el resultado de antemano se llaman
indeterminaciones y existen siete tipos:

1' xrr_>003y:r_>oo = xn—yn—)co_oo

2. x,>0,py, >0 = x -y, 50w

H

X, o0
3. x, >w0,y, >0 = ~% o —
yi! 0
x 0
4. x, >0,y, -0 = L -
¥, O

5. x, >0,y, >0 = x50

n

¥u
]

6. x, >»,y, >0 = x" 3w

7. x,21,y, >0 = x">1

n

De esta forma, una vez hecho el “paso al limite” y simplificado ef resultado siempre tenemos que
estar en uno de los cuatro siguientes casos:

- El limite nos da un nimero real.

- El limite nos da infinito.

- El limite no existe (la sucesion es oscilante)

- El limite queda indeterminado (aparece una de las sicte indeterminaciones).

En los tres primeros casos el linite estd resuelto. En el Gltimo caso, aquel en el que aparece una
indeterminacion, probamos con alguno de los siguientes métodos.
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IMPORTANTE:

a=e",ack

Ojo: esto sdlo es
valido para la
indeterminacién
uno elevado a
infinito

Importante:

No se puede
aplicar la regla de
L'Hopitat en limites
de sucesiones.

La regla de Stolz es
el equivalente de la
regla de L'Hopital
para sucesiones

Todos estos
criterios se
demuestran a partir
del criterio de Stolz

El nimero e

. ' . ) 1 n
El limite siguiente define al nimero e:  lim (1 +—) =e

H—yc2 14

El niimero e también se puede expresar de las siguientes formas. Sean £, un

infinitésimo y x, — oo, Entonces:
*n

. t . 1
lim (l+¢,)™ =e im|{l+— | =e
n—om H—oen X,

. w . . »
Para la indeterminacién — en un cociente de polinomios se cumple que:

oo
0 si p<gq
agh? + an® 4.+ a, a, .
im - =< — si p=gq
e bon® + bp' ..+ b, b,

w 5 p>gq "

. . R o .
Para las indeterminaciones ®, 0° | 1° siempre se hace:

' . . ¥n R , tim y, Inx,
[ = lim x,,}" = | = lime™ = lim g™ = gn = g*
H—r0 1 2 L o] =
Para la indeterminacién 1” también es util aplicar:
. , lim 3, (x,~1}
I = lim x = [ = e —

H—o

Criterio de Stolz;

. x . .
Sea lim — donde y, escrecientey divergente. Se cumple que :

n—om ¥y,
. X, — X, . X
lim 22— = ] = lim 4 =]
H= y” — y"—t H—yoD yﬂ
Consecuencias del criterio de Stolz;
. . . , . , X tXx, +.L+X
-Criterio de la media aritmética: lim x, =/ = lim ——2 =~ =]
H=>m H=w }1

~Criterio de la media geométrica: lim x, =7 = lim 4/x, -..-x, =1

=0 H—yoD

I . . X .
-Criterio del cociente: lim —*L =/ = HLm#/x, =/

LA o o
"
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Recuerda:

Las equivalencias
no se pueden
aplicar en sumas ni
en restas

La equivalencia de
Stirling es exclusiva
de sucesionss, No
existe para
funciones

Sustitucién de equivalencias en producto o cociente (nunca utilizar en sumas/restas):

Los infinitésimos equivalentes mas usuales son para g, = 0:

Sen &, ~ arcsen g, ~ &, Sheg, ~ ArgShsg, ~ g,

tgg ~ arctgs, ~ & Theg, ~ ArgThg, ~ &,

2

il

&?
l-cosg, ~ 2L Cheg, -1 ~ 2%
2 2

e — 1 ~ g, a" -1 ~ g, La (a>0)

(+e)' -1 ~ g,'m

L{l+¢,) ~ & también Lu, ~ u -1 u, —>1

R

También hay equivalencias cuando n — < :

P p-l - r
ant + a, n + ko4 a,n

L(an® + an® + .. + a,) ~ L(n") = pL(»)

nl ~ n'.e” 2mn (Férmula de Stirling)

Progresion geométrica

Definimos Ia progresién geométrica como (x,) = r" donde r es la razon de la
sucesion. Dependiendo del valor de la razon el limite toma los siguientes valores:

(0 si r>l
1 si r=1
0 si frj«l

1 si or=-1

too si or<-1

lim " =

n—ror

Progresion aritmética
La progresién aritmética se define como (x,)=a + nd donde la constante d

recibe el nombre de diferencia.
La progresion aritinética es siempre divergente, o sea el limite de una progresion

aritmética es siempre infinito.

¢ Orden de los infinitos. Cuando # ~» o0 se cumple que:

Ln < »n° {(a>0) < b (b>i) < nl< A"

Se utilizan cuando aparecen en cocienfe, por ejetnplo:
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9.3 Subsucesiones. Limites subsecuenciales QLWJ\N' (147/ qu{@(,l W

» Llamamos subsucesién de una sucesion {x,) a toda sucesioén formada por términos de la

Definiciones

dada, eligiendo los subindices en orden estrictamente creciente,

+ Sedenominan limites subsecuenciales a los limites de cada subsucesidn de una sucesion
dada,

e Siunasucesién (x,) presenta dos o mas limites subsecuenciales diferentes entonces la

sucesidn no converge.,

Sea R, (x,) < R y S elconjuntode los limites subsecuenciales de (x, ).

» Denominamos limite superior de (x,) a:  lim x, = sup{S}.

H—ro0
H L] . . - . 1
¢ Denominamos limite inferior de (x,) a1 lim x, = inf {S}. ¢
Ny .
Propiedades
* (x,) esconvergente < 3limx, = lim x, = limx, .
H—e s n—on

s Toda sucesidén mondtona (creciente o decreciente) que contiene una subsucesion
convergente es convergente,

s Sea (x,) una sucesion tal que lim xy,y = a, limxy,=b y a<b. Entonces se cumple que:

limx, =limx,, =a

limx, =limx, =5b
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TEMA 10: SERIES DE NUMEROS .

10.1 Conceptos generales

¢ Sea (a,) una sucesién de nOmeros reales, Formemos a partir de ella otra sucesion (s,) de
la siguiente manera;

3 = @
S = dy o
S3 = a1 + @t @

Dicha sucesidn de sumas parciales asi formada recibe el nombre de serie asociada a
la sucesion (a,).

¢ Lasuma enésima, 5, se define como la suma de los # primeros elementos de (a,):

St::al+a2+"‘+an h

» Elresto enésimo, R, ¢s la suma de los infinitos elementos de (a,} desde el elemento
# +1 hasta el “Gltimo™:

R =a

n n+l ta

ni2 ta

T

o
o Lasuma de la serie, S eslasumade S, y R, Normalmente se representa .S = Za” .

n

S = Za,, = ay et a, A, gt
" S Ry
* Laserices convergente < lim S, =SeR
H—y02

» Condicidn necesaria de convergencia:
Esta condicion muy i
importante Si Zan esconvergente = lima, = 0

"y

EH

En la practica utilizaremos el contrarreciproco, de forma que:

bl
Si ’1'22 a0 = Za" es divergente
n

¢ El caracter de una serie no cambia aunque suprimamos un niimero finito de términos.
¢ Las series se pueden dividir en dos grandes grupos:
- Series de términos positivos (no negativos).

- Series de términos cualesquiera (positivos y negativos).
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IMPORTANTE:
Las serles de
términos positivos
convergen o
divergen, nunca
oscilan,

Atencion:

No confundir nunca el
termino general de la
serle x, con la suma
enésima de la serie
Sy

Los cuatro primeros
se suelen Hamar
criterios automaticos

Esquema priactico para el estudio de una serie de términos positivos

w
Dada una serie de términos positivos Z a, normalmente perseguimos dos objetivos:
»

- Estudiar su caracter (convergente o divergente).
- Calcular su suma, sélo en caso de ser convergente.

El siguiente esquema sintetiza los procedimientos habituales a seguir;

\J

lima, =0
n—=m
SH
criterios "
b
de 130
convergencia
& S
£
converge diverge -

Lo mis habitual si sélo queremos obtener el cardcter de la serie (convergente o divergente) es
utilizar directamente un criterio de convergencia (ver pagina siguiente). Estos criterios nos dirdn
directamente si una serie es convergente o divergente. El inico inconveniente es que, en ¢l caso
es que la serie sea convergente, los criterios no nos dicen cuanto vale Ja suma (es decir, nos
dicen que la sumna es finita pero no nos dicen cual es su valor).

Otra posibilidad consiste en intentar sumar la serie directamente, el problema aqui es que no
todas las series son ficiles de sumar (jaunque sean convergentes!). En las siguientes paginas
aprenderemos métodos para sumar algunas series que seran las que nos pidan en los ejercicios.
En todo caso obtener Ia suma de una serie siempre se hace en dos pasos: primero se calcula la
suma enésima, es decir, la suma de los #n primeros términos. Tras ello se procede a hacer el
limite de la suma enésima cuando » tiende a infinito,

Finalmente existe un tercer procedimiento para ver directamente si una serie es divergente.
Consiste comprobar la condicién necesaria de convergencia de la pagina anterior: si el limite
cuando # tiende a infinito del término general de la serie no tiende a cero Ia serie es divergente
siempre. El problema aqui es que si el limite sale cero no podemos asegurar nada sobre ¢l
caracter de la serie,
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10.2 Criterios de convergencia de series de términos positivos

RS Es o

Estos cuatro primeros
criterios de llaman

automaticos Si k<1 laserie converge
+ Criterio del cociente. lim ~**% = k < Si k>1 laserie diverge
o a .
" Si k=1 casodudoso
Si k<1 laserie converge
e Criterio de la raiz. lim4fa, =k { Si k>1 laserie diverge
Ho
Si k=1 caso dudoso
Lo utilizamos si el . )
fcg::erio del cociente Si k>1 laserie converge
alia a . ' .
¢ Criterio de Raabe. lim n(l— "“J =k 3 Si k<1 laserie diverge
=
B

Si k=1 caso dudoso

Si k£ >1 laserie converge

in(l/a,)

s Criterio del logaritmo  lim Tn k 4 Si k<1 laserie diverge
N n
" Si k=1 casodudoso

L

Primer criterio de comparacion.

Si Zb" es convergente = Za,, €s convergente

Sia, <b,,Va>m=

n*

Si Za” es divergente = Zb" es divergente

¢  Segundo criterio de comparacion.

i a, IeR = Sil#0 = E a, y E b, tienen el mismo caracter
im—=1¢€
nveo b Sil=0y E b, esconvergente = E a, €sconvergente

_ ¢  Criterio de la arménica generalizada.
Caso particular del

segundo criterio de

comparacion { Si w>1 laserie converge

' " o L0
im n®-a, =k,

Si « <1 laserie diverge

e Criterio de condensacion de Cauchy

0 o

Za" tiene el mismo caracter que 22" ‘a,,
=0 n=0
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10.3 Suma exacta de algunas series

; La serie aritméticaes | * Serie aritmética:
siempre divergente

Todas estas series
son tefescépicas

- a, +a
D (a+nd) S, = 2ty 1
n=0 2

N

2
I
8

* Seric geométrica:

1 _ rn+1 1
W _ Iy o) _
Z P S, = S

> = si ]f! < 1
=0 ’ 1—" I—I'
o fIE%]
r—=r I .
S, = ECEN si [ <1
=i -7 1—r

e  Serie aritmético-geométrica;

i(a+nd)br" si ] <1

n=0

1-r  (1-#)

e Serie hipergeométrica:

o
. - a an+
D a, eshipergeométrica < 2L = P
— a, oan+y
ay —(an+ fa ' a
S” — 1Y ( ﬁ) n H—o y S = 1Y

= sia>0, at+B<y
y-a-f y-a-p

s Serie telescopica:

s

@
— _ — _ 3o
a, = Z(xn xn+1) Sn = X T X ?
n=1

153
”

S = x, — limx
L L]
Nota: La serie telescopica también puede venir definida de las siguientes formas:

oy o

o
(xn+l - xn) (xn—l - xn) Z(xn - xn-l)
m=1 1

n= n=l

.t n+t .
T P L I I Ry LN
11—+ (l—r)2 1—r
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Se pueden uilizar
para los criterios de
comparacion

" Se recomienda
repasar los
resultados sobre la
progresion
geométrica

Ahora restamos la
suma enésima
menos la suma
enésima multiplicada
por la razén

Estos resultados se
basan en el compor-
tamiento de fa pro-
gresion geomélrica
seqgun el valor de r

Para e =1
obtenemos la
conocida serie
armonica

10.4 Dos series patrén importantes
10.4.1 Serie geométrica

o)
La serie Z r" se denomina serie geométrica de razén r. Vamos a estudiar su caracter
n=0
calculando directamente su suma, Para ello vemos cuanto vale la suma de los » primeros
términos:

S, = 1
S =1+r

S, = 1+r+ 7

S =1+r+rr+r+ ..+
So=rer et et L e

3 U

2
S, = l+r—r+r -+ -r 4. - = "

(-8, =1~

L _ N+l
: H’ = S=lmS,=lim ——" = lim|— :
-r —F

1—»r

=300 H-3yo> N0

Por tanto, seglin el valor de la razén r el anterior limite toma los siguientes resultados:

1) Convergente y de suina S = si [r] <1

—F
2} Divergentea 4+ si r21
3) Oscilanteentre 0 y 1 si »=-1
4) Oscilanteentre —o0 y 400 si r<—I

Si la serie geométrica empieza en n = 1 en lugar de n = 0 el caricter de {a serie se mantiene
pero la suma cuando {r| <1 varfa. Para calcular fa nueva suma podemos proceder como hemos
hecho mas arriba o bien optar por lo que vamos a hacer a continuacién:

5o LS P N

n=0

1 Ri) S o
— = r + Zi =
1-r n=1

10.4,2 Serie armdnica generalizada

S
La serie Z — se denomina serie arménica generalizada y su cardcter seglin el valor de o
u=t

lo admitiremos sin demostracidon:

o

I

n=l n*

o >1 convergente (no se sabe el valor de la suma cxacta)

a <1 divergente
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10.5 Series de términos cualesquiera (positivos y negativos)

10.5.1 Conceptos generales

Decimos que una serie es de términos cualesquiera si contiene infinitos términos positi-vos e
infinitos términos negativos.

Si la serie sélo contiene términos negativos sacaremos el signo menos factor comin fuera del
sumatorio y nos queda una serie de términos positivos.

Si la serie presenta un numero finito de términos negativos e infinitos términos positivos
entonces suprimiremos los negativos y nos queda una serie de términos positivos.

Si {a serie presenta un ntimero finito de términos positivos ¢ infinitos tériminos negativos
entonces suprimiremos los positivos, sacamos factor comun el signo menos y nos vuelve a
quedar una serie de términos positivos.

Sea 2. x, una serie de términos cualesquiera (positivos y negativos), entonces siempre
podemos expresarla como dos series, una que agrupa los términos positivos 3. x, y otra que .
- vy : ",
agrupa los términos negativos 3 x,
o oy o

_ ' "
Z X = Z X Z Xn

n I it

De esta forma, segiin el cardcter de estas dos series, se pueden dar los siguientes casos:

) 0 )
! "
2 X 2 % 2%
n " n

s' (converge)

s" {converge)

s'~ 5" (converge)

+o0 (diverge)

s" (converge)

+oo {diverge)

s' (converge)

+o0 (diverge)

-0 (diverge)

+o0 (diverge)

+o0 (diverge)

¢? (conv,, div. u oscila)

La nomenclatura que utilizaremos ¢s la siguiente:

s Si Xx, y Xx, convergen (primer caso de la tabla) decimos que la seric converge

incondicionalmente. Esto significa que la serie converge aunque reordenemos los términos
de la serie de cualquier forma.

* Si Yx divergeo X x, diverge (segundo y tercer caso de la tabla) diremos que la serie

diverge incondicionalmente: esto significa que fa serie diverge aunque reordene-mos los
términos de la serie.

¢  Si las dos series Zx:, y Zx,',' divergen la serie tiene caracter condicional: esto signi-fica

que la serie converge o diverge dependiendo de cémo ordenemos los términos de la misma.
En este caso puede cambiar hasta el valor de la suma de la serie dependiendo de cémo
ordenemos los términos.
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10.5.2 Convergencia absoluta

Definimos la convergencia absoluta de una serie de términos cualesquiera de la siguiente forma:

L) o0
E a, es absolutamente convergente < Z |a,] esconvergente

n n

por tanto:

b o
Z | a,] diverge < Z a, no converge absolutamente
n

n

Propiedades de la convergencia absoluta:

o o
. Z g, converge absolutamente < Za” converge incondicionalmente

" n

L
. Z a, no converge absolut, <

n

La serie diverge incondicionalmente
La serie tiene caracter condicional

10.5.3 Caso particular; Series alternadas

oy
Una serie alternada es de la forma Z (-1)'a,.

H
Para este tipo de series vale todo lo dicho para las series de términos cualesquiera (pues son un
subconjunto de ellas). Pero ademds existe un criterio muy Gtil que sélo es vélido para series
alternadas.

Criterio de Leibnitz:

lima, = 0 »
e < X(-1)"a, converge
Ian I 2 lan+1 I "
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Calculo
Ejercicios de clase
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TEMA 1: NUMEROS REALES

Elerciclo t 1 Dibujar las siguientes finciones:

xl

 Esfos ejemplos nos — I 2_ l — J__

" servirdn para famlliari- a) f(x) = [x" -4 by f(x) =x+
zamos con las funcio-
nes gue contlenen valor l

absoluto, c) f (JC) =

]x+1} +|x—-1]

i § S

Las funclones que con-
tienen valor absoluto —
slempre se convierten €) f (x) =X
en funclones a frozos,

=
x
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Ejercicio t

Utilizames fa férmula
de De Moivre:

(£6) =)o

Impodarite: hemos
tenido en cuenta que
Bg=nm

50x=0

TEMA 2: NUMEROS COMPLEJOS

Calcular el valor de las siguientes expresiones;
N2+ 160
o |z|=|-SE0C2LD v w= T
(2 +)(10 —67) 147
4)
Primero simplificamos la expresidn del numerador y del denominador:
B+5)(-2+1) —6 + 3i — 10i + 5 _ —=6-7i-5 _ -11-7i
20-12i +10i - 6i° 20-2i+6 26-2i

(2 +1)(10—6i)

Ahora dividimos ambos complejos. Como estén en forma binémica para dividir multiplica-
mos y dividimos por el conjugado del denominador:

—286-204i +14 _

286 -22i —182f 14" _
676+4

(~11-7§) (26+2i)
676+52i ~52i —4i*

(26-2i) (26+2i)

272

_ 2ok 272 204, 54 05
680 680 680

y ahora sélo falta calcular el médulo del complejo z

= J0,16+0,09 = 0,25 = 0,5

| 2] = (0,4 +(-0,3)’

lz| = 0,5

Salucion :

b)
La tnica forma de realizar los calculos del enunciado es pasar los niimeros complejos a

forma polar:

= J12112 =
w,=1+i = p = P+ = Ji = W = \/5;;14
8 = atan(l/)=z/4 (45°)
— ,’ 2,12 _— —
w2=i:>p- 0+7 = 1 =1 = w, = 1y
g = atan(1/0) = =f2 (90°)

De esta forma [a expresion queda:

100 \/5!00) %
_ W _ 1+ (\/5”/4) — ( 100-7/4 (2 )25:r -
w, 1+ I+ ()" 1, +(1"’°)mo_ﬂf2 1, +1s,
50
— (2 ),r — -2 - — _?ji = — 2%
1, +1, I+1 2
Solucién:  w=-2%
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Ejercicio 2 : A A5
Calcular las siguiente expresion: V3 - |1+ I
B+i) =i

Lo primero que vamos a hacer es pasar los cuatro numeros complejos a forma polar:

)
= J(V3) #(-17 = B+l =2
£ ( ) h = Z =2y

= atan(~1/f3) = —7/6 =11z/6 (~30°=330°)

p = (B) +1* = B+1 =2 .
0 = atan(l/+f3) = #/6 (30°)

=12+ =
z = 1+i :>{p‘ 417 =2 }:>Z=‘\/§:r!4

0 = atan(l/D) =7/4 (45°)

= JP (-] =
z=1—i:>{p_ P+(D* = V2 }:>z=\/§n/4

@ = atan(~1/1) = -z /4 = Tw/4 (-45°=315)

z= 31 = |

z = 23'/6

=3+ =

Ahora utilizamos la férmula para dividir nimeros complejos en forma polar que es:

\/g_i - 2116 =(E

Recuerda:

=lionss = Lsprs = Liope
P (ﬁ] V3 +i 216 2]11:116-:1-/6 " 7
oo

¥

Pir P :
1+ \/Em _(\E

= = = =Lgors = Lomts = Lo = lope
—i \/57,;[4 \[2—.}”_“_7”_“ ~6xl4 2714 12 9

ahora utilizamos la férmula de De Moivre para calcular las potencias:

Recuerda, la Formula

B-1) (2..Y ]
de De Molvre es: o st | = (lsfrls) = (14)4‘53:3 = Izoxls = 12:;;3 = 1120°
(Ps)" = (P")os 3 +i \ 2./

N3 { ,F“ ’
1+ #l4 5

N = lx (1 ) - = 1 - = 1"r = 1 o
(1_1) f 7,;,4} ( fZ) 5.xi2 5x/2 12 90

de forma que sustituyendo todo nos queda:

1

Recuerda:

. ! = " ] 4 4 ’
Po: Py = (PPl (ﬁ_ iJ .(1+i]s _ (211,,/5) [ V2 J = (L) (pr2) = Loy Lo =

\/E’; +i 1—i 2,;5 27214

= (I.I)Z:z = ]‘4:!+3.1r = 17;1' = 1210"
3* 6 6

Por ultimo, si queremos, podemos pasar el resultado a forma cartesiana:

sl = a = pcosf = 1.cos210 =-3/2 o g = ___\/_g_li
b = psend = 1-sen210° =-1/2 2 2
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TEMA 10: SERIES DE NUMEROS

o Estudiar la convergencia de las siguientes series:
Ejercicio 1
2 e 37" &1 (2Y
b —.|Z
a) § n! ) a=1 1 (S)
> 103:5:7-..-(2n+1) |
c d -
) ,,Zl: 2:4.6-8-...-(2n+2) ) ; In™ @> o/ (é)/l)
gn/’f' Z[J’Zn' <’
o o & 2T
& = n vz =3
) 2 =2 8

. a o
/),é:&nm nH = Zm S TL“"“\-\ g,, Q é,ré,‘,_’
6’\-“ N-e0 ‘ﬁi W—Mf) Qn 2 @_')()l ‘-ﬂ"ﬂ% &(\.\)\\
3%
= O

LR (_@n\“%o\f“w'&“ ,
22l

OérR.L,h 04 4 pr ’J"Ufb[’b %

b)) E

moA

% a3 Jot’ojﬁ’“‘o’ﬁé él%

M ﬂ : MMOW N-01g0 f 7\{

N-D+0
i A% = N K=
= M=% CD Wf T | 000/\
%nﬂfafbﬂ/n:b/ e = 0
%1
,)_-&mﬁ{/ﬁ(n}

M&

(// mﬁn(m

iy
N

(2/5)“ conreige
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Ejercicio 2 | Estudiar la convergencia de {as siguientes series:

o

n 3 (-]
K g (dn+3)(dn-1) gl n+1)«[— z;: L(n-i-i)
¢ ' o
} ‘\? ,/ Mmoo
wo e cc‘m\@\mh )
3\@& WM b w\,\\a 5 |
T R L T
MN-s g o N -7 e _H_(LM - },L;Dc. M/ﬂz,-«q”{— S
n@’

Ay LR

ﬁ%l éa/n‘m Sap iy Ebn f\@
LR ¢ ) (ﬁw%@m
’M/% A@&ﬁf’w g/éé@ Ehh = .? AN 42 /&
Jutt mwnkm am A=A

iy

@/7 Ao e ”(L{ (/ 7, Ao

7 7 Lo e A A

/77" ]/g - z,j_w ':% / ¢ h /‘/;

AU m:wcz@i :
il a5 yobomts Eln s £ o cnveige prigee o i dene

A mf’m’x o K7 3/5- = E an zf-{/)'W\zg/fﬁQ -

}p/:/’ fcw\/fv /cW fgfﬁn /?f;zgﬂ (f y;?/é
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Ejercicio 3 1 Sumar la siguientes series:
201 2, 2 +2"
a) "Z=1: 4h+2 b) HZE: 3»
- H+2 = 14:7..-(B3n=2)
) Z; 3" 9 Z, 8-11-14.... 3n+5)
A 6 A 20
| Ly ﬁw ST (- = i g;: w{"{"ﬁ“
&) o g A (= 07N -
4 2”& H%\ ¥, wna deme g€ /A
) Ho L ‘ J ~ A
g o hemitonee g T 6

{ o : j(
An tlly 4 Y \i—amf{ S
g &@ :é:( f a;ﬁ ';5 (‘( " /lwg WWM%{/W#“_
Nz A Wﬁw - Rn
| S
5 -~ Dﬁm Sﬂ o
e = U A qeoniaca
/ ) oy
w mﬁmz;m fn ppmna Héfé %@
| S - /?” kf’t}_ e /:“ oo T
- / £ A
e Sz PSS e
L e
50— V$ﬂ - T4 _ (m"i

s s (A=) = o ]
Sy 00 = (?”‘ﬂ{;

A—x

%)

= -1 A/\' il,ﬂ”qué w\iji
SCr T Tw T T Ay b

e <”"/
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Ejerciciod | Sumar la siguientes series:

oDy

H
o 112+3n+2 b) ,,Z_l:(n+l)(n+2)(n+3) ) Zz (n— I)(n-!—l)(n‘-i-?a)

oy

A

«
") 5

+ ' | =
/pz”' BDME2 =0 =bm= 2B -3 A A

- T

< 2. \0:"2
s T T B A+ REWA)
(2 s ave @M)Qﬂz)

;55 Az Alo+2) y o)

@ /[:: g(-—’k-#Z)*%Q/L(/{) =0 A=0
G=-2) f= Alzs Ve 24A) =0 A= B

P )

nLedaee A Q2

- A - A e _ A

g

A - Al &kq aeve e /QQQQJCQP\CG\

= TON A W2

sz LA VLo 4

—_ /Z n’iZJ
Moo = Vo - Aos

g:@‘“‘ ﬁ)mﬁ'nfta:/[/z

.m0 /na@o Z
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Calculo |
Preguntas de Test
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Febrero 98

Sepliembre 98

Febrero 99

Septiembre 99

Febrero G0

Febrero Q1

Febrero 01

Febrero 01

TEMA 1: NOMEROS REALES

Los conjuntos B y R” pueden ponerse en correspondencia biyectiva,
{ xeR:|x—1] + [x+1] $2 }={ xeR: | x| <2}

Si x, y € R, se verifica “xf—[y” <|x-yl.

\/;z—zx VYxelR

Existe una biyeccién entre los conjuntos Q@ y R.

Sea ACR, A# D y s=supd.Entonces, V>0, Jacd|s—F<a<s.
La ecuacién ax = b, donde a, b, x €%, tiene solucién unica.

Entre (-1,1) v R existe una biyeccidn,
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Septiembre 01

Febrero 02

Septiembre G2

Febrero 03

Septiambre 01
Septiembre 02
Septiembre 03

Febrero 00
Septlembre 03

Febrero 04

Febrero 04

Febrero 04

Si A={xER:x2+x<2},entonces supA=2

Six,ye R—Q, entonces xy e R—Q
Si AcR y B={-x:xed},entonces supB = —sup4 .
Existe una biyeccién entre R—Q y Q

Si x,yeR—Q ,entonces x+ye R-Q

Sean A, B < R conjuntos acotados no vacfostalesque A B y A4 # B. Entonces
sup 4 <sup B.

Si un subconjunto de R estd acotado , entonces el conjunto de sus cotas inferiores tiene
maximo.

SiAz{erR . X >2},entoncesian = ﬁ

Para cualesquiera reales x, y se verifica IJLI —I y] < |x + y[
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Febrero 05

Febrero 05

Septiembre 05

Septiembre 05

Todo subconjunto no vacio de () acotado inferiormente tiene:
a) minimo. b) supremo. ¢) ninguna de las anteriores.

Todo subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene:
a) minimo, b) supremo. ¢) ninguna de las anteriores.

Todo subconjunto no vacio de R tiene
a)} minimo. b) infimo. ¢) ninguna de las anteriores.

Hay tantos niimeros naturales pares como
a) reales. b) racionales. ¢) ninguna de las anteriores.
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TEMA 2: NUOMEROS COMPLEJOS

Febrero 95 | Las soluciones de 4/—1 son {I,i, -1 }

Junioss | z£zVzeC.
Septiembre 95

z+z
Si zeC y z#0,entonces FkeR tal que — 2z’ = kz

z+z

Septiembre 85

b
El elemento inverso de (a,0) € C—10} es a s
Febrero 96 1S0 ( ) { } (az Wy PERAFY )

NE3
Septlembre 96 2(1 _ i) =" \/Ee‘T

Febrero 98 VK € Z, e”mn = (—l)k
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Sepllembre 92 | | e <1 siysélosi Re(z)=0.
Febrero00 | |Z| = ~zZ , VzeC

3 _ -
Febrero0o | 2 t2+1=0 para z=i.

septiombreco | St a€R y z e C entonces z° ¢ R.

1
1y =exp(~2n’ff« i), k=0,.., n-1
n

Febrero §1
C,si Re| » |
septiembre01 | Sea z €L, s1 Re 2 = () entonces z € R
Febrero 02 Cualquier z € C tiene n rafces n-ésimas distintas
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40
Febrero 03 | Se cumple que Zi" =0

n=0

Septiembre 03 | E[ lugar geométrico de los nimeros complejos que verifican Rf::l =0 eseleje O
F4

Septiembre 03 | | 7 |<[Re z|+|Im z| paratodo zeC

Febrero 04 3 4; = i(z - 1')

Para todo z € C—{0} los argumentos de las rafces n-ésimas de z forman una progresion

Febrero 04 e
aritietica,
Junio 67 50
Septlembre 02 1 Se cumple que i" =i
Febrero 05 pred ;
Septiembre 05 Indique cual de estos niimeros complejos tiene todas sus raices cuartas sobre las

bisectrices de los cuadrantes del plano: a) ™’ by e ¢) ~1

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355




Febrero 95

" Recusrda que &!
numere complejo z =1
puesto en forma polar

es z=1,

Junio 95-Septiembre 95

Febrero 96

Yaquen y 3nsonel
mismo angulo {180°%)

TEMA 2: NUMEROS COMPLEJOS

Las soluciones de ¥/=1 son {1,i,-1}.

Tenemos que las raices chbicasde z=-1=1_=1,5 son,

r=§/f=1

Vi, =7 donde +72
s _Z kx _ (1+2k)x para k=012
3 3
Asi pues, sustituyendo la & obtenemos las tres raices cibicas de —1:
k=0 = z, =1, k=1 = z,=1 =-1 k=2 = z,=1,,

que no coinciden con las dadas en el enunciado (sélo coincide z, =—1) .As{puesla afir-
macion es falsa.

Soluciénn :  No, Falso

z¥zVzeC,

Para acertar esta pregunta lo finico que se debe tener claro es que los nlimeros reales son un
subconjunto de los complejos. Dicho de ofra manera, cualquier nimero real se puede tomar
como un nitmero complejo con parte imaginaria nula.
Asf pues, por ejemplo,

z=3 z=3

Solucién :  No, Falso

., ’ r4 . M * 2
Si z,, 2, y z,son las rafces clibicas complejas de 81 , entonces z, -z, = (z,)

Ponemos el mimero complejo en forma polar:

. p =02 +8 =8
z =8 = = z =28,
6 = arctan(l/0) =arctan(co) = 7/2

Por tanto las r raices clbicasde z=8/=8 , son,

r=38=2
8,2 =1, donde 7l2+2kn (1 +4k)7x
PETTITT T TS

Asi pues, sustituyendo la £ obtenemos las tres raices ciibicas de 8i:

para k=0,12

k=0 = z,=2 4 k=1 = z,=2,4 k=2 = 23:29;1'/6
y ahora s6lo queda operar y comparar los resultados obtenidos:

202y =2, ‘Zs;rfs = (2+2) /605006 = 4,

2
(23)" =232, = 24,46 '29;r/6 = (24 g, 1639216 = b18016 = 4y, =4,

Solucion : Si, Verdadero
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Febrero 96

Para dividir nimeros
complejos en forma
cartesiana se muitiplica
y divide la fraccién por
el conjugado de! deno-
minador

Las notaclones:
z=x+iy=(x,»)
son equivalentes

Junio 98

Septiembre 96

b
Bl elemento i de (a,b) e C~{0 2,
elemento inverso de (a,b) € { } €s (ag T a +b2)

Calculamos ¢l elemento inverso de (a,b) = a + bi :

1 a —bi a—bi B a—bi a—bi

atbi @+bi)a—bi) & —abitabi-BP Q- & +b

1l

a N -b ;= a ~b
at+ b a’+ b a’ + b 4t + b

Solucién:  No, Falso

Si xR ,entonces [ |=1.

Sabemos que la notacién exponencial de un nimero complejozes z= pe’® donde p es

el médulode z y 0 es el argumento de z. Asi pues se trata de comparar ambas
expresiones:
: =1
z=pe? =e*=1.¢" = L
f=x

O sea que la afirmacién del enunciado es verdadera pues efectivamente | e™ | = 1.

Solucidn ; Si, Verdadero

ix
21 -1)=242¢ +

Pasamos el primer numero complejo (¢l que esté en notacion cartesiana) a forma exponen-
cial y vemos si coincide con el segundo niimero complejo:

p=A2 +(-2) =A+4 =8 =% =242

2l-i) = 2-2i = _ = (2N2),,
d-9 I G = arctan(m;—) = arctan{~1) = '%ﬂ (315%) ( J_)T

Por tanto, al tener ambos ntimero igual médulo ¢ igual argumento la igualdad es cierta.

Solucion : Si, Verdadero
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Febrero 97

Recuerda que:
ig
P =pe

Junio 97
Septiembre 02

Para hacer los célculos
hemos tenido en cuen-
ta que:

i4n =I

i4n+l = i

At _ 1

I
24n33 ="‘1

!

Septiembre 97

Suporiemos que el 0 se
refiere al 0+07

Identificando los cosfi-
cientes de la parte real
y de ia parte imaginaria

Si f:CoC es fz2)=22""y A={zeC:I(z)=0},entonces
f()={zeC :Re(z)=0}.

El conjunto A se refiere a la recta real, es decir 4 = B, Asi pues, cogiendo cualquier
elemento r € A=R tenemos que :

f)y=re"? =r ,=ri
y esta claro que la parte real es nula, Re(zi) = 0, VreR. Por lo que efectivamente,

f(4) = {zeC :Re(2)=0}

y la afirmacion del enunciado es cierta.

Solucion : 81, Verdadero

50
Sir =i

=0

50

DIEET R S A AT A R MY AR N A A A AT A A ¥
n=0

50

Yim=l+i-l-i +1+i-1l-i4u+l+i-1-i+1+i-1=
n=0

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro quedando los tres Gltimos ( n =48, 49 y 50):

50
dDit=1+i-1—i4l+i—-1—di+.+l+i -1 —i +1+i- 1=
0 g v ¥
50
Di"= l+i-1=i
n=0

Solucidén :  Si, Verdadero

Larecta y = x es el lugar geométrico de los afijos del conjunto
{zeC :Re(z) +iz=0 %

Sea z = x+iy,
Re(z)+iz=0 = Re(x+ip)+i(x+iv)=0 = x+ix+(-Dy=0 =

: . x-y=0
x—-y+xi=0+0 = 0 = x=y=0
X =

Por tanto tenemos que ¢l conjunto del enunciado estd compuesto por un tinico elemento
que es el 0+04, es decir {z e :Re(z) +iz=0 } = {O + 01'}. Asi pues, larecta y =x no
es el lugar geoméirico del afijo del complejo 0+07 , por lo que Ia afirmacién es falsa

Solucidén :  No, Falso
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Febrero 83 VK e Z, ™2 (—l)k

Teniendo en cuenta que el niimero complejo z =—1 puesto en forma polar es
z=1_, operamos y obtenenos:

Recuerda que;

£, =pe® o712 (ei:r.fz )k _ (1 iz.'z) _ (1 )

Solucién :  No, Falso

Un valor de In(1+7) es lnﬁ—i%f

Vamos a calcular todos los valores de In(1+4):

= 12412 =
=1+z‘::>{’9_I+1 =2 }:zzﬁm

g = arctan(l/1)=7/4 (45°)

y la expresion de todos los logaritmos del complejo z son :

Inz = In|z| + iarg(z) + 2km = 1m/§+%i+2km'
y ahora igualamos :

Fis 157 157 /4 157
InVZ+ 54 2k = 2 - i = Ziwdkmio = — 122 = | E v okn )i = — it
B %tk = a2 i1 = Tkt = i1 (4 ﬁ} i
LA VP AV S N VPR N O RN

4 4 4 4 4 4

por tanto para k=-2 nos queda el valor del enunciado.

Solucién : Si, Verdadero

Septombre 98 | B 5i 2« C tiene un médulo unidad, entonces |1+ 2 +]1—z|? es un némero real.

Observacion:
QL;; zdtengia n;\éduio Las expresiones {1+ z| y |1 -z | son m6dulos de ntimeros complejos y, por tanto,
unidad es irelevante
en esta pregunta. son siempre niimeros reales no negativos, Asf pues la expresion |1+ z* +]1—z [
Aunque z no tuviese . .

médulo unidad Ja afii- | €5 bR nuimero real siempre.
maclidn seguiria siendo
fgual de verdadera

Solucion : Si, Verdadero
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Febrero 89

Esto es upa definicién

febrero 99

Recuerda:

Una progresién aritmé-

tica viene definida por
a, =a,+kd

donde,

ak: $6rmino k-ésimo

s primer término

d . diferencla

Septiembre 99

e* =e'™ VxeR. (Elsimbolo Z representa el conjugado de z).

En forma polar el conjugado de un nimero complejo z se define como:
Sea ze(, si z=p, entonces z=p, = p,

Asi que en forma exponencial, de manera equivalente, tenemos que:

i{-6}

Sea zeC, si z= pe” entonces z= pe” = pe

Por tanto la afirmacion del enunciado es verdadera.

Solucién : Si, Verdadero

Los ntimeros complejos z, tales que z =%/1+i , tienen sus argumentos en progresion
aritmética.

El enunciado es verdadero para cualquier raiz enésima de cualquier nimero z € C— {0} .

En general las rafces enésimas de un nfimero complejo cualquiera z = p, se calculan de fa

r=£{/;>0

G+ 2kn

p=——"
n

siguiente forma:

oy, =1,

donde

k=0,1,..,n-1

asf que, en nuestro caso, tenemos que los argumentos se pueden poner de la forma:

@+2kr @
¢k = — = —
n n R

£2E k=0lL..n-1

que se trata de una progresion aritmética de primer término g, = 8/n y diferencia

d=2xnn.

Solucion : Si, Verdadero

Si zeC-R, los valores de Q/; cC-R.

En forma polar z = p, € C—~R significaque 020 y & # 7.

Ahora bien, en general las raices enésimas de un niimero complejo en forma polar p, se

r='{/;.)>0

O+ 2krx

p=—""
n

calculan de la siguiente forma:

Jr =1,

donde
para k=0,1,..,n-1

¥ para que 1/ze C—R sedebe cumplirque @ #0 y @ # 7. Esto es siempre asf ya
que no existe un natural k£ quehaga @=06 @=x cuando 8#0 6 & = m.Se

puede comprobar esto utilizando la ecvacién de més arriba que relaciona ambas variables.
Por tanto la afirmacién del enunciado es cierta. '

Solucién : Si, Verdadero

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355



Septiembre 99

Observacitn:
Si la condicidn de la
izquierda hublese sido

le? | <1

la afirmacién del enun-
clado serfa cierta,

Febrero 00

Febrero 00

Je™ | <1 siysélosi Re(z)>0.

La proposicion es falsa y lo veremos con el siguiente contraejemplo. Sea z=1i que
claramente cumple la condicién de la derecha, Re(z) = 0 que tomaremos como

hip6tesis. Sabemos que la notacién exponencial de un nimero complejo zes z = p e’

donde peselmédulode z y 0 es el argumento de z. Asi pues se trata de comparar

ambas expresio-nes:

2=pe® =eP e =g = p=1
g=-2

Asi pues el madulo es igual a 1 y por tanto no se cumple la tesis de la izquierda. Al no

cumplirse una de las dos implicaciones la proposicion es falsa.

g

Solucion :

No, Falso

]E|=JZ—EVZ€C

Sea z=a+ bi y,portanto, z = a~ bi.Operamos :

Jzz = f@+bi)(a-bi) =~a®—abitabi-b*i* = Ja®*—b*(-1) =Ja® +b* =

2]

Solacidn : Si, Verdadero
2’ +z+1=0 para z=1.
Para comprobarlo basta con sustituir en la ecuacion:
Privl=i +i+l=i(-D+i+l=-i+i+l=1
Solucion:  No, Falso
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Septiembre 00

Febrero 01

Racuerda que las
siguientes expresionas
son equivalentes:

e” =exp(x)

Septiembre 04

Para dividir nimeros
complejos en forma
cartesiana se multiplica
y divide la fraccién por
el conjugado del deno-
minador que en este
casoes -f

Si acR y zeC, entonces z° ¢R.

Siescogemos a=2€R y z=ie( tenemos que:
2 =i*=-1eR

Por tanto el ejemplo propuesto cumple las hipétesis del enunciado pero no la tesis. Asi
pues, la afirmacion es falsa.

Soluciéon:  No, Falso

|
(1); =exp(g-lf£ i), k=0,..,n-1
7

Se trata de ver cuales son las rafces enésimas de la unidad.
En general las raices enésimas de un niimero complejo p, se calculan de la siguiente

forma:
r = '{/; >0
2p, = donde
¢ ¢ _O0+2x k=0,1,.,n-1
i

asi que, en nuestro caso, tenemos que las raices enésimas de la unidad son,

r=41=1
{1, =1, donde _0+2kr _ 2kx
? n n

para k=0,1,..,n-1

que puestas en la forma exponencial quedan

2k 2
r, = re®” =rexp(pi) = I-exp(—ﬂiJ s exp(—k—”i]
n n
que es justamente la expresion del enunciado.
Solucién : Si, Verdadero

Si zeC yRe(l)mo, entonces zeR.
z

La afirmaci6n es falsa y se puede demostrar tomando como contragjemplo z=1{:

z=ieC y Re(l_J xRe(,l(_’?) = Re(_iJ =Re( i J =Re(—) = 0
i i-(-1) ~i -(-1)

pero sinembargo z =i ¢R.

Solucién:  No, Falso
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Febrere 02

Febrero 03

Para hacer los calculos
hemos tenido en cuen-
ta que:

Septiembre 03

Fljate que sl tomamos
como lugar geométrico
el eje OY menos el
0+0i la afimnacion ya
seria cierta. Es decir, el
Unico punto que no
cumple ia condicién del
enunciado es el 040/

Septiembre 03

Elevamos al cuadrado
ambos lados de la des-
igualdad

Cualquier z € C tiene n raices n-ésimas distintas.

Existe un nimero complejo para el que no se cumple la afirmacion. Se trata del complejo
z={ que tiene n rafces n-ésimas pero son todas iguales (todas iguales a cero). Por tanto la
afirmacion es falsa,

Solucion : No, Falso

40
i =0.

=t

=i+ + P+ P+ T TR Y

i—-1—-47 +1 +i-1-i+.+1+i-1-i+1+i-1

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro (del 1° al 4°, del 5° al 8°, ..., del 37° al 40°):

40
DV =1+ l+i-1-i=0
n0 h

-
0

-1 -7+ 1+i-1-i+..+
0

v
0

Solucidn : Si, Verdadero

1
El lugar geométrico de los nimeros complejos que verifican Re( } =0 esel gje OY

Z

Para que fuese cierta al eje QY habria que quitarle el z=0+0i ya que para este niimero
complejo ni siquiera estd definido su inverso 1 con respecto al producto de complejos. Por

tanto la afirmacion es falsa, Para el resto de los nlimeros del gje OY si que se cumple la
condicién del enunciado.

Solucion : No, Falso

lz]<|Rez|+|Imz| paratodo zeC eselgje O

Sea z=qa +bi:

|z]<|Rez|+|Imz] = |a+bil<|al+]b] = Ja*+b* <|a|+|b] =

= A+ s (o] +]b]) = @+8 < af +|bf +2]allb] = & +5 < &+ +2]alb]

y la anterior desigualdad se cumple siempre pues 2|a |6} 20.

Solucién :

81, Verdadero
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Febrero 04

J3-4i =x(2-1)

Fijate que no es nece-
sario calcular explicita-
~ mente las ralces cua-
" dradas de 3 — 4i

Lo mas répido es aplicar la definicion de rafz cuadrada Ja=bo b =a:

2-iY =2 -)2-i)=4-2-2+=3-4

Reouerda: {* =1 (2410 = (24 )(-2+1) =4-2i~2i+i* =3-4i
Asi pues las raices cuadradas de 3 — 4/ son los mimeros 2 —{ y —2 +i. Por tanto, la afirma-
cion del enunciado es cierta.
Solucién : Si, Verdadero
Febrero 04 | Para todo z € C —{0} los argumentos de las raices n-ésimas de z forman una progre-
sién aritmética.
En general las raices enésimas de un nimero complejo cualquiera z = o, se calculan de la
siguiente forma:
r= d; >0
4Py =1, donde 6+ 2kn
p=—" k=0,1,..,n—1
Recusrda: n

Una progresitn aritmé-
fica viene definida por

asi que, en nuestro caso, tenemos que los argumentos se pucden poner de la forma:

a,=a,+kd
donde, @, =M:—9—+kz—ﬁ, k=0,1,...,n-1
n n i)

ak: ¥€mino k-&simo
ao ; primer té&rmino

d: diferencia
Solucion : Si, Verdadero
Febrero 05 50
> i = a) 1 b) -1 ) i
n=0

Para hacer los cal-
culos hemos tenido en
cuenta que:

que se trata de una progresion aritmética de primer término &, = 8/n y diferencia d = 2z/n

350
D=+t + i 4P i 4P TP L T A T AN LY LN
n=0

50
Zi"=1+i—1-i 41 +i -1 -—i4+d+l+i-1-i+1+i-1=
=0

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro quedando los tres Gltimos ( # =48, 49 y 50):

50
Si=1+i-1-i+l+i-1-i+tl+i -1 —i +1+i-1=
=0 . o e

50

Dit=1+i-1=i

jowry Solucién;  ¢)
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Febrero 05

Septiembre 05

Hay que tener claro
que en total hay 3001
t&minos en ei

. sumatorio

Para hacer los calculos
hemos tenido en cuen-
ta que:

Septiembre 05

Los nimeros complejos que verifican la ecuacién Z = — 2z forman:
a) el eje real.
b) el eje imaginario.
c) ninguna de las anteriores.

Sea z=x+yf
Z=—z = (x+y)=—-(x+y) = xﬁz—x;ag/ = x=—-x = 2x=0 = x=0

O sea, se trata del eje Y (eje imaginario).

Solucién: b)

3000 )
i?] — a) 1 b) 23“”’4 c) 26—'11'/4
=0

3000
DA A SR I T A A S A LR SR e e G o Gt S
1=

3000
Yt sl+i-l=-i+l+i-1—-i+.+1l+i-1—-i+1s=
#=0

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro (en total 3000/4=750 grupitos de cuatro términos)
quedando sin anular solamente el Gltimo ( » = 3000):

300
dP=1+4i -1 —i +14+i-1—-i+.+l+i-1-i+1=1
w0 v v v

Solucién :  c¢)

Indique cual de estos niimeros complejos tiene todas sus raices cuartas sobre las bisectri-
ces de los cuadrantes del plano.
3) ei:rf4 . b) ei3:rf4 ‘ c) __1 .

Tenemos que las raices cuartasde z=—1=1_ =15 son,

rmi/i::l

Yl = 1, donde _ m+2%z _ (14207 k=0.12,3
4 4
Asi pues, sustituyendo la &k obfenemos las cuatro raices cuartas de —1;
k=0 = z=1, k=1 = z,=1,_,
k=2 = z=l,, k=3 = z=1,,

que coinciden con los dngulos de las bisectrices (45° 135°, 225° y 315°).

Solucidn:  ¢)
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Febrero 06

Nota:

El tinico nimero com-
plefo que tisne todas
sus rafces enésimas
iguales es el nule 0 + 0f

Febrero 06

Sepliembre 06

Importante:

Recuerda que la fun-
cldén arctgx tiena dos
4ngulos posibles para
cadax. jperoenia
caiculadora sélo sale
uno de ellosi, el otro se
obtlene sumando m,
Para saber cual de
ellos es el verdadero
argumento de nuestro
numero complejo nos
tenemos que fijar en el
cuadrante donde esté
el complejo

Todo niimero complejo no nulo tiene:
a) n raices n-ésimas complejas distintas.
b) n raices n-ésimas reales distintas.
¢) al menos una raiz n-ésima no real.

La respuesta correcta es la a). Por teorfa sabemos que cualquier niimero complejo {exceptuan-
do el nulo 0+ 0i) tiene n raices n-ésimas distintas que vienen dadas por la siguiente expresion

rx'{/;>0

donde 0 + 2kx
A

k=0,1,..,n-1

Ademds, geométricamente, estas raices son los vértices de un poligono regular de » lados con
centro en el origen.

Solucién @

a)

Si z es un namero complejo, entonces z—Z =
a)2 Rez.
b) 2Imz,
c) 2ilmz.

Sea z = a +bi, operando:

z—Z=a+bi —(a+bi)y=a+bi - (a—bi)=a+bi — a+bi =2bi=2iIlmz

c)

Solucién :

Sea z €C. Si:
V2 — 2 setiene que |z}=2 yque arg(z) =%

a) z
b) z =3-4i setieneque |z|= 5 yque arg(z) = arctgd

¢) Ninguna de las anteriores.

La respuesta a) no es correcta porque el nimero complejo se encuentra en el tercer cuadrante
ya que su parte real es negativa y su parte imaginaria también es negativa, Es decir, su argu-
mento deberia estar entre 7 y 3£ (es decir, entre 180° y 270°) y sin embargo nos dicen que

es arg(z) = & (que son 45°) lo cual es imposible.

La respuesta b) tampoco es correcta por que el modulo de zes 5, y no /5 . Bfectivamente:

2=3—4i = z=+324+4* =25 =5

¢)

Solucion :
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Sea z = re'” un nlimero complejo no nulo. Entonces

Febrero 07 i
a) ~z=re",
b) — = j".ei(a.'{»;r) .
¢} —z= pe'@mi)
Recuerda que:
g™ =-1 Operando: re'™™ = re""e”™ = r*(~1) = ~re” = -z

Selucibn:  b)

Febrero 07 |} 1 a5 rafces enésimas de 1+7 son
mld + 2ka
a) Yoe o , con k=1,..,n-1
742k
b %2e * , con k=0,..,n-1
mld+2kx

¢) ¥2e n , con k=0,..,n-1

Lo primero que hacemos es pasar el nlimero complejo a forma polar:

Recuerda que la forma

polar y la forma = J12412 =
exponencial son W = 14i > P " +1 JE => W= «,/5,,,4 = \/581””
equivalentes: B = atan(1/1) = 7;-/4 (45°)

Py = pe

Ahora utilizamos la férmula de la raiz enésima;

r={/;—)>0

% — "fpeig = reip donde G+2kn
= ——— para k:()sl:""n_l

que aplicada a nuestro caso queda:

=X :\n’ .':2”
‘r\r/— - "\[5 izfd __ ., ip dond d J; JE ,\/5
= yvie = re” donde o= 0+2kr _ nw/A+2kn

i n

ata k=0,1,..,n—1

Luego Ia solucion correcta es la ).

Solucién : c)
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CALCULO - 4/10/2010 Prueba 1 (VA). 10 puntos (= 10% NOTA FINAL)

Apellidos ......... e et e Nombre .......... e
DNI .. ..ol cere L Grupo e e e Tiempo 50 minutos

s Cada pregunta tiene une sola respuecsta correcta. Marque con una ¢ruz, & lo sumo wna opeién por pregunta,
Puntuacién: Correcto 4+1.0 Error 0.4 En blanco 0.

1 D{E SiAm{zeQ[:cSﬁ},cntonccs,méx}i:ﬁ.

2 D Si los conjuntos A y B son numerables, entonces At B es numerable.

3 D Sic;ldo % > —1 y n natural, so verifica que (1 +z)* > 1+ na.

4 D Sla,beR— 0, entonces a+ becR-Q

b Dm £1 conjunto de nimeros irracionales que vorifican la condicion |2] < /2 es numerable.

D La desigualdad |z} > min{s;, —z} se verifica para todo » € R.
D La desigualdad en R, I 29; tll

D Siendo |z| ¢l médulo de un complejo z, la igualdad 1z + 2] = f21] + |22} ve verifica sl y solosi g e Ry
znER.

[==}

> L, se curnple si y sélo sf z > §.

~1

o

9 D Las cuatro rafces cuartes de —4 som: 144, 1 -4, —1+4, -1 -1,
1 1 3
o XL |1+3i_1—-3i = F



CALCULO - 4/11/2010 Prueba 2 (VA). 20 puntos (= 20 % NOTA FINAL)

Apellidos ...................... cerenreneeeeeneee. Nombre oo
DNI......... cevnnreessenGrupo ooy Tiempo 90 minutos

PARTE (A): TEST (10 PUNTOS)

= (ade pregunta de test tiene una sola respuesta correctn. Marque con una cruz, a lo sumo una opeién por pregunta.
Puntuaci6én: Correcto 4-1.0 Error -0.4 En blanco 0.

81 NO

1 D Si {an} e3 una sucestén ncotada supsriormente, y {b,} uns sucesién acotada inferiormente, la sucesién
{{an — bs)} estt acotads puperiorments.

2 D Si la sucesién real {e.} es acotada, entonces es convergente.

3 l:l Si f ¢ {a, b} — R es continus, slendo a < b, se verifica necesariamente que la imagen f(fa, 5]} es un intervalo
cerrado.

4 D Existe o € R tal que la funcién f : R — R definida por f(z) = L siz #0 y f(2) = @ 8l = 0, es continua.

b D 5 f : [a,6}] — R es continua en [a,b} y derivable en (a,b), siendo a < b, entonces existe un Gnico valor
2o € (a,b) tal que f{4) - f(a) = f'{zo)(b— ).

6 [ B Sesn A= (0,1)U(2,3) yIafuncion f: A — R tal quo ¥z € A, /*(x) = 0. Entonces f es constante en A,

7 D E $i la funcién f + g es derivable en a € R, entonces las funciones f y g son derivables en a € R,

8 }IQ l:l Sea la funcién f : R — R definids por f{z) =22 sl 2 > 0y flz) = —2% ai 2 < 0, Entonces [ es derlvable en
todo R y su derivada es la funcién f/(z) = 2]s|.

X D La serie Y00 | cos ("":'41) eg divergente,

©w

10 D PE Una serie ) (an -+ b,) 8 convergente sl y s6lo i las serles 3" a,, y 5, son convergentes.

PARTE (B): EJERCICIOS (10 PUNTOS)

= Responda a cads pregunta en el espacio previsto sl efecto, Puntuacién: Correcto 4+2.5 Error 0 En blanco 0.

1. Ellfmite Yim (v +1— /) esigusla

sen®z

2. El limite 1{'351 ea igunl a

-~ COB %

" _1yn
3. El lfmite lim 2"+ (1)

n=sco PVFE | (— )71 ‘e8 igual a

4, Bl polinomio de Taylor de orden 2 de f(z) = ze* en torno & 0 ea




CALCULO - 13/12/2010 Prueba 3. 10 puntos (= 10 % NOTA FINAL)

Apellidos ............. e r e ee e e Nombre ......................
DNI it Grupo ........ e en e Tiempo 90 minutos

SE PROHIBE EL USO DE CUALQUIER, TIPO DE CALCULADORA

PARTE (A): TEST (5 PUNTOS)

s Cada pregunta de test tiene una gola respuesta correcta. Marque con una cruz, a lo sumo una opcién por
pregunta. Puntuacién: Correcto +1.0 Error -0.4 En blanco 0.

SI NO
o 1 t)
XI[] Laserie S (—5) 2" converge para todo z € (—21/3,2%/3),
n=}
2 [:l [Z] Si el limite puntual de una sucesién de funciones continuas es una funcién continua, entonces la
convergencia de dicha sucesién es uniforme.
3 EHZ] La sucesién funcional definida por f,(z) = «™, n € N, converge uniformemente en el intervalo
{-1,1) ala funcién f{x) = 0.
oo
4 D | si Eanm" converge para g € R, entonces converge para todo = € R tal que || < |=o}.
n=0

(514

D El desarrollo en serie de Taylor en torno & 0 de la funcién zsenz es ; (2(k j-)l)! 2k-+2

PARTE (B): BJERCICIOS (5 PUNTOS)

= Responda cada pregunta en el espacio previsto al efecto. Aclaracién: Error 0 En blanco 0,

1. (1.5 puntos) El conjunto de los = € R para los que la serie Zn!x" converge es
n=0

2. (1.5 puntos) Si |z} < 1 la suma de la serie 1 — 23 4 2% — 2% 4 ... egigual a

converge puntualmente en R a la funcién

3. (2 puntos) La sucesion funcional definida por fu(z) = i—_-;—::;

(=)=




Calculo

Problemas de
examen
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CALCULO - Prueba 2 (2011-12) 7 de noviembre de 2011

{

Nota

’Ti‘;sta prueba supondra 2 puntos de la calificacién final de los alumnos de evaluacién continua.f

Sea la funcion: T
0, siow<0, .
flz) = { sen{z) [1 - cos(m)], si 0<a<on, / /
0, i 2r<a. B A e >
si 2n<z - kﬁ,}ZU A

' a) [0,7 puntos] Estudie si f es continua y derivable en R.
| b) 0,5 puntos] Estudie si f" es continua en R.
S B}
¢} [0,2 puntos] Calcule la integral definida Hx)dz.

—iT

d} [0,6 puntos] Demuestre que f tiene maximo y minimo absoluios en R, Calcule para qué valores de  se alcanzan.

2 Gnfipvidad
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Febrero 00

o 2 o 2
Elercicio 2} Dada la serie Z[nxe"m - (n—l)xe (n-1)x

, se pide :

s i

a) Calcular [a suma parcial n-ésima, S,. g !}Q (o g
b) Determinar la funcién suma, S(x), indicando su campo de convergencia /C.

¢) Indicar si dicha seric converge uniformemente en C o en algiin subconjunto no

acotado de R.
. ’C%W {/ - YV ] - »{ﬂw‘d?i _ o ;‘; - ‘ & ﬁ
O“) %:4 M -~ Vﬁ} X ~fy & }&ﬁb‘»ﬂ{)\{,(ﬂ/ ﬁ\c '\En - :{Q.,E )
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Septiembre 00 ) i
Ejercicio 1 x°sen— si x # 0

Dadala funcién f:R—R talque f(x) = X
0 si o x =0

a) Analizar, en la métrica actual, el cardcter abierto o cerrado del conjunto
A={xeR*/ f(x)=0}
b) ¢Existe algin entorno ¥ del origen, tal que f € C ')

¢} Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de [a serie Z —f(x,),

n=0 “y
donde, x, = 2
Cn+)x
: L(
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Febrero 2001
Problema 2

Existen otras formas
més “elegantes” de
hacero pero ésta
quizés sea la més
familiar para todos

2

-

14+x*

Sea g:R—> R talque g(x)=

a) (4 ptos) Comprobar que existe a € R talque g(a)<1 y g(x)<g(a), para
todo x € R.

b) (3 ptos) Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesién funcional f£,),
siendo f, = (g(x))” paratode xeR.

¢) (3 ptos) Estudiar la compacidad, conexidn y completitud del conjunto g(A), donde
A=(=o0,~1]U[l,+00).

a)

Al tratarse de una funcién racional con denominador siempre distinto de cero podemos
asegurar que su dominio de definicién es toda [a recta real R.

Ademds como g €C' sabemos que sus maximos y minimos se encuentran en los puntos
donde se anula su derivada primera.

Cox(l4aty - 22 4x® 2w 2x’ -4’ 20 -2%°  2x(1-x")

g') d+x') A+5y  (+x)Y  Q+x)

que ignalando a cero da como soluciones,

x=0

2x(1-xHY=0 =
( ) {l—x“zo = xt=1 = x=241 = x=4%1

asipues x =0, x =1, x = —1 son los puntos estacionarios (o criticos } de g.
Para comprobar si son realmente méximos o minimos calculamos la derivada segunda,

oy = QIOXLE ) = Qr-20020 04 6xt o2t 12
¢ a+ 5 Ty

y sustituimos los puntos estacionarios en ella obteniendo los siguientes resultados,

e g"(0)=2>0 = x=0 esunminimo donde lafuncién vale 2(0) =0
e g'(1)=—-2<0 = x=1 esuvnmaximo donde la funcién vale g(l) =~;—

e« g(-1)=-2<0=> x=-1 esunméximo donde la funcion vale g(-1) :%

Para poder esbozar la grafica de la funci6n ya sélo falta saber q{ne pasa cuando la funcién
tiende a infinito, o sea, si tiene asintotas horizontales, '

2 2
X .
lim = lim
o 14 x? xe T4x

=0

4

lo que significa que y =0 esuna asintota horizontal de la funcion.

Por tiltimo, es interesante darse cuenta que la fancién es siempre positiva, es decir, estd
siempre sobre el ejex {g(x)=0).

Con todos estos datos ya podemos hacer un dibujo de la grafica de la funcidn y, basin-
donos en ella, contestar al primer apartado del problema,

Alberto Montero de Espinosa Clases de FMT2 Tfnos 91 504 6504 - 646 35 6136




&(x)

Tomando la grafica como referencia vemos que haciendo @ =1 tenemos que
gla)=g(1)=05<1 v g(x)<gla) =05 paracualquier x yaque se trata del
maximo de la funcién. Igual conclusién obtenemos si hacemos @ = 1.

Con esto queda resuelto el primer apartado del gjercicio.

Solucibn: a=1 , a=-1

b)
¢ Convergencia puntual:
2 n
. . X
Recuerda que: Im = |lim ' = lim =0
Sijr|<l, 130 f" n—w (g( )) n-w {1 + x‘i J
lim 7" =0 ya que .
n—=¥w x2
0 < — < 1 paracualquier xeR
1+ x

Solucién : La sucesién (7, ) converge puntualmente en R a la funcién f(x) = 0.

s Convergencia uniforme:

Para estudiar la convergencia uniforme utilizaremos el procedimiento habitual basado
en siguiente proposicién:

f es uniformemente convergenteen R < lim sup , FREIEN (x)! =0
H--pc0

Esta es una proposi-

ci6n muy Gl de conver- | Vamos a ir construyendo la expresién por partes:
gencia uniferme que

cohviene saberse muy

blen. x2 " x2 n
TAGRNC ”(1 J -0 =[ )
+x I+x

El valor absoluto no modifica la expresidn en este caso pues nuestra funcidn es siempre
positiva;

x2 )
56-169] = (2]
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Volvemos a utifizar que
si Jrj<h
hm #" =0

n—H®

, En esta gréfica se
puede observar la
funcién (g(x))" para
distintos valores de 1.
£n concreto hemos
utilizado n =1, n =2,
n=5y n=20,

Fijate como la funcién
tiende & cero
confundiéndose ¢on el
gjex

Los extremos de esta funcién se alcanzan en los mismos puntos que en el apartado a) por
tanto:

supl £, (x) - /()] = @)

Por altimo catculando el limite nos queda que:
1 n
lim sup| L) - f(x)] = hm[ J = 0

Por tanto la sucesién (f,,) converge uniformemente en B a la funcién nula.

Solucién : La sucesion (£, ) converge uniformemente en R a la funcion f(x) = 0.

En la signiente grafica puedes observar la convergenciade (f),) hacia f(x)=0:

0.5
’-.-' "‘j !!—f".\‘
i LAY
/ Y P
Fo [
Y %_ i “__
R LU I A
* i [ ) e
snen s e et et P . S . - e —— e, _.
' -1 1 X

©)

Tomando como referencia la grafica de g(x) que hemos dibujado en el apartado a) po-
demos ver que ¢l recorrido de la funcién es [0, 1/2]. Ahora bien, el dnico punto donde la
funcién vale cero es en x=0 y este punto no pertenece al conjunto A. El resto de los pun-
tos del recorrido se alcanzan en algin lugar de A4. Por tanto, tenemos que,

g(4) = (0.4]

¢ Compacidad:
Fn la recta real los conjuntos compactos son aquellos que son cerrados y acotados. En

este caso g{4) es acotado pero no es cerrado pues ¢l intervalo es abierto por la
izquierda. Por tanto g(A) no es compacto en R.

» Conexion:
En la recta real los conjuntos conexos son los intervalos y los puntos aislados. En

nuestro caso g{A) esun intervalo. Por tanto g(4) no es conexo en R,

¢ Completitud:
Para que un conjunto sea completo es condicién necesaria que sea cerrado. En nuestro

caso g(A4) no es cerrado por lo que podemos asegurar que g(A) no es completo.

Solucién : g(A4) es conexo, pero no es compacto ni es completo.
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iemb
Sepliembre 01 xz

Ejercleio 1] ge considera la serie " (x), donde [, (x)=—"—7.
— " 1+ xz)n

a) Determinese su campo de convergencia C.
b) Calcilese susuma S (¥) y su resto n-ésimo R, (x) = S(x) — S,(x) en C.

c) (Es cierto que

(Z £.(x) converge uniformemente 4 < R ]<::> (lim M, = 0),

R
n=0

donde M, =sup R,(x)?

xed

d) Estadiese la convergencia uniforme de la serie en los conjuntos C, C ~{ 0 } y

C —[-a,a] con a>0.
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Sepiiembre 2004

Ejercicio 2 Se considera la sucesion de funciones reales de variable real (f),), definidas como :

1+x

f( )— xeR, n=1,23,.

a) Encontrar ¢l limite puntual de la sucesion (f,) en R.

b) Estudiar la convergencia uniforme de (f, ) en R y en el intervalo [— a, a ]
con 0 <a<l.
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Septiembre 2005 | 1- Desarrolle en serie de Taylor en torno a cero (serie de MacLaurin) la funcidn
E
Jarciclo 1 J (x)=arctan x

empleando operaciones con series de potencias.

2. Considere la serie
nP

Z:(n+l) (n+2) (n+3) o)

n=l

a) Estudie si es compacto el conjunto de valores reales de p para los que la serie (1)
converge.

b) Calcule la suma de la serie (1) para p=1.  [Sugerencia: calcule la suma parcial n==
ésima mediante descomposicién en fracciones simples.]

¢) Calcule la suma de la serie

é(n+2)(n+3)

[Indicacién: si resolvié el apartado b), puede utilizar el hecho de que, para p =0, la serie
(1) suma 1/12,]
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ETSIT
Telecomunicacion | TEST:
Enero 2014 ] - L@ suma superior de fa funcién senx en [0,27] asociada a la particidon P= {0,2,7r, 7 ,Zr} es

PARTE A

Integracion Jgual an.

~Si fi[a,b] = R es una funcion continua y estrictamente creciente, con f(a)>0, 7(b) <0

entonces f f(x)dx| < f[ ) de Y
EJERCICIO:
1 sixe[-1,0)
Sea f(x)=19 , . Entonces la integral f S(x)dx esiguala _ﬁ
x° sl xe[-1,0] ! 2
PROBLEMA:

Caloule la primitiva (x) de la funcién f(x) = 2x —1| que verifica F(0)=0,

Tt
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eTsi| Sea la sucesion de funciones’ { f, i R—> IR}”EN ,donde £, (x)=x""—x". Se pide:

Telecomunicacién
Febrero 2011 a) Encontrar su campo de convergencia y la funcién limite puntual.

Ejerclsio 2 . . X
e b) Estudiar su convergencia uniforme en el intervalo 1 =(0,1).
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Ejerciclo 4.4

Sea f una funciéntal que f(2)=-3 y {'(x) =Jx*+5.8i g(x)= xzf[il)’
ST e S | x —

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la tangente a la gréfica de g en el punto x=2.

4= f?{)&) (x - o) F‘M P

H = ’3 X-2¥1
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Ejercicio 4.3 | Sea f:R — R una funcién derivable tal que f(0)=0 y f'(0)=2. Se pide
calcular F'(0):

a) F(x)= f(x - tgx)

b) F(x) = f(f(x) - tgx)

) F(x) = f(f(senx) — tgx)
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Caélculo — Grupo 11.1 — Entrega 2

ultima, fecha de entrega: 25 de octubre 2011

. Sean dos funciones, f y g, definidas en un entorno de un valor a, en el que cumplen
que: f(z) < g(z), y que tienen ambas lfmite en a.
a) Demuestre que entonces se cumple que lim f(z) < lim g(z).

b) ;Es posible que ambos limites sean iguales? Justifique la respuesta.

. Calcule los limites:

. zsen(z) , zvz? — 3z +2 .
a)iﬂm b)wlilgow— T c)i;l%e —v1-2z

. Suponga que la funcién f cumple que existen dos constantes I, § € R tales que:
Vz € (C - 5:C+ 6)’ |f($) - f(c)l < le - Cl‘

Demuestre entonces que f es continua en c.

. Demuestre que si f es continua en a € R y g es continua en f(a), entonces g o f
es continua en a.

. Sea la funcién
__cosh(z) —1

f(=) = sinh(z)
a) Encuentre el mayor conjunto de R donde la expresién pueda ser definida.
b) Estudie la continuidad y derivabilidad de la funcién en ese conjunto y estudie

si f v f’ pueden ser extendidas por continuidad a todo R.
¢) Dibuje las graficas de f y de f'.

. Sea, la funcidén

¥, siz > 0.

f(:l:):{ 1, siz =0,

a) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f.

b) Halle los extremos de f, tanto relativos como absolutos, y estudie su concavi-
dad. ‘

c) Halle el polinomio de Taylor de grado 4 de f en torno a zp = 1. ;Es posible
construir el polinomio de Taylor de grado 4 de f en torno a 2 = 0 (considerando
valores de  positivos)?
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: Tema 4. Integracion. Ejercicios

CArcurLo. Curso 2011-12
Ricardo Riaza. Grupo 12.1

Nota: los ejercicios 4.1, 4.2 y 4.3 son evaluables y por tanto de entrega obligatoria.

Cada grupo debera:

» escribir el nimero de grupo y el nombre y apellidos de los integrantes del mismo
en todas las hojas que entregue;

W/ = identificar claramente el mimero de cada ejercicio.
% Los ejercicios evaluables se entregardn junto con los del tema 3, el jueves 3 de no-
viembre no m4s tarde de las 13:00 h.

( 4.1. Calcule las primitivas de las siguientes funciones

(a) €"sen2x

5 — 223
(b) zd 202 41
1

Y Gravite

Indicaciones: (a) integre dos veces por partes.
(b) divida y descomponga en fracciones simples.

{c) cambio de variablel_:pvz -1+ tzj)

4.2. La longitud de una curva diferenciable ¥ = f(z) entre los puntos (zo, %) ¥ {%1,%1)
(con yo = f(x0), 11 = f(x1)) puede calcularse como

/ * I (FE)ds.

Calcule de esta forma la longitud de la curva y = kcosh
un punto arbitrario (z, %) de la curva (con z > 0).

&L

o k > 0, entre el punto (0,k) y

4.3, Considere la funcién f{z) = z° — 4=.
(a) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (1,~-3).
(b) Calcule el otro punto de corte de la tangente obtenida en (a) y la curva y = f(z).

(c} Caleule el 4rea delimitada por la curva y la recta tangente entre ambos puntos de corte.

{ v
¥ () SIGUE EN EL REVERSO




[1] 8. L. Salas, E. Hille y G. J. Etgen, Calculus, Volumen I, cuarta edicién espafiola
(traduccién de la octava edicién en inglés), Reverté, 2002.

Independientemente de la entrega de los ejercicios evaluables anteriormente indicados, son
de interés los ejemplos y ejercicios del capitulo 5 y de las secciones 8.1, 8.2 y 8.5 del libro
de Salas, Hille y Etgen. Sobre integracién de funciones hiperbélicas: ejercicios 33-46 p. 434,
31-43 p. 438. Véanse también los ejemplos 1 y 2 de la pdgina 567, los ejemplos 1,2, 4,5y
6 de la seccién 10.7 y los ejercicios de esta seccién que involucran integrales impropias en
intervalos no acotados.
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TEMA 6: EXTREMOS. REPRESENTACION GRAFICA

Bjerciclo 1 | Esbozar las graficas de las siguientes funciones:

: I

a) f(x}= ﬁ b) f(x)= ¢) f(x)= N ]
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Tema 3. Derivacién. Extremos
Ejercicios

CALcouro. Curso 2011-12
Ricardo Riaza. Grupo 12.1

Nota: los ejercicios 3.1, 3.2 y 3.3 son evaluables y por tanto de entrega obligatoria.

Cada grupo deberé:

« escribir el nimero de grupo y el nombre y apellidos de los integrantes del mismo
en todas las hojas que entregue;

s identificar claramente el mimero de cada ejercicio.

Los ejercicios evaluables se entregardn junto con los del tema 4, en la fecha de entrega
que se especificard més adelante.

3.1. Estudie la continuidad y derivabilidad de
T siz<0
flz) = {

T
e” siz >0

;En qué puntos es continua la derivada?

3.2. Considere la funcién
9 (z+1P¥ siz< -1
ﬂ@={ (@ +1)

2r+1 : _
i siz>—1.

Determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos locales, intervalos de
convexidad y concavidad y puntos de inflexién.

3.3. Acote el error cometido al aproximar la funcién sen z por su polinomio de MacLaurin
de grado 3 en (—7/2,7/2).

{1] S. L. Salas, E. Hille y G. J. Etgen, Celculus, Volumen 1, cuarta edicién espafiola
(traduccién de la octava edicién en inglés), Reverté, 2002.

Con independencia de la entrega de los ejercicios evaluables recogidos arriba, las secciones
31 a 3.3, 3.5, 3.6, 4.1 a 4.8 y 7.1 del libro de Salas, Hille y Etgen contienen una gran
cantidad de ejemplos y ejercicios. Derivacion de funciones hiperbélicas: ejercicios 1-18 y
26-28 p. 434, 1-13 y 19-28 p. 438. Polinomio de Taylor: ejercicios 1-38 p. 679 y 1-6 p. 683.
Nota: como en otros capftulos, la temética de muchos ejercicios se repite y buena parte de
ese material es conocido de bachillerato. No es necesario hacer todos los ejercicios: cada
alumno debers hacer aquéllos que le sean suficientes para afianzar cada concepto.
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Curso 2011-2012 Caleulo Grupo 15. 1

NOMBRE 1:
NOMBRE 2:
NOMBRE 3:
NOMBRE 4:
NOMBRE 5:

Ejercicios 3.1 - Derivaciéon. Extremos.

Ejercicio 1.
Dada la funcién f : R — R definida a trozos
T—a

m s :c;éa,

flz) =

A s z=a

a) Obtener el valor de A para que f sea continua en su dominio.
b) Hallar f"(a).

Ejercicio 2.
Sea la funcién f : R — R definida a trozos

3
T .
a:—g si x<{,

f@=30 s z=0

C@en@ si z>0.

igual que &, en un entorno de :cg 0 con su correspondiente resto de Lagrange.
o

Ejercicio 3.
Dada la funcién real f(z) = = + arctan(z) — senz(:c):
a) Estudiar si es invertible en el abierto (—3;%).

b) Hallar, si existe, { f‘“l)l (D), Ia derivada de la funcién inversa en el punto f(z) = 0.

Ejercicio 4.

Sea la funcién real f : [-1;1] = R, dada por f(z) = 2® + |92 — 4.

a) Hallar sus extremos absolutos.

b) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexi6n.
¢) Hacer un boceto de su gréfica.




ﬁéﬂ.&(w % Ghalle Gop. MY

_gaac;) ook atclam (¢} - Ao (pa)

@)‘J} b{) o /i { W:[M>M 'C e a . ol
L -~
.'597 \
- FZ o) ‘IL{O :

s

St

S

m%ad; atke e CLR

Gndy - Tsomi s A sy A g il
T T .
/‘*) L
/

e ?uuuw\‘ Q4 \W@:(\L\k__ cosgs e
4 &u\\s&d_@ B Ale) (._,cmh e

de e . (e dee pittite-
vy @Y.




i k.

o 2 4

%i“w - 69& MQQ@ gwmﬂﬂ @ﬂc%jwaXQL%?Zlﬁhémdkﬁﬁ Con NS
o _

fﬁ KD[ Z a, [3;._}) = g 24 c{/@ﬂwlg@ o e b)

: ”x! a5 o z.%h,um e f e by 1
T e o
f {27" %{{d/if/}j} P (?(_2‘;!;) A 04 ﬁjﬁﬁ},@ d‘ 0 Uz e
L@f b :3 féx_;} Il f(;) M&MM{@;}
o [a 6]
(f . )Rw?o iR /
¥ - x5
3{1 X )_, Z ESN & Lo
O
(ganx.zm‘;g}>u

) f 1) QQ__Q 5\ &.[agﬂ,

oy o =

SN x40
Qﬁlg v ()’\ On coarion. da Of/k Vié{oa)
30 =4 - -
% Py =§'ot) = Wo -1 @

X0 3
‘3@'0** ws x = A ) @ inhiute e taedlo & &
Jo) =



(.)(; AR ——
2.

Lhet
TN

GUAR

i u - -
'3 (_aj (x - aj Zf -




xi/Yh“é‘dx/(LlQ de Ripmman

%M:Gﬁ q) - Qltg y, “"‘v‘rZ-’ . /; Xw\l( “ _‘ R ey
ﬁﬂm w?mm do. Qemings, - ;3 (% : @j e M ‘,(\I{" - X{) \\

ﬁMML /Wéﬁéwzf @é Mﬁmﬁﬂ . /"ﬁ(gj P) = f'gi% /ﬂqcé (@:ﬂ/{ . ;('{)

dcndfz K o ol maiimo d f o [acyt g\

vt e m —— “@M ,,,,,,,,,,, N

%i”i’& 3 r- ff” L 2.3 i@f\ =

o padk heeerr ©

pidon . auma segeudt e § con
s(fﬁﬂ g+ 0

g(&?)j /ff- é‘ %2 . % (ia@ffwﬁ,/{
= A A8 4 2 %‘.«3‘3

- ij %// Zﬁ\ : ﬂ'{}fi\@Ka &m eN @0 -
[ - LS
/B(f?)m_b, 0,8 + 1,128 + SRR

.5 5 7 \33
j dde= 1 E A
b 5 0

- -—
33






TEMA 7: INTEGRACION

Ejerciclo 1 Deriva las siguientes funciones utilizando el Teorema fundamental del Calculo:

8) F(x) = Lj%dt b) F(x)= f; dr

1+ sen’t

dt fi‘zlg\ﬁdi 1

¥ sen®x
d) F(X)-""—LL m €) F(.X)= f E’;ds

o F(x)=[¥fd
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Ejerciclo 2 ] Calcula los siguientes limites:

( o i Ee ft_x b h}}% cosxfserz(t:*)dt—x h.
ﬂlﬂ“‘”’
w)x% Jb(jk\[ %‘ ﬁ;‘” _éimﬁMQL i JW% - ,{{.;,
| 2 7 ZW #02
0 f g (’6%\0)
by > cow}mw
Ol ek 2l g il ey i) A

@ %/ %JJ p‘l,p/;wpo (o > T >
c)éw CW b mm6)

500 ! LA
M /‘,\ $0 Lf:L- ('t}/ . _((.

INELN £ —00)

(
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Ejercicio 4

foy
Calcula Ja recta tangente a la curvay = | tg( Ydt en x=4n/4.

F 47 flevca « fuy
f{F X “i/m) i
IR ) )

. %(Vvajl )?ﬁ?if § %”ﬂth
(F} ( }@)[ /i"/? TR
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f(\f(wﬁ ~}<

= &5(00) | o

.E7
Y

L“&%‘R

= v%p-»~gﬁf
A2 () 4O

- ‘(
B ‘“zﬁx +2f’%‘j
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TEMA 9: SUCESIONES DE NUMEROS

Sean las sucesiones (x,),(y,)cR , con "h_i)?i x, = 0 entonces ?{1_1)130 x, ¥, =0.

Septiembre 95

td

, 232
Septiembre 96 lim} 2+— ée

n—r0 n

Septlembre 96 Iim 2n—-3
nre \ 3n+ 4

=g

Junlog7 | Si (a,,) £s una sucesion convergente de nfimeros reales positivos, con limite no nulo,

entonces lim %fa, =1.
n—r

Febrero 98 \
Si lim f(x)=a entonces lim f(n)=a.
X— @ i ]

Septiembre 93 | Sea (x,) una sucesi6n de niimeros reales. Si (|x,]) converge, entonces (x,)

también converge.
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| g2 :'géffm /
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3(30: s ﬂ(}m ’@D‘é‘
)
Iﬂ//_w I
A
fa

Y

—_— O é//z
)
Qe 4
d-n
ity

R Xy ;;/ &), n"'“z/
| >
[y I




Si las sucesiones (x,),(»,),{z,)=® cumplen x, <z, <y, VneN,siendo

Septlembre 08
@ (x,) e (y,) convergentes, entonces (z,) es convergente.

8i (x,),(y,)cR’ sonmondtonas y x, >y, VneN, entonces la sucesién

@ Septiembre 08 (x,—y,) es mondtona.

n2+2
. n+llss 2
@ Febrero0g | lim | —— =e
e\ p _1

@ Septiembre 09 | Toda sucesién de niimeros reales, alternada y convergente, tiene limite 0. oﬂ‘ﬁa

@ Febrero 2010 | L@ sucesion recurrente a, =1, a, =0 y Ja,, = a,,_Z! para n 2 3, es convergente, *[E

2,4, 1 ANa = A
@ Septiembre 2010 | No existe H%OS@IDK +n W AWMU 6\2\ .0
fffﬁa@« _ , s A

G WWW @@QD« anlagipmels 24> ¢ 4- J_/f‘ miﬂ:%m&{— ‘4:\:“)'("“”6‘36"\("
W @ 7”://]‘ W Koo /dﬂ“nmo(h JM@JMIQ
o o0 5 | ‘ ‘h
= "

& = (-4)
Ay LEN Y,

ofos -

%\-,;QA)Y\ ,wﬁg, osala
@Faﬂ,@)w ?oﬂ :)u{‘zig('\&‘s(""iq -2‘%/
% } {4,4{-2} 953,499 5 J"f) élﬂ/‘ ?»’—{,,j' ({fj
Ay~ ﬂaln = {o’///o'é/o’/}ofg i —s@gwgw'd((-

ne¥2

@M(%} ™ D % 10
)\ wa /714/1 _) ém ﬂ_& gmj‘i(i/?/

hv\boo n- ’} - ﬂ'fw h- ﬂ%”%g
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Junio 96 . , . . .
Febiaro 98 Una sucesién de nimeros reales (r") es convergente s1y solo si ] r |< 1.

Febrero 00

. 21+
r" . h “}'1 g 2
Febrero 01 lim =€
. e n + 2 .

(@ . a+a+dat..+ Ya
Febrero 03 | 1im J- J— = 1,endonde a>0.
n— o n
Septlembre 03 . . . gr _ .
Febrero 05 | Sea f un funcién variable real, Si lim f(n) = a, entonces lim f(x)=a.
H—o® X~r®m
: : P+2°+..+n 1
5 Septlembre 06 § El limite de la sucesién (a,), en donde g, = 7 , €8 1
n

8] Febreroor | 1A sucesion de niimeros reales(x,) en donde x, =n ., cos(nz/2) converge en la recta

real ampliada R,

@—4’ %o f]VLfI\&Q L Ao Ads A =4
T~

@ kr“\muwwﬁo&x ‘r\<,{
@ (") o Wﬁaxz;r\gx\

= e’—?'
r,@x,ﬁ
Qw. (/(/“f ~ é/m m looderter- ']
N PN

bn

(@) e WM‘M{M Niaw b G
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000

pcAadns—

,..J;.,,
sm% A= (Ca- 08

3

é,’” A1
—1y
M“ (Zn Qo A) (0% 20+ A)

o3
:hf"a’ . . .
h“_(n‘*,;?,h"-"mz_ln 40T 4 L 20 105 204 4)

N QRTCVERNIYY

!a. 3
— n

N eo "\’('L'(\Bméﬂt'i-t(‘/\li/l

=+ 4
5

7. (o5 (/‘ﬂ/z) —o sl el 0, 00 ¢ -eo

mz A =y :/{c@&(_T/\ A-O =
mz=2 D(Z:Zf-bg Q_{\_—Zcostr:"z
MR e, . I
h- % v: - E% (37) =30 =«
- (‘OS(E\—_S_CE) = 3.A =Y



TEMA 9: SUBSUCESIONES

\] Septiembre 95 | Sea (x,)C [& tal quelimx, = ]me" , entonces la sucesién (x,) es convergente en ng

o ]

? Febrero 96 | En el espacio métrico (X,d) se considera la sucesién (@, ). Si las subsucesiones (a,,)

Febrero 98 . .,
y (ay,,) son convergentes, entonces [a sucesién (ag,) también lo es.

ln + _1 H .
%Feb’emoo Sea la sucesion (a,) ,con a, ——%—L , entonces lim a, = 0

H—=®

H
Septiembre 03 : | 1+ (1) _ -
% epiem Dadas las sucesiones x,, = =T Y g, =, +y, , se verifica que
I‘inzn =l_i_‘£‘g'xn .i-li'_m_.yn .
Q Febrero 05 § Sea (a,) una sucesion tal que lim ayui =g, limay, =b y a<b. Entonces lim g, =b

Febrero 06 , . YO
Febrero 07 | Si (@) s una sucesion real, entonces lim a, & [I\.

\%eptlembr& 09 | Si(x) c% y limx, =limx , entonces (x,) es convergente en @\

%/,?OO(B O E{?:éﬂd

acnﬂ

/&mﬂq:@/ %”’7/2
Jm = o m
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Elerciclo 3 Calc;l_a;;:s;é;ientes lfﬁﬁtes:
9 lm ¥a, (a>0), #)  Jim n~Yn,
@) lim YaRE, (a,b> 0), i) JLH&(W:%)", (a,b > 0),
v) nli*n&on(\/n2+l—n), vi) nlingo(v4n2+ —/n+1),
S 23w g (A2 2P
. . ' /\nf‘ (a>0)
i) D A
' m)DO
by ot - A
= n-s 60
- A
M) bin % -
m- 60 --/7[0
(98]
Vo dw 2 i = O -
RN
o> b
WA ) dum N g \\//&/m VA
/{iﬂ) h ”‘A = o> S
/ﬂ.—SDO /)?"'i ' 0\,
N 7
QU'M W A A a ffa” L b7
= Mo 58 a” h-> 0@ &—ﬁ_ &7_
, h o\ 1
- WMo
O

soadb Qun -}
G“(ﬂﬂ/}’h‘m i e/m ’{m = e 3&/611
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Ejercicio 4 Calcula ic:; s;g;ientes lfmites: 67 a - g” Z—F éﬁ

AV n(eljn — gsen 1/n).

. n . :
i) Jim_— senn, @) i 1—nsenl/n '
S B ST ) lim
@i} lim g w)  lim Unl’
2
.20 ; m
W) T v
nl oo 1 142V24398 4 4 nl/n
vig) lim T viii) Jim o :

. - —
f >0 a_ _ 4 T P D
-1 -1
ga-—o,a,—l [U— A)

b e P fynd

A =S 60 A-T A5 N
Z O : W ﬁ,%,— - &
07 ) n
M- 0o )
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