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Los Ndmeros Reales(IR)

Los niimeros Irr
s de una variable real

Propiedades practicas

@ Los Nimeros Reales(R)
@ Los nimeros Irracionales
@ Continuidad en funciones
reales de una variable real
@ Propiedades practicas
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Los Ndmeros Reales(IR)

Los niimeros Irracionales
Continuidad unciones reales de una variable real
Propiedades pr as

Propiedades de los Irracionales (I)

@ La suma y diferencia de un ndmero racional(Q) y de un
irracional(I) es irracional.

El productop=n-m, n€ Q — {0}, mel —pel
El cocientec= >, n€ Q- {0}, mel —cel

El inverso de un niimero irracional es irracional.

Sea un binomio, formado por un radical mas un radical de
segundo orden, o la suma de dos radicales de segundo orden,
que es irracional. Entonces su conjugado es irracional.

@ La raiz cuadrada de un ndmero natural no cuadrado perfecto
es un numero irracional.
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Los Ndmeros Reales(IR)

Los nimero: ales
nciones reales de una variable real

Equivalencias (infinitésimos)

@ Si f(x) es un infinitésimo en un entorno de x = 0:

Infinitésimo ‘ Equivalente

sin f(x) f(x)
tan f(z) f(=)
arcsin f(x) fx)
arctan f(x) fx)
1 —cos f(z) [f(;")}Q
cos f(z)x 1- L(;)]Q
In f(x) flz) =1
AC| f(@)Ina

Cuadro: Tabla que amplia las posibilidades de célculo de limites

usando los infinitésimos equivalentes @,
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Los Ndmeros Reales(IR)
Los niimeros ales
Continuidad ones reales de una variable real
Propiedades practicas

Propiedades Practicas

e Una funcién f(x) es continua cuando:
Q 3f(x)
Q limy 0, f(2) = f(20)

Teorema

f(x) es continua en a <= lim, .+ f(z) =lim, .- f(z) = f(a)

Teorema de Weierstrass

Si f es continua en [a,b] entonces f estd acotada en [a,b] y,
ademds existen maximo y minimo de f en [a,b].
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Derivacién
Definicién

El teorema de Taylor

@ Derivacion
@ Definicién
@ El teorema de Taylor
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Derivacién

Definicién
El teorema de Taylor

Definicidn

Definicion de derivacion

Se dice que una funcién es derivable en un punto xg si 9l :

f(wo +h) — f(x0)
h

[ = lim
h—0

@ Las funciones elementales son derivables en todo su dominio
de definicién. Son funciones elementales:

sinz, cos x, e”, Inz, vz, Py (), etc.
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Derivacién
Definicién
El teorema de Taylor

Definicién (Férmula de Taylor)

Sea una funcién f € C""1([a, z]), se cumple que existe un £ € [a, 2] tal

que:

w0 k) a n+1)
1@ =3 L -t + I - oy
k=0

Prn,alz)

o Esta expresién se denomina férmula de Taylor, (P, 4(z)) lo
denominamos polinomio de Taylor de grado n en el punto a, y
(Rna(x)) resto de Lagrange (se emplea para acotar el error).

@ Cuando el desarrollo de Taylor estd centrado en el punto
x = 0, la serie también se denomina de MacLaurin.
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Derivacién
Definicién

El teorema de Taylor

Ejemplo (Desarrollos en serie de MacLaurin mas usuales)

Qeg’zzzoon,, |z| < oo
Q" =>",%In"a, |z| <o

n=0 n'
2n+41

@ sinx = Zn ol— 1)”(§n+1),, |z] < oo
Q cosz =) (-1)" W’ |z| < o0
@ sinhz =3, (2:::” |z| < oo

Q coshz =3 = W’ |z| < o0

@ l(l+2)= Y2 (-1 Jo| <1

n=1
Muy importante
L i( 1)a”, |2 < 1
= - y | T @,
IL+z  — JPMEE
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Valores Extremos Definiciones

Célculo de valores extremos

e Valores Extremos
@ Definiciones
@ Cilculo de valores extremos
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Valores Extremos Definiciones
Célculo de valores extremos

Definiciones

Definicién (Valores Extremos)

@ zp € R es un maximo (resp. minimo) relativo (local) estricto
si y solo si

f(xo0) > (<) f(2),Vz € (20 — 6, 20 + )

@ 2o € R es un maximo (resp. minimo) absoluto estricto si y
solo si

f(zo) > (<) f(x),Vz € (R)

En el caso de ser extremos no estrictos, simplemente se ha de

cambiar las condiciones > y <, por > y <. -
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Valores Extremos Definiciones
Cilculo de valores extremos

Calculo practico

Teorema (Condiciones necesarias para valores extremos)

Se han de determinar los puntos criticos de la funcién f(x)
(puntos candidatos). Estos se obtienen aplicando:

e Aquellos puntos a € R: f'(a) =0;
o Aquellos puntos a € R : 3f'(a).
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Integracién indefinida
Integracién por partes

Integracién Integracién de funciones racionales
Integracién impropia

@ Integracién por partes

@ Integracién de funciones
racionales

@ Integracién impropia

@ Integracion
@ Integracién indefinida
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Integracién indefini
Integracién por partes

Integracién Integracién de funciones racionales
Integracién impropia

Integracién indefinida: Definicién

Definicién (Integral indefinida)

Dada una funcién f se dice que otra funcién F' es primitiva de f
si F' es derivable tal que F’ = f.

La integral indefinida de f se define como el conjunto de todas
las primitivas de f y se denota por

/f(x)d:v =F(z)+k
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Integracién indefinida
Integracién por partes

Integracién Integracién de funciones racionales
Integracién impropia

Integracién por partes

Se trata de elegir una parte del integrando como u y la parte
restante como dv, aplicando la férmula

/u-dvzuv—/v-du

@ Lo mas complicado de la integracién por partes es elegir la u,
pero hay un truco denominado regla de los ALPES. Se trata
de elegir como u lo primero que encontremos en la integral en
el orden siguiente: Arcos (arcsen, arctg, ...), Logaritmos,
Potencias, Exponenciales, Sinusoidales(cos, sen).
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Integracién indefinida
Integracién por partes

Integracién cién de funciones racionales
Integracién impropia

Integracién de funciones racionales

Si tenemos una integral que es cociente de dos polinomios f P(w dx.
Debemos distinguir 2 casos:

@ El grado de P(x) > grado de Q(x). En este caso dividimos los dos
polinomios, y nos da

Pz r(z)
=C(z) +
o~ o)
donde C(x) es el cociente y r(z) el resto. Entonces la integral del

primer sumando es inmediata. La del otro sumando veremos como
resolverla en el caso siguiente.

@ El grado de P(x) < grado de Q(z). En este caso se hallan las raices

del denominador y se descompone en fracciones simples. e
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n por partes
Integracién eg 5n de funciones racionales
Integracién impropia

Integracién impropia de primera especie

Son aquellas que tienen el intervalo de integracién no acotado:
@ Si f es continua en [a, 00) entonces

/aoO f(z)dz = A}linoo /aM f(z)dz

@ Si f es continua en el intervalo (—oo, b] entonces

/ Oo fa)dr = lim / i

© Si f es continua en el intervalo (—o0, c0) entonces

[ O; f(z)de = [ Coo f(z)da / h f(z)da s
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Integracién indefinida
Integracién por

Integracién Integracién de funciones racionales
Integracién impropia

Estudio de la convergencia de las integrales impropias

@ Hay otros tres casos similares para las integrales impropias de
segunda especie, (intervalo de integracién acotado donde la funcidn
tiene una discontinuidad de salto infinito):

© f es continua en [a,b) y tiene una discontinuidad infinita en b.
@ f es continua en (a,b] y tiene una discontinuidad infinita en b.
© f es continua en [a, b] excepto en algin punto ¢ € [a, b] donde
tiene una discontinuidad infinita.
Se estudiarian las mismas integrales que en los casos de primera
especie cambiando los limites de integracidn.

@ Para todos los dos tipo, en los dos primeros casos diremos que la
integral impropia converge si el limite existe (R). De lo contrario (si

vale infinito o #) diremos que la integral diverge. -
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Estudio de ur ie 2rminos p
Suma ES S ninos pos
Series alterna

Sucesiones y series numéricas

e Sucesiones y series numéricas
@ Estudio de una serie de
términos positivos
@ Suma de las series de
términos positivos
@ Series alternadas
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Estudlo de una serie de términos p05|t|vos
le términos positiv

Sucesiones y series numéricas

Estudio de una serie de términos positivos

Convergencia de una serie de términos positivos

Si deseamos estudiar la convergencia de una serie de términos

positivos
(o)
D> _an
n

donde a,, es el término general.

@ Es condicién necesaria para la convergencia que lim a, =0,
n—oo
pero no es suficiente.

o El siguiente paso es utilizar los criterios de convergencia
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Estudlo de una serie de termlnos posmvos

Sucesiones y series numéricas

Criterios de convergencia (I)

En primer lugar probamos con estos dos criterios:

Criterio del cociente

@ Si k <1 la serie converge

2 An+1
lim —* =k o Si k > 1 la serie diverge

n—,oo @
" @ Si k =1 caso dudoso

Criterio de la raiz

@ Si k < 1 la serie converge
lim Ya, =k @ Si k > 1 la serie diverge

n—oo
@ Si k =1 caso dudoso

PME
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Estudio de una serie de términos positivos
S S le términos positivos

Sucesiones y series numéricas

Criterios de convergencia (1)

Cuando obtenemos un caso dudoso lo mejor es recurrir a:

Criterio de Raabe

@ Si k> 1 la serie converge
<1 . an+1> — @ Si k < 1 la serie diverge

an,

lim n
n—00 @ Si k=1 caso dudoso

Criterio del logaritmo

@ Si k> 1 la serie converge
. In(1/ay)
lim ———=

=k @ Si k < 1 la serie diverge
n—oo  Inn

@ Si k =1 caso dudoso Vi
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Estudio de una serie de términos positivos
Suma de las series de términos positivos

. . - Series alternad
Sucesiones y series numéricas

Si continuamos en caso dudoso probaremos:

Primer criterio de comparacién

Sia, <b,,Vn>m =
@ Si) b, es convergente = > a, es convergente

@ Sid  a, es divergente = > b, es divergente

Segundo criterio de comparacién

Tenemos que lim,,_, o (ay, /b,) =1 =
@ Sile R—{0} = > a,y )b, tienen el mismo caracter.
@ Sil=0y ) b, es convergente = > a,, es convergente.
@ Sil=o00y ) b, es divergente = > a,, es divergente.
UPmEE
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Estudio de una serie de términos positivos
Suma de las series de términos positivos

. . - Series alternadas
Sucesiones y series numéricas

Suma exacta de algunas series

Serie aritmética

Es una serie que es siempre divergente

oo

Z(a+nd) Sn:WT%ni_—)o—o»S:oo

n=0

Serie geométrica

La serie geométrica real de término inicial a € R no nulo y de razén
r € R es convergente si y solamente si || < 1. En tal caso, su suma vale:

a
E ar’™ =
1—r @,
=0 JPMEE
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Estudio de una serie de términos positivos
Suma de las series de términos positivos
Series alternadas

Sucesiones y series numéricas

Series patrén (1)

Serie geométrica (cont.)

Se puede estudiar su cardcter calculando directamente su suma.
Sabiendo que

1— rn+1 ) ) . T.n+1 ) 1 Tn+1
Sy = = lim S, = lim ——— = lim —
1—17r n—00 n—soo 1 —1r n—sool—7r 1—7r
1 .
© Convergente y de suma S = — si |[r| <1

@ Divergente a +oosir > 1
© Oscilanteentre 0Oy 1sir=—1
@ Oscilante entre —co y +oosi r < —1

MG
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Estudio de una serie de términos positivos
Suma de las series de términos positivos

. . - Series alternadas
Sucesiones y series numéricas

Series patrén (II)

Serie armdnica generalizada

La serie Y7, n"‘ se denomina serie arménica generalizada y su
caracter segtn el valor de o lo admitiremos sin demostracién

i 1 {a > 1 convergente

< n a <1 divergente
n—=

Para el valor de o« = 1 obtenemos la conocida serie armonica.
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Estudio de u e términos p
Suma de las términos posi
Series alternadas

Sucesiones y series numéricas

Series alternadas: Estudio y definicién

Definicién (Serie alternada)

Una serie alternada se compone de un término que la hace
alternar entre valores positivos y negativos y, p.e. una serie a,,
como las que se han visto anteriormente, de términos positivos

S (-1

n=0
Para estas series se estudia:

@ La convergencia absoluta

@ Las condiciones de Leibniz
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Estudio de un
Suma de la
Series alternadas

Sucesiones y series numéricas

Convergencia absoluta

. oo )
En general: ) | a, converge abs. < > ™ | |a,| converge.

io de la convergencia absoluta

En este tipo de series, la convergencia absoluta se sabe si:

oo oo
Z(—l)"an converge < Z an, converge (le quitamos (—1)")
n=0 n=1
o0 o0
Z(—l)"an converge abs. < Z(—l)"an converge incond.
n=0 n=1

Si no es abs. convergente, podemos estudiar si es condicionalmente
convergente (o incond. divergente) con las condiciones de Leibniz.
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Estudio de u e términos p
Suma de las términos posi
Series alternadas

Sucesiones y series numéricas

El criterio de Leibnitz

Las condiciones de Leibnitz

Una serie alternada converge si y solo si se cumplen las dos
condiciones siguientes:

Q lim, ,wa, =0
Q anr1 <ay,
Siendo a,, la parte que aporta los términos positivos a la serie

alternada.

Es importante que se den las dos condiciones anteriores, si no la
serie alternada diverge incondicionalmente.
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

@ Sucesiones y series funcionales
@ Sucesiones de funciones
@ Series de funciones
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Conceptos previos

Definicién (Sucesién de funciones)

Se le Ilama sucesién de funciones a

(fn(x» = {fl(x)an(x)a T 7fn(517)7' . } tal que cada fz R~ R

Teorema (de la convergencia uniforme)

Si (fn(z)) converge uniformemente en A hacia f(z) = (fn(z))
converge puntualmente hacia f(x) (se emplea el reciproco).
(fn(z)) converge uniformemente en A hacia f(x) si y solo si

lim SUP{lfn( )= f(x)]} =0

n—o0 x€EA
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Definicién: serie funcional

Definicion
Se denomina serie de funciones a la suma de las infinitas
funciones

an(x) = fi(z) + fo(z) + -+ fulz) +---

Al igual que sucedia con las series de numeros, en las series de
funciones se persiguen dos objetivos:

@ Estudio de la convergencia puntual

@ Calcular la suma de la serie

UPMEE
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Conceptos previos sobre la convergencia

Al contrario que en las series numéricas, las series funcionales
convergen para un conjunto de valores de x y no converge para
otros.

Definicién (Campo de convergencia)

El conjunto de valores de x para los que la serie converge se
denomina campo de convergencia, C, de la serie.

En los puntos del campo de convergencia la serie converge
puntualmente.
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Definicién (Convergencia uniforme)

La serie Y f.(z) converge uniformemente en C hacia S(z) siy solo si:

lim_sup {|Sn(z) — S(x)[} =0

n—o0 zeC

Teorema (Criterio de Weierstrass)

o0 o0
Sea Y f(x) una serie de funciones y sea > a, una serie de nimeros
n=1 n=1

reales positivos convergente. Entonces se cumple que

ifn(x) < ian Ve A= ifn(x)
n=1 n=1 n=1

converge uniformemente en A. P
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Series de potencias

Definicién (Series de potencias)
Se llama serie de potencias centrada en zg € R a cualquier serie
funcional de la forma

o0

Zan(x—xo)" =ag+ai(z—x0)+az(x—x0)’ 4+ Fan(z—x0)" +...

n=0

con a, € R, n > 0. En particular, si zg = 0 se dice que la serie de
potencias estd centrada en el origen:

o
E ant"™ = ap + a1 + a2x® + - - + apx™ + - - -

n=0

MG
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Se llama radio de convergencia de la serie Y a,(x — x¢)™ al ndmero
(R o o0) que denota la distancia entre el centro y cualquiera de los
extremos del campo de convergencia C.

Una forma de calcularlo es mediante el criterio de la raiz y el criterio del
cociente:

1 l . | 1]

R=——""——— = lim
limy, 00 3/ |an] R nooo |an|
Una vez calculado R, pueden darse los siguientes casos:
© R =0 = La serie de potencias solo converge en su centro, zg.

@ R = oo = La serie de potencias converge en toda la recta real.

© R € R — {0} = La serie de potencias converge en un intervalo
centrado en xy.
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Tipos de convergencia

Si R es el radio de convergencia de la serie > a,,(z — )", entonces:

@ La serie converge puntualmente si |z — zo| < R, es decir en el
intervalo abierto (zg — R,z + R).

@ La serie diverge si |z — zo| > R.

@ En |z — xo| = R, es decir, en x = g £+ R la serie puede ser
convergente o divergente (hay que estudiarlos en cada caso).

@ La serie de potencias converge absolutamente en todo C.
@ La serie de potencias converge uniformemente en cualquier intervalo

cerrado [a,b] C {|z — zo| > R}
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Sucesiones de funciones
Series de funciones

Sucesiones y series funcionales

Series de Taylor

Definicién (Serie de Taylor)

Las series de Taylor son un caso particular de las series de
potencias donde los coeficientes a,, vienen dados por:

F® (x0)

an — |
n:

De forma que:

Y ante -zt =3 L gy
n=0 n=0

P
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