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TEMA 1: VECTORES. OPERADORES VECTORIALES

A continuacién recordamos las operaciones vectoriales (que conocemos de bachillerato)
que son necesarias para poder afrontar esta asignatura.

1.1 Vector geomeétrico

Definimos en primer lugar el concepto de vector geométrico: es un segmento orientado.
Se suele expresar segin sus componentes coordenadas, en cartesianas sera:

a=a, u,+a,u,+a,u,

El modulo se puede

entender como la . i 5 3 3
longitud del vector Siendo sumédulo: a=/a,” +a,~ +a,

Puede ser:

a) Vector libre: no estd aplicado en ningun punto del espacio. Se define por
sus componentes, dadas en un sistema de coordenadas. Ejemplo: resultante
de un sistema de vectores deslizantes.

b) Vector deslizante: Se define por sus componentes y una recta soporte en la
que se encuentra situado. Ejemplos: fuerzas aplicadas sobre sélidos rigidos,
velocidad angular actuando sobre un sélido rigido.

¢) Vector fijo o ligado: Se define por sus componentes y un punto de aplica-
cién. Ejemplos: velocidad o aceleracién de un punto de un sélido rigido,
momento de una fuerza respecto de un punto

1.2 Obtencidon de un vector en cartesianas

Date cuenta de que el . . .
vector B4 es idéntico Generalmente un vector se obtiene mediante dos puntos, por ejemplo un punto A de

al AB pero con un coordenadas (4,, Ay, A_) y otro punto B de coordenadas ( B,, By, B).

signo negativo delante

Se obtiene restando las coordenadas de esta forma: “extremo menos origen”

—vector AB : empieza en A y acaba en B, luego (4, — B,, A,-B, A, -B)
_vector BA : empiezaen A y acaba en B, luego (B, —4,, B, -4, B —-4)

1.2 Producto escalar de dos vectores

El resultado es un escalar(un nimero) y se obtiene mediante la expresion

ab=abcosd

Notal: Si a-b =0 serd porque uno de los dos es nulo o bien son perpendiculares

Nota 2: Si nos dan los vectores por sus coordenadas cartesianas como
d=a i, +ai, +a,u, y b=b.u +b,u,+b u, elproductoescalarlopodemos

realizar también componente a componente como:

ab=ab,+a,b +a,b,
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Recuerda que el angulo
formado por dos
vectores se mide
poniendo los dos
vectores partiendo de
un mismo punto, como
las manecillas de un
reloj

Darle la vueita un
producto vectorial es
ponerle un signo
menos delante

axb=—(bxa)
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APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

¢  Angulo que forman dos vectores:

ab
cosf =—
ab
¢ Proyeccion de un vector @ en una direccién definida por un punto A y un
punto B:
a,=an=alcosd - a, =acosb

Siendo 7 un vector unitario que apunta desde A hasta B que se obtendra haciendo la
operacion: n= E/ iABi
¢ Vector proyeccion:

a,=an

lo obtendremos multiplicando el médulo a, obtenido antes , por el vector unitario 7

1.3 Producto vectorial de dos vectores

El resultado es un vector perpendicular al plano formado por los otros dos y cuyo
sentido se determina por la regla de la mano derecha (abatiendo el primer vector sobre el
segundo por el camino mas corto)

Su modulo es ia X bi = ab senf'y su expresion analitica en cartesianas es:

u, U, u,
axb=\a, a, a,
b, b, b

x Y

Por tltimo si axb =0 sera porque uno de los dos sea nulo o bien porque sean paralelos.

1.4 Producto mixto de tres vectores

El resultado es un escalar.
Representa el volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores supuestos
aplicados en un mismo punto (y seis veces el volumen del tetraecdro que forman sus

extremos)

Se calcula con el determinante de las componentes de los vectores en base ortonormal. En
cartesianas seria:

a, a, a,
(a.b,5)=a-(bx&)=b, b, b,
C c C

X

Por ultimo si (Zl, b, c)= Zl(g x ¢) =0 sera porque o bien uno de los dos es nulo o bien
son coplanarios o bien cuando dos de los tres son paralelos.
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1.5 Doble producto vectorial

El resultado es un nuevo vector. Se define como (;z xb )x ¢ y se puede expresar mediante
(axb)x é=b(a-c)—a(b -&)

Por tltimo si (;1 xb )x ¢ =0 serd porque o bien uno de los tres es nulo o bien axb =0

O bien ¢ es perpendicular al plano que definen a y b .

1.6 Operadores vectoriales

Llamamos campos escalares a las funciones del tipo f: R” — R . Es decir, funciones que
tienen dos o mas variables independientes y que devuelven un niimero real.

f: R >R
(x,y,2) > f(x,y,2)

Llamamos campos vectoriales a las funciones del tipo ' : R” — R™. Es decir,

funciones que tienen dos o mas variables independientes y que devuelven dos o méas
numeros reales.

Estos operadores

también se pueden F: R - R
dgﬁnir.en coordgn_adas N
cilindricas o esféricas (x,¥,2) = F(x,y,2) = ( E(x,,2),F(x,,2), F5(x,,2) ) =

= E(x,3,2)i + F(x,y,2)] + E(x,y,2)k

A continuacién definimos los operadores gradiente, divergencia, rotacional y laplaciana en
coordenadas cartesianas.

Gradiente

El gradiente opera siempre sobre un campo escalar y devuelve un campo vectorial.

grad f = Vf(x,y,2) = [—af— g ?f—} = —af—ﬁx+ —af—ﬁ +—af—ii

El gradiente es un ox Oy " Oz ox oy 7 oz ¢
vector ,
Divergencia
- ~ oF, OF, OF,
divF = VF(x,y,z) = —L + —%* + =3
La divergencia es un Ox Oy oz
escalar
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] Rotacional
El rotacional es un

vector

i j ok
6 0 0 a#H _HE|. [([H &) . [ _H)
a5 -E)E-2)F- T

Laplaciano

El laplaciano es un

vector aZf

div(grad /) = V2 f = Af = S+ of , &f

axz ayz 622

1.7 Campos solenoidales y campos irrotacionales

En el punto anterior hemos visto como se calcula de forma practica el gradiente, la diver-
gencia y el rotacional. Pasamos ahora a ver su interpretacion fisica.

Gradiente
e Marca la variacion de un campo escalar en todas las direcciones del espacio.

e Lamaxima variacion en valor absoluto de un campo escalar en un punto dado sera
siempre en la direccion del vector gradiente.

e Laminima variacion en valor absoluto sera siempre en la direccion perpendicular al
vector gradiente.

Divergencia

Sea un campo vectorial B.

e Ladivergenciade B nos indica la presencia de fuentes escalares (también llamadas
fuentes de tipo divergencia).

e Si V-B=0 sabemos que:

- B esun campo de tipo solenoidal
El ejemplo més tipico - Sus lineas de campo son cerradas.

de campo solenoidal es No tiene fuentes escalares (de tipo divergencia).
e} campo magnético

e Si V-B> 0 entonces hay una fuente del campo.

e Si V-B <0 entonces hay un sumidero.
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Rotacional

Sea un campo vectorial E.

e Elrotacional de E nos indica la presencia de fuentes vectoriales (también llamadas
fuentes de tipo rotacional).

El ejemplo mas tipico
de campo conservativo
es el campo eléctrico,

campo gravitatorio, etc. - E esun campo de tipo conservativo o irrotacional.
- No tiene fuentes vectoriales (de tipo rotacional).

e Si VxE =0 sabemos que:
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La trayectoria del
movil se obtiene
eliminando la variable
t del anterior
sistema.

Lavelocidad es

trayect

Los puntos sobre las
variables significan
derivadas con res-
pecto al tiempo:

= (1)
dt

o &0
dr’

Apenas utilizaremos
este tercer vector

Siempre se cumple
R L ———

& ) =
ad=a+a

También se cumple
que:

|

Q)

a,

+

Ql

a’l

=

siempre tangente a la
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TEMA 2: CINEMATICA :

2.1 Magnitudes cinematicas del movimiento

2.1.1 Coordenadas cartesianas
Sea un mévil que se desplaza segiin las siguientes ecuaciones paramétricas:

x=x(t), y=y(), z = z(t)

Vector posicion

r=xu tyu,tzu, (m

“: Vector velocidad
. dar - . -
V=— = Vv=xu_tyu +zu, (m/s)
dt * Y z
Vector aceleracion
. v ... e
a=— = a=3iu +yu +ia, (m/sY)
dt X y Zz
2.1.2 coordenadas intrinsecas
vector tangente unitario: U, = l_:l
Y
du,
e . v| du
vector normal unitario: = u, = df = 1] du,
di,| a dt
dt
vector binormal unitario;  #, = %, % 4,
velocidad en coordenadas intrinsecas
V= IV I t
aceleracion en coordenadas intrinsecas
. av .. -
a= —gt——a,+an— au, +a,u,

por tanto definimos:

componente tangencial de la aceleracion:

- (se encarga de variar el médulo de

la velocidad)

_IF

componente normal aceleracién normal:  a, = —— (se encarga de variar la direcci6n)
s
—~ 12 ' T
. V|
radio de curvatura: #P = ——
a
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En un movimiento
rectilineo no hay
aceleracién nomal.
lL.a aceleracién total
coincide con la
tangencial

Esta tercera ecuacién
se obtiene de las dos
primeras eliminando
el tiempo ¢

Cuidado:
Se trata de la acele-
racién tangencial

IMPORTANTE:
En un movimiento
circular SIEMPRE
hay aceleracion
normal, aunque no
haya aceleracién
angular o

Estas ecuaciones son
anélogas a las del
MRUA sin mas que
cambiar las variables
lineales por las
angulares

www.simplyjarod.com

2.2 Principales movimientos

2.2.1 Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU)

x=x, + Vvt

V=1,

2.2.1 Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado (MRUA)

L
xX=x, + vl +—aft

2
Vv=v,+at

2

vi= v+ 2as

2.2.3 Magnitudes Angulares
@ = espacio angular (rad)
@ = velocidad angular (rad/s)

a = aceleracién angular (rad/s”)

La relacion entre las magnitudes lineales y las magnitudes angulares es la siguiente:

s = or
vV=or
a,=ar

Como en un movimiento circular el radio de curvatura es r, la aceleracion normal se obtiene
de la expresion anterior:

2.2.4 Movimiento Circular Uniforme (MCU)

Q=@, + ot
O =,

2.2.5 Movimiento Circular Uniformemente Acelerado (MCUA)

o=@, + ot +%at2

o=0,+at
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Es util conocer también:

Periodo: T =— (s) Tiempo que tarda en dar una vuelta completa
’ ' D o

,; 1 "
Frecuencia: [ = F s Numero de vueltas que da en un segundo

2.3 Movimiento de proyectiles. Tiro parabélico

Denominamos proyectil a cualquier cuerpo lanzado cerca de la superficie terrestre. Si la
velocidad que imprimimos al proyectil forma una cierta inclinacién con la horizontal, la
trayectoria que describira sera una parabola de segundo grado.

El estudio del movimiento se hace descomponiéndolo en dos:

-segiin eje X: como no existe aceleracién el proyectil hace un MRU

-segiin eje Y: estd sometido a la aceleracion de la gravedad g = 9,81 m/s” , como es una

caso el eje Y esta aceleracion contante, el proyectil describe un MRUA.
apuntando hacia
arriba por eso la .
gravedad es negativa | Ejemplo

Utilizamos un eje X positivo hacia la derecha y un eje Y positivo hacia arriba. Imprimimos
al proyectil una velocidad de médulo v, formando un angulo & con la horizontal

) x=vli
eje X (MRU):
No hace falta memo-
rizar estas formulas
ya que todas ellas se )
deducen facilmente ) y=v,senat ——gt
en los problemas eje ¥ (MRUA): 2

v, =V, cosQ

v, =v,sena— gt

Trayectoria del mévil: y =tgax — ——2—g—2—x2
2v, cos”

_ 2vlsenacosa _ visen2a
g g

Alcance méximo: X,

. 2v,;senx
Tiempo de vuelo: f,, = —>——
g
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TEMA 3: MOVIMIENTO RELATIVO .

El movimiento relativo se encarga de estudiar el movimiento de un cuerpo en un sistema de
referencia que se mueve (sistema moévil). En realidad cualquier medicién de velocidad o de
aceleracion que hacemos en la naturaleza, la hacemos en un sistema moévil: la tierra esta en
continuo movimiento.

3.1 Movimiento referido a un sistema mévil (0O;X",Y",Z") que se
traslada paralelamente al (O;X,Y,Z) que es fijo

Imaginemos que tenemos un mévil puntal que llamaremos P

y Definimos:
abs= posicion, 0
velocidad, aceleracion . . .
absoluta A -(0;X,Y,Z) sistema de referencia fijo
-(0;X°,Y",Z) sistema de ref. movil
rel= posicién, - d .y 1
velocidad, aceleracion - ¥ = vector de posicion respecto a
relativa sistema de referencia fijo
7y -F, = vector de posicién respecto al
s ( - rel p P
arr= posicion, O { p } . f . ;e
wvelocidad, aceleracion g ( MOVILY. Y sistema de referencia moévil
e arrastre ¢ : -7,,, = vector de posicién del origen O’
en el sistema de referencia fijo
).
o ¥ e
X' Y
{Fig0) |

X

Del dibujo podemos observar directamente que: | (1) posiciones

Si derivamos (1) con respecto del tiempo: Vs = Vo, ¥V, (2) velocidades

Si derivamos (2) con respecto del tiempo: A, =4d,, +d,| (3) aceleraciones

Viendo las relaciones anteriores podemos concluir:

-Movimiento absoluto: el que realiza el punto P respecto al sistema fijo
-Movimiento relativo: el que realiza el punto P respecto al sistema maovil

-Movimiento de arrastre: el que realiza O” respecto al sistema fijo

IMPORTANTE:

Si busco la velocidad relativa y la aceleracion relativa lo que haré sera bloquear el movimiento
de arrastre.

Si busco la velocidad de arrastre y la aceleracion de arrastre lo que haré seré bloquear el
movimiento relativo.
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Trabajar con el vector
velocidad angular, tiene
la ventaja que el vector
selocidad lineal sale
directo analiticamente

Date cuenta de que la
velocidad es idéntica a
la del movimiento
circular, ya que si
calculo el médulo:

vy =@ x F|

wrsen90=wr

Como vemos en el
dibujo el vector @ va
en la direccién de un

vector unitario 7 luego
lo puedo expresar de la
siguiente

forma: @ = MR

www.simplyjarod.com
3.2 Velocidades y aceleraciones angulares

En realidad las velocidades angulares y aceleraciones angulares son vectores (en concreto
vectores deslizantes), su direccién es siempre perpendicular al plano de la circunferencia, y su
sentido se obtiene con la regla de la mano derecha: el pulgar es el vector @ vy el resto de los
dedos dan el sentido de giro.

Si tenemos una particula P realizando un movimiento circular con velocidad angular @ el vector
velocidad lineal se obtiene con el siguiente producto vectorial:

Vp Xr

veelor wuitonie _.»,——;vIFL

. ] - dao

Ahora lo que buscamos es la aceleracién angular, lo tnico que haremos sera derivar @ = 7{
do d . do _ dan - an _ dn
—=—(wn)=—n+0—=an+o0—=a+0—
da dt dt dt dt dt

) T ] ., n -
Si el vector unitario 7 es de direccién constante = — =0

Pero en un caso general el vector unitario 7 es de direccion variable. Esto sucede porque existe

un giro exterior que vendra dado por una velocidad angular Q. Si esto sucede, la formula que
nos da la derivada del vector unitario es la siguiente:

(formula de Poisson)

De esta manera lo que buscabamos:

d - . . _ . — - D) — pd —
ga’_za+a)(gxn)=a+(£2xa)n):> —t-=0!+(9><0))
!
Recapitulando:
do .
—— =aceleracion angular total
t

& = aceleracion angular de @ suponiendo que no cambia de direccion

Q =velocidad angular que produce la variacion de la direccion del vector @
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Date cuenta de que la
rotacién con @, mueve

a la velocidad ¥,

La aceleracion de
coriolis surge cuando la
velocidad lineal esta
modificando su
direccién debido a un
giro exterior a ella (Por
ejemplo una canica que
rueda sobre el suelo de
un tren mientras el tren
oma una curva)
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3.3 Movimientos relativos mas usuales que estudiamos

3.3.1 Particula sometida a traslacién mas rotacién

En primer lugar lo que hacemos es identificar cudl es el movimiento de arrastre y cuél es el mo-
vimiento relativo. Esto se observa facilmente porque siempre hay un movimiento que predomi-
na sobre otro, es decir, siempre hay una velocidad que mueve a otra, los ejes del sistema mévil
siempre se mueven con la velocidad de arrastre, ya sea lineal o angular. En este caso vemos:

-Movimiento de arrastre: rotacién con @, y con &, (los ejes moviles giran con @, )

-Movimiento de relativo: traslacién con v, y con g,

. 5 .., dopP _ . . —
en realidad como OP coincide con el vector de posicidn : =V, =V, + @, xOP
Aceleracién absoluta de P: la obtenemos derivando v,

. A, v, d, . = . . . do == . dOP
aP:—-’iz—‘—il-+——(a)1x0P)=al+a)lxvl+——‘—xOP+a)1x =

o dt dt — L d dr

] .
L} PR
a Z(@0P)

!

1+a31xf/l+c?lxOP+a_’)lx(\71+a3leP):Ei1+a*)1xf11+&1xOP+a*)IX\71 +a, x (&, x OP)

agrupando nos queda finalmente:

+&1x5?+a31x(a31 x—073)+2a31x171

dp =4
siendo:
a,, = d, = aceleracion relativa
a,,, =0 x OP + @ x (@, x OP) = aceleracién de arrastre (tangencial y normal del giro)
a,,, =2, xV, = aceleracion de coriolis
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3.3.2 Particula sometida dos rotaciones

En este caso la
rotacion con ¢, mueve | Identificamos en primer lugar siguiendo el criterio anterior, cual es el movimiento relativo y cual

a la rotacion con g, es el movimiento de arrastre.

A @ lallamamos -Movimiento de arrastre: rotacién con @, y con &, (los ejes mdviles giran con @,
e 1 1 A

rotacion principal

A g , ta llamamos -Movimiento de relativo: rotacion con @, y con @,
rotacion secundaria

X T,

Ahora la velocidad De la misma forma que antes calculamos la velocidad y aceleracion de P:

relativa sale del giro

cna, Velocidad absoluta de P:

o = - {;rel = _.2 XAP
Esto no hay que Vp =V, tv,, = .
aprendérselo de v, = a'jl xO'P
memoria, lo
razonaremos en cada
problema

Aceleracion absoluta de P: la obtenemos derivando v, como en el caso anterior y resulta
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El periodo de rotacion
de la tierra es
1dia=24h=24*60*60s

Ver punto 3.3.1

a tierra no tiene
celeracion angular !!f

Recuerda
A > O hacia Norte
A < 0 hacia Sur

www.simplyjarod.com
3.3.3 Movimiento relative terrestre

La tierra esta en continuo movimiento, asi que el estudio de cualquier movimiento sobre la tierra
es en realidad un movimiento relativo. La tierra gira con una velocidad angular de rotacién @,y

hace que todo lo que esté sobre ella gire con esa velocidad angular, entonces vemos que la @, es

el movimiento de arrastre.

27 27

- (rad)
Or = =31 60.60 "4

Imaginemos que tenemos un maévil que se desplaza por la superficie terrestre con una velocidad
y que esta

relativa a la tierra que llamaremos Vv, y una aceleracion relativa que llamaremos d

rel ¥

localizado a una latitud A (particula en traslacion mas rotacién)

Velocidad absoluta de P:

Aceleracion absoluta de P:

ap =d,, + 0 xOP + @, x (0, xOP)+2 0, xV,, =
S —

¥

=0

a, =a

T Yrel

+ @y X (0 xOP}+?wT XV,

~
aceleracién
de coriolis

aceleracion
centripeta

La expresion del vector @, en los ejes méviles dependera de la latitud, asi que si proyectamos el

vector en los ejes méviles nos queda:

- e e el
O =@y (A U, + sa8 Au))

por ultimo es bueno recordar las siguientes definiciones:

5centﬁfuga = —chem”pem => iguales y contrarrias
F;entrzﬁzga =m Zicentrzﬁzga
centripeta =m Zicentrg’fuga
Zicoriolis =2 E)T X ‘_;re]
\* coriolis =-m2 E)T X ‘_;re] = contraria a Zicoriolis
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El momento angular
depende del punto
donde lo calculemos

Lo utilizaremos a
partir del tema 5

Los momentos de las
fuerzas son los
esfuerzos causantes
de las rotaciones, las
cuales estudiamos
a partir del tema 6
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TEMA 4: DINAMICA DE LA PARTICULA .

4.1 Primera ley de Newton

Todo cuerpo tiende a conservar su estado de reposo o de movimiento rectilineo y uniforme
mientras no se ejerza sobre él una fuerza.

De este principio se deduce que fuerza es toda causa capaz de vencer la inercia de los cuerpos.

La fuerza se mide en Newton (N).

4.2 Segunda ley de Newton

Toda fuerza aplicada sobre un cuerpo, que no esté equilibrada, produce una aceleracion que es
proporcional a dicha fuerza.

Si la fuerza tiene siempre la misma direccion, se puede tomar esa direccion como eje de
referencia y la ecuacion fundamental de la Dinamica se puede expresar en forma escalar:

F=ma

En general, si sobre un cuerpo actian varias fuerzas simultaneamente la segunda ley de Newton
toma la forma siguiente:

Zﬁ=m5

4.3 Tercera ley de Newton

Cuando un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, éste ejerce otra fuerza igual y de sentido
contrario sobre el primero (principio de accion y reaccion)

4.4 Momento lineal

Se llama cantidad de movimiento 0 momento lineal de una particula al vector que resulta de
multiplicar la masa de la particula por la velocidad que tiene:

4.5 Momento angular en un punto O

Se llama momento angular en el punto O (0 momento cinético) de una particula que se
encuentra en un punto P con una cantidad de movimiento p al siguiente producto vectorial:

‘i‘Ijo —OPxp=0Pxmv| (kgm’s )
Siendo OP el vector que nace en O y va hasta P (donde esta la particula).

4.6 Momento de una fuerza en un punto O

Se llama momento de una fuerza en el punto O (o par de fuerzas) al siguiente producto

vectorial: ;
,MO = ajﬁxﬁ | Nm)

Siendo el punto P donde se encuentra aplicada la fuerza F

www.monteroespinosa.es - Clases de Fisica 1 - Tfhos 91 544 53 77 , 619 142 355



www.simplyjarod.com

4.7 Fuerzas usuales que intervienen en los problemas de dindmica

o Fuerza Normal NV:

La fuerza normal entre dos superficies en contacto es la fuerza perpendicular que la
superficie soporte ejerce sobre la superficie que se encuentra sobre ella. No tiene una

formula explicita para calcularla. La notaremos siempre como N.

o Fuerza Peso P:

P=mg
No confundir la masa
(que se mide en kg)
con el peso que es donde g es un vector que apunta siempre hacia el suelo y que en la superficie terrestre
una fuerza y se mide
en Newtons tiene un valor de g = 9,8 m/ s

o Fuerza de rozamiento F;:

Tenemos un cuerpo apoyado sobre una superficie rugosa. Si aplicamos una fuerza y éste
intenta deslizar aparecera una fuerza igual y contraria llamada “fuerza de rozamiento”, cuyo
valor maximo sera :

E':luest.N

En Fisica 1 no se . .
cuele hacer distincion | donde  £2, es una constante que depende de la superficie rugosa, llamada: “coeficiente de

entre el coeficiente | ;.75 jento estatico”
estatico y dindmico y
normalmente lo nom-

brardn ju a secas Si aumentamos la fuerza aplicada hasta superar el valor de la fuerza de rozamiento maxima,
conseguimos que el cuerpo comience a deslizar, sufriendo una fuerza de rozamiento:

Fr = g N

donde g, es una constante que depende dela superficie rugosa, llamada

“coeficiente de rozamiento dinamico”.

Siempre se cumple: 4, > 4, en otras palabras, me cuesta més hacer que un objeto pesado se
mueva desde el reposo, que seguir empujandolo para mantener su estado de movimiento.

¢ Fuerza elastica:

Es la fuerza que ejerce un muelle cuando se le comprime o se le estira. El mddulo de esta
fuerza viene dado por:

donde %k es la constante elastica del muelle (N/m) que suele ser undatoy x esla
deformacion sufrida por el muelle (ya sea por compresion o por extension).

Es importante no confundir la longitud total del muelle / con la deformacion x, para ello
hay que tener en cuenta que: / = [, +x donde /; es la longitud natural del muelle (sin

deformacion).

Direccion y sentido de la fuerza eldstica

Es muy importante sefialar que la fuerza eléstica es contraria a la deformacion sufrida.
Es decir, si comprimimos un muelle la fuerza elastica tiende a estirarlo para alcanzar su
longitud natural; sin embargo si lo estiramos la fuerza eléstica tiende a comprimirlo.
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El trabajo es una
‘agnitud escalar

Se trata de un produc-
to escalar de dos vec-
tores

Si el trabajo sale posi-
_ tivo significa que la

fuerza favorece al
_movimiento y si el

trabajo es negativo se

opone al movimiento
_ (caso tipico, la fuerza
de rozamiento)

Recuerda que el pro-
ducto escalar también
se puede expresar asi:

V-l =V-uU-cose
donde « es el angulo
que forma los vectores
vVyu

Esta es la definicion de
integral curvilinea que
se ve en FMT3

Esta es la férmula co-
nocida en el bachillera-
to donde se definia el
trabajo como fuerza por
espacio recorrido
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TEMA 5: TRABAJO Y ENERGIA .

5.1 Trabajo

Cuando el punto de aplicacion de una fuerza F , realiza un desplazamiento elemental dr
produce un trabajo elemental dW, cuyo valor es

aw = F-dr

Si queremos calcular el trabajo a lo largo de una trayectoria entre 4 y B tenemos que integrar
kWAB = Eﬁ’df (Julios)

La forma de calcular esta integral dependera de los datos que tengamos en cada caso:

e Sitenemos las componentes cartesianas de la fuerza F

= (£, F,, F,) entonces

;;g;;

dW = F-dF = (F,.F,,F,)-(dx,dy,dz) = F.dx+F,dy+F,dz

B — B
W= [ F-di = [ (Fdx+Fdy+Fde)
e Sitenemos el médulo de la fuerza y el 4ngulo formado por la fuerza y el dr entonces
B —
W= LF-dF= Jdercosaf

donde F'y dr son los médulos de F y d¥ y aes el angulo formado por la fuerzay el dr .

e Sinos dan como dato (o podemos calcular) las ecuaciones paramétricas de la trayectoria
x =x(t), y = y(t), z = z(t) entonces tendremos que utilizar la siguiente expresion:

W,s = [ Fedr = [ F(x(0,50,20)- (40,7 0, 7 @)

e (aso particular: -

En el caso particular de que el médulo de la fuerza sea constante y el angulo & entre la
fuerza y el dF también sea constante a lo largo de toda la trayectoria el trabajo se puede
expresar Como:

W=E]7“-df = fF-dr-cos@ = Fcos@fdr = FS,,cos0

donde S, es el espacio recorrido entre Ay B.
5.2 Potencia
La potencia es el trabajo desarrollado por unidad de tiempo

p__d_.W_._ﬁ'df_
dt dt

B Ey (Watios)
dt ;
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Importante:

Al vector simbdlico V
se le denomina vector
‘{abla y se define como

o . -~
+@uy+ u,

¥/

X

Esto se lee diciendo
que “la fuerza es el
menos gradiente de la
energia potencial”

Nuestro problema
siempre va a seren
una dimension por lo
que sustituimos el
gradiente por una
derivada donde u, es
un vector unitario
genérico

Si F es conservativa:

Trabajo= Energia
potencial inicial {A)
menos energia poten-
cial final

Esto es un caso
particular de la anterior
tomando 4 =B
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5.3 Fuerzas conservativas y Energia potencial

Sea una fuerza F . Decimos la fuerza es comnservativa cuando su rotacional es nulo:

VxF =0

También se suele decir que el campo es irrotacional o que deriva de un potencial.

e En concreto, en dos dimensiones, ' = ([, F,):

= ) OF, OF,
F es conservativa < —~ = ——
ox oy

e FEn concreto, en tres dimensiones, F= (F, F,, F)):

or,  OF,

i, i, i, s

F es conservativa <> -a— -g _8__ =0 ?ﬁ = _a_}jl
ox Oy 0Oz 0z

E F F oF, _ 0F
Oz

e Siunafuerza F' es conservativa existe una funcién escalar £, tal que

F = -VE,

A este campo escalar se le llama energia potencial asociadaa F .

e Por tanto, para calcular la energia potencial asociada a una determinada fuerza conservativa

se hace siempre el siguiente razonamiento:

. dE | ;
F=-VE = Fii, = -—2§ = F=- p:}Ez—j.Fdrl
? dr dr e

Por tanto no existe una sola expresion para la energia potencial. Lo que sucede es que hay
tantas expresiones para la energia potencial como fuerzas conservativas distintas existen.

e Una particula puede tener, en un instante dado, distintos tipos de energias potenciales ( por

ejemplo, gravitatoria y elastica).

La fuerza de rozamiento F. = uN es el tipico ejemplo de fuerza no conservativa. Es decir,

no tiene energia potencial asociada.
Consecuencias de las fuerzas conservativas

o Silafuerza ﬁ (x,y,z) esconservativa entonces el trabajo W entre los puntos 4 y B es
Wy = E(4)-E, (B)‘.

independiente del camino (curva) y vale

e Silafuerza F (x,y,2) es conservativa entonces el trabajo W a lo largo de una trayectoria

cerrada es cero.
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Energias potenciales usuales

En cada problema . . . .
pintaremos el nivel de | Energia potencial gravitatoria cerca de la superficie terrestre
nergia potencial
suelo) donde mas nos
convenga. Ep = mgh

- Es la energia potencial asociada de la fuerza peso P =mg

-Esnulaenel suelo(/2=0)
- h va con signo: si esta por encima del nivel de energia potencial sera positiva y si estd
por debajo negativa

Energia potencial elastica

Siempre positiva !!

- Es la energia potencial asociada a la fuerza elastica F' = kx
- Es nula cuando la deformacién del muelle es cero (x = 0).

Energia potencial gravitatoria universal

Se utiliza en el tema 7 Mm
(Gravitacion) E p = = e
r
, . . . . = Mm _.
- Es la energia potencial asociada a la fuerza gravitatoria universal (ley Newton) F = G——u,
r

- Es nula cuando la distancia r entre M y m esinfinita( r =c0).
- La energia potencial cerca de la superficie terrestre es un caso particular de ésta.

Energia potencial eléctrica

Qg
Se utiliza en el tema 8 Ep =K==
(Electrostatica) ¥
- Es la energia potencial asociada a la fuerza eléctrica (ley de Coulomb) F' = K -——-QZC‘,
r

- Es nula cuando la distancia » entre (0 y ¢ es infinita ( r =0).

www.monteroespinosa.es - Clases de Fisica 1 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 T-18



www.simplyjarod.com
5.4 Energia cinética

Se define la energia cinética de una particula de masa m que se mueve a la velocidad v,
mediante la expresion

2 .
La energia cinética es E. =—mv"| (Julios)
una magnitud escalar, 2 .
positiva siempre !!

Teorema de la energia cinética

La variacion de energia cinética desde un punto A hasta un punto B es igual al trabajo
producido por todas las fuerzas que actiian sobre la particula (conservativas y no
conservativas)

Date cuenta que la
variacion o incremento
de algo es siempre final

menos inicial | WTODASFUERZASAB =FE (B)-E.(4) ;

5.5 Teorema de la energia mecinica

La variacion de energia mecdnica desde un punto A hasta un punto B es igual al trabajo
producido vmicamente por las fuerzas no conservativas que actuan sobre la particula

Definimos la energia
mecanica como la —

suma de la energia WFNCAB = Emec(B) - Emec(A) :
cinética y la energia
potencial (en'el.caso.de-
la-energia potencial nos
referimos ala sumade

f:éfggﬂ;gfeg%?;ﬁ)w Las fuerzas no conservativas por excelencia son: la fuerza de rozamiento; las reacciones
normales, la tension en los hilos, etc. Aunque en casi todos los problemas que haremos la Ginica
que va a trabajar va a ser la fuerza de rozamiento.
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TEMA 6: SISTEMAS DE PARTICULAS .

El centro de masas (cdm) de un sistema es un punto en el cual esta aplicado el peso total del
sistema. Entonces podremos mantener todo el sistema en equilibrio simplemente sujetando
con un dedo ese punto.

6.1 Posicion del centro de masas

e Sitenemos un sistema discreto de particulas el vector posicion de su cdm es:

Sistemadiscreto= ‘ S N z -
Sistema formado por P my +mp, +..+mpy, mr.
un numero finito de - Tam TG T -
particulas . m +my ..+ m, Zmi

siendo m; lamasa de la particula i, 7, el vector de posicion del centro de masas,y 7, el
vector de posicion de la particula .

Si expresamos 7., = X i, + Vog,lh, + Z,,,4, entonces podemos obtener cada componente

cdm™ z

. Zmixi zmiyi . Zmizi

xcdm:xG - ycdmzyG - cdm —
> S

por separado:

e En caso de que el sistema de particulas sea continuo entonces:

#

chmz—jlifdm -

siendo M la masa total del sistema, dm un diferencial de masa del sistema, 7., el vector
de posicion del centro de masas,y 7 el vector de posicion del diferencial de masa.

cdm

1 1 1
Xein = 77 xdm Voim = —M-j-ydm Zam = 37 zdm

donde x ,y,z son las coordenadas del centro de masas del elemento diferencial que
tome-mos para realizar la integral.

e Utilizacion de simetrias en cuerpos homogéneos

- Si el sistema tiene un plano de simetria el cdm se encuentra en ese plano

- Si el sistema tiene un eje de simetria el cdin se encuentra en ese eje.

- Si el sistema tiene un centro de simetria el cdm es ese punto.

Esto sucede frecuen-

ﬁ;“ci';t,eefg”ba"as' e En ocasiones lo que podemos hacer es dividir un cuerpo complejo de masa M en
cuerpos mas sencillos de masa m; de los cuales conocemos las coordenadas 7, de su

cdm. El cdm del cuerpo complejo se calcula

Fijate que lo que hace- — - -
mos es “reemplazar’ . M amt T P gy Toee T LT 4,
cada cuepo simple por Yedm =

m+m, ..+ m,

_ Z mi xcdm, _ Z mi Y cdm Z mi chm‘.

xcdm - Y cdm T chm
S S S

su cdm y utilizamos la
férmula para sistemas
discretos
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6.2 Movimiento del cdm

Velocidad del edm

Si conocemos el vector de posicion no tenemos mas que derivar una vez respecto a t:

s dr g, |y ompAmb et mY,
dm cdm
¢ dt

m+my+..+m,

Siendo v, , v, ,etc. Las velocidades de cada particula del sistema.
Aceleracion del cdm

Igualmente derivamos la velocidad respecto a t:

AV, . ma, +ma,+..+md,
Ay = > jm =
dt m+m,+..+m,

Siendo a,, a4, .etc. Las aceleraciones de cada particula del sistema.

6.3 Segunda ley de Newton para sistemas

El cdm de un sistema de puntos se mueve como si fuera un punto material dotado de toda la
masa del sistema, sobre el cual actiian todas las fuerzas exteriores que operan sobre el

Es la segunda ley de sistema.
Newton que ya

conocemos e —
: ZFex! = Macdm:

siendo M la masa total del sistema (suma de las masas); f‘m las fuerzas exteriores que

actlan sobre el sistemay a_,, la aceleracion del cdm.

Nota: consideramos solo las fuerzas exteriores al sistema, puesto que las interiores son
fuerzas de cohesion entre las particulas que se van anulando dos a dos por accién y reaccion
(lo que hace una particula a la otra es igual y contrario que lo que le hace la otra a la una)

6.4 Momento lineal del sistema

momento lineal =
cantidad de movimiento

El momento lineal de un sistema de particulas es la suma de las cantidades de movimiento de
cada particula del sistema:

p=p +tp,t.tp = my+my,+.+my,

Fijandonos en la expresion anterior de la velocidad del cdm, obtenemos una expresion que
también es muy importante
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No es mas que una
consecuencia directa
de derivar la ecuacion
anterior y de entrar en
la segunda ley de
newton

Esta conservacion es
fundamental para
resolver chogues de
particulas y problemas
similares

Al estudiar el sistema
en el chogue las
fuerzas son nulas: las
externas se anulan
(pesos = normales) y
las internas son iguales
y contrarias (accion y
reaccion)

www.simplyjarod.com

Teorema del momento lineal.

La derivada respecto al tiempo de la cantidad de movimiento de un sistema es igual a la
resultante de las fuerzas exteriores que actian sobre el mismo.

=2 F,

dap
dt

K

s

Teorema de Conservacion del momento lineal.

Si la resultante de las fuerzas exteriores que actian sobre el sistema es nula entonces se
conserva la cantidad de movimiento del sistema.

Si YF_=0 = = p=cte

6.5 Choques de particulas

Son colisiones entre dos cuerpos que tiene lugar en un Af muy corto, ejerciéndose

mutuamente fuerzas relativamente grandes.
La colisién se produce en la linea de choque; que es la normal comun a las dos superficies de
contacto.

Las choques mas usuales con las que trabajaremos seran:

® Inelasticos: Después de la colision los cuerpos permanecen juntos: aplicamos
conservacion de p antes y después de la colision.

* Elasticos: En estas colisiones se-conserva la energia cinética: aplicamos conservacion
de p y FE antesy después de la colision.

Nota: En algunos libros suele ser habitual a la hora de resolver un choque conservar la
velocidad del cdm en lugar de conservar p : es exactamente la misma condicién (ver la

relacién anterior entre p y v, ).
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Ver punio 3.5 teoria

Lo utilizaremos mucho
en el tema siguiente

En ocasiones es util
estudiar el sistema
tomando como sistema
de referencia al cdm.

L.as magnitudes con
prima son con respecto
al cdm

www.simplyjarod.com
6.6 Momento angular del sistema

El momento angular del sistema, respecto a un punto O, es igual a la suma de los momentos

angulares de cada particula (situadas respectivamente en los puntos P; , P, ,etc. ) respecto a
un punto O:

Ly= Ly, +Lyp+..+Ly, = OFxp, + OP,xp, + ..+ OP,x p,

Relacién entre momentos angulares.

Es muy 1til la relacién que existe entre el momento angular en cualquier punto O y yel
momento angular en el cdm

L,=L, +Ocdmxp = |L,=L, +OcdmxM¥v_,

Teorema del momento angular.
La derivada respecto al tiempo del momento angular del sistema, es igual al momento

resultante de las fuerzas exteriores que actiian sobre el sistema.

 —=>YM
r >M,,

Teorema de Conservacion del momento angular.
Solamente se conserva el momento angular del sistema cuando el momento de las fuerzas

exteriores es nulo.

=0 = L=cte

SR

Si YM_=0 =

6.7 Energia cinética de un sistema

La energia cinética de un sistema es igual a la suma de las energias cinéticas de cada
particula del sistema

E. :%Zmi v?

6.8 Momento lineal y angular en el sistema cdm

El sistema cdm es un sistema de referencia mévil con origen O’en el cdm del sistema y sus
ejes se trasladan paralelos a los ejes fijos. Las magnitudes calculadas relativas a este sistema
se suelen denotar con “prima”

Cantidad de movimiento. La cantidad de movimiento de un sistema, en su movimiento
respecto al sistema cdm, es nula ya que la velocidad del centro de masas con respecto a él
mismo es cero:

p'=0

Momento angular. El momento angular del sistema, en su movimiento respecto al sistema
cdm, es

L, = E(,)(I)+i‘é(2)+“‘ +Eé(n) = OFxp, + OF,xp, +..+ OP,xp,
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TEMA 7: SOLIDO RIGIDO. .
Es decir el ssiido Llamamos sélido rigide a toda la distribucion continua de materia , en la cual la distancia

rigidoesunsolido | entre los distintos puntos materiales que lo componen permanece constante bajo la accidn de
indeformable- fuerzas exteriores.

El momento de 7.1 Momento de inercia

inercia es un escalar
y tiene unidades de
kg m?

Particulas puntuales

e El momento de inercia de una particula material de masa m girando en torno a un eje
situado a una distancia r es:

I = mr? (Siempre positivo)

¢ El momento de inercia de un sistema discreto de particulas en rotacion es:

Sumamos los

momentos de inercia _ 2 2 2 . 2
de cada particula I= mh + myh T+t mr = ; I= Zmiri ‘

Selido rigido

e Se define momento de inercia de una masa con respecto de un eje X 0 Y:

El dm debe ser

puntual; estas _ 2 - 5 . .
integrales suelen ser I = s Yy dm 1 y - x"dm (Siempre positivos)
dobles y triples

e Podemos tomar un dm que no sea puntual pero debe cumplir que todos sus puntos
equidisten del eje respecto del cual calculamos el momento de inercia. Ejemplo:
Con'esto consegui-

mos hacer integrales ;
simples en lugar de j A

dobles y tripies
2
I":.[,. v dm
asa
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En ocasiones puede
resultar mas sencillo
obtener /, mediante
la integral o mediante
esta relacion segun
el problema

Si conozco el
momento de inercia
del eje que pasa por
el cdm de un sélido
rigido puedo calcular
el momento de
inercia de cualquier
eje paralelo

www.simplyjarod.com

e  Si queremos calcular el momento de inercia con respecto a un eje perpendicular al papel
que llamaremos O lo haremos de la misma manera:

como > =x>+” se ve claramente que

Iy=1.+1,

e Si tenemos un cuerpo compuesto, el momento de inercia lo podemos obtener sumando
los momentos de inercia de las diversas formas simples en que podemos descomponerlo.

Teorema de Steiner

El momento de inercia de un cuerpo respecto de un eje cualquiera es igual al momento de
inercia de dicho cuerpo respecto de un eje paralelo al anterior que pase por el cdm mas el
producto de la masa del cuerpo por el cuadrado de la distancia entre los dos ejes.

I=1, +md’
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7.2 Cinematica del sélido rigido

El movimiento plano mas general que pueda tener un sélido rigido siempre lo podremos
descomponer en un movimiento de traslacion y en un movimiento de rotaciéon

Traslacion: Todos los puntos tienen la misma velocidad y aceleracion.

Rotacién: La trayectoria de los puntos del sélido son circulos concéntricos.

7.3 Campo de velocidades y aceleraciones en un solido rigido

Velocidades: Si conocemos la velocidad angular de rotacién @y la velocidad de un punto
A, entonces podemos calcular la velocidad de cualquier otro punto B:

o €selvector - - L
e V, =V, +0Ox AB
velocidad angular del
movimiento de

rotacion ,  Para calcular la velocidad de B a partir de lade A hacemos
lo siguiente:

- Lepasoa B lavelocidadde A.

- Aplico sobre A la velocidad angular @ y calculo la
velocidad que recibe B a consecuencia de esa
rotacion respecto de A .

- Lavelocidad total de B sera la suma vectorial de las
anteriores.

Aceleraciones: Si conocemos la velocidad angular de rotacion @, la aceleracion angular
@ vy laaceleracion de un punto A, entonces podemos calcular la aceleracion de cualquier

otro punto B:
siendo E el vector ” = S =
aceleracion angular ag=a,+ax AB + @ x (a) X AB)
del movimiento de
rotacion

Para calcular la aceleracion de B apartirdelade A4:
- Lepasoa B laaceleracionde 4.
- Aplicosobre 4 @ Yy calculosobre B la

correspondiente componente de aceleracion
(tangencial).
- Aplicosobre 4 @ vy calculo sobre B la

correspondiente componente de aceleracion
(normal).
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Fijate que al ser una
rotacién pura, el
punto A realiza
circunferencias.

Velocidad lineal:
siempre era
velocidad angular por
radio

Aceleracion lineal:

Suma de dos
componentes:

-acel.tangencial: era
siempre la
acel.angutar por el
radio

-acel.normal: una de
fas maneras era
velocidad angular al
cuadrado por radio

Suma de dos
términos:

uno correspondiente
a la traslacién y otro
a la rotacion

Date cuenta que
ahora s6io nos
fijamos en fa altura
def cdm

Suma de dos
vectores: uno
correspondiente a la
traslacién y otro a la
rotacion

o s elvector

velocidad angular def
movimiento de
rotacién
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Un ejemplo de rotacion plana seria:

Velocidad lineal Aceleracién lineal

7.4 Energia de un sélido rigido

¢ FEnpergia cinética

Suponemos un sélido rigido que se traslada con una velocidad v,y hace una rotacién con

una velocidad angular @

1 1
- 2 2
E = “Mv, + -1, 0
12 I 12 i
traslacion rotacion

En el caso de un sélido rigido con movimiento de rotacién entorno a un eje que llamamos O
su energia cinética viene dada por

c

e FEnergia potencial

EP =mg hcdm ‘:’

7.4 Momento angular de un so6lido rigido

El momento angular de un sélido respecto a un punto O viene dado por

Lo =

lOcdm X MVedn + .I”“"” 1)

traslacion rotacion

Lo mas habitual en nuestros problemas sera:

e El punto O es punto fijo —> Lo = 1025

e El punto O coincide con el cdm —> Lean = 1,, P
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Teorema del Momento angular

La suma de los momentos de todas las fuerzas en un punto cualquiera O es igual a la
derivada del momento angular en ese punto

— _dzo
M=

Esta conservacion
juntoconladela - .
cantidad de Conservacion: Si los momentos en O son nulos — Lo = cte
movimiento (tema5)
es fundamental para
choques de sdlido
rigido

7.5 Diniamica del sélido rigido

Traslacion: para estudiar este movimiento y las fuerzas que lo producen utilizaremos la
segunda ley de Newton ;

F=ma,,

Rotacion: para estudiar este movimiento utilizamos la ecuacion fundamental de la dindmica

siendo ¢ el vector de la rotacion

aceleracion angular MO = Io (24
del movimiento de
rotacion

IMPORTANTE: esta ecuacion solo es valida si el punto O cumple una de estas condiciones:
=Hs el cdm

=No tiene aceleracion. (ej: puntos fijos)

=Su aceleracién pasa por el cdm. (ej: E.LLR)

7.6 Teoremas de la energia

Teorema de la energia cinética

W =Ecp T Eey,

W, : trabajo de todas las fuerzas (conservativas o no) que actiian sobre el s6lido.

Teorema de la energia mecdnica

Wine = Epmc A By,

W e : trabajo de las fuerzas NO CONSERVATIVAS que actiian sobre el s6lido. Si éste es

nulo (caso muy comun) — E,..=cfe
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7.7 Rodadura sin deslizamiento

El eje instantianeo de rotacion (e.i.r.) es un eje particular en los movimientos de rodadura sin
deslizamiento. En un instante determinado el movimiento se puede entender como una
rotacion instantdnea entorno al e.i.r. El e.ir va cambiando de posicion en cada instante, su
velocidad es nula pero su aceleracion no tiene porqué serlo. Con esta explicacion es sencillo

La rodadura sin obtener las relaciones de rodadura sin deslizamiento:
deslizamiento tiene

mucho interés en

Fisica1 Vg =0 R
a,, =0-R

Siempre que

estemos en rodadura
sin deslizamiento
utilizaremos estas
relaciones

Siendo R el radio de
la rueda

R )

Otra forma sencilla de obtener las relaciones anteriores es a partir de la regla de la
“cremallera”; esto es, que si la rueda va rodando sin deslizar su centro de masas se traslada
una distancia S =6-R (donde & es el angulo girado por la rueda) si derivamos una y dos
veces esta expresion con respecto del tiempo obtenemos las relaciones anteriores:

Vow =@ Ry a, =a-R.

.
ST T SR I Y Y T Y T Y PY Ty Y r ey

) 5P R "

ATENCION: En rodadura sin deslizamiento, aunque la F,, en general no es nula esta no

trabaja.
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Momentos de inercia de algunos sélidos homogéneos.

Cuerpo v Momentos de inercia Cuerpo Momentos de inercia
¢ ] = MR? cme 1 =L M2
=1 1
Lo =% MR? + 45 ML? I =i MR?+ L M1
4 12
CILINDRO CILINDRO
HUECO MACIZO
Y ? le= £ Mla?+cd
. 1 = =5 Md? +
e L Chac lw_ T?MLZ x 12
| P X Ly = 5 M2+ )
Y
? CM I = -‘L ML?
E ee 3 ‘,zz P l—lz‘M(b2+C2)
VARILLA X PARALEPIPEDO .
DELGADA RECTANGULO
!
2 2 1
]xx='5MR2 ]xx=§MR2 |
MACIZA HUECA
lxx = % MR2 ]zz = 2MR2 + -g—l\/fa2 j
X X
= 3 Mre+ L mp? = MR? + 9 Mg?
oo lw 30 MR? + lth "w MR +4Ma
REVOLUCION . m%%o
Cuodrode: Aco = Cilindro haece:
i z — 4
: Lem® me @ Te = MR?
«f:« .

I = :é;ﬁ{‘%z
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TEMA 8: CAMPO GRAVITATORIO .

Los comentarios de | 8.1 Ley de gravitacion universal
esta columna van

en arial 8 . . . . .
Si tenemos dos masas My m separadas una distancia r, éstas se ejercen mutuamente una fuerza

atractiva segun la linea que une sus centros cuya expresion es:

Si consideramos unicamente la masa M, ésta produce una perturbacion en el espacio que se
manifiesta al aparecer cualquier otra masa m ejerciendo sobre ésta la fuerza atractiva gravitatoria.
A esta perturbacion se la denomina intensidad de campo gravitatorio o campo gravitatorio g :

f=—GM2mﬁ,5¥= mg = §-=
r

M.
= —G-—i—u,
r

3 |

Observaciones
e Tanto la fuerza gravitatoria como la intensidad de campo son magnitudes vectoriales.

e El vector unitario #, tiene como direccién la linea que une el centro de ambas masas. En la

practica sustituiremos #, por los vectores u,, u, O u, segun cada ejercicio.

e Elsentido de u_ es siempre de atraccion entre ambas masas. En la practica el signo lo ponemos

de acuerdo con el sistema de referencia de nuestro dibujo.
. §=0 y F =0 enelinfinito.

e Llamamos G a la constante de la Gravitacién Universal cuyo valor es de:

G =6,67-10"" N-m*/ kg’

e Las unidades de la intensidad de campo gravitatorio también se pueden expresar como:
N % -m/ s

2
i % = ml/s

Por esa razon también nos podemos referir a g como “aceleracion de la gravedad”.

e Soélo en el caso de la superficie de la Tierra se cumple que:

1024
g=GM - M _ 67101 2810

=9,81 (N/kg)
r R (6,37-10° )2
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8.2 Potencial gravitatorio

Se demuestra facilmente que g es un campo conservativo, de esta forma, tendré asociado un

potencial. Calculandolo con g:

- - M
g=-VV = - édzur = [V'=—G—| Potencial gravitatorio (Siempre < 0)
r ‘ r

RESUMEN: Una masa m influida por una masa M recibe:
- Una fuerza de atraccion F:mg

- Una energfa potencial £ =mV

8.3 Movimiento de los planetas. Velocidad de escape

Los planetas y sus satélites describen trayectorias cénicas. El tipo de conica depende de la energia
mecanica total de la particula:

E< 0—> Trayectoria eliptica o circular.
E=0-—> Trayectoria parabdlica.
E >0 —> Trayectoria hiperbolica.

En dichas trayectorias el planeta ocupa uno de los focos de la conica.

Si lanzamos un satélite desde la superficie de la
Tierra (punto A), vuelve a caer sobre ella en el
punto B. La tlnica excepcidn teodrica para poder
poner en Orbita al satélite es lanzar al satélite
horizontalmente (punto C)y con la suficiente
velocidad como para que C sea el perigeo de

la trayectoria.

Entre otras cosas, por eso los cohetes se lanzan
con varias fases (en cada una de ellas se produce
un cambio de trayectoria.

Si queremos que el satélite no regrese (que escape
de la influencia gravitatoria) le tengo que dar la
velocidad justa que haga que la trayectoria sea
una pardbola; es decir, que su energia mecanica
total sea nula:

}—mvf —G%-”l:o =

Donde v, es la velocidad de escape. Con esta velocidad el satélite llegaria al infinito con velocidad

nula (gasta toda la energia cinética en llegar al infinito).
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Orbitas elipticas

r+r
r+r=2a = a=-"—1

a2 :b2 +C2

c=a—r

dA | L]

Velocidad aerolar: v = — == (m’/5)
dt 2m
rfici mab 2
Periodo en érbita eliptica: | T = —~-pericie _ 7ab _ . _2mabm
vel. aerolar v, L,

Normalmente para calcular Z; se buscan los valores en el apogeo o perigeo.

Orbitas circulares

En las orbitas circulares se cumple:

F=ma,
2 g
Mm v
G - = m—=
7, 7,

r,v: =G M =cte

_ longitud 27,
velocidad v

En general, el producto GM se puede calcular para un cuerpo del que se conocen su radio y la

aceleracion de la gravedad en su superficie ( la Tierra suele ser el caso mas claro de aplicacion) La
fuerza de atraccion gravitatoria sobre la superficie del planeta es el peso, y por lo tanto:

F=m g=GMm
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8.4 Leyes de Kepler

Kepler enunci6 sus leyes basandose unicamente en sus experimentos (de forma empirica). Mas
tarde se demostro analiticamente que sus conclusiones eran correctas.

1. Los planetas describen orbitas elipticas con el sol en uno de los focos.

2. La velocidad areolar es constante (Ley de las areas):#

3. Los cuadrados de los periodos de los planetas son proporcionales a los cubos de los
semiejes mayores de sus Orbitas.
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FISICA 1
Electromagnetismo
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En Fisica 1 como se
supone que todavia no
se conocen las integra-
les dobles y triples
haremos todas estas
cuentas con integrales
simples
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TEMA 9: ELECTROSTATICA .

9.1 Carga eléctrica
La carga eléctrica es una propiedad bésica de la materia. La carga eléctrica puede ser positiva

0 negativa y, en términos generales, siempre se presenta por miltiplos enteros de la unidad
fundamental de carga e. La carga del electron es —e y la del proton + e.

La unidad de carga del sistema internacional es el culombio (C).

La carga elemental expresada en culombios es:
e=1,602-107°C

Los objetos se cargan por transferencia mutua de cargas eléctricas, usualmente en forma de
electrones, de forma que la carga se conserva. Es decir, en un proceso no se crea ni se
destruye carga.

9.2 Densidad de carga

La carga normalmente no se presenta de forma discreta (cargas sueltas, como sucedia en
bachillerato) sino de forma continua en distribuciones lineales, superficiales o volumétricas.
En ese caso utilizamos la densidad de carga que es una magnitud escalar.

Densidad volumétrica de carga

p=Lemy = 0= [[[ear ©

Densidad superficial de carga

dgq
o= (C/m?) = QTzﬁ;adS (©)

Densidad lineal de carga

dq
A==l Cm) = QT=IL,1dl (©)

Carga puntual

O =9q ©
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Aungue no lo ponemos
la fuerza que actua

sobre la ¢, esigualy

contraria a
F,, (principio de

accibén y reaccion);de
manera que se cumple
que:

F,=

_Ez

£ eslo que se llama
coeficiente dieléctrico’
0 permitivida

El campo eléctrico es
un vector cuya
% direccidon (en el caso de
carga puntual) coincide
con la linea que une la
carga con el punto
donde calculo el campo

Le llamaremos
habituaimente campo
eléctrico a secas,
omitiendo la palabra
“intensidad

Hablaremos mas sobre
la permitividad eléctrica
en lleguemos a la parte
de dieléctricos
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9.3 Fuerza eléctrica

La fuerza que actila sobre una carga puntual fija g, , debida a la presencia de otra carga

puntual fija g, es:

———1 (Newton)  Es atractiva si: signo g, # signo gq,

L]

Es repulsiva si: signo g, = signo g,

%4

K es la llamada constante de Coulomb:

Cuando el medio es el vacio se denotan: K, &,

Nm*
CZ

1
dre,

K, =9.10°

Principio de superposicién: La fuerza sobre una carga en reposo debida a otras también
fijas actuando simultaneamente, es igual a la suma vectorial de las fuerzas ejercidas por cada
una de ellas actuando por separado como si las demas no existiesen.(ver en los problemas)

9.4 Intensidad de campo eléctrico

Se puede entender como la fuerza que actiia sobre la unidad de carga positiva, es decir, un
culombio, colocado en el punto donde queremos calcular el campo eléctrico (Formula de
Coulomb).

K=\ (NC) 6 (V/m)

Por tltimo la fuerza que recibe una carga Q en el seno de un campo eléctrico E es:

(Si la carga es + la fuerza va en el sentido de E si no, va en sentido contrario)
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Esta expresion es vali-
da para medios lineaies
e isdtropos que son los
que vamos a tener
siempre en Fisica 1

El teorema de Gauss
es una de las cuatro
ecuaciones de Maxwell

El vector & (vector
diferencial de area)es
un vector de direccién
perpendicular al area
sentido saliente y
médulo dS

(Lo que mide el &rea
diferencial)

Analiiticamente se
enuncia de la siguiente
forma:

], p-as = ¢,

Recuerda que el des-
plazamiento eléctrico
se define como:

D=¢E

Normaimente
aplicaremos Gauss
cuando nos pidan el
campo eléctrico
creado por una
distribucion de carga
con simetria esférica,
cilindrica, planos
indefinidos, etc. o
cuando nos den el
campo y nos pidan la
carga que lo crea.
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Definimos el desplazamiento eléctrico como:
D=¢cE (C/m%)

El desplazamiento eléctrico sirve para describir el comportamiento de los materiales
dieléctricos ante un campo eléctrico.

Célculo practico de la intensidad de campo eléctrico

La anterior expresion nos sirve para calcular la intensidad del campo eléctrico debida a una
carga puntual. Sin embargo a nosotros nos van a pedir que calculemos el campo eléctrico
creado por una distribucion de cargas (discreta o continua). Para ello vamos a disponer de
dos procedimientos:

— Aplicar el teorema de Gauss
— Método de las aportaciones infinitesimales (basado en el principio de superposicién)

Pasamos a analizar cada uno de estos dos procedimientos en detalle.
9.5 Teorema de Gauss

En ocasiones, si la carga cumple ciertas simetrias sera muy sencillo calcular E por el
teorema de Gauss: esferas, planos indefinidos, hilos indefinidos y cilindros indefinidos.

Se define flujo eléctrico como el niimero de lineas de campo que atraviesa una superficie:
Siempre calcularemos el “diferencial de flujo” en un diferencial de area, y luego lo
integramos en todo el area:

Diferencial de flujo: d® = E- dS= EdScosa

(D:@jf do = EdS cosa

Teorema de Gauss: Sea una superficie cerrada que llamaremos Gaussiana. El flujo de
campo eléctrico que la atraviesa cumple:

(expresion valida solo cuando € sea constante, sucederd en el 99% de los casos, sino se
utiliza la expresion puesta en el margen)

IMPORTANTE: Para que el problema nos salga sencillo y rentable hacerlo por el método
de Gauss la superficie Gaussiana debera cumplir alguna de estas dos propiedades en cada
una de sus partes:

1* Propiedad : E sea paralelo a das (en general valdria con poder expresar cos &
matematicamente) siendo £ constante en S, entonces:

Si E esparaleloa dS — d® = E-dS = EdScos0= EdS —

2* Propiedad: £ sea perpendicular a dS—d ® = E-dS = EdScos90=0 —>
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9.6 Método de las aportaciones infinitesimales

Siendo 7 unvector | Principio de superposicién: EI campo creado por un conjunto de cargas fijas actuando
unitario en la direccion | Simultaneamente, es igual a la suma vectorial de los campos creados por cada una de ellas

y sentido del campo actuando por separado como si las demds no existiesen.(ver en los problemas)
creado por cada carga

puntual Q
E = Z i 2 4,
—dner,

Para calcular el campo creado por una distribuciéon continua de carga nos basamos en este

principio de superposicion, siguiendo los siguientes pasos:
L2 dificultad de este 1° Paso: Cogemos un “trocito”(elemento diferencial de carga) de nuestra distribucion, este

a amcu . ’ .

método dependera trocito tendra una carga dQ, y la consideraremos como carga puntual.
del tipo de
gf;:i'g::'s""es 2° Paso: Calculamos el campo eléctrico vector que crea ese “trocito” con la férmula de

Coulomb, y lo dejamos en funcién de una sola variable

dEz__dQ__

7]
47er?

En muchos problemas,

darnos cuenta de que (diferencial de campo que crea el diferencial de carga)
hay simetrias

(si las hay), nos puede er L. .
ahorrar mucho trabajo | 3% Paso: Integramos el campo eléctrico que acabamos de calcular, en todo el recinto de la

Distribucion cargada (lineal, superficial o volumétrica). Esta integral sera siempre
integral simple, pues en el paso anterior hemos dejado el integrando en funcion de
una sola variable

(Ver aplicacién en los problemas de clase)

www.monteroespinosa.es - Clases de FIS1 - Tfnos 91544 53 77,619 142 355 T-37



Date cuenta de que el
potencial no es un
vector, es un escalary
por tantc su signo
depende del signo de la
carga que lo creal!

iiiRecuerda esta
formulalll

Nos vamos a encontrar
algunos problemas con
cargas puntuales en
movimiento y nos
pediran datos sobre su
velocidad, etc.

Aplicaremos el teorema
de la energia
mecanica, pero ahora
en vez de tener energia
potencial gravitatoria
tendremos energia
potencial electrostatica

El potencial eléctrico
también se representa

con la letra @

Recuerda: campo y
potencial se relacionan
con el gradiente

Nuestro problema
siempre va a ser en
una dimension por lo
que sustituimos el
gradiente por una
derivada
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9.7 Potencial eléctrico

Sitenemos una carga Q, el potencial que genera en un punto P a una distancia r viene
dado por la formula de Coulomb:

Voltios (V)

Observaciones

Debemos ser nosotros los que fijemos en cada caso el origen de potenciales, es decir, un
punto del espacio donde el potencial vale cero. El origen de potenciales se tiene que
situar en un punto donde no haya carga. Normalmente se elige el infinito (siempre que
no hay carga alli).

¢ El potencial eléctrico es siempre una funciéon continua en todo punto. Por tanto en
cualquier punto x = a donde hay un cambio de medio se cumple que:

O(x=a") = D(x=a")

¢ Se puede entender como la energia potencial que tendria la carga unidad, entonces si
colocamos en el punto P (donde exista un potencial Vp ) una carga Q’, esta adquiere

una energia potencial electrostatica:
E, =0V, l Julios
(Su signo serd igual al signo de la carga por el signo del potencial)

¢ Las cargas tienden siempre a tener menor energia potencial eléctrica. Por eso las cargas
positivas tienden a los potenciales decrecientes y las cargas negativas tienden a los
potenciales crecientes.

Asimismo, El campo E tiene el sentido de los potenciales decrecientes, esto es, las
lineas de campo van de los potenciales mayores a los potenciales menores.

Relacién entre campo y potencial

Al ser el campo eléctrico conservativo o irrotacional, Vx E = (0, sabemos que existe una

funcién potencial asociada que Ilamaremos potencial eléctrico V y que se relaciona con el
campo de la siguiente forma:

E=-VV=-gradV

Esta expresiéon queda mas simplificada en el caso de suponer una sola dimension:

E = —gradV = Ei,

donde se observa que hemos sustituido el gradiente por una derivada donde #, es un vector

unitario genérico.
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El dato del potencial de
algan punto
generaimente sera dato
en los problemas, si no
nos dicen nada
tomaremos como dato
que el potencial en el
infinito es nulo

La dificultad de este
método dependera
del tipo de
istribuciones
continuas

En muchos problemas,
darnos cuenta de que

hay simetrias

(si las hay), nos puede
ahorrar mucho trabajo
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Forma practica de calcular el potencial

Para calcular el potencial existen, al igual que para el campo, dos procedimientos:

— Calcular el potencial a partir del campo E

— Utilizar el método de aportaciones infinitesimales para calcularlo directamente. En este
caso no necesitamos el campo para nada.

Pasamos a detallar los dos métodos.

9.8 Cilculo del potencial a partir del campo eléctrico

A partir de la relaciéon deducida en la pagina anterior, si separamos diferenciales e
integramos desde un punto B hasta un punto A tendremos que:

jV(A) V(B =V, = - gEdri~

Podemos observar que para conocer el potencial de un punto del espacio debemos conocer el
potencial de otro punto, pues esta relacion nos relaciona la diferencia de potencial de dos
puntos con el campo. (Ver problemas)

9.9 Método de las aportaciones infinitesimales

Principio de superposicion: El potencial creado por un conjunto de cargas fijas actuando
simultdneamente, es igual a la suma escalar de los potenciales creados por cada una de ellas
actuando por separado como si las demas no existiesen.(ver en los problemas)

Asi pues, si tenemos un conjunto de cargas discretas sumaremos la contribucion de cada

carga:
V=> 9

T 4rer,
Para calcular el campo creado por una distribucién continua de carga nos basamos en este

principio de superposicion, siguiendo los siguientes pasos:

1% Paso: Cogemos un “trocito”(elemento diferencial de carga) de nuestra distribucion, este
trocito tendra una carga dQ, y la consideraremos como carga puntual.

2° Pase: Calculamos el potencial eléctrico que crea ese “trocito” con la formula de
Coulomb, y lo dejamos en funcién de una sola variable

d
av = 0
4rer
(diferencial de campo que crea el diferencial de carga)

3% Paso: Integramos el potencial eléctrico que acabamos de calcular, en todo el recinto de la
Distribucion cargada (lineal, superficial o volumétrica). Esta integral sera siempre
integral simple, pues en el paso anterior hemos dejado el integrando en funcién de
una sola variable

(Ver aplicacion en los problemas de clase)

www.monteroespinosa.es - Clases de FIS1 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 T-39



Estas propiedades se
utilizan con mucha
frecuencia en la
resolucion de los
problemas

_ importante:

_ Latierra se puede
__entender como una pila
deQV
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9.10 Conductores

En muchos materiales, tales como ¢l cobre y otros metales, parte de los electrones pueden
moverse libremente en el seno del material. Estos materiales se denominan conductores.
Los conductores tienen importantes propiedades:

2Si un conductor esta cargado (tiene carga neta no nula) toda la carga se sitia en su
superficie.

= El campo eléctrico en el interior de un conductor es siempre nulo.

=~ El potencial en el interior de un conductor es siempre constante e igual al valor que toma en
su superficie

— En la superficie del conductor el vector campo eléctrico es normal a la superficie y su modu-
lo toma un valor:

E=Z
E

donde o es la densidad superficial de carga del conductor.

Conductor aislado o conductor conectado

Decimos que un conductor esta aislado cuando no esta conectado a una pila. En esta situacion
la carga del conductor permanece constante ya que las cargas (electrones) no pueden salir ni
entrar del conductor por ningun sitio.

Decimos que un conductor estd conectado cuando algin punto de su superficie estd unido a
una pila o a tierra. En esta situacion el potencial de todo el conductor permanece constante e
igual al de la pila al que esta conectado.

Cuando un conductor esta conectado las cargas (electrones) pueden salir o entrar del conductor
por el cable que le une a la pila por lo que la carga total del conductor puede variar.

Conductor descargado o cargado

Decimos que un conductor esta descargado cuando su carga neta es nula. La carga neta es la
suma de todas las cargas positivas y todas las cargas negativas que tiene el conductor. Por
tanto que un conductor esté descargado no significa exactamente que no tenga carga sino que
las cargas positivas estdn compensadas con las negativas de forma que al sumar todas sale
cero. ’

Por ejemplo, en un conductor descargado con forma de corona esférica (que tiene por tanto
dos superficies, una interior y otra exterior) puede suceder que en una de sus superficies se
polarice una carga positiva de valor +(). En ese caso, en la otra superficie del conductor se
polarizara automaticamente una carga —() de forma al sumar ambas la carga total siga siendo
cero.

Decimos que un conductor esta cargado cuando su carga neta es distinta de cero. En este caso
la carga estard situada en alguna de las superficies que tenga el conductor.
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9.11 Energia Electrostitica

NOTA IMPORTANTE: | ® La densidad de energia electrostatica (energia por unidad de volumen) viene dada

Se trata de una densi- por la siguiente expresion:
dad volumétrica
1= = | QR .
p= -2-E-D = -2-8 |EP (Julios/m®)

Recuerda: [ = ¢F

e La energia electrostitica de un determinado volumen viene dada por la siguiente

expresion:
Fijate que se trata de ! 1 1
integrar la densidad de = = =2 .
energia anterior en un W, = — _ULE-DdV = — _ULE | E" dKi (Julios)
volumen 2 2

donde la integral se extiende a todo el volumen donde se quiere calcular la energia. Si en
ese volumen el campo toma diferentes expresiones entonces tenemos que hacer distintas
integrales cada una con la expresion del campo correspondiente en cada region dentro del
volumen.

Si nos piden la energia electrostética a secas (sin especificar la region o zona) entonces hay
que calcularla en todo el espacio.

La energia potencial eléctrica de una carga puntual g debida a una carga puntual O viene
dada por

g = 949
P Azer

La energia potencial eléctrica de una carga puntual g debida a un conjunto de cargas
puntuales (), se obtiene aplicando el principio de superposicién

L

4rer,

i
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TEMA 10: CONDENSADORES. DIELECTRICOS .

10.1 Condensadores

Definiciones

Un condensador es un conjunto de dos placas o armaduras (conductores) separadas por el
vacio o un dieléctrico (no conductor) donde las armaduras estan en influencia total, es decir
todas las lineas de campo nacen en una de ellas y mueren en la otra.

La capacidad C de un condensador se define como:

C= ~Q— (Faradios)
V

donde Q es la carga de una de las placas y V' es la tension entre las dos placas.

Asociacion de condensadores

SERIE PARALELO
+Q -Q +Q -Q +Q -Q 1
l-—h~<| l——o----o———l b 2’
c 2 o 3 n-1l, M
1 2 n 1iC,
+Qz. I—Qz
tic,
1 n +Qn I_Qn ’
Cn
1 +Q, Q@ 1 *Q Q =2
[ ] [ ]
C C
1_1.,1 1
‘_C=_C_I+—C;+. +—c—n ; C=C;+Cy+...+C,

V=V=V=.=V
0=0+0+..+0,

V=V 4V, 4tV
E Q:QI:QZ ::"_:Qn‘

Energia almacenada por un condensador

2
0 = —;—QV (Julios)

Tipos de condensadores

Dependiendo de su geometria los condensadores se pueden clasificar en tres tipos:
-Condensadores planos: sus placas son planas y paralelas entre si

-Condensadores esféricos: sus placas son superficies esféricas concéntricas
-Condensadores cilindricas: sus placas son superficies cilindricas concéntricas
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El condensador piano Condensador plano

es el que mas se utiliza

en Fisica 1 La capacidad de un condensador C de placas planas de superficies S y distancia d entre
ellas es:
S
C=¢—
d

Suponiendo la placa izquierda esta a V' voltios y la placa derecha est4 a 0 voltios la tensién
y el campo entre las placas es:

V({d—-x)
d

O = E=K@
d
Condensador esférico

La capacidad de un condensador esférico de radios R, y R, entre placas (R, > R; ) es:

C = 4me—12-

|

Suponiendo cargada positivamente la placa interior el campo y la tension en la region entre
las placas son:
= VRR, . V R, —
E=—"2 g o=Y5%"Tp
r'(R,—R) r R,—R

Observaciones:

-La carga () esla misma en ambas armaduras pero la densidad de carga ps es mayor en
la armadura interior ya que tiene menor superficie:

Qr=R,) = —Q(r=R,)
o(r=R,)# —oc(r=R,)

-El campo siempre tiene el sentido de los potenciales decrecientes, es decir de la placa
cargada positivamente a la placa cargada negativamente

-Si en vez de darnos el potencial de cada placa nos dan la diferencia de potencial entre las
placas entonces sélo se puede calcular una de las dos constantes que aparecen en la
expresion del potencial.

Condensador cilindrico

La capacidad por unidad de longitud de un condensador cilindrico de radios R; y R,
entre placas (R, > R; ) es:

C 2ne

77 (rRY
In (ﬁ)
Rl

Las observaciones son las mismas que para el condensador esférico.
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Recuerda:

La permitividad del die-
léctrico la nombramos €
y siempre es mayor
que la pemmitividad del
vacio, .

Importante: g ~1

También se le llama
induccion eléctrica

El vector polarizacion
es nulo en el vacio

Estas cargas se situan
en la superficie S del
dieléctrico

Este es el caso mas
usual
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10.2 Dieléctricos

Llamamos dieléctricos a los materiales aislantes (no conductores) en este tipo de materiales
las cargas no tienen libertad de movimientos.

Las utilidades de los dieléctricos son muy variadas. Una de esas utilidades es la de aumentar
la capacidad de un condensador. Esto se consigue introduciendo el dieléctrico entre las

placas del condensador.

Permitividad eléctrica relativa:

= g=¢ge¢ (F/m)

Susceptibilidad eléctrica:
X =&—¢, (F/m)

Susceptividad eléctrica relativa:

2% =%=g -1
2
Vector desplazamiento eléctrico:
D =¢E (C/m?
Vector polarizacion:
P=yE (C/m?)

P=yE = D-gE =

Densidad de carga de polarizacién:
Uligada =P-n <

Donde 7 es el vector perpendicular a la superficie del dieléctrico.

En particular, si el campo eléctrico que causa la polarizacion es normal a la superficie del

dieléctrico entonces
=
o-ligada - [P “S

es decir, la densidad superficial de carga ligada nos da el modulo del vector polarizacion
particularizado sobre la superficie del dieléctrico.
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Capacidad de un condensador relleno de dieléctrico

Sea un condensador con aire entre sus placas (sin dieléctrico) con una capacidad C,, una

carga (J, y sometido a una diferencia de potencial V. En su interior se estard generando

un campo eléctrico [, .

En esta situacién su capacidad viene dada por

G

S
—QO ; +QO
e
I ——
+ V, =

Para aumentar la capacidad de este condensador podemos introducir entre sus placas un
dieléctrico de permitividad &, de forma que la nueva capacidad pasa a ser

_ 85 _£8S _ . £,8

C r r
d d d

Ahora bien este proceso de introducir el dieléctrico lo podemos hacer de dos formas.

Fuente de e A carga constante: en este caso desconectamos la fuente de alimentacion antes de
alimentacion = pila introducir el dieléctrico. Las caracteristicas del condensador quedan:
d

Al introducir un dieléctrico
entre las placas de un
condensador cargado y
desconectado de su fuente V.
de alimentacion, la V=L
diferencia de potencial £
entre sus armaduras r
disminuye V< 7, y al ~
. permanecer constante su
/ carga, su capacidad habra E
aumentado E 0

0=0, C

e A potencial constante: en este caso se introduce en el dieléctrico sin desconectar la
fuente de alimentacion . Las caracteristicas del condensador quedan:

Alintroducir un dieléctrico
entre las placas de un
condensador cargado y
conectado a su fuente de V — V
alimentacion, la diferencia ]
de potencial entre sus
armaduras permanecera
constante, entonces la
fuente suministra mas E= EO
carga a las placas del
condensador, aumentando
su capacidad + V -

+0
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Estudio de condensadores con distintas capas de dieléctrico

Laminas de dieléctrico en serie

d2
S S S
— g &F— <— £ H

=85 .58
dl d2
1t 1_4 ,4 174 4 c=_5%
C ¢ C &S &S Slg g d d,
g &
En general si hay n laminas de dieléctrico :
1 1 1 d, d, 1 &d, S
—=— 4.t —=——+..+ ==)— = (C=
c C cC, g8 S STe - d;
gl

Laminas de dieléctrico en paralelo

<—~£1———>
& S1 <
&, S2
C= Cl + C2 = ‘81?“,%‘ + 826;,92 Z—Cl}—(&S] + €2S2) = (C= -——————-———ngl -;ngz

En general si hay » laminas de dieléctrico :

i S,

u:%(glsl +.+¢S) > C= L —

C=C+..+C, = —gﬁl+...+ €05

Laminas de dieléctrico en paralelo en serie y en paralelo
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TEMA 11: CORRIENTE CONTINUA .

11.1 Elementos de un circuito de corriente continua

En los circuitos de corriente continua van a aparecer los siguientes elementos:
- Resistencias
- Pilas
- Condensadores

- Bobinas

Pasamos a describir el funcionamiento de cada uno.

Resistencias

¢ En corriente continua las resistencias se comportan siguiendo la ley de Ohm:

R =—I]{ (Ohmios)

e Las resistencias no almacenan energia. Solo disipan potencia (Energia disipada por
segundo) que se calcula:

2

 P=VI=RI’= % (Watios)

o Asociacion de resistencias

. 1 1 1 1
Serie: R =R +R,+..+R, Paralelo: — = — 4+ — +..+ —
; ~ R R R, R,
1 R, b
A SAN AN N
R, R, R, Ry 7. 2, 1
1 N g Iy 2
— SAAN
S YAYAYA s
R 1,
. VA .
1 & 2
Pilas
Importante: ¢ Las pilas también se llaman generadores de tension continua. Este dispositivo mantiene
Un pila mantiene una una tension V; constante entre sus bornas independientemente de la corriente que la
tension con_stante en_tre atraviese.
sus bornas incluso si .
no pasa corriente por la V =V, (Voltios)
pilal!

e Las pilas suministran potencia al circuito:

P =V, (Watios)

siendo I la corriente que atraviesa la pila
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Condensadores

¢ En corriente continua los condensadores se comportan como circuitos abiertos, no pasa
corriente por ellos aunque si hay caida de potencial entre sus bornas.

¢ Laenergia almacenada entre las bornas de un condensador es:

1

W.=—
)

CV? (Julios)

donde C es la capacidad del condensador medida en Faradios. Los condensadores no
disipan potencia.

Bobinas

e En corriente continua las bobinas se comportan como cortocircuitos, pasa corriente por
ellas pero no cae tension entre sus bornas.

¢ La energia almacenada entre las bornas de una bobina es:

W, = %LP (Julio)

donde L es la inductancia de la bobina medida en Henrios. La bobinas no disipan
potencia.
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11.2Leyes de Kirchhoff
Los lemas de Kirchoff son la herramienta fundamental para analizar circuitos eléctricos. Las

utilizaremos en la practica totalidad de los ejercicios. En teoria de circuitos estas leyes son
( axiomaticas, por consiguiente son aceptadas sin demostracion.

Primera ley de Kirchhoff. Ley de los nudos
Se enuncia diciendo que:

La suma de las corrientes que confluyen en un nudo es siempre igual a cero:

Por ejemplo, consideremos un nudo genérico de una red cualquiera como el mostrado en la
figura. En este caso tenemos que:

=i, —i+i,+i, =0

i/

e "
Importante:. N
Todas las corrien- S 4 /\
tes se consideran N X
positivas en el sen- i K,\ L |4
tido en que se indi- 2 “nudo
can s
~x >,
i P
N k
VoI 5 O\
¢ N

Segunda ley de Kirchhoff. Ley de las mallas
Se enuncia diciendo que:

La suma de las caidas o subidas de tension a lo largo de una malla es siempre cero.:
Ei sentido fijado pa- | b 1 aplicar esta ley fijamos un sentido de recorrido de la malla (por ejemplo, el que se sefiala
ra recorrer la malia phic y Ijamos un por gjemplo, et que se senala
no tiene porqué en la siguiente figura) y partiendo de un elemento recorremos el lazo en el sentido indicado; si
ggg‘z‘g'l’acg:rs;:;“‘ al llegar a un elemento entramos por el signo + entonces la tension se considera negativa (es

una caida de tensidn); en caso contrario (entramos por el signo —), entonces la tension se
considera positiva (es una subida de tension). En nuestro caso:

e R A e

v,

AN
\'% M '
5 _« ’
% Sentido
de recorrido
AN +

S
WX
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11.3 Anélisis practico de circuitos de corriente continua

Definiciones previas

Nudo: Punto de un circuito donde confluyen tres o més cables de un circuito.
Rama: Trozo de cable que une dos nudos consecutivos.

Malla: Conjunto de ramas que forman un lazo cerrado sin contener ninguna rama en el
interior del lazo.

Cortocircuito: Trozo de cable en el que no hay diferencia de potencial entre sus extremos.

Circuito abierto: Trozo de cable partido en dos por el que no circula corriente.

Analizar un circuito de corriente continua en regimen estacionario significa calcular las
corrientes por todas las ramas del circuito y la tension en todos los nudos del mismo que
seran constantes (no dependientes del tiempo £ ).

Para analizar un circuito se utilizan las leyes de Kirchoff de la pagina anterior. A
continuacion vamos a estudiar un procedimientos de resolucidn de circuitos (existen otros).

Primer procedimiento: Método de nudos y ramas

Los pasos a seguir para analizar un circuito de corriente continua en régimen estacionario
son los siguientes:

1.- Dejamos en circuito abierto todos los condensadores que halla y en cortocircuito todas
las bobinas que halla en el circuito.

2.- Contamos los nudos (n), las ramas (7) y las mallas (). Siempre se debe cumplir que:
m=r—(n-1)
3.~ Definimos una corriente para cada rama del circuito. El sentido que le pongamos da

igual. Si al resolver el circuito alguna corriente sale negativa quiere decir que circula en
sentido contrario al que hemos supuesto.

4.~ Identificamos la borna positiva de cada elemento del circuito, para ello ponemos un sig-

no positivo en la borna de mayor tension de cada elemento. Hay que tener en cuenta que:
Ten en cuenta que a

fos condensadores y a - En las resistencias la borna de mayor tension es aquella por la que entra la corriente.

las bobinas no se las : : R . . :
tiene en cuenta para - En las pilas la borna de mayor tension es siempre la del palo largo, independientemente
este paso pues ya han de cdmo circule la corriente a través de la pila.

sido sustituidas en el

paso 2

5.- Aplicamos las leyes de Kirchoff a # — 1 nudos.
En las ecuaciones de nudos pondremos positivas las corrientes que llegan al nulo y
pondremos negativas las corrientes que salen del nudo.

6.- Aplicamos las leyes de Kirchoff a las m mallas.

Importante: El sentido En las ecuaciones de mallas elegimos un sentido de recorrido (horario o antihorario).
:2 {;‘gr‘g‘;q‘:’z '20?:136?_‘"‘ Recorremos la malla en el sentido elegido y vamos pasando por cada elemento de la

dir con el sentido de las malla. Si al pasar por elemento entramos por el + se trata de una caida de tension por lo
corrie”ntes que circulan que en la ecuacion de la malla la pondremos con signo — y viceversa.

por ella

7.- Contamos el nimero de ecuaciones (m + n— 1) y comprobamos que coincide con el
numero de incognitas ( 7).

8.- Finalmente, resolvemos el sistema para obtener la solucion de las 7 corrientes de rama.
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Importante:
La densidad de
corriente es una

. magnitud vectorial

Fijate que las
unidades de la den-
sidad volumétrica
de corriente son
amperios entre
metro cuadrado (no
metro clbico)
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TEMA 12: MAGNETOSTATICA .

12.1 Corriente eléctrica

Denominamos corriente eléctrica a la carga que atraviesa una determinada seccién por unidad
de tiempo:

]:—Q- o bien :g—’g

t dt

La unidad de corriente eléctrica del sistema internacional es el amperio (A).

12.2 Densidad de corriente

La corriente eléctrica hasta ahora se ha presentado en forma de corrientes filiformes (cables
sin seccién, como sucedia en bachillerato) pero a partir de ahora también se va a presentar en
forma de distribuciones superficiales o volumétricas. En ese caso utilizamos la densidad de
corriente que es una magnitud vectorial que describe la corriente que circula sobre una
superficie o bien la corriente que circula por un volumen.

Densidad volumétrica de corriente

dl . dg
ds dsdt

J, = — i (Am?) obien J, (A/m?)

1L
S

A partir de la densidad de corriente volumétrica puede obtenerse la corriente total que circula
por un volumen integrando:

I = [[J,dS = [[J,ds &)
En particular, si la densidad de corriente es constante tenemos que:

o= [[J,ds = J, [[ds = J,-5 @)

Densidad superficial de corriente

J =—§—«ﬁ (A/m) o bien js a; dq_;

= ey = u (A/m)
dl dldt

A partir de la densidad de corriente superficial puede obtenerse la corriente total que circula
por una superficie integrando:

L= [Jedl = [Jdl (A)
En particular, si la densidad de corriente es constante tenemos que:

I = [Jedl = Jg[dl=Jg-1 (A)
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Ley de Lorentz

Recuerda:
Una corriente
filiforme es un le

Este caso particular
= es muy habitual

Importante:
Normalmente se
llama B al campo
magnético pero
esto no es correcto
yaque Beslain-
ducccion magnética

Importante:
No existe potencial
magnético
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12.3 Fuerza asociada al campo magnético

Fuerza debida a un campo magnético B sobre una carga puntual g:

: e q(ﬁx‘é) |

Fuerza debida a un campo magnético sobre un diferencial de corriente filiforme:

dF = I1(dl xB)

Si ahora queremos calcular la fuerza que ejerce el campo magnético sobre el total de la
corriente filiforme lo que hacemos es integrar:

ﬁ'z[jdixf?

Caso particular: si la corriente filiforme es rectilinea y la fuerza constante a lo largo de toda la
longitud entonces:

F = I(xB)

12.4 Campo magnético

La carga en movimiento crea un campo que llamamos campo magnético, se denota como H
y se mide en Amperios/metro (A/m). Por tanto, la corriente eléctrica I es la fuente del campo

magnético H .

Nosotros habitualmente calcularemos B que es la induccién magnética o densidad de flujo
magnético, se mide en Teslas (T) y su relacioén con el campo magnético es la siguiente:

B=uH
Donde u es la permeabilidad del medio que se mide en Henrios/metro (H/m).
Es conveniente recordar el valor de la permeabilidad en el vacio: g, =47107 N/4°

El campo magnético no es conservativo por lo que no lleva asociado una funcion potencial
(no deriva de un potencial).

Cuando nos pidan calcular B tendremos dos métodos (analogamente al campo eléctrico):

- Aplicar la Ley de Ampére
- Método de las aportaciones infinitesimales (basado en el principio de superposicion)

Pasamos a analizar cada uno de estos dos procedimientos.
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12.5 Ley de Ampére

La ley de Ampére permite resolver algunos problemas magnetostaticos de forma similar a
como la ley de Gauss permite resolver determinadas situaciones electrostaticas. Para
conseguirlo es necesario que la variacion de la intensidad de campo magnético tenga una
forma de variacion sencilla y conocida a lo largo del contorno sobre el que se aplica la ley de
Ampére.

q dd =1, < dBd =upl,

Lo que traducido a palabras quiere decir que: “la circulacion de la induccion magnética a lo
largo de una curva cerrada es igual a la corriente que agarra multiplicada por la permeabilidad
del medio”.

A partir de la Ley de Ampére se puede obtener el campo creado por muchas distribuciones
simétricas de corriente.

12.6 Método de las aportaciones infinitesimales

“La induccidén magnética producida por un elemento de corriente estacionaria en un punto del

espacio, es un vector perpendicular al plano formado por el elemento de corriente (d I )yel
punto, y cuyo sentido viene dado por la regla de la mano derecha”.

(ley de Biot y Savart)
Para calcular el campo creado por una corriente eléctrica (cable) nos basamos en el principio
de superposicion, siguiendo los siguientes pasos:

1*" Paso: Cogemos un “trocito”(elemento diferencial de corriente) de nuestro cable, este
trocito sera di . senbide de d€ = sentido de I

2° Paso: Calculamos el campo eléctrico vector que crea ese “trocito” con la formula de
Biot y Savart, y 1o dejamos en funcion de una sola variable

(diferencial de campo que crea el diferencial de corriente)
3 Paso: Integramos el campo magnético que acabamos de calcular, en todo el recinto de la
Distribucion cargada (lineal, superficial o volumétrica). Esta integral sera siempre
integral simple, pues en el paso anterior hemos dejado el integrando en funcion de

una sola variable

(Ver aplicacion en los problemas de clase)
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12.7 Energia Magnetostatica

La energia magnética de un determinado volumen viene dada por la siguiente expresion:

Wy =3 L Beray = 3 ([ ar = L [f]

donde la integral se extiende a todo el volumen donde se quiere calcular la energia. Al igual
que con el campo eléctrico, si en ese volumen el campo toma diferentes expresiones entonces
tenemos que hacer distintas integrales cada una con la expresién del campo correspondiente
en cada region dentro del volumen.

B av (Julios)

12.8 Campos magnéticos mas usuales

Campo creado por un cable indefinido

El campo magnético creado por un cable indefinido a una distancia 7 del mismo se deduce
por la ley de Ampére (también se puede hacer por aportaciones infinitesimales) y viene dado

Campo creado por una espira circular

Sea una espira circular situada sobre el plano XY, centrada en el origen y de radio a. El campo
magnético sobre el eje z viene dado por:

2
B - i,

Te puedes imaginar | Solenoide muy largo (o indefinido)

un solenoide como . T . . .
un montén de espi- | UN solenoide es un cable enrollado a una superficie cilindrica. Suponiendo que el solenoide
ras puestas una tiene su eje a lo largo del eje z el campo en el interior viene dado por:

encima de Ia otra
de manera que _

‘orman un “tubo” = m
ndefinido B = unlu,

Fijate que el campo | Donde 7 es el niimero de espiras por unidad de longitud (espiras/metro).
dentro de un sole-

noide es constante

Cable coaxial

Sea un cable coaxial de radios a, b y ¢ orientado a lo largo del eje z. El campo magnético
viene dado por:

—g’—l——%ﬁw , 0<r <a
7 a
2R a<r<b
E(r)': d 2rnr ° ’ o
ul A-rt .
—é—y—p—wr(cz——bz) Ll¢ . bSI"<C
0 , C=<r
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TEMA 13: INDUCCION MAGNETICA :

13.1 Flujo magnético

Definimos el flujo magnético a través de una superficie de la siguiente forma:

® = [ BdS  (Webers)

en caso de que el campo magnético sea constante a través de toda la superficie podemos
sacarlo de la integral y entonces nos queda:

® = B-S

13.2 Ley de Faraday

La primera expresion de la Ley de Faraday es la siguiente:

J D]
[em =

- O rr ~
o cchdl - —B;ILBdS

donde la fem es la fuerza electromotriz inducida y se mide en voltios.

La segunda expresion de la Ley de Faraday es:

fem = cjc(ﬁxé)di

Ambas formulas vienen a decir lo mismo. En definitiva se han encontrado dos métodos de
producir variacién temporal del flujo y, por tanto, fern inducida. Estos métodos son, por una
parte, la variacion temporal de la induccion de campo magnético y por otro el movimiento
del circuito donde se mide la fem inducida.

13.3 Ley de Lenz

Se trata de una ley cualitativa que interpreta el signo de la ley de Faraday y nos da
informacion sobre el sentido de la corriente inducida. Se enuncia de la siguiente forma:

“El campo magnético inducido tiende a oponerse a la variacién del flujo creado por el

campo magnético inductor”

Una vez conocido el sentido del campo magnético inducido (que puede ser igual o de
sentido contrario que el campo inductor) utilizamos la regla de la mano derecha para
determinar en qué sentido debe circular la corriente inducida que genera dicho campo
inducido. '

Aunque exista campo magnético inductor, si no hay variacién de flujo, no habrd campo
magnético inducido.
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13.4 Coeficiente de induccion mutua

El coeficiente de induccion mutua entre dos corrientes filiformes se define como:

D, .
L,, =—= (Henrios)
t
esto mismo dicho expresado con palabras significa:

I Flujo que atraviesa el contorno C, debido a la corriente /|

2,1 . .
Corriente que circula por el contorno C,

Siempre se cumple que L, coincide con L, ,. Ambos coeficientes también se les nombra
M:
Ly=L,=M

13.5 Coeficiente de autoinduccion

Si ahora tenemos un solo circuito por el que circula una corriente de intensidad 7/ , la

corriente creara un campo magnético B que atraviesa al mismo circuito, creandose asi un
flujo:

O, =L = L= % (Henrios)

La autoinduccion es la 1
caracteristica principal

de una bobina (igual . . .,
que la capacidad loes | donde L es el coeficiente de autoinduccion.

de un condensador)

13.6 Valor medio y valor eficaz

El valor medio de una sefial periddica es:

1 1 .
V0> = [ vydr (vottios)

El valor eficaz de cualquier sefial periddica es:
_ 1 7 2 d :
Vv, = —]:L v (t)dt  (voltios rms)

L . A
NOTA: El valor eficaz de una sefial sinusoidal v(f) = Asen(wr) es siempre v, = —\7_2~

Este resultado se utiliza
con mucha frecuencia
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TEMA 14: CORRIENTE ALTERNA

En corriente alterna todas las fuentes de tension del circuito deben ser de tipo sinusoidal de la

El valor eficaz (sélo
para sefiales sinusoi-
dales) se define
como:
v

eficaz

4
2

Recuerda que:

T
sena = cos| @—=
( 2]

Muy importante:
La impedancia es un

ndmero complejo al
ser el cociente de dos

numeros complejos

forma:

v, (1) = Acos(wr + @) 6 v, (1) = Asen(wi + @)

Ademas por ser la tension una sinusoide también lo serd la intensidad 7, (7).

Para poder analizar el circuito todos los generadores deben tener la misma pulsacion (frecuencia
angular).

Definicion de fasor

Antes de nada, es importante dejar claro que un fasor es un niimero complejo.

Para una fuente v, (r) = Acos(wi +¢@) su fasor asociado siempre es V, = 4e »

En caso de que la funcién sea de tipo seno la transformaremos a coseno de la siguiente manera:

/4
=@-——

v, (1) = Asen(wt + @) = Acos[wt%—qo—%) = Acos(wt+go’) con ¢ 3

Definicién de impedancia

Sean V e I los fasores asociados a las sefiales sinusoidales v(¢) e i(f). Definimos la
impedancia Z de un elemento pasivo en un circuito en corriente alterna como:

P

=7 ©

Las impedancias se asocian dentro de un circuito de la misma forma que las resistencias en CC.

Im(Z)

t ==
577 Re(2)

Desfasaje ¢ de I'respecto de V-

Factor de potencia: cos¢ =

total

Impedancias de los elementos pasivos en corriente alterna

Impedancia de la resistencia:  Z = % = R
- |14 1 1
Impedancia del condensador: 2 = — = —— = ———j
1 jwC w(C
. : |
Impedancia de la bobina: Z = 7 = jwlL
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TEMA 15: ECUACIONES DE MAXWELL .

Las ecuaciones de Maxwell no son mas que las leyes de Gauss, Ampere y Faraday estudiadas en
los temas anteriores. Maxwell modifico la ley de Ampere afiadiendo un nuevo término. Gracias
a este término quedaron relacionados el campo eléctrico y el campo magnético.

Ecuaciones de Maxwell en forma integral

. O er = =
(§CHd = I+—5—t<ﬁ9DdS (Ley de Ampere)

q Edl = - o (Ley de Faraday)
¢ ot

(ﬁg DdS = O; (Ley de Gauss)

@SEa@:o

Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial

VxH =J + %{—- (Ley de Ampere)

VxE = ———  (Ley de Faraday)

V-D= P (Ley de Gauss)

V-B=0
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APENDICE MATEMATICO .

En este apéndice hemos recogido aquellas herramientas matemaéticas que son necesarias
para abordar los problemas de Fisica pero que todavia no se han explicado en las
asignaturas de matematicas.

¢ Longitudes, superficies y voliimenes basicos

-Longitud de una circunferencia de radio R: [ =27zR

-Longitud de un arco € de circunferencia: [ =6R

-Superficie de un circulo de radio R: S = zR*
. . 0 .,

-Superficie de un sector circular: S = -2~ R

-Superficie de una esfera de radio R: S = 47 R>

4
-Volumen de una esferaderadioR: V = §7Z'R3

- Volumen de un cilindro de radio R y alturab: V = 7R*h
-Superficie lateral de un cilindro de radio R y altura h: S= 27 Rh

e Conversion de integrales dobles y triples a integrales simples

Las integrales dobles y .y , . .
triples se explican en | ara todos los casos suponemos que f(7) es una funcién que varia con la distancia al

Mateméticas. Nos’ot_ros centro del soélido 7.
de momento en Fisica

lo que haremos sera
transformarlas en -Integracion de un disco macizo
integrales simples

j L f(r)ds = j f(r)2xrdr
-Integracidn de un cilindro macizo
j j L frydv = j f(r)2xrhdr
-Integracion de una esfera maciza
J’ j f(rav = j F(r)axr dr

Si la integral no tiene integrando (el integrando es 1) tenemos que:

[ar=1 [[as = s [[[av =¥

Recuerda que:

jdxzx
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TRIGONOMETRIA CIRCULAR
1
sen 4 = — cosecd = =
sen A4
[
a
cos A4 = é secAd = - E
A c cosd b
b
tgA=SenA=—q cotg 4 =-——-—1 =—é
cosd b tgd a
Ecuacion fundamental: sen” 4+cos®> 4=1
Valores exactos de algunos angulos
o | send | cosd | g4 o | Pt
0° 0 1 0 0° 0
30° 7/6
1
30° 5 %—3- {i 45° wl4
60° /3
45° —\2—2—- —\2—2—- 1 90° /2
\/2: ) 120° 2z /3
60° > 5 NE) 180° P
270° 3x/2
90° 1 0 0
Reducciodn al primer cuadrante
—A 90°+ 4 90°~4 | 180°+4 | 180°—4 270°+ A4 270°— A4
sen —sen A cos 4 cos A —sen A sen 4 —cos A —cos 4
cos cos A4 —sen A sen A —cosd | —cosA sen A —sen A
tg ~tgA | —cotgAd | cotgA4 tg A —tg A4 ~cotg 4 cotg A4
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Senoc Coseno
Suma sen(A4+ B)=sen Acos B+cosAsen B | cos(A4+ B)=cos Acos B—sen Asen B
Diferencia sen(A—B)=sen Acos B—cosAsen B | cos(A4—B)=cosAcosB+sen Asen B
Angulo doble sen2A4 = 2sen Acos A c0s2A4 = cos’ A—sen’ A
. l-cos A4 A I+cos A
Anguio Mitad sen’ = = ——22 cos’ = = ——22
2 2 2
e’ =cosAd + isen A e =cosA—isen A
Exponencial ” ;A y “
: “re T -e
compleja cos A4 = sen 4 = -
2 2i

Transformaciones de productos en sumas

Transformaciones de sumas en productos

SenAsenB:‘;‘(COS(A”B)“COS(A+B)) senA+senB=2senA;BcosAgB
COSACOSB:‘;‘(COS(A“B)+COS(A+B)) sen4 —senB = 2cosA;BsenA;B
senAcosB:—;—(sen(A——B)+sen(A+B)) cosA + cos B = 20OSA-;BCOSA-Z—B

cosAd — cosB = ZSenA;BsenB;A
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FISICA 1
Ejercicios de clase
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Femas

Ejercicio 3 § Dos moviles 4 v B viajan a lo largo de una recta en el mismo sentido, siendo sus
3 3 2
velocidades v, y vp. Cuando A se halla detrds de B a una distancia de d metros, es
., . 2 .
frenado con una aceleracion negativa de — a m/s”, que se supone constante. Demostrar que,
para que exista choque entre los méviles, es necesario que v4— vy > (2ad)">.
pl B
ke d= P =" e
. i Y
Eﬁ g 1 4 S—
Vs
Yo

S (A
‘20\0( = 'ZG’\ (‘”63"‘{@@)% Q/Q (\;;%»\IZ;F\)JC% + /Z/@\(%«tiz)

QM“““-—-&

V2ad

- 20\(@3“’%@ + 20&(%*{5»%;;){* + G\(Leﬁz
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Telecomumcf;‘f; Desde un globo que sube con velocidad constante de 24 m/s se deja caer una bomba que explota

al llegar al suelo. Si el sonido de la explosion se oye en el globo 12 segundos después del

Problema 27 del} Janzamiento /cual era la altura del globo sobre el suelo en el momento del lanzamiento?. La
cuademnillo de clase |\ o14cidad del sonido es de 340 m/s, g=9.8 m/s.

Tenemos los siguientes datos en el enunciado: Y 4
v, =24 m/s l g D g
A
t, =125
ve =340 m/s ,
, h
g=98m/s"
¢
A continuacion, vamos a ir explicando las ecuaciones A

necesarias para la resolucion:

s (Caida de la bomba desde A hasta C
Hay que tener en cuenta que la bomba, al salir del h
globo, tiene velocidad inicial igual a la velocidad del

globo v, . Es decir, la bomba empieza subiendo hasta

que detiene su ascension y entonces empieza a bajar, o

sea, un tiro vertical: , C
Fijate que la ace-
leracion de la 1 )
gravedad ges Y = Y, vl ——gt
siempre negativa 2

por que esta
referida al eje Y. . . .
Ahora bien, para obtener el tiempo /. que tarda la bomba en llegar desde el globo (posicion
A) al suelo (posicion C) tenemos que hacer la altura y = 0. Ademads tenemos que la altura
inicial de labomba es y, =/ y su velocidad inicial, como ya hemos dicho, es v, = v,. Con

todo esto obtenemos la primera ecuacién:

1 1
Y=, +v0t-—§gt2 = 0= htv, —Egrjc [1]

¢ Expansion del sonido desde el suelo hasta el globo.
Se trata de un MRU. La altura total que debe recorrer el sonido desde C hastaDes y = h+h'

donde 7, es el tiempo que tarda el sonido en recorrer esta distancia:

h+h' =0+ v, [2]

e Espacio /' que sube el globo desde que suelta la bomba hasta que escucha el sonido de la
explosion. Se trata de un MRU:
W =v.t, [3]

¢ Tiempo total desde que la bomba sale del globo hasta que se escucha el sonido de la explosién
en el globo:

L+t =1, [4]
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Por tanto nos encontramos con el siguiente sistema formado por cuatro ecuaciones:

] O=h+vi,- %gtjc

[2] A+ K =vy,, Sistemas de 4 ecuaciones con 4 incognitas: i, A, t ., 1.,
3] H=v.,

[4] lp=1ly+ 1oy

imi 1
Eliminamos la ecu- 1 O=h+vi —— [2 i
acion [3] sustitu- [ ] Gt AC 7 g1y

yéndola en la [2] . . . .
2] h+ vt =vd,, Sistemas de 3 ecuaciones con 3 incognitas: A, f

[4] lp= Lyt lcp

AC> [CD

Numéricamente, sustituyendo todos los datos:

_ 1 2
U} 0=h+ 280,598 1 1] 0=h+24r,. 4.9,

[2] h+24-12= 340tcp = [2] h+288= 34OtCD
[4] 12= LictIep [4] 12= Lictlcp

Resolvemos despejando /2 en [1]y despejando ¢, en [4]:

[2] h=3401., 288

= h=340(12-¢,.)-288 = h=3792-340¢
[3] tCDzlz"tAc } 0 AC) e

y ahora sustituimos en [1]:

O0=h+24,,—495, = 0=3792-3401,. + 24t~ 496, = 49£.+316t,.— 3792=0

La segunda n316i\/3162_4.4’9.(_3792) ~316+ 417.3 {tAC=IO,34s
soluplon’n_o tiene tAC = = =
sentido fisico 9.8 9.8 Ws

Por altimo:

h=49¢t,. —24t,. = 4,9-10,34> - 24.10,34 = 275,7m

AC

Solucion: h=2757m
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Tema 2
Ejercicio 5

Desde una altura de 80 m se deja caer un cuerpo en el mismo instante en que se lanza otro
desde el suelo hacia arriba con una velocidad de 50 m/s. Calcular:

a) El tiempo que tarda en cruzarse.

— b) A qué altura se cruzan.

c) Qué velocidad tiene cada uno en ese momento.

d) Doénde se encuentra el segundo cuando el primero llega al suelo.

‘:}ii} = FCwm

tj-' fj(i)': U;{;;\t + ,21 c«&{z-&
Vts) = Uiy at

© (i)

L

? V{f) = O+ ot -93,8C ;

H o

B) 'y = 0w 5ot + 4 5) &
i 50+ (-3,5)

S
~
e
§

i_) ‘i N £ sf’vx%}i:z T den ;‘ﬂ:{ Gyt €y o SR EC v e

I

CLKC&Y}(;G 5S¢ CYriFavt = :‘)(:&);’BC}:)

e

Yoy = €O = 2 2 5 0 - 2-t*- 50¢ - 2

2
- L _ 9.5 42
AN A N oy

[

ViD= "~ Y Y = 50 (a,6) L (9.9 (a%)*
/31(* )’j B I S

Uy (= 3*@*:,3? L€ = —45€F vy

SO - 3{* "}Ci 22 W:/S(

2 . Z ) 7 i
)= 5004 25 wont s 127 o]
é?‘é\\ ?Mﬁ:ﬁé gxf&'{ﬁl €.§ 3& :)&} - C} ) v

) %‘% - R - . R
Y =0 > §0- 2 ¢%z0, XN ZI0 L Loq
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Temal

E;ircicio 71 Un ciclista cesa de pedalear y adquiere una aceleracién que viene dada por la expresion
a=~kv’ en donde k es una constante y v la velocidad. Suponiendo que dej6 de pedalear
cuando llevaba una velocidad de 10km/h y que transcurridos 30 segundos la velocidad

disminuy6 hasta los 4 km/h; calcular:

a) El valor de Ia constante k.
b) La expresién que determina la aceleracién cuando cesé el pedaleo.
¢) La distancia recorrida en un tiempo 7.

{Ti:wi{?*,.giv,_,' L
U =37 ; Ka(f“%

<:{>§i€{s{ wres s lec.

=0 > G0k =2 FGm )
t= 30s => i;z ALK/ = 4,44 ™ Je

Johabe Yhav kel

© VT g

T - K (30 ~C>) = - i ‘L _ =~
m = (451 €¥%) - Ve W&
1 -4 - e <

’3OK¢ —

Gz - ky-t
kV {S“i(} €S ol = (?\(V") ‘3 30 3\,\\ €5 [oX ‘&KC“F}

v\?(@b*‘b \;,«\}(H —s @&:vKC\;~(+}] mc;g\{*f)

S KvE- Z\% ;ﬁ. kAL .j"_&’
“te

U"’Z
Vo
o1t s ’
K1 ‘6,:”::{" 'wk%(ﬁ”@)z«“};*(%_}"
¢ Vg ! i L}‘j(g Ve
= - e A
{Cﬁaf R(w;)) T ™ KR (G j, \
= - goi < oo re
.,«::tg{ % ﬁs)% \#,M,
)
-g‘* C)XY‘ . 5 s
J‘% ; j j \}“‘Cfit
e
2 ) A Corh)- r{ &) - ¢ sosdt
Godt+e,3¢ aoINEresC w?l oo E163

— gt
;_L é @,Oi%{; +0,3¢ g = e Qh(ﬁ,§?§f4fé3€)lﬁ
{ Y”(:;‘) C,C}i§ h @, Bé ; C@icj &
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TEMA 3: MOVIMIENTO RELATIVO

Una plataforma circular de radio R=1m gira con velocidad angular constante @ en un plano
horizontal, alrededor de un eje que pasa por su centro O. Un punto P parte de 4 y se desplaza
sobre la plataforma siguiendo el segmento AB con velocidad relativa constante v, =0.2 ms™

Ejercicio 1

Se supone que en el instante inicial, el sistema de referencia fijo (0 D AvA ) y el movil

(O, XY, Z ) coinciden, como indica la figura.
Cuando la plataforma ha girado un dangulo ¢ =7/4 en el sentido indicado, P se encuentra en
el punto medio del segmento AB. En esta posicion, determinar:

a) La velocidad angular de la plataforma.
b) La velocidad absoluta de P expresada en el sistema fijo.
c) La aceleracion absoluta de P respecto al sistema fijo.

LYIEY

B
\4 50 —\\ o

W= w (-&)

Sishermen ﬁ&‘?”‘” ’\‘}f*Jf‘%‘( j G =0

N Eoyl
35\'91’7‘?5*\ mévil - 3(3 ’j %‘[ Z =z
t = 4 #
‘t = é‘x“\ffif
o U2 73
G, . Vi- G -
; Uy = X350, 4 V2
Sz e, 2
x 5 W5 = A
. % k4 €
| \ ® /B
™
"M q"x%é‘§
A
Vv = U K me V. f—e@i{v@i {rasiac’ié}\ Ae b
. L ‘ _, e sobie AT
w = Wwlhuz)=w(-& / :
VLD ey arvashie cotacian del disco
g’}
W | K%
. ¢ de P e v e A o /2
w=che “ %if T v - 79, 2
# . , A X=X + Vo 0t + L a?
=Wy en &l misme t X@;«g orel © * g ol ;—f“\ “““
engve P v cde A o AD ="V t02¢ Cﬁ’:f,» o'y 5
2 (Q)'?)x%ca MeU
- , — W . @’%t4wx£’2
G =0'222 (-Ug) “ . - T
ar w ¥ LM S 5222 rad,
QMCZf«PLth /@”z{ 5 <, raci{s\
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Ejercicio 2§ Un cilindro de radio R=1m y altura H =1m gira con velocidad angular constante dando
una vuelta completa en 5 minutos. En la posicion inicial (indicado en la figura), hay un
insecto en reposo en el punto 4. Cuando el cilindro comienza a girar el insecto sube
verticalmente por una generatriz del cilindro, con aceleracidn relativa constante, de forma
que cuando el cilindro ha girado un angulo de 45°, el insecto ha recorrido exactamente la

altura H . Obtener, expresando el resultado en el sistema movil (Om )y en la posicion

final del insecto:

a) El vector de posicion.

b) La velocidad relativa y la velocidad de arrastre.

¢) La aceleracion relativa, la aceleracion de arrastre y la complementaria.
d) La velocidad absoluta expresada en el sistema fijo.

e) La aceleracion absoluta expresada en el sistema fijo.
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Bjercicio 2 | Si se desprecia el peso de la polea v el
Tema y | coeficiente de rozamiento entre la masa A y el
o plano es p = 0.2, calcular la tension de la
e cuerda y la aceleracién de los cuerpos en el
sisterna de la figura.
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e

E Trvig iy

" | Un arco circular de alambre de radio R esta -
situado en un plano horizontal. Una bolita
atravesada por el alambre y de masa M, puede
moverse sin rozamiento a lo largo del mismo. La
bolita esta unida mediante dos muelles iguales
de constante elastica k y de longitud R/2 cuando
no estan deformados.

Ejercicio 3

a) Calcular la aceleracion de la bolita en el
instante en que se suelta desde la
posicion dibujada en la figura.

b) Hallar la fuerza que ejerce el alambre
sobre la bolita y la que ejerce ésta sobre
el alambre.
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Ejercicio 4 | 0T un plano inclinado liso se suelta una bolita con velocidad v . ;Qué distancia horizontal

recorrera antes de deslizarse fuera del plano? La linea de maxima pendiente del plano forma
45° con la horizontal. ;Cuél es la maxima altura sobre la horizontal que subira?
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?:f‘e r=rv, +Vst EY (*’*K’E;;“ti

:;'CE G;ﬁaézﬁz’:_b—

\7(152) = \}33 3"‘33 45, = »«"> \Feﬁ 3(‘535‘1'5—%2
=0 Ve = B - 00 Uyt - S0

hmdn= O+ Uz %A,'f: - Qces “fSLte)z ,,,,,,,,

U=uU,+ &t }

-4 el at?
Y= 1+ h&"t"}%ékt

*
xz%){{i; %iz"\;‘i’; E ‘J;y‘ {ii“(};%% 2 Q+f&3
| }ccscfﬁ ?’f‘*
Vo= 902 X

]"’ma’sx = \}’cj“tz - 5—22({2)?'

www.monteroespinosa.es - Clases de Fisica 1 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355



www.simplyjarod.com

Ejercicio 5 Tres bloques del mismo material se encuentran apilados como se ve en la figura. El
coeficiente de rozamiento entre el bloque mayor y el plano horizontal puede despreciarse.
Determinar razonadamente el minimo valor del coeficiente de rozamiento entre los bloques
que permita a estos desplazarse conjuntamente cuando se aplique la fuerza horizontal F.
Datos: F, m, g.
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TEMA 5: TRABAJO Y ENERGIA

Ejercicio 1 | Un bloque de 20 kg es empujado sobre una superficie horizontal sin rozamiento, por una
fuerza F|, que forma un dngulo @ con la trayectoria. Durante el movimiento, la fuerza aumenta

segun la relacion F = 5x, donde [ estd en newtony x en metros. El angulo varia también

segun la ley: cos@ = 0,70 — 0,02x. ;Cudanto trabajo habra realizado la fuerza mientras el

cuerpo se ha desplazado desde x = 10 m hasta x =20 m?

dw =g F-dr = Fdv cos ©
= 5xdx- (0, 7- 002 x)

Ze i .
{ W = ) (3;5%»&;.”11)(2)3*\%* [3i5 :%2‘ o, 3 *
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Ejercicio 2 | Cajcular el trabajo realizado por la fuerza F =(3* —x")i, + 3xy u, para trasladar una

particula desde el punto (0, 0) al (2, 4) segiin los siguientes caminos:

a) Por la recta que une dichos puntos.

b) A lo largo del eje OX, desde el origen hasta el punto (2, 0) y, desde alli, paralelamente
al eje OY hasta el punto (2, 4).

¢) A lo largo de la parabola y = x°. ;Es conservativa dicha fuerza? (F, x, y, en unidades
arbitrarias).
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Ejercicio § Un bloque de masa A, esta suspendido mediante un hilo de longitud L y masa
despreciable. Una bala de masa m, que se mueve siguiendo la horizontal del bloque,
— con velocidad v;, impacta con éste atravesandole y saliendo con velocidad v, =1/5 v i
/ Determinar: ‘

a) Laaltura h que seelevael c.d.m. del péndulo, suponiendo que no hay
pérdidas de energia.

b) La pérdida de energia mecanica, si la altura alcanzada por el péndulo hubiera
sido de 3/4 h.

SONNNAN
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Ejercicio 6 | Una particula de masa m = 2kg se mueve en un campo de fuerzas cuya energia potencial es

E, =x*—8x"—1, en unidades del S.I.

a) Calcular las posiciones de los puntos de equilibrio estable e inestable.

b) Silaenergia total de la particula es de —10 julios, obtener la velocidad méxima de la
particula y, graficamente, identificar las zonas en las que puede moverse la particula,
indicando el tipo de movimiento que realizara.

¢) Determinar la aceleracién de la particula en el punto x =1 m.
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TEMA 6: SISTEMA DE PARTICULAS

Ejercicio 1 Calcilese la posicion del C.D.M. de los siguientes cuerpos:
a) una placa cuadrada homogénea de densidad p y de lado a.
b) una placa triangular homogénea de densidad p, de base B y altura H.
¢) un sector circular homogéneo de densidad o, de radio R y angulo interior «r .
d) una barra de longitud L de densidad: p(x) = ax, xe[0,L].
e) la placa homogénea de la figura de densidad p.
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Ejercicio 3 | Dos particulas de masas m; = 1g y m, = 10g se aproximan a lo largo de una recta
llevando cada una de ellas una cantidad de movimiento de 100 g cm/s.

a) (Cuél es su velocidad relativa?

b) (Cuél es la velocidad del centro de masas?

¢} Cual es la aceleracidn del c.d.m.?

d) ;Cudl es la energia cinética total?

e) Sila masa m, sale del choque con una velocidad de 50 cm/s y una desviacion
de 30° respecto a su trayectoria inicial, ;cual es la velocidad de la otra masa?

f) (Cuél es la energia cinética total después del choque? ;Cual es la variacién de
la energia cinética Q7
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Ejercicio 4 | Un bloque de masa M, se halla en reposo sobre una superficie horizontal. El
coeficiente de rozamiento es . . Entre el bloque y una pared vertical se fija un muelle
de constante k, inicialmente no deformado. Una bala de masa M, alcanza el bloque y

se incrusta en él. Hallar la velocidad inicial de la bala en funcién del desplazamiento
méximo x delamasayde M, M,, 1, k, g.

2 poctes
@ Chogwe bale -masa

ANTES (¢ - dt) CHOQUE ¢ DESPUES K+dD)
Spe_xﬁétr ZIQ_X} =0 = mAV:dlmv)
\LB@Q ’P = My = C‘Q 4’"”‘/'/

% v %,

Poco e/\ c\'\oqﬂo\ e }n\Qresa Cng?r\‘\( &Q
Sichemoe = bolo « Blogvc

Moy Vg v Mgp \F«BA: ¢\\€

m J- 4 I L e T . ~
Bl Ve, o *Mga Vpa, © MBe Vo Y MeaVea, = mogy Ty

SIS+

mb(—\r/%o rmMmaen VtBAo = (MBL‘MBA) \71:
O Laesm T T T T e e

. ’mz Uo = (M, + m,) U

Mo vt mi tm\o AQ\ &b\og'\,c con ko\x:ox(m Qv'\ccvkslaclo\

Emad - Evmeco
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Ejercicio 6 ] Un proyectil explosiona en tres fragmentos de masa m, =2kg., m, =1lkg y m, =3kg
tal y como se muestra en la figura. Los modulos de las velocidades son v, =1m/ s,

v,=2m/s, v,=4m/s . Calcular el vector velocidad justo antes de la explosién.

—

Vs
30°
45° Vl
Vs
T . - .5 Olbkk L (m ) ol\ - \
Z_ng{er\ores— m C&::TY\———(-;_, O’-I-{___i_: —J-I:—;O:>'P;c"€

miV\IO + mzuéo * img V}o = My V; . my \E + mg Vi

3

Lmi*""‘zT my) \T;’ = miﬁ; + "“z-\j}_ +m3\,§
0;_"" i Wy my = ij
NL = 2 (cos‘15°a* —Sen‘tsc’q)) my = 1 ké
\73 = A (cos 30wy + Sen30°q3) my = 3 1{9

Q‘np‘mum;) Vo = ml\},_» m, \7‘2 + m3“\‘f3
(2 +4+3) W = 2. 3ax+2 (cos 5%ax - sends°ay) 3 (o3 30%x

. . ‘FSGnBOj)
CVUs= 2dx+ UZ ax - \)’iabuz(\’% R+ 5 ay)

C T, = 204+ V2 &y - \G,JJFGU";J\\(+ 6y
6 o= (24V2+6VR) Ry + (6 -Vv3) ay

= (2'3)Ux * (o0,¥6)4
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TEMA 7: SOLIDO RIGIDO

Ejercicio 1} Hallar el momento de inercia de los siguientes cuerpos homogéneos con respecto a los ejes
que se indican:

a) Varilla delgada de longitud 1 y masa m respecto a un eje perpendicular que pasa por
un extremo.

b) Varilla delgada de longitud 1 y masa m respecto a un eje perpendicular por su centro.

¢) Hoja cuadrada de lado L y masa M respecto a un ¢je paralelo a uno de sus lados y que
pasa por su centro.

d) Tubo cilindrico de pared delgada de masa m y radio R.

¢) Cilindro macizo de masa m y radio R.

{(trasiacidal §j Pt T?‘Ci?”ﬂ?
= 80 pa* e
) ém;
o »
X
by ¢ ﬂ
*=7 i G“ 2} e w7 E’Z x =, - @
i - > X j X% dix %[;’fjm 8
i‘*‘;g—-s&m::)ﬂix x;"é}a = = =-g/g B
m W) (o3 2 |
=7 [55 T =m0 Ja)

é{) ‘i\ﬂ?’}g}‘é}\tﬁ{ @ﬁf%g} H

F
e &
%?‘”Qé'??‘ij&fé\ééfé gﬁ%ggf}g{’

iﬁ:;

X = é’z

o= o ifz
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Ejercicio 2 | 10s hombres de igual masa m, se hallan de pie en los extremos del diametro de una mesa
giratoria de masa M = 2m y radio R. La mesa gira alrededor de un eje vertical con

velocidad angular @y. En un momento dado los hombres se acercan simultaneamente al
centro de la mesa. Calcular:

a) Valor de la velocidad angular con que girard la mesa.
b) Trabajo realizado por los hombres en su movimiento.

1
1
¢) En su recorrido hacia el centro de la mesa, ja qué ;
distancia del eje experimentaran los hombres la !
maxima fuerza centrifuga?

i oy e o Y g
= géﬁzﬂf’% = gy ééi —p 57 yﬁé =y mmEy m(% = O = ¥ %;‘i; = che

X N
C S i}ze { =C ( R ne da me rmenios t”"fimé?ﬁ)
A‘E j ; S , .
Z“‘Q’x L:: che i = Jo 4 Jo
' pnbes digce  masas
- c&nfs - Y U
;:: =1 We M=2Zm /?M?z 2 mR?
. S'P e -
Loexle =de W Te = BDmRA*
- 9 — Ankes
i .,p“'l C& T = o - I(}
A C?‘(* = ™ &SP cf\{&CC:Z mﬁsc&j{,},)@
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i . T [ 2 .
-z tete = g mRIBwW)? - L (3mR?Y o =

T
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v
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Ejercicio 2

centro de la mesa. Calcular:
a) Valor de la velocidad angular con que girara la mesa.
b) Trabajo realizado por los hombres en su movimiento.

¢) En su recorrido hacia el centro de la mesa, ja qué
distancia del eje experimentaran los hombres la
méaxima fuerza centrifuga?

Dos hombres de igual masa m, se hallan de pie en los extremos del diametro de una mesa
giratoria de masa M = 2m y radio R. La mesa gira alrededor de un eje vertical con
velocidad angular ®g. En un momento dado los hombres se acercan simultdneamente al

op
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Ejercicio 3 | Una barra homogénea de longitud / y masa A4, inicialmente en reposo, puede moverse
libremente y sin rozamiento sobre una superficie horizontal. Una masa puntual M se mueve
con velocidad v sobre la citada superficie y en direccion normal a la barra, chocando con ella
en uno de sus extremos, de forma perfectamente elastica. Admitiendo que después del choque
la masa puntual sigue sobre la misma direccion inicial, determinar, en el sistema de referencia
de la figura:

1°¢
a) La velocidad del c.d.m. de la barra después del choque.

b) La velocidad de la masa puntual después del choque.

c) La velocidad de rotacion de 1a barra alrededor de su c.d.m.

Si el eje que pasa por el c.d.m. de la barra y es normal a la superficie fuera fijo, y la barra
pudiera girar alrededor de ¢l sin rozamiento.
¢ d) ¢;Se conservaria la cantidad de movimiento del sistema?
e) ¢Se conservaria el momento cinético?
f) (Cual seria ahora la velocidad de la masa puntual después del choque?
g) (Cual seria ahora la velocidad de rotacion de la barra alrededor del eje normal a la
superficie y que pasa por su ¢.d.m.?
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Ejercicic{ | Una varilla delgada, homogénea, de masa M vy longitud /, estd en repos‘gl WS 'ﬁggu& c?g -¢om

plana horizorital, sobre la cual puede moverse sin rozamiento. Una particula, de masa A, se
. dirige a la varilla con velocidad v normal a ella, chocando con uno de sus extremos.
[ Determinar:

a) La velocidad del c.d.m. del sistema antes y después del choque. ;Depende de la -
. naturaleza del choque?
b) La cantidad de movimiento del sistema.
-¢) EI momento cinético del sistema respecto a su c.d.m. ;depende de la naturaieza del
chogue?

Si la particula se queda pegada en el extremo de la varilla después del chogue.

d) Velocidad angular del sistema después del choque.
e) Energia cinética del sistema después del choque.
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TEMA 8. EJERCICIO 1 www.simplyjarod.com

" "Jna nave espacial realiza una 6rbita eliptica alrededor de la luna. Si las alturas desde el perigeo y el apogeo a la
superficie lunar son de un radio, R, y 3 radios lunares, 3R, respectivamente. Se pide:

a)la velocidad minima de la nave en la drbita.
¢) La velocidad areolar del satélite (el area barrida por el vector de posicion en la unidad de tiempo).

DATOS: radio lunar R, =1738 km; aceleracion de la gravedad lunar en su superficie g, =1.54m/ s*; masa

pr—

de lanave m=52 Tm.

Distancia al perigeo
R, =2R, =2-1738 = 3476 km

Distancia al apogeo
Ry = 4R, =4-1738 = 6952 km

a) -
Aplicamos Ia conservacion de energla : €™M> &€
1 M 1 M m
EA::EB - —‘mVi '—G Lm = _mV; __G L
2 R, 2 R,

Ahora, como la masa de la luna M| no es dato utilizamos g, = G—‘A—l—’“— = GM, = g, R} de forma que nos queda:

R;
1, gRm 1 , gRm 11, gR 1, gk
—mVA———L#=—mvB——L—!‘-—— - _VA’._._.L__L.-—_B._..A [l]
2 R, 2 R, 2.~ R, 2. = Ry

—_ + NV \
n segundo lugar aplicamos la conservacion del momento angular L= ck@ = O;CCWW ——

] a9 Y '>Qﬂqou
- = —
L=L, = L,=L,;= Ramv§en90° = Rymv,sen90° :>i Ry, =Ry, l 2]
Por tanto hemos obtenido el siguiente sistema:
1 R R
1] _vj_&;_L:lvg__gL_L _ _ _ _
2 R, 2 Ry sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas : V,,Vy

[2] RAVA = KpVp
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resolvemos ¢l sistema:
R 4R
dela[2l: Ryv,=Ryv, =|v,="Ev, =—Ly =2 ‘
[2] 4V 4 34} 4 R, B 2R, B .i.

Sustituimos enla[1]:

1 1 R: R? 1 1 R R} 3 | 1 1
2 : _ &Yy 814 > —(2v 2_“‘;; _ &ty &1l y 22 =gR2 _
42 R, Ry 2 g R, R, 2 L

2 .‘. - -32 '
VZ:ZgLRL(_I__ 1]221,54(173810)( 11 ):445,1-103

R, R, 3 3476-10°  6952-10°

Asi pues, sacando la raiz cuadrada queda: |v, = 667,9m/s = 2404 km/h| <P=

b)

3 .
vy _ Ty 89921076679 _ 5 355 10 me /s

2m 2 2

v

aerolar

5|8

2m

Velocidad aerolar constante en toda la 6rbita (ley de las dreas): |V, = 2,322-10°m* /5 | &=
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s
Ejercicio 1 | Calcular el campo eléctrico en cualquier punto del espacio creado por las siguientes -
distribuciones de carga:

a) Una superficie esférica de radio R y densidad superficial de carga o.

b) Una esfera maciza de radio Ry densidad volumétrica de carga p constante.

¢) Una esfera maciza de radio Ry densidad volumétrica de carga p = ar.

d) Un hilo indefinido de diametro despreciable y densidad lineal de carga A.

e) Una superficie cilindrica indefinida de radio R y densidad superficial de carga ©.

f) Una cilindro macizo de radio R y densidad volumétrica de carga p constante.

g) Una cilindro macizo de radio R y densidad volumétrica de carga p = py(a-br)

h) Un plano indefinido de grosor desprecialble y densidad superficial de carga o.

Sip=rfooe ok o esten
ce mde L.

-

° Noto : Querceadbs esf=nass

Oefiienas (h WSS verter warcns O (F) (Q;db‘)
5 Rarte el oY ko, en canlaer drecseen oo el dnPonits

= U_/ml -
%:Ueds m—— _——E——— QEMrZ = E = cR*

Cor touito

T- R ]
er*

www.monteroespinosa.com - Clases de Fisica 1 - Tfnos 81 548 31 78 - 619 142 355



www.simplyjarod.com

= _ @r ——
T T e
Q& @£
e
a2 NER - LA
)
. jj€d§= ES= £ 4Ter (W)
, Py -
= £ gqi:- P4 R NE= bo=
» Ar
a& Q& c*
el trenie . —
=
'925 U;’ : (‘>Q CC.)
E- ger?
;é o ; rCR

o Gr= WPOW == \onos.-:p&\(emcbb.u\,te@m! pdq\eﬁ;perdecbfwm!
=L

V= I“AU:J &et de . 4T _r_é_j’: 2 g
=0 » 3 S




www.simplyjarod.com

e

[ , \ c
e Gr= m Pc'}d\/ = Lw« 4rrriar = j Grmorbo - /Aﬁa [_r_i]

Z | = Ter 4 ()
BT
R Eoss -
& By a— 2 sl
7(5.(‘ = 64}'/(* w[ e = il or
e 4
>R
L.
e Qr= }{‘f’c‘h}wdﬁrr a = a2 o)
(o]
( —
e “Eeﬁ= BEATT (wo)
e Gouuss
Soad
mQ. m—— 4
= E4Tr0 B = ok T
& a8
’ o , pfTTT T
adl ur . e %é- "
—é*: 4& 2 ! !
~ ~
es : -
iy >R :
4T r? ' : e
g »

Coorclerodos  allindamss -

UP 2 Verter cuwtane ove sele e -g‘é i‘-‘_j
W&deq@m poreleln
el plous XY (oxales)




www.simplyjarod.com

: @]
o P [ E S

o los tmpos okl cllirdee Pcrbqucrci’?j

_p;,\ujo a'trmlés @ ellos.

Ly bowdo
AW . K s [ —
— T 2T e | € = n \
& 2T &r o ] (%ICD

e) 3 .. ,
=5 N

N L
' ' r<n
h—-—r—-» — -
L | @T=O:=_—-_=__—=p¢$)'€dg=0==_—.p €¢Q
amdms/ T

== it o

e
——— -E'f - o
—= &
[ : r(a
—g: | O"&
-k 2k

_p) £ waswo d"“’i’f’ e bs Unms nz:sheﬁe{ cmntre okl alindro .

lrece

ey S —_ Lr
— {’W;lﬂ:%mf’% —s [ =z o




rbivacdn EeNW-Siaplyjargdicom

2
m\'kﬁ g: ‘le —
2&r x
" 4 1E|
e (J PCQ’
o, % v B
Rig e N
'E‘ |
5
e T
\j) Cilindro wamzo o £ oarokie.
TTE] s e o cle o

o —

113
H pu) PR — Epam aliekes é{; Jlr)ay = S-@r) 2T ket } —

¢

(&(& br) ‘T‘SPL\@P mpc JC&'E’JF‘&: _2.“-.&)"‘ [a—;‘ !‘;y.%]r:

€

=

= 2‘1‘1'@9"\ (Qrz‘i -~ ii) CC:)

& SS?£: €8 = E-.ZTTr‘L‘\

Fer Causs
or ) &8 ek [ ar? b |
a2 St / © Sr— ('
( - = ( - i ) = £. 237:‘;‘/}'5 ———

— |2 £(2- )5

o

| Cuichet | « &l clindre gue tierr ca@c\ésecfxqscalecsmdoﬁ @5@4&9 {
%:m».;om?l“a'n-eaf T



www.simplyjarod.com

>R
.y A R
. . p- o
L @r:*j}[?(r)é\i= > &&‘b’)iﬂr‘ﬂ dr = %2\'\‘% (% *%‘-) o~
=0 ;

e 33—‘5@ e T B

fone X4 (lndefiuct )

1 {
o G- “G’AS: G_;ECE: RS

= - “:’; S — B¥ . s =. & =
e & w &= =z
- %b‘; . e<o h'é‘mc‘
€= 725
28 |
. &




Ejercicio 2 | Una esfera conductora, descargada y de radio R,, tiene un hueco de forma esférica
concentrica y de radio R;. En el centro se sitta una carga puntual +Q.

T a) Si la esfera estd aislada, ;Cudl es la distribucién de cargas que aparecen en ella?
b) Calcular el campo y el potencial eléctrico en las distintas regiones del espacio.

€5 = anrc? amcte s
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Ejercicio 3 | Una esfera conductora de radio R, descargada, se rodea de una corona esférica concén-
trica de radios 2R y 3R, también conductora y con carga Q. Calcular:

a) El campo eléctrico en las distintas regiones del espacio.

b) El potencial eléctrico en las distintas regiones del espacio.
Si en estas condiciones se conecta la esfera interior a tierra. Calcular:

c) Lanueva distribucién de cargas que aparece sobre las esferas y los potenciales

en las diferentes regiones del espacio.

- d) El campo eléctrico en las diferentes regiones del espacio.
e) La variacion de energia al conectar a tierra la esfera interior.

e

E =0 (por s elnkmner ch n condnter ).

rQ<r<.Zt2.J
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Ejercicio 4 | Calcular el campo eléctrico y el potencial sobre el eje Z de un anillo circular de carga
situado sobre el plano XY y centrado en el origen. El anillo tiene radio R y esté cargado
con una carga (J distribuida uniformemente.

. ?ey” C%Y’Y\aﬁi ria se &W(&

Az

/,;?» Jodas (as c@m?’ﬂéﬂ{;‘“h

4 d d? el T:)@ E X “i@
‘ﬂ{i? ?

las gg

dls =d& cos B

jﬁszaw; A4 .:

ﬁ&w
‘(ffa (ami?}i Cig
A S
- Qd @
C1 % e (wdn™e
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Ejercicio 6 § Calcular el campo eléctrico sobre los puntos del eje Y creado por una distribucion lineal
de carga A uniformemente distribuida a lo largo del eje Z, de longitud 2/ y centrada en
el origen.

dx
Dato: .f 3 = al
(@ +x7) a’Na®+x’
(cm of
= ‘;e a:’w‘ P
o z )J“ o (Fgtdd
ééﬁ\{v@é s
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e 11 : i "W 2
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TEMA 10: CONDENSADORES. DIELECTRICOS

Un condensador de armaduras planas de superficie 100 cm’, separadas 4 mm, se carga
hasta adquirir un potencial entre sus armaduras de ¥, = 1200 V. Se pide calcular:

Ejercicio 1

a) El valor de la capacidad, la carga y la d.p.p entre las armaduras.

Una vez separado de la fuente de carga, se llena el espacio entre las armaduras de un
dieléctrico de permitividad relativa &, = 6 . Calcular:

b) El nuevo valor de la capacidad, la carga y la d.p.p.

Suponga ahora que se introduce el dieléctrico pero sin desconectar la bateria. Calcular:

¢) El nuevo valor de la capacidad, la carga y la d.p.p.

g\]; = 4200

[y

»,

§ = {’{ e = C;{C’C‘«l'»{ ¥

= 100 cm? = io m£

v ill\f}‘f?j;u({@ < = ~

%} (:: = C’f }){CX N
Q= CV=2,2010
:ZWQ;SJ:%
;g;j ?3“@("%?56% e (j'{;\s'g@\ @éﬁ’f‘?S”!&sﬁLﬁ R f’{» = é
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Ejercicio Z
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Dos condensadores idénticos de capacidad C; se conectan en paralelo y se cargan
hasta una tensién Vg , en ese momento se desconectan de la fuente de carga. A

continuacion se introduce en uno de ellos un dieléctrico de permitividad relativa &, que

llena el espacio entre armaduras. Calcular:

a) La carga de cada condensador antes y después de introducir el dieléctrico.

b) Latension después de introducir el dieléctrico.

c) Laenergia almacenada en cada condensador y por el conjunto antes de
introducir el dieléctrico.

d) La energia aimacenada por cada condensador y por el conjunto después de

introducir el dieléctrico.
CU

O

G,

4

Taife

R A |
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TEMA 12: MAGNETOSTATICA

Ejercicio 1 I [ a figura representa la seccion recta de un conductor
cilindrico indefinido. Se hace circular una corriente
eléctrica constante de intensidad I distribuida
uniformemente por la seccion del conductor. Calcular
la intensidad del campo magnético en el interior de

la cavidad. (Dar el resultado en forma vectorial).
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e,

A T ‘
Ejercicio 2 I™\Un hilo conductor de gran longitud se curva en forma de horquilla, como se muestra en la
ﬁgura Calcular la intensidad del campo magnético en el cenfro P de la semicircunferencia, si

oot circula una corriente de intensidad .
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1. Un movil se desplaza en el plano XY siguiendo una trayectoria circular. Si su coordenada x'en funcion del
tiempo es: x =x, cos(kr’) determinar, deduciendo todas las expresiones utilizadas: ;

a) Lacoordenada y en funcién del tiempo y su velocidad.
b) El vector aceleracion y sus componentes tangencial y normal a la trayectoria.
¢) Demostrar a partir de la componente normal de la aceleracién que el radio del circulo es X,

a.) xik) = %o -cos (eth)
/ﬁ\ : y():,:.@) = Xe-aS O = Xe °
t=a , :
3/ i . X 2
= x‘*-Jl: AL Yy = \Kxo*—x?- =

= ’\lxo;__ xélhcaslﬁk_tl) = \i,xpz (*»oosl(wta) -

S reryrey SR

b Jbb): Xo-sen ()

Erdoces o

T X as (1) Ty 4 xe&en Cll-t‘)fg - (Xd_ s (k) xa&@rx(l&‘))

s

V- __a:g o (—2pe semn (13) | 265 mS(ul>>J (mle)

[

e

¢
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T e (st st | = 2kere ()

=T o -2k s (142) - ikxe cos(e?) 2k, 2KvYe coS(UE?) — 2k Ko sen (k)
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: \ 2
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SEPTIEMBRE 2007

1.- Una varilla AB lleva articulada en el extremo B otra varilla BC, de 4 m de longitud, como
indica la figura. La primera se mueve
horizontalmente con velocidad va de 3 m/s Y
hacia el origen de coordenadas O, mientras
Ja segunda gira con velocidad angular @ =
/2 revoluciones/minuto en el sentido
indicado en la figura. Cuando el 4ngulo que
forma la varilla con la horizontal es de 30°,
calcular las componentes cartesianas de la
velocidad del extremo C de la varilla.

oA B X
Mo\;*. c&t‘fmsxre — “‘&mslc&c?éﬁ v"c’«r\‘f(o\ AR

M‘“”» re\¢LSV'@ - 3“(@ Be (respédo A AD)

Mowv. arr
Va= U = -2 Kx ™/
Mo . f‘&\
R P Zzifﬁmci Lmin K4
\M"”‘ﬁ'———m&»-w‘ ':».;Tj—*“
2T min Leer @Oos © xa@i(s

Cﬁ'f‘(’e\:wwa (cos €O (~eix) + senb0 (&3))

5L re -
@C N Lc:u\r * \i\:e( \/
G w CCM°
’ i C

v&?‘r = - 30x m/e
- 3 &
Vel = WR( L -ux) s B :

> = “y) B

V}Ct - 313Z§ E;\X “+ C{,Si&a
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FEBRERO 1996

———

[,
.

Una particula de masa m = 5kg esta unida al extremo de un resorte de constante k=200 N/m. La particula
est4 obligada a moverse sobre un carril circular de radio R = 0.5 m, en un plano vertical. El otro extremo del
resorte esta sujeto al punto mds alto del carril. Sabiendo que la longitud natural del resorte es ly =025 my
que la aceleracién de la gravedad es g=10 m s?, calcular:

a) En el equilibrio, el angulo que forma el resorte con
la vertical (0).

b) Fuerza que ejerce el carril sobre la particula en la
posicion de equilibrio.

¢) Si se considera como origen de energia potencial
gravitatoria el punto mas bajo del carril, jcual serfa
la energia potencial total de la particula en una
cierta posicion 67

d) Si la particula se lleva hasta la posicion 0=45y
se suelta, jcual serd la velocidad maxima que
alcanza?

Qaj & en (a ?@55{6%&;;« de §5~M?E§L{Q@ = 2

Rees®  Rawsb,
QS; {2z 2 Ras® = 2»2%5@5@ - cos&

ﬁ F:—’Cj = ‘Fs’eq@'g?jcﬁn ‘@ X = Q,P\CCS@’- i,
x = cos & - &
Kxsen©= mSgen(Q 4

et cos© — A L Ed s
20p-(cos© - £)sean© = 5Fsen Lo Axsen@ =sen @

(q cos® - A)sea® =sen ¥ Hx seq & = sen (,’ﬁ"?@) 1
¢ cosOsenl —sen & = sea P Uxsen & ;9Mw - et sen2&
2.2 cosBsen® - sen@ = sen ' Yy son® = ;’;n ve
4y sen® = Z 5608 03sE

Sen {,f::f*% g}) = Sernolasnsis 4+ COSHEEn *

A% = cos®
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Cos {gfi»;%:} = (et aesS =~ SPAsSenls

Sert (ol=my) = SenXCo3 A . cosxsen

cos (A-r) = cosccos 3 + sendsenl)

en 2 ’ é:’ = CoS & ; S = ﬂ: mcx
SEn Dol = Q S o S e _2_ ~ 3

2 o S Do = .‘5&@525{ w gf’”ﬂ?zx
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by Nocmal
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FEBRERO 2003

1. Un paquete de masa m = 2 kg se encuentra inicialmente en
reposo sobre un plano inclinado de pendiente ¢ = 60° a una
distancia 1, = 4 m del extremo de un resorte de constante elastica
k = 100 N/m, sujeto a la base del plano. Sabiendo que el
coeficiente de rozamiento entre el paquete y el plano es pu=0,2
calcular:

a) Velocidad que el paquete tiene justo antes de contactar
con el resorte.

b) Maxima comprension del resorte.

¢) Al rebotar el paquete, ja qué distancia llega de su
posicién inicial?
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ETSI TELECOMUNICACION - EXAMEN FiSICA 1

FEBRERO 2007

1.- Un punto material de masa 2 kg sale desde A con una velocidad D

inicial de 25 m/s y asciende por una guia inclinada un angulo de 30°, N '3:")
de 2 m de longitud y sin rozamiento, como indica la figura. A partir <

de B la guia tiene forma semicircular de 1 metro de radio. Obtener:

a) El vector cantidad de movimiento en B.
b) La velocidad en D.
¢) La reaccién de la guia en D.

Solucion:

Lo primero obtenemos la altura de los puntos B y D utilizando trigonometria:

hy =2sen30°:2-%=1

3

hy, =hy, +2Rsen60°==1+2-1-——é~=1+\/§ = 2,732

a) Obtenemos la velocidad en B por energias:

E,=E, = %mvi = mgh, + %mvﬁ = -;—VA = gh, + %vﬁ = v, = 2gh, +v; =

= V2 = 2ghy + v = v, = W} — 2gh, = |25 — 2.9.8-1 = 24,6 m/s

p = mvy = m(vycosaiu, +vysenai )= 2-(24,6c0s30°%, +v,sen30°u,) = 42,6u, +24,6u, kgm/s

b) Obtenemos la velocidad en D también por energias:
Bp=Ep = —mv = mghy + ~my? Ly o ghy + 1y 2= 2gh :
ma = Emp 'Z‘mVA”ng“*"z‘va:>'2‘VA‘"gD+'2‘VD:>VA““gD+VD:>

= v, = V2 - 2gh, = /25> - 2.9,8-2,732 = 23,9 m/s

c)
v v 23,97
YF=ma, = N+mgcosa=m—;{—?- = N=m —1§—~gcosa = 2- i ~9,8-c0s30° |=1125,45 N
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FEBRERO 2007

2.- Dos poleas cilindricas, ambas de masa M y radio R, estn ligadas
por una cuerda como muestra la figura. Hallar la aceleracién del
centro de masas de la polea que cae.

Solucion:

e Polea Fija (rotacién):
T-R=Ia, > T-R= -;-MkzaI = T= —;—MRal €))
a=aR (2)

e Polea Movil (rotacion):

T-R=1Ia, = T-R :-I-MRZaZ:> T=—1-1\ﬂ€a2 3)
2 2

a, =a,R (4)

e Polea Mévil (traslacién):

Mg—-T =Ma (5)

a=a+a, (6)

Ahora se tenemos que resolver el sistema:

De (1) y (3) obtenemos: ¢, =, yportanto a, = a,

Y ahora, entrando en la (5):

Mg-T=M(a+a,) => Mg-T=M2a = M, ——21—MR01I =M2a = M, ——;-MR—;—]=M2611 =

= Mg——zl—Mal=2Ma1 = Mg=2Mal+—;—Ma1:> g=2a1+—21—a1 = g=—§~a1 = a1=—§—g

4
Asipues, a=a,+a, =2a = —g

5

—g (m/s)

a
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ETSI TELECOMUNICACION - EXAMEN DE FiSICA 1

FEBRERO 2009

1.- En el punto mas alto de una pista semicircular de radio R si halla una particula de masa m. En un momento
dado se rompe el equilibrio y la particula empieza a deslizarse sin rozamiento por la pista. Si P es la posicion en
que la particula se separa de la pista, se pide calcular:

a) Coordenadas el punto P.

b) Vector cantidad de movimiento de la particula en P.

¢) Vector momento angular de la particula en P respecto al
origen de coordenadas.

(Los resultados deberan expresarse en funcidn de los datos: radio R;
masa m; y aceleracion de la gravedad, g. Los vectores de los
apartados by c, deben venir indicados con sus componentes
cartesianas).

Solucion:

a) El cuerpo abandonara la esfera cuando la fuerza normal N sea nula. Desde un sistema no inercial solidario al
cuerpo, el cuerpo abandonara la esfera cuando la fuerza centrifuga se iguale a la componente normal del peso P, :

v? v?
P, =ma, = Pcosa =ma, = mgcosa =m— = gcosa =— [1]
R R

y A
A
5 N
h

Pn a
R-h i

o /R

/ P=mg|
L » x

Ahora aplicamos el teorema de conservacion de la energia tomando como nivel cero de energia potencial el plano
que contiene al punto donde el cuerpo abandona la superficie esférica:

ECA+EPA = ECB+EPB = 0+ mgh= —;-mvz-f—o = gh= _;_vz = }? =2gh

Y ahora tenemos que relacionar al altura 4 con el angulo « :

R-h=Rcosa = h=R-Rcosa = h=R(-cosa)
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Para terminar sustituimos los valores de vz h en la ecudacion [1] y nos queda:
y y q

2 —
v 2gh 2gR(l1-cos) N

geosa = 2 = gcosa :T = gcosa = z cosa =2(1-cosa) =

= cosa=2-2cosa = 3cosa=2 = cosa=§ = a=arccos-32—=48°11’

Finalmente para obtener las coordenadas del punto P hacemos:

x=Rsena = Rsen48°11' = 0,75R
y=Rcosa= Rcos48°11' = 0,67R

Solucién: P(0'75R, 0'67R)

b)

Segtin se muestra en la figura:

V=i +v,j =vcosai —vsencj

El médulo del vector velocidad se puede calcular recurriendo al apartado a):

v =2gh = v =.2gh = [2gR(1-cosa) = [2gR(1-2) = \[2gR = 2 [gR = 0,82,[gR

Asi pues:

V=vcosai —wsenaj = 0,67vi — 0,75v j = 0,67-0,82,/gRi —0,75-0,82/gR ] = 0,55/gR7 —0,61,/gR j

p=mv =0,55mgRT —0,61m\[gR j = m\[gR (0,557 —0,61)

Solucién: p= m\[él‘?(oa 551 —0,61}')

¢)
i 7k

L=0Px p=(0"75R, 0'67R, 0) x m\/gR(0'55, -0'61,0) = m\/gR|0'75R 0'67R 0 |=—0,826mR\/gR ¥
0'55 —0'61 0
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FEBRERO 2008 = . - e
Ejercicio 1

En el punto mis alto de una pista semicircular de radio R si halla una particula de masa m. En un momento
dado se rompe el equilibrio y la particula empieza a deslizarse sin rozamiento por la pista. SiP es la posicion
en que la particula se separa de la pista, se pide calcular:

a) Coordenadas el punto P.
b) Vector cantidad de movimiento de la particula en P.
¢) Vector momento angular de la particula en P respecto al origen de coordenadas.

(Los resultados deberdn expre&arse en funcion de los datos: radio R; masa m; y aceleracion de la
gravedad, g. Los vectores de los apartados b y c, deben venir indicados con sus componentes cartesianas).

i
he | R
Iy
Nivel | X
?cﬁ?\fnﬁ'ic&( O
Q) Condictén de le?STtSVﬁi
E‘JF:M“;:: R msfénc?a mak
-2
- A - @»K} = m O = M n.\-'-{—u
SR TR
/
f/goc&cxcfxéf‘ e (a 6“‘6(3%*"
; %C = [mex:g” E‘”“w’c& =0y Emece = Emec,j’
j! O (# Free) . L .
Epetasr é;/é = Erotey * Epingg
{ © 2 o ‘
\w? WSCOSS‘ -/Kqu m%ﬁ m3}'\A = gm'\}";ﬁ-\ffqakg

% m\f; «emf)ﬁ\)\ cos©&

R L
Z

3 . Z ,

, :“”’/S;Rcsjé} s & =35 G zarcces 5
: Z ’ 3 -~ 3

s sen &= /i~ o5 = Vf/_‘g

% = (Xp,4yp)= (R 2—337} P=(%2.Ye) = (Rs5en®; Rcos®)

3
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2
X, X
- 1. Un proton se mueve en un campo de energias dado por: FE = E, H——Q] - [ =2

X

H , donde E, es una
X

constante positiva.

a) Dibujar el diagrama de energias E, = EP(X) e indicar sobre la gréfica el valor de xq.
b) Calcular las posiciones de equilibro y energia potencial minima.

c) En el caso de que la energfa total de la particula sea E, = 0, dibujese la funcién correspondiente a la
energia cinética y, a partir de ella, razonar el movimiento de la particula, sus limites y calcular ef valor
maximo de velocidad. :

d) Responder a las mismas preguntas del apartado anterior, en el supuesto de que la energia total sea
E.=-Eo/9.

H

e \ & . — .
ﬁp: ’EQ l(—-}._.) - ‘Xo ] ‘tDXQ "EDXQX

/\,(2.

L Tanetie (o e ,J)

n pLnEo b equlibrc ewoblke en x= 2y
Tomins Ep(22) - i;:;.
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1.-  Unaparticula de masa m se mueve a lo largo del eje X sujeta a una energia potencial
E,=1+2x-2x" julios, cuando x viene en metros. En el caso de que la energfa mecénica
total de la particula sea E; = 2 julios, calcular:

a) en qué punto x », del eje x alcanza un minimo de velocidad v , y el valor de ésta

b) la fuerza F,, que acta sobre la particula en x .

En el supuesto de que la energia mecanica total de la particula fuera E, = 1 julio, calcular:

c) en qué puntos x’, del eje x se alcanzaria ahora la velocxdad minima v’, y cuanto
valdria esta;

d) el valor de las fuerzas que actiian sobre la particula en x .
Dato: m=250 g. ‘
6)

D&L f“m @yﬁ;{?‘fﬁ/}ﬂf’c&é{{i) le fq/;f@

.« (ol 3@ L ¥=0 4/{{3— 12.0-2.0% {(7) o

otV at ). ,/“X' 1366 |

2 \g ;
X=-0%Cu |
i y wists: Ky 2o oy igi0 5 o0 “

Lplx=0%) = 15 1)

cemhs g X3 EFpro = =Ixex+h =0 = X:
?j P

ET)

N
X ()

OV) Coutd &&3 /&@f?gﬁ o wffz&fé/wéfé = Luec = C{Q , o ggj 0 Lo F &{D :

T

Foidpz? ([ =0-€ £p=2- [wx axj 8x Zx’+i

e
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Ejercicio 2

De un disco metalico de masa M y radio R se recorta un disco interior concéntrico de radio R/2. Quedan
constituidos asi la corona exterior y el disco interior. Se pide calcular:

a) Elmomento de inercia del disco interior respecto a su eje principal.

b) Elmomento de inercia de la corona respecto a su eje principal.

(Los resultados deben venir expresados exclusivamente en funcién de My R).

Con los dos elementos se pasa a realizar la experiencia siguiente: Se hace girar la corona con una velocidad
angular @, mientras el disco interior, que esta apartado, permanece en reposo. Estando girando la corona, se
acopla el disco interior en el hueco, observando que el conjunto completo pasa a girar ahora con una velocidad
angular @’. Suponiendo conocida o, se pide calcular:

¢) Elvalorde @’
d) La energia que se pierde al efectuar el acoplamiento.

{14 1
o = PR i
S #R*

R IR NN

é;{ .
~=) Digeo %ﬁ&f\A‘e
T = m/’S P g = »;ﬂ:l
Hite
Disco  inlesier R
m’ =g g =3 T (B)2_4 2 T
[ (2= o wR 4 114?1&5—4-?
R A

@?mggﬁf’“@g;ég@ g%g?}gggﬁ“%@ Ci& inerela C*;g ot g%iﬁ%(ﬁ:}ﬁ{:’i f{nﬁgg{j; %

A
o o

~ R /— Rz w ¥z
f{;ﬁ?’% Lga :j’f‘?gjm = j g 2Hrids = Eﬂ”?[%j ‘ -
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{
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Y -4 Hpe w Zg% g

_ \2?
g?wmmg ;

Adm = z‘%‘f?’“{if = 22,% m § : i
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SEPTIEMBRE 2003

2. Una barra de longitud 1, masa M y didmetro despreciable, tiene un movimiento de traslacién, sin rozamiento,
con velocidad v sobre un plano horizontal, siendo el vector velocidad perpendicular a la barra. Si el extremo de la
barra impacta contra un eje fijo, perpendicular al plano, y queda sujeto a €I, pudiendo girar en torno al mismo:

a) ¢Qué magnitudes se conservan antes del choque y después del choque?, ;Por qué?

b) Calcular la variacion de] momento lineal, del momento angular respecto al eje y de la energia cinética en
el choque.

¢) (Cuél es la velocidad angular de giro de la barra en torno al eje, inmediatamente después del choque?

a -— Q__ \ ,, ’
A) ﬁ}:;‘:ex\( # 0 (?wg\ne & cleavo(ege) ejerce una veweeer 1) -=;>ﬁ:;£c§’e
*gﬂgﬁ{ = w——= Z:a = che

* Enérf)(ag (a, §§m?[€ \f(S“ia e [o 5,5)

R
w
5 3 .§ ra
g %«ec@gag‘{@ ?Cﬁifs‘a @c:ai Cfg&iéiz"‘ “f‘g é;_j)
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//\ ~ 2. Una barra de longitud 1, masa M y diametro despreciable, tiene un movimiento de traslacion, sin rozamiento,
~ con velocidad v sobre un plano horizontal, siendo el vector velocidad perpendicular a la barra. Si el extremo de la
barra impacta contra un ¢je fijo, perpendicular al plano, y queda sujeto a él, pudiendo girar en torno al mismo:

a) ¢Qué magnitudes se conservan antes del choque y después del choque?, ;Por qué?
b) Calculer la variacién del momento lineal, del momento angular respecto al eje y de la energia cinética en

el choque.
c¢) ¢Cudles la velocidad angular de giro de la barra en tomno al eje, inmediatamente después del choque?
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JUNIO 2007

2. En el punto mas bajo de una pista semicircular de radio R se halla una particula de masa m en reposo. Una
varilla de longitud R y masa M = 3m, que puede girar alrededor de un eje que pasa por el punto O, se halla en el
instante inicial en posicién horizontal. Calcular:

a) Velocidad angular de la varilla un momento antes de que
choque con la particula m.

b) Supuesto el choque eldstico, calcular la velocidad con
que sale despedida la particula y la velocidad angular de
la varilla después del choque.

c¢) Altura hasta la que asciende la particula.
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2. En la figura, se representa un cilindro de masa M y radio 2R en una superficie horizontal, con un eje del que
tira una cuerda, unida a una masa M, después de pasar por una polea de masa M y radio R, que gira sobre su eje
sin friccién. El hilo no resbala sobre la polea, y el cilindro rueda sin deslizar por la superficie horizontal, calcular:

a) ,qué aceleracion tendré el bloque de masa M?
b) Cuandoel bloque de masa M haya descendido una altura h, ;qué energia cinética tendré el disco?

&) | () clinde: Ti-f- Ma
(2) T2=Tel _
(&) Polen. = TR—Tih = Tocda

(4) e Ho— =" Vo

cerneleones  de rodbdlre. : Ta= ___fi_MIZZ

(&) ¥z B 20 == a =of 20

(6)& =l =m0 o - 0(22

Jopelarde (8) 4 (&) .

dllﬁ’ dlz =D ’0{2 = sl {

En (2):
‘rzﬂl— T & = _.’.l_Mﬂ.éau.

LT e, R —

£ () N
‘r.-l}Z/= ,E/MQZM’ = Ti: aMD
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FEBRERO 1999

(2. Enelsistema de la figura: lamasam; = 1 kg, se mueve sobre una mesa horizontal
sin rozamiento, la polea fija tiene una

masam, =2kgyradioR=0,2m,yla

polea movil tiene masa m; = 3 kg y
radio R/2. Calcular las tensiones de las
cuerdas, la aceleracién con la que se
mueve my y la aceleracion angular con

la que gira ms. Dato: g = 10 m/s”

Mahe i,

Tonlacrses : Pz et — T = g q = T=af w

e Qf/
L
Ko Tacrsu, 2.9 = TR TR =ty 05 A,
0 -7,.0%¢ = //aaoe"’ @
. _‘Of
/1-7;_' al o 85‘/ (Z}

(S V4 /;w 75» P Nebe.ctit g o ac&fé m’ze;f%ﬂ»f«: Q¢
EjﬁL DDL/JCLUJ)’O/S (;)/g('/ej >a,- ]Z/ga

7’“ — T ]
0(3 a(glm 0{3 /e/Z / -——b;a(m_ é'(,, ]

=
T e ‘, ~ a ,

T”L‘A_éﬂé@z N %}7 = ag

-T-h +M3-3: /"‘3 Qedus

ij&.: - Zon -7, +W35:M7~-C—(-/ = -2a,-TH+30- %a’

T3430 = l/za Jis)

{ /%fa(/ﬁ; = M=o 1 @& = /3 /& . /Q/ z /2/ Il .| —/ D{
L
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ENERO 2007
2. Dos poleas cilindricas, ambas de masa A y radic E. estén ligadas

por una cuerda como muestra la figurz. Hallar la aceleracién del
centro de masas de la polea que cae.

Dato: Momento de inercia de la polea respecio o su eje: % M P*

fw MO:IO 0/ @

TR e 7 Y Heda)

R e —

\Ma T oM Cantl +a) | f{”

raa{am M :Jf ef @

715 5z MR s \ /7{ E/'W T / 4

dﬂjm 7T Y doed o ji&%i’;f&i:ﬁ ol L
7= ‘wﬁ“ﬁﬁ: bma | and=

Q(/{({QMC&S @b (%) o /Nz) -1 Mq, :/M'./(GL% 8y = J = 2o 4 :ffa_,

a
Wfr; —t AT

gt 232" s ) J?“““ %55

= i

/am:Q*‘@m{:/ f/
(4 K
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2.- En la figura, un ascensor sube con una aceleracion de g/s.
Del techo cuelga una cuerda en la que esté enrollado un
cilindro de masa M y radio R. Si el eilindro en su descenso,
rueda sin deslizar, se pide: ‘

S

a) Aceleraciones relativa y absoluta del’c.d.m. del disco.

b) Fuerza que ejerce la cuerda sobre el techo del ascensor.

c) Si parte del reposo, velocidad angular del cilindro cuando
su c.dm. haya descendido una altura H respecto del

ascensor.

DATOS: Los resultados deben ir exclusivamente en
© Juncicnde M, R, g y H.

Tosircio) F= M .a
/{7 ~T = MCan-35) @

PAia) M<To o 6)
Tﬁé Elulz(°/ = ;fM py

I4
(MO et ) ommvunn Gpyoes 12 O = q{,@

= 9. L. (3 O
lon(?) wlo @: T l Mot —b eutauds o

~/?—Z/,M/““J:/ Mﬂ,/{g/s IS __:-q/u[ 7{/77&/ %\_'ﬂ/

- - 7
&o@a=am+amg= 9/5'9—5993:3 Caky = (3/53y Daﬁg,);%jl/
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((

2.-  Un cilindro de masa M y radio R estd en un plano inclinado, sujeto por un muelle de
constante recuperadora k& a un punto fijo como muestra la figura. El cilindro se deja en
libertad desde la posicién x = x, (muelle sin estirar, ni
comprimir). Sabiendo que en su movimiento el cilindro rueda
sin deslizar, hallar:

a) La méaxima distancia x hasta la que llega el cilindro.

Tomando la posicién en que se encuentra el c.d.m. del
cilindro en las condiciones del apartado a) como origen de
energia potencial gravitatoria, calcular:

b) Valor de x en la que la velocidad del centro de masas
del cilindro es méaxima.

Dato: Momento de inercia del cilindro respecto a su eje: % M R’

) Au,ug,uf otk nsdewnituds | oole #b %zaéa/a/ = L ,
o o

uy f’ n Sl ,= 0

= fﬁm 8

éch f 5p6*éwxw3— —/‘{j %5M°/+é/<>(
\‘]UCJZ‘“OG —fomﬁ/,z’/ékx~o = || - g/{ fm]]

[W»(A = é:/wé[ Srudeo ¢ zﬂ fc} 049&062 7&4(@{“3 A~ At vﬂéj’w/"c/ac!
¢ r

b)

gM@CA: O
2 z
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/", 1. En el afio 2050, la conquista del espacio lleva a los europeos y a los americanos a competir por la conquistz de

(‘ un planeta en un lejano sistema solar. Para el estudio previo del planeta cada uno de ellos enviz y coloca en rbita

un satelite, de masas M; y M, iguales. El satélite europeo (M;) describe una trayectoria circular de radio R, y

el americano (M,) una trayectoria eliptica con distancias minima y méxima R, v Ry, como se indica en lz
figura. Sabiendo que el periodo orbital del satélite europeo es de 60.6 dias, calcular:

a) Lamasa del planeta. My e

b) Lavelocidad de cada satélite en el punto P. el BN

¢} (Cudl de los dos satélites tiene mayor T EESRVE A
energia? Justificar la respuesta. r ‘ 3

R
Datos: R;=10"m, R,=3810"m, G=667 A s 2 &— P
—11 2 -2 Vo
10" Nm’ kg RN U‘f
-~ \‘\ ”1 E.‘a/':

, Me | :
==3@T=\,)z”____=b MP= V‘Q‘

o aloder v Obiasiues eff;en'acbc\xems;b e e cleko -

ZTTR: 2_;"{"[;4 2T on

.T‘: Vi e = 1lasgg m &
Vi T .6 24-80-60 /
Sust:«-‘ Sﬁa'xcbz
(qua) o =
= 2.6 -\ kﬁ‘/
| 6es - o
lo_) C(\/‘ ,\)22

Gurop=o s | Vi = 19943 " mfs

Arrericons : | Vp = 181052 mIST

i

Az los Frircieias b osenpoon b o S y bl momenko owcpler
ambsg:g:mspdA . -

[

N
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r N 1. Se desea colocar un satélite artificial, de masa m (<< M),
({ ! alrededor de la Tierra, de modo que describa una ecuacién dada por:

x2 yz =RT2

—+
16 9
Sabiendo que el radio de la Tierra es aproximadamente Rt =6.400 km, ,

que la aceleracion de la gravedad en la superficie terrestre es g=928
m/s’, y que la Tierra se halla en un foco de la elipse, calcular;

a) velocidad v, con la que debe pasar por A
(Sugerencia: Considérense los correspondientes teoremas de conservacion en los puntos A y B)

b) velocidad aerolar (dS/dt) y periodo de movimiento de satélite.
(Ayuda: El drea dé la elipse es mab)

Rsormes (@ ecoaadn & la ool cmrdneas -
o= 4Q—T = Zﬁétocm

x> : x Vo [y

Coledlarmes ¢~ .

c= \aro b* = \’(tg-Q)&rl: 6.] . 10%m

\ Yo, - o—-Cc = 9.3 - 0Em

Th=a+C = 42.6.106m

|2

) 4
] 2 "3
X

a») Aplcnues e prrepss oo eorperiocion

——

— . .
L,ﬁ Le = 4=l ey -~ . s —
= Q'XI"'UA'% = rE'fﬁ'U&' SeArh " o

-

= N o™
Ga=be = 4l _ ¢ r»”“ s il g Mol
. A IS '
< = 3
= e . = -] ! 2 D2 i 2
[J D13 0&' @\AJ - wat Q_;\_:_;_%_z‘_ ZQ
®

e My gcewfmk g-e no den o valoc de GMm
% pos (o g-e habeo g hacer la operacldn

L gt \r\a:j erntee corchetes
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EXAMEN DE FiSICA - FEBRERO 2004

Ejercicio 1
La estacién espacial de la figura EE, realiza una
orbita circular de radio R =7670 km alrededor
de la Tierra y tiene una masa mg = 4420 kg. Se
envia desde la posicion L una lanzadera con
aprovisionamiento, con una 6rbita de
aproximacidn eliptica a una distancia de 6850 km
del centro de la Tierra, que ocupa un foco de la
elipse (véase la figura). Si el acoplamiento entre
la lanzadera y la estacion tiene lugar en la
posicién A con velocidad relativa nula, se pide:
a) Lavelocidad v, de la estacién EE en el
punto A y lavelocidad v, de
lanzamiento de la lanzadera.

b) La energia mecénica y el vector momento angular de los dos objetos espaciales respecto al centro de la
Tierra, F.
c) Los periodos de la estacion espacial y de la lanzadera.

d) Eléngulo © que da la posicién relativa de la éstacién y la lanzadera en el momento del lanzamiento.

DATOS: Radiode la Tierra Rr=6370 km; masa lanzadera mL—884 kg; g=9.8 m/s?
AYUDA: El semieje menor de la elipse vale b=7248 km." Area de la elipse = mab, siendo a el semieje mayor.

a)

Estacién orbital (6rbita circular)

Llamamos v, a la velocidad orbital de la estacién orbital en cualquier punto de su trayectoria circular. Esta
velocidad es constante a lo largo de toda la circunferencia:

GM 2 2
* >I$E\ T:>V2-=gRT:>VE= gRr.:>

1~“1~*:>>ns5\\ﬂx 2 Vi =

A A A

2 14
o v = |8 o BTN 5109 g8 m/s
R, 7,67-10

Lanzadera (6rbita eliptica)

Aplicamos el principio de conservacién del momento angular L . Como el momento angular es constante tiene que
ser igual en el punto O de partida de la lanzadera y en el punto A de acoplamiento.
Como la velocidad de la lanzadera varia con la posicién llamaremos v, a la velocidad de la lanzadera en el punto

Ay v, alavelocidad de la lanzadera en el punto O de lanzamiento.

0
L,=L, = L,=L, = r,mv,sen90°=r,m v,sen90° = rA}nB\vA—ro}nL\vo :>W TV, =hYV,
=1 =1 v v

Ahora bien, el enunciado dice claramente que en A la velocidad relativa de ambos objetos es nula lo que,
fisicamente, significa que v, = V. Por tanto en la ecuacién s6lo hay una incognita que es v, :

r,v, _ 1,67-10°-7199,88

22:%% _ 8061,77 m/s
" 6,85-10 |

r,2v,=5"v = VY, =
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b)

Estacion orbital (6rbita circular)

N

2 14
E, - _GMims _ _gRimy 397610 420 __ 59101
R, R, 7,67-10

t = E g =-114-10" J

E, = émgvﬁ = %-4420-7199,882 =1,1456-10" J

J

EGE =Foxm¥, = L= r,mvsen90°=r,mv, =2,44.10" kgm’ /s = EOE=2,44-IO”E kgm® /s
==}
Lanzadera (6rbita eliptica)

: 2 14 )
Ep _ GM,my, _ _gRT my 3,976-10 6884 — _4,58.10°J
R, R, 7,67-10

L = E,, =—2,29-10° J

E, = .}Z.vaj . %-884-7199,882 =2,29-10"

)

Como sabemos que el momento angular se conserva lo calculamos alli donde sabemos que es mas sencillo que es

punto A pues la velocidad y el vector posicién forman un dngulo de 90°.
L,=Fxm¥%, = L,= r,mv,sen90°=r,m v, =488-10° kgm®/s = L,=4,88-10%k kgm®/s
=] '

c)

Estacién orbital (6rbita circular)

. L4 M 6
_ longitud de la circunferencia _ 27R, _ 27z-7,67-10 = 6693,44 s

T

velocidad v, 7199,88
Lanzadera (6rbita eliptica)
) (3 6
. (Tatn)., 6710 +6,85:107) 5 o g 108
_ areadelaelipse  7ab 2 _ 2 5089
velocidad aerolar v, L, 4,88-10"
2m, 2.884

d)
La lanzadera tiene que recorrer media elipse para llegar desde el punto ‘L’ hasta el punto ‘A’.
Esto quiere decir que la lanzadera tarda medio periodo en llegar al punto ‘A’ partiendo desde el punto ‘L’:

L 2980 59935
2 2
Por tanto, para la estacién espacial EE :
Sien T,=6693segundos —=== 2z rad Loy 2503,
T S>a=-2___ = 7 — 2,8rad = 0,897rad
entoncesen —f— = 2993 segundos ———— o rad TI; 6693 _

Por tanto: 8 =z — 0,897 = 0,1057 rad = 0,33rad = 19°
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(" 1.Desde una altura h = 4000 km sobre la superﬁcxe de la
- Tierra se lanza un satélite con una velocidad v, = 8.000
m/s formando un angulo ¢ = 60° con la vertical.
Calcular:
a) Distancias maxima (AB) y minima (CD) a la
Tierra que alcanzard dicho satélite en su
trayectoria eliptica.
b) Velocidad del satélite al pasar por dichas
posiciones.
Datos: Aceleracion de la gravedad en la superficie
terrestre g =10 m/s> y radio de la Tierra Ry = 2/m 10’
m.

-2 s '
o= Rrah "= of +4-10%- 0.4 0¢

{0'27:10°

cssr ¥ = 0.4 - 108, M-YOoo - eeneEn© 3.2 0 "%m

A
= T2 18

U OrAu s os200 ()

r &
=P oMb e SO0 L g 5. Om ===0 rovs = 3.2. LO“’ {2.)

¥

Aplicordd consermncidn b @ eerofon:

= _ 1 2 Mm [o il . mMuo? gzafrlm
G — me's o 2 —':o[g S| = — —— T -6a.10%, [J]
B=-6E

Tt ! < JMT
2 VKJA - 6'—;%’02/ = "6;‘:3:}'(06{)4 — Upt /CBQ#_'

R L

U‘C%WU‘COS.
A = 2.2-10°
oo = 3.2 -10'°
2 R
S -&—Q—T——"Q’q:) 108 leﬁa‘rz: D e
2 1S ’ 2 ro &
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2.-  Una nave espacial de masa m = 1000 kg gira en una 6rbita estable a una distancia de
500 km sobre la superficie de la tierra.
’ //—’—‘—\\\

'a) - Velocidad de la nave en la 6rbita circular, vq ™ N

En un momento dado, la estacién de control
decide activar los propulsores de la nave para que |
esta se ponga en una Orbita espacial eliptica alrededor
de la Tierra, con un apogeo de 3 10* km.

b) Velocidad de la nave en el apogeo
c) Energia minima que deben liberar los propulsores

Nota: Apogeo: punto de la orbita mds lejano del centro de la Tierra
Datos: &Ben la superficie de la Tierra = 9.8 WSZ; Riierra = (Z/fl) 107 m;

85‘% Vel F =14

d <
M - Ve s ( \/ .
P S ra _
Sobiwdy: <o = Ry ol = 1074 500.10° - BHE6177 7235 S

3
&

"““'Z = 6/V (7/@-—?8[ ]

§

a5l 107 - 7605'C0 1 gf
T 7’ [; (866192172363 /s

!)} Aé Z‘bwa/’z @ag,zz/{q, 8] /fﬁ“/oafi)&% QL s/(’/h’; ;;&L % fa/ﬂi[}%;m @ ML VOJ/'Z

. -
Qécs, fbm%ggy‘éﬁ.

o

IVQP « o=l —?%;fo/tﬁé{—\/&ﬁ/&{.

6 ' ()
et v, * (ﬁé./o +500.10 ) \/@f \é“/
s E/Wf( = ({Q'
. b
» ap.t \épl 397
M-ﬂ“x‘ = /Vf/(,\/ ——GM’CM* = _%L_..._U__..T—-:._.-——_.__—_—
- 6L e Ve r 77 T n e n
Z 7
: 0»2 9 (2n-107) Ve C{_é Z’” 1) O
% z’ a/mo“«‘ s00.10° T2
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{ 3.Se dispone de dos distribuciones de carga de forma esférica, de igual radio R e igual carga eléctrica total Q.
| La primera distribucién tiene toda la carga situada sobre la superficie con densidad superficial de carga constante;
la segunda, posee una densidad volumétrica de carga que decrece linealmente desde el centro hacia el exterior,

segin la expresién: p = p, [I — —3%{—) para r<R. Hallar:

a) Elvalorde p,.
b) El campo eléctrico a una distancia r <R, para ambas distribuciones.

¢) Elcampo eléctrico a una distancia r > R, para ambas distribuciones.
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3. Se dispone de dos distribuciones de carga de forma esférica, de igual radio R e igual carga eléctrica total Q.
La primera distribucién tiene toda la carga situada sobre la superficie con densidad superficial de carga constante;
la segunda, posee una densidad volumétrica de carga que decrece linealmente desde el centro hacia el exterior,

segun la expresion: p = p, (1 - —3%] para r <R. Hallar:
a) Elvalorde p.
b) El campo eléctrico a una distancia r <R, para ambas distribuciones.

¢) El campo eléctrico a una distancia r> R, para ambas distribuciones.
d) La energia electrostatica en cada caso.
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4. Se considera el dispositivo de la figura con dos casquetes esféricos
conductores, concéntricos, de espesor a y radios interiores R; y R;,
respectivamente. En el centro se coloca una carga puntual q; y entre
los dos casquetes conductores se coloca una carga q; =2.5 q; distri-
buida uniformemente en una superficie esférica de grosor despreciable

yradio R,. Se pide:
a) Distribucion de las cargas en situacion electrostatica.

Muéstrese en la figura.
b) El vector campo eléctrico en las distintas regiones del espacio.

c) Elpotencial eléctrico en cada regidn del espacio.
d) La energia electrostatica almacenada entre los dos casquetes conductores.
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FEBRERO 20098
Ejercicio 3

Dos hilos metalicos de gran longitud y con densidad lineal de carga +A se extienden a lo largo de (0,a,2) y
(0,-a,z) tal y como se indica en la figura. Se pide:

a) Determinar el campo eléctrico en cualquier punto del eje X.

Si en el punto (d,0,0) se coloca una carga +q, y masa m, y se lanza con velocidad v, hacia el origen de

coordenadas, se pide:
b) Calcular el valor de la velocidad v, para que la carga atraviese el plano de los hilos (x=0)

(Expresar los resultados en funcion de ., m, a,d y q)

Y
€A

B JAp R

L G -

a)
C&m?@ Cfé{k{i@ ?si él Lszti‘”}
dS = j T . Qiri
-4 ~ JEAs = Qind

Iy
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10V 10V
5. ' _ . A | |
En el circuito de la figura, calcular: P’JW\/\N"’—"{}'“\/\W
‘ 1Q 20
. a) Intensidades en cada una de las ramas, o '
indicando el.sentido de ellas — C:= 5’5//‘:
| B MWM C
b) Potencial eléctrico de los puntos A, By C 30 Rt
: » la
c) Energia almacenada en el condensador. 20 = ¥ e
‘ 23V <25V

a) S{Mf)‘ﬂj(!vf&wef (Zf'fcu:'ilé?.' . da rawa AP fuue 6&10&«0&0451 = Lo ?w/wc@?
- Cowo of fal»@ ?Q A0 /.m ,wujm Mads > @Z
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SEPTIEMBRE 2003
. . | 1C L
4. En el circuito de la figura, en regimen permanente, }——»
se pide calcular: ‘
r r

a) Energia eléctrica almacenada en e] condensador.
b) Energia magnética almacenada en la bobina.

c) Energia disipada por segundo en ry Efee Ej e
Datos: E;=1V,E;=3V,E,=2V,L=80mH,
C=5pF,r=5Q,r=10nr=2Q, A
R3=3Q,I'4=4Q l‘3 I‘i
E, l Fy
I% AN~

Ar I, = T35

i ~Lire Eo "T‘if3—j’2~{q =0

Qi ~Ep- VA3 +1,;74=0

I}ﬁ 3:\243?3 - jizj&4ﬁ3
T, 4 4-3T,-HI, 70 JFFIarI -0
~2 —2Ty+Hdy =0 HI,-233-2 =0

T
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/ 5
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glz i+ g I,= 25}
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FEBRERO 2004 A ;
(e{ﬁfﬂk {é?r’i‘iw% V

4. Se considera el circuito de la figura enireglmen permanente Se pide: 2 2 Q E 4

a) Calcular las intensidades que circulan por los generadores. } q‘

b) Obtenerlad.dp. Vo—Vc y Ve—Ve. 3Q

¢) Energias almacenadas en los condensadores.

d) Energia almacenada en la bobina. 60 50
DATOS: C; =04 yF, Cz—IZuF L=1.6mH

E((4V, 2Q), E,(6V,3Q), E;(4V,2Q), E4(4V, 2Q).
a) K wa}, D

o GQuTaumn b rowan g ue é{ﬁcm 6&&0@&@@%/@ = /(/o a’rw/ cortiouk P /2
« don bobiuas c&rﬂw/é e, => o raviby

v, guz) . Eauacluon:
MwoB: [T,21, =03 [ @
Haea® {~Ii(a+3+3+e)+1}(3+a)+946-9§0@
*Mun@: ‘(—Ig (6+4)-T,(243)+4 = o/@
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Pros = Igz(€f3+3‘3)*Iz(é“g)"{'l;(q“) = 1w
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I ] Ve = 3.T-4+2 1= ~H5 )
12 .
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(;C’z’%’iézﬁl'? fc’fr’%l‘Wﬁ
5. El circuito de la figura se encuentra en| regxmen permanente se pide:
a) las intensidades que circulan en cada tramo
b) la carga y polaridad de los condensadores
c) la energia almacenada en las bobinas

DQ’?OS.’EJ:]V,?'}:]Q[ Eg:,zI’{TQZZQ,'E}:.B’KI}:}Q; E4:4V,7'4=4.Q{
R, =108 Ro=602 R;=842 R, =762 Rs=2512,
C}ZQ,LLF,' Cz— —5/,LFL}:iO251UL2—03H

Lf@iﬁi@ l

2 = Gy

| - Eu= “qv
g iﬁkté’f,{i

&+
g - ) .
En las cesislencias
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FEBRERO 2006

Problema 4.

Sea el circuito de la figura. Determinar &, para que la intensidad que pasa por R3 sea 0. Para

este valor de &, determinar:

a) que relacion existe entre &,y &a,
b) la potencia suministrada por &,
¢) cuanto vale la potencia disipada en R1

Datos: &, rl, r2, R1, R2, R3
iﬁj*ér?siciaéf GF?Q; =0

Rl R2

1rl 5
R3 :

— S

I‘5 3114’1&
g, 7 1y - RT-Redy =0
Iy

«RyTy v Ry 47 T34 6, =0
o
;= 314;}; Xz =12
§i -1y (ry+R,) - 333';»0
§Z -+ §3 (% *fi) wz”‘é

P Ry+ fz)
e ',, C‘{;{Q 4'13( _2
= ‘;?Ji' §i i ywﬁwfjf.'fj’vw”” - 2 )
o’ g, =5 ~Ty ("RZ"‘%“"%”v : }
. ; Y7 S
N + ,21 - §=0C A : O_\J | 2'~W,MW,,;,;; }
V=18, | W p 2 o ,
-1 Iy V=0 .;;j;-i{g; o ’
=g - - S
~ 1 ?.% P=XTV=IR
Uoﬁljﬁi*'ijri"v\;zj; if?‘f&'§ Vi) jz 4 /‘-) ’T)\
TE, | ' I? o
L& | OV FLaY! \
5 - i =0 §
T | ARGy "’? ,

\;;g'i = T, (R~ 73)
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PE‘ -j@ﬁaﬁufiﬁ
Q

4. Por un cable larga y recto de seccidn transversal circular de radio R circula una corriente I La densidad de
corriente a través ge la seccion circular no es constante sino que varia de la forma j = ar, siendo o una constante
y r la distancia al eje. Calcular:

a) Valor de la constante «.
b) Expresion del campo magnético B en r<R yen r>R, en funcién de la corriente L
c) Energia magnética en el interior del cable, por metro de longitud, en funcién de la corriente .
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( 4. Se tienen dos cilindros concéntricos, como
\ se indica en la figura, por los que circula
una corriente / uniformemente distribuida
en su seccién, pero en sentido contrario.
Calcular el campo magnético en todas las
regiones del espacio:

r<a ; a<r<b ; b<r<c ; r>c.

Sceficd
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" 4. Seconstruye un circuito eléctrico como €l de la figura, formado por un hilo conductor de igﬁal resistencia por
unidad de longitud en cada uno de sus tramos. Si por la entrada y salida del circuito circula una corriente eléctrica

I, calcular:

a) La corriente que circula por cada uno de los semicirculos.
b) El campo magnético que se crea en el punto P.

. R
f= -—T ESSEEr Ol Do orucked  de Q:zg‘bi:\

(Censceeed Lrend de resmeence. )

Clroucto eqnunlewte, :

1#]
: /| — QI:F~L4 =
R - *..s.\
‘\——[4‘ Vv - Pew-t Lz

S——————. L.,
AN =22+ 2%20 /2 4 2p
o . 2 o4 LR 4R 4 21e o
= R (4+2m)

=P o= g, P-(4-+2:n') (o)

&) T=T+Tz

L-?j&f(}qm Ql:.__\/ C \
5 U BT
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4. Una cinta plana de anchura b y longitud infinita es recorrida
por una corriente de intensidad I;. A una distancia a de la cinta,

y en su mismo plano, se halla un hilo rectilineo, también infinito,
por el que circula una corriente de intensidad /. Calcular la fuerza
de interaccion, por unidad de longitud, entre ambas.
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4~ Un dispositivo plano realizado con hilos z
{ conductores, esta en una region de campo magnetico A
uniforme y dependiente del tiempo en la forma: 4

B(t)=0.11t, con direccién y sentido segiin la figura.
Los hilos tienen una resistencia por unidad de @ @ @
©

©

longitud de valor p =2 ochm/m. Se pide: @ B Q)
a) Las intensidades inducidas que circulan por cada

tramo (realizar un circuito equivalente). @ @ @
b) Lad.dp. V,-V, - v
c) La potencia disipada en todo el sistema. Veriﬁquese P a a2

el principio de conservacién de la energia en el
circuito. @ =0 dm

©
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5. Un circuito de autoinduccion despreciable y resistencia 6hmnica R = 2(), tiene forma de sector circular de
radio Ro=0.3 my angulo 6 = 7/3. El circuito gira respecto a un eje que pasa por su vértice y es perpendicular al
plano del circuito, con velocidad angular @ = 1000rev/min, en el sentido de las agujas de un reloj. En su rotacién
pasa por una zona donde existe un campo magnético homogéneo de 1 Tesla, perpendicular al plano del circuito.
Si en el instante inicial el circuito se halla en la posicion que se muestra en la figura, se pide:

a) F.e.m. inducida en el circuito en funcion del tiempo.
Representar dicha funcién y calcular el valor eficaz
de dicha f.e.m.

b) Intensidad méxima que pasa por el circuito.

c) Momento de la fuerza que es necesario ejercer sobre
el sector para que éste gire con © constante.
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5. Sea un arrollamiento de forma toroidal, de seccion rectangular, radio interior ry, radio exterior 1, altura h, con
n espiras, por el que pasa una intensidad I= I, sen (wt).

a) Calcular el campo magnético en su interior en
funcion de la distancia al eje del toroide.

b) Flujo magnético a través de una espira del
arrollamiento toroidal.

¢) Si el arrollamiento toroidal se rodea con una espira
de radio R, determinar la fuerza electromotriz inducida
en la espira.

d) Determinar la fuerza electromotriz inducida en el toroide
cuando la corriente I=1I,sen (owt) pasa por la espira en
vez de pasar por el arrollamiento toroidal.

Nota: Un toroide de seccion rectangular es una figura geométrica que se obtiene al hacer girar un rectangulo
360° alrededor de un eje exterior al rectangulo y paralelo a uno de sus lados.
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JUNIO 2004
5. La figura muestra un conductor infinitamente largo situado en el eje OY por el que circula
una corriente de intensidad 1=2 A. Una espira conductora
Y
cuadrada, de lado d = 1 m, y resistencia R =4 Q, situada en d=4m
el plano OXY se aleja con velocidad constante de 1 m/s y «
d=1m EE
direccién paralela al eje OX. Obtener: I g =
Q = ‘:”f L2
a) El flujo en funcién de la distancia x al eje OY
b) La fuerza electromotriz inducida en funcién del tiempo, o %
suponiendo que la espira parte sin velocidad inicial desde el
eje OY
c) El sentido y valor de la intensidad inducida en la espira en funcién del tiempo.
Dato: uo =4 n107 H/m |
S
_
- X
aat] %
3.
Lo
z
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ENERO 2007

S )
i »%ﬁ C?\A\[“
o - . Loyle” 7 N6 7
5. Sobre un plano horizontal se halia unz espira o ¥
cuadrada de lado a y resistencia R. En el mismo %} 5
planc, v 2 una distancia b de uno de sus lados, | 3 2 ¥
hay un hilo rectilineo indefinido por el gque ;| | ﬁ@ lig
circulz una corriente ;. t L& ' ;
SR -
a) Calcular el coeficiente de inductancia [Tt 2
mutua entre el hilo v el circuite. 1 b X A

b) Hallar la flem. inducida en el circuito y la intensidad que circula por el
mismo, indicando y justificando el sentido en que lo hace (despréciese la
autoinduccidn del circuito)

c) Fuerza de interaccidn entre el hilo y el circuito.

Datos numéricos: a=10em b=2cm Iy =104, a=55" R=1000
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5. Un conductor rectilineo, de longitud indefinida y radio r, circula una corriente de intensidad
I;. Alrededor del conductor se halla una espira rectangular,

tal como se muestra en la figura, de lados a 'y 3b. 2%
a) Calcular el flujo magnético neto que atraviesa dicha ] X
espira y el coeficiente de inductancia mutua entre el E
conductor y la espira. Hl, a
Si se hace girar la espira alrededor del eje del conductor :
con velocidad angular o, o ¢
b) ;/Cual sera la f.e.m. inducida en la espira? TR T 26 ’
Si la espira permanece inmévil, en la posicién de la figura,
y se hace variar la corriente que pasa por el hilo, de modo que I; = Io sen wt,
b) ¢Cusnto valdré la f.e.m. inducida en la espira? ;Cual es su valor maximo?
Nota: Supdngase despreciable el radio del conductor comparado con las dimensiones de la espira
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3. El circuito de la figura, que cuelga verticalmente, consta de 2 guias metalicas sobre las que
puede deslizar la varilla metalica AB, de masa m, haciendo
buen contacto eléctrico. Se considera que todos los tramos = I
del circuito tienen resistencia despreciable, a excepcion de c RE P
la varilla AB que tiene una resistencia R y el tramo CD
que tiene una resistencia R/2.

Si-se-cierrael interruptor 1, ealeular: YI R R
‘ R
a) Campo magnético que habria que aplicar al circuito X
para que la varilla permaneciese en equilibrio.
Indicar la direccién y sentido del mismo. e
M.

Si se abre el interruptor, se rompe el equilibrio vy la varilla
cae verticalmente deslizando por las guias metalicas. Calcular:

b) Fuerza debida al campo magnético cuando la varilla lleva una velocidad v

¢) Velocidad limite que alcanzaria la varilla
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5.- En un plano horizontal se encuentran 2 hilos conductores, rectilineos y paralelos, separados una
distancia d, de resistencia despreciable, conectados a un generador de f.e.m. E. Sobre los hilos
se halla una varilla conductora, de resistencia R,
que puede moverse sobre ellos. Todo el sistema ><M >< >< >< ><
estd inmerso en el interior de un campo |
magnético homogéneo de valor B, tal como \
indica la figura. Al cerrar el interruptor, la varilla
saldra despedida hacia la derecha de la figura
con velocidad v. Calcular:

a) Diferencia de potencial inducida entre los

extremos de la varilla, M y N. ! >< N >< >< >< ><

Intensidad de la corriente que recorre el circuito, especificando el sentido de la misma.

Fuerza de amortiguamiento electromagnético que actua sobre la varilla.

d) Ecuacién diferencial que rige el movimiento de la varilla y velocidad Iimite que alcanzara.

E BB d (o)) = Bda - Blvi
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5.~ Unos rafles conductores paralelos, separados una distancia L, estdn conectados por
otro conductor perpendicular a ellos, todos de resistencia
despreciable. Sobre estos railes se sitia una barra de -
longitud L y resistencia R que puede deslizarse sobre ellos B=(0,0,k)
sin rozamiento manteniendo un buen contacto eléctrico. ‘

z

Y,
Este sistema estd inmerso en un campo magnético (0, 0, . v
ky), donde k es una constante. Calcular: 1 { -
//MII v

a) Flujo magnético a través del circuito formado por B h// L

los railes, el conductor y la barra en el instante que )i/ a T g

se muestra en la figura.
b) Si la barra se mueve con velocidad constante v = (0, v, 0), indicar el sentido de la

corriente inducida en el circuito formado por los railes, el conductor y la barra,
razonando la respuesta. -

c) Suponiendo que en el instante inicial la barra esta a una distancia “a” del eje X (b=0),-
calcular €] valor de la corriente inducida del apartado b), en funcién del tiempo y de
las constantes: k,a, L, R, v
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