FMT1

Carpeta de
Montero Espinosa
(resuelta en 2009)


mailto:simplyjarod@gmail.com
mailto:simplyjarod@gmail.com

www.simplyjarod.com

FMT1
Teoria

www.montercespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfhos 91 548 31 78, 6190 142 355



www.simplyjarod.com

PROGRAMA DE LA ASIGNATURA FMT1

Tema 1: Nociones de dlgebra abstracta
Loégica
Conjuntos
Aplicaciones

Tema 2: Algebra matricial y Sistemas de ecuaciones lineales
Operaciones matriciales
Inversas y rango matricial

Método de Gauss
Teorema de Rouché-Frobenius

Tema 3: Espacios Vectoriales
Conceptos fundamentales
Subespacios vectoriales
Dependencia e independencia lineal
Bases y dimension

Tema 4: Aplicaciones lineales
Conceptos fundamentales
Ntcleo e Imagen
Representacion matricial

Tema 5: Productos escalares y ortogonalidad
Conceptos fundamentales
Ortogonalidad
Proyecciones ortogonales
Método de Gram-Schmidt

Tema 6: Autovalores y autovectores
Introduccion
Subespacios propios
Diagonalizacién

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355



www.simplyjarod.com

TEMA 1: NOCIONES BASICAS .

1.1 Légica de proposiciones

Al realizar razonamientos en matemdticas empleamos sentencias que estan “conectadas™
entre si por conectivas lingiiisticas. La logica de proposiciones se ocupa del estudio de las
conectivas lingiiisticas entre proposiciones. Una proposicion es una sentencia que puede ser
verdadera (denotaremos por V) o falsa (denotaremos por F}.

Las conectivas lingiiistica permiten construir proposiciones compuestas a partir de otras
mas simples. Asi, si los simbolos p y q representan proposiciones genéricas, las conectivas
lingtiisticas mas empleadas son las que aparecen en la siguiente tabla:

Conectiva lingiiistica | Conectivo logico | Simbolo Se escribe
nop Negacién = —p
Pyq Conjuncién A PAg
pog Disyuncion v pvyg
Si p entonces g Implicacion = p=yq
psiysdlosig Equivalencia = p<gq

Llamaremos forma propesicional a cualquier expresion formada por:

a) variables proposicionales tales como p, g, 7, ...
b) los conectivos légicos —, A, V, = Vv &
c) los paréntesis (, ).

Cada forma proposicional tiene asociada una tabla de verdad. La tabla de verdad asociada a
una forma proposicional se puede construir sistematicamente a partir del procedimiento
empleado para construir dicha forma proposicional.

Una forma proposicional es una tautologia si toma el valor V cualquiera que sea la forma
en que asignemos los valores V 6 F a las variables proposicionales que en ella intervienen.

Una forma proposicional es una contradiecion si toma el valor F cualquiera que sea la
forma en que asignemos los valores V 6 F a las variables proposicionales que en ella

intervienen.
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Negacion
p P
F \/
\ F
Conjuncién
Y4 q yZARAN’)
F F F
F \ F
\'% F F
v Vv v
Disyuncién 7 | g 7NV g
F F F
F \ \
\% F \
N \ \
Implicacion .
o P q P = q
F F \
F \ \
\ F F
N \ \
Equivalencia
P q P <= 9
F F N
F \ F
\ F F
VIV v 1

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91544 53 77, 619 142 355 T-2



www.simplyjarod.com

Ejemplo 1:
Vamos a construir la tabla de verdad de (p v —q) = r

Se establecen todas las posibles situaciones de verdad o falsedad de las variables que
intervienen en el enunciado:

p i q 4 | (pv=q) | (pv=g) =
Vv A Vv
A% F A\
F AY Vv
F F v
Y% Vv F
Vv F F
F A\ F
F F F

Se van rellenando el resto de columnas teniendo en cuenta el significado de los conectivos

logicos:
FZ ) =4 | (pv=q) | r | (pv=g)=>r
ViV F A% vV vV
V| F \'% A" vV vV
F | V F F v vV
F F vV vV vV v
V|V F \" F F
V| F V A" F F
F | V F F F vV
F F A" \Y F F

Ejemplo 2:

Ahora vamos a demostrar que (p = g) < ((—p) V ¢) es una taatologia construyendo
su tabla de verdad. En este caso la rellenamos entera directamente:

P a4 1 p=q | P | (=pvg | (p=>9<(-pvy
A INY; v F v v
VI|F F F F v
F |V v % vV V
F|F v v v v
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1.2 Légica de predicados

Hay deducciones que se realizan habitualmente en matematicas para las que no es posible
analizar su validez dentro del ambito de la logica de proposiciones estudiada en el punto
anterior.

En logica de predicados se distingue entre las propiedades y los objetos a los que dichas
propiedades se refieren. Por ejemplo:

Supongamos la propiedad “ser primo” que simbolizamos por P y la propiedad “ser impar™
que simbolizamos por /.

xesprimo  P(x)
x es impar [ (x)

Ahora podemos aplicar estas propiedades a objetos concretos de forma que:
Jesprimo P(3)

5esimpar [(5)

Diremos que un predicado es una tautelogia si toma el valor V independientemente de los
objetos concretos del universo del discurso que coloquemos en lugar de sus variables.

Consideramos ahora la sentencia “para todo objeto x se verifica P(x)”. La frase “para todo
objeto x 7 se denomina cuantificador universal y se representa por Vx.

Consideramos ahora la sentencia “existe un objeto x se verifica P(x)”. La frase “existe un
objeto x” se denomina cuantificador existencial y se representa por Jx .

Propiedades del cuantificador universal y el cuantificador existencial:
Muchas de ellas son
propiedades muy
obvias

En cualquier universo de discurso, para todo predicado P y para toda variable x, la

siguientes sentencias son verdaderas:

P(a) = dx P(x) [ siunelemento concreto cumple una propiedad entonces existe un elemento
que cumple Iz propiedad ]

e (Vx P(x)) => P(a) | siunapropiedad se cumple para todo elemento, se cumple para un

elemento concreto]

Esta es el contrarreci-
proco de la anterior.
Recuerda que fa
implicacion directa y su
contrarreciproco son propiedad no se cumple para todo elemento ]
eguivalentes:

(p=q)=(~g=-p)

e —FPla) = ﬁ(\i?'x P(x)} [ siunelemento concreto no cumple una propiedad entonces esa

€ (Vx P{X}) = (Ex P(}:)) [ si una propiedad se cumple para todo elemento, entonces existe algin

elemento que la cumple |

e dx P(x) < —~(Vx—P(x))
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1.3 Teoria de conjuntos

1.3.1 Definiciones

Un conjunto es una reunion de objetos que llamaremos elementos.
i’} ;a;fci”:;tisra‘l’” Llamaremos eardinal de un conjunts al niimero de elementos del-conjunto.

Un conjunto 4 es subconjunto de un conjunto B, denotandose A < B, si todo elemento de
Aloesde B.

El conjunto vacio & esun conjunto que no contiene ningtn elemento.
El conjunto universal X es aquel tal que todos los conjuntos son subconjuntos de él.
Siun elemento a pertenece a un conjunto 4 se denota ae 4.

: Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos. Dicho de otra forma:
Esta es una técnica

para demostrar la A=B - ,(A C B }" Be A}

igualdad muy utiliza-
da en aigebra

1.3.2 Operaciones con conjuntos

Sean 4,B < X dos subconjuntos del conjunto universal X.

El complementario | Conjunto complementario : A4 = {x eX /xg4 }

también se puede

netar con un

apostrofe: = A' Interseccion de conjuntos : ANB = {x eX/xed y xe B}
Unién de conjuntos : AUB :{xeX/xeA 0 xeB}
Diferencia de conjuntos : A—B = {x eX/xed y xg B} = 4 ﬁE
Diferencia simétrica: AAB = (A-B)U(B-4) = (AUB)-(4nB)

Ejemplo:
Sear. 4 ={1,2,3,a} y B={a,b,2,4

ANB ={2,a} AU B ={1,2,3,a,b,4}

Fijate que la diferen-f _np_1 I/ 1
_ cia de conjuntos no - A - (1>3J B-4= (b>4J
~ es conmutativa

Son de especial relevancia las operaciones en las que intervienen el conjunto vacio & y el
conjunto universal X:

AN =0 ANnX =4

Auvd=4 AuX=X

>
|
S
I
N

A-D=4 LO-A=L A-X=0C

AAND =4 AAX=X-4
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Casi todas estas pro-
piedades pueden re-
presentarse grafica-
mente mediante dia-
gramas de Venn

Estas dos propieda-
des se denominan
Leyes de Morgan

La familia de subcons
juntos puede ser infi-
nita

Los elementos de
®A4) son, a suvez,
conjuntos
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1.3.3 Propiedades

Daremos las propiedades mas interesantes de la union,la interseccion y el complementario.

Asociativa (AuB)UC = AU(BU() (ANB)NC =An(BNC)
Conmutativa AUB=BuwA ANB=Bn A

Idempotente AU A= A4 ANA=A

Simplificaciéon AU(BNA) = A4 AN(BUA)= A4

Absorcion AuX =X AND =

Distributiva AUBNC)=(AUB)N(AUC) An(BUC)=(ANB)U(ANC)
Morgan (AUB) =AnB _{AnB)=40UB

Complementario (4") = 4

1.3.4 Producto cartesiano

Se llama producto cartesiano de un conjunto A por otro B (en este orden) al conjunto for-
mado por los pares (a,5) con a€ A y be B elcualsedenotapor AxB.

Ejemplo:
Sean A :{2,— 1 4} B= {a,b}

Ax B= {(2,a), (2,b), (1,a), (1,b), (4,a), (4,b)}

1.3.5 Conjunto de las partes de un conjunto

El conjunto de las partes de un conjunto A es el conjunto de todos los subconjuntos de A4,
denotandose R A):

P(A)={B/ Bc 4}

Ejemplo:
Sea A= {1, 2, 3}

P (1) ={2. (1. 2}, (3}, (12}, {13}, 2.3}, 4]
1.3.6 Particion

Dado un conjunto 4 una familia de subconjuntos 4, 4,,..., 4, es una particién de 4 si se

verifica que:

A=4vud,v.vd y 404 =0 iz#j
Ejemplo:
Sea A={1,2,3,a,b,7,5, ¢}
Una posible particion de 4 es 4, = {7,[),1} 4, = {2,3} 4 = {a,c} A4, = {5}
1.3.7 Teorema del Cardinal
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Se cumple que:
card(4 U B) = card(A) + card(B) — card(4 N B)
www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 |, 619 142 355 T—-6
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1.4 Aplicaciones

1.4.1 Definiciones
Sean dos conjuntos no vacios 4 v B.

aplicacion y funcien | Decimos que f: 4 — B es una aplicacién (funcion) si a cada elemento del conjunto de
son términos sindni-

mos partida 4 le hace corresponder un tnico elemento en el conjunto de llegada B:

J esaplicacién <  Vxed .3lyeB / y=f(x)

Ejemplo:

Sean los conjuntos 4 = {1,2,354,5} v B= {a,bﬁc, d}.

Sea f:4—> B talque f(D)=c,f(2)=b,fB)=c, f(4)=a, f(5) =bh.Eneste
caso decimos que [ es una aplicacion ya que cumple la definicion anterior, es decir a cada
elemento de 4 le corresponde un unico elemento en el conjunto B.

Sinembargo f:4 — B talque f()=c., f(H=b,fQB)=c,f@ =a, f(5)=b

no es una aplicacion ya que al elemento 1 € 4 le corresponden dos elementos de B.

Cuando /' es una
aplicacion de cada
elemento del espacio
de salida sale una
tnica “flecha”

e Igualdad de aplicaciones. Sean dos aplicaciones f,g: 4 — B:

Si nos piden demos-
trar que dos aplica-
ciones son iguales lo f =g <= Vxed .. f(x) = g(x)

haremos asi

¢ Los elementos del conjunto de salida 4 se denominan preimagenes de f.

¢ Los elementos del espacio de llegada B que tienen preimagen mediante f se denominan
imagenes de f. (Ojo: no todos los elementos de B tienen que ser imégenes de una deter-
minada aplicacion [ ).

e Llamamos imagen de f al subconjunto de B formado por todos los elementos que tienen
preimagen mediante /. Se denota Im(f):

Im(f)={yveB/3xecd. f(x)=y}
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1.4.2 Tipos de aplicaciones

Sea f: A -—» B una aplicacion (funcién):

e Sedice que f es inyectiva si a cada elemento del conjunto imagen le corresponde solo
una preimagen en el conjunto de partida:

[ esinyectiva < Vxyed .. f)=f(x) = y=x

Si / esinyectiva a
cada elemento del
espacic de llegada le

llega una o ninguna
flecha

e Sedice que f es sobreyectiva siel conjunto imagen de f, Im( /), coincide con el
conjunto de llegada B:

J essobreyectiva <> VyeB .. dxed / f{x)=y

Si f es sobreyecti-

va a cada elemento

Zel espacio de llega-

(ale llega una o mas
flechas

e Sedice que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.

Si / esbiyectiva a
cada elemento del
espacio de llegada le

llega unz v sola una
flecha
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1.4.3 Imagen directa e imagen reciproca

Sea f:4—>B y (< A4. Sedenomina imagen directa de C mediante f a:
Fijate que tanto ia

imagen directa como 1(Cy= {yEB /dxeC..y= f(x}}
la imagen inversa son
subconjuntos

Propiedad principal:
xeC = f(x)e f(C)

AOE 4

Sea f:4—>B 'y DcB.Sedenominaimagen reciproca de ) mediante f a:
(D)= {xEA I f(x)e D}

A B

Propiedad principal: '
xe f (D) & f(x)eD .'o

A4

S KD)

Ejemplo:

Sean los conjuntos 4 = {1}2,3,4, 5} B= {cz,b,c, cz’}

Sealaaplicacion f:4 — B talque f()=c, f(Q)=b. /B =c, fd)=a, f5)=5b

F({1.2}) = {b.c}
/7 (te) = {13}
FH{{b.c}) ={1,2,3,5)
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Propiedades de la imagen directa y reciproca

Sea f:A—>B y C.C . D.D,c B
Fijate que en todas -

estas propiedades
nos estamos
refiriendo a la imagen

reciproca y no a la C} - o f(C) -

aplicacion inversa

Y D=2 = D=2
) C]CCZ = f(Ci)cf(Cg)
" DeD = D)< D)
L S(GUG) = GV S(G)
oDy = D)D)
L JGNG) < f(C)nf(C)
DN D) = D)~ D)
. Geruey

f(fA](Dl)) < D}
. fC)-fC) e fC-C)

FD =Dy = (D)~ (D)

G =)
F(GNG) = (G f(C)

7.- st f esinyectiva :>{

8- si f essobreyectiva = D, = f(f (D)
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1.4.4 Compoeosicién de aplicaciones
Sean f:4-> B y g:B-—>C dosaplicaciones. Se define la aplicacion composicion
como:
Importante: .
La composicion de ge f rA=>C
funciones no es x> (g2 )0 = g/ ()
Ejemplo:
fi{L2.3} = {a,b.c} g:{ab.cl > o g, 2}
I = fOH=a a = flay=4
2 = f(2)=>b b — fB)y=pu
3 = fB)=a ¢ = flo=«a
gof:{L2,3} = {a,u. 2}
L= (e M) =g(/(1) =gla) =4
2 2 (g =g(f(2)=g)=u
3 2> (8B =g(f(3) =gla) =4
Propiedades
1.- f. g inyectivas = gof inyectiva
2.- f. g sobreyectivas => gof sobreyectiva
3.- f. g biyectiva = gof biyectiva
4.- gof inyectiva = f inyectiva
5.- gof sobreyectiva = g sobrevectiva
6.- gof biyectiva = f inyectiva y g sobreyectiva
1.4.5 Composicion de una aplicacién con ella misma
Importante: . Sea f : A — A unaaplicacion definida entre dos conjuntos iguales, dicho de otra forma,
Si el espacio de salida . . . .
y el espacio de llegada | €l conjunto de salida y el conjunto de llegada es el mismo.
Zi:ej:;g;?rn;;e Definimos la aplicacién f? como la composicién de f con ella misma:
No hay que dejarse 7«”3 A A4
engafiar con la nota- -
cién: Z — - N —
cuando escribimos /2 x = [(x)= (o )x)= f(f(x))
no significa que ele-
vemos / al cuadrado,
jeso no existe! N .
Analogamente se puede definir /= fo f o f donde se aplica f tres veces.
Y en general /"= fo.".o f donde se aplica / n veces.
Se puede demostrar que:
Im( /%) < Im(f) y en general Im(f/"ycIm(f) VneN
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1.4.6 Aplicacién inversa

Sea una aplicacion:

f:4->B
x > f(x) =y

Solamente en el caso en que f es biyectiva se puede definir la aplicacion inversa como:

B4
vy = [T)=x

Observacion:

No debemos confundir la aplicacion inversa con la imagen reciproca. Ambos conceptos
comparten la misma notacién [ (e) pero tienen distinto significado. Siempre podremos
identificar de cual de ellas se trata fijandonos en lo que hay dentro de los paréntesis:
- Si dentro de los paréntesis hay un elemento (normamente en letra mintiscula) entonces
se trata de la funcidn inversa.
- Si dentro de los paréntesis hay un conjunto (normalmente en letra mayuscula) entonces
se trata de la imagen reciproca.

1.4.7 Aplicacién restriccion
Definicién

Sean 4, B dos conjuntos y sea f: A4 — B una aplicacion. Si restringimos el conjunto de
salida a los elementos del subconjunto C < A creamos una nueva aplicacion [ f - 9que
llamaremos aplicacién [ restringida al subconjunto C y definimos como:
bé f .:C—>B
x = fl.(x) = f(x)

Lo que tiene que quedar claro es que todos los elementos de C se aplican mediante [ I - en

el mismo elemento de B en el que se aplicaban mediante /. Es decir:

ffc(x):f(x) VxeC

Propiedades

- Si f esinyectiva = [ [ - ©sinyectiva
- Si f es sobreyectiva, no podemos asegurar que [ f - Seasobreyectiva.

- - - { - .
- Si f esbiyectiva = [ | esinyectiva

- Si f g . es sobreyectiva => f es sobreyectiva
- Si f } .~ €s inyectiva, no podemos asegurar que f sea inyectiva

- Si f é( es bivectiva = f es sobreyectiva
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1.5 Principio de induccién

Este es un método de | Gen P una propiedad que pueden verificar todos los nimeros naturales. Hacemos:
demostracion muy

utitizado en Algebra . ., . .
¢ Base de induccidn: verificamos que la propiedad P se cumple para 1.

Hipdtesis de induccion: suponemos que P se cumple para 7.
Paso de induccion: verificamos que P se cumple para n + 1 teniendo en cuenta la hipétesis.

También se puede
hacer para n-1 yn

Si esto sucede asi entonces podemos afirmar que la propiedad P se cumple para todos los
ntmeros naturales.

1.6 Relaciones

1.6.1 Definicién

Sea un conjunto 4. Una relacién binaria es un subconjunto de 4x 4 donde estan los
elementos de 4 que satisfacen una cierta condicion.
Para decir que dos elementos de 4 estan relacionados se pone a R b.

1.6.2 Propiedades de una relacién binaria

Las principales propiedades que puede cumplir una relacion binaria son:

Reflexiva: a Ra , Vaec 4

Simétrica: a Rb = bRa , Vabed
Antisimétrica: a Rb A bRa = a=b , VabeAd
Transitiva: a Rb A bRc¢c = aRc¢ , VabceAd

1.6.3 Relaciones de equivalencia

Decimos que una relacion binaria definida en un conjunto 4 es una relacién de equivalen-
cia si cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Generalmente una equivalencia se representa por ~ ; para indicar que a esté relacionado
conbsepone a~b yselee “aesequivalente a b”.

}—35 P‘Eifses deequiva- | [ 3 clase de equivalencia de un elemento a € A es el conjunto de todos los elementos rela-
encia roman una N
particién del conjunto | cionados con €l. Normalmente se representa por [a] = {x eAd/ x~af.

A
Llamamos conjunto cociente al conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia. Se

designa por A/R.

1.6.4 Relaciones de orden

Decimos que una relacion binaria definida en un conjunto 4 es una relacién de orden si
cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Generalmente una relacién de orden se representa por <; para indicar que @ estd
relacionado con b se pone a<bh.
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1.7 Leyes de composicién

1.7.1 Ley de composicién interna

Definimos ley de composicién interna u operacién interna en un conjunto X como una
aplicacion:
F X XX — X
(.y) — x*y
E!f conjunto X es no
vaclo. Lo importante de una operacion interna es que al operar x e y mediante * el resultado
siga perteneciendo a X.

Propiedades

Toda ley de composicidn interna * puede cumplir (o no ) las siguientes propiedades:

- Propiedad asociativa: V x,y,z 3X, (x* y)* z = x ¥(y* z)
Si un conjunto cumple
la propiedad asociativa | - Elemento neutro : dJeeX/ VxeX x*e=e*xx=x
para tres elementos
también la cumple para
n elementos.

- Elemento opuesto: dadox 3 X,d X 3X/ x*X =X*x=c¢

- Propiedad conmutativa: V x,y 23X, x ¥ y=y * x

Ejemplos

1) Sea la aplicacion
*: L x 1 — 1

(n.,m)— n*m= —n-m

Esta aplicacion es una ley de composicion interna que cumple la propiedad conmutativa
pero no la asociativa.

2) Sea la aplicacion
- NxN - N

(n,m)y - n—m

Esta aplicacién no es una ley de composicion interna para el conjunto de los naturales N.

3) Sea la aplicacion
+: R xR - R
(x.,y)— x+y
Esta aplicacion es una ley de composicién interna para el conjunto de los nimeros reales
R que cumple todas las propiedades antes enunciadas.

1.7.2 Ley de compeosicién externa

Definimos ley de composicién externa u operacién externa en un conjunto X sobre un
conjunto K como una aplicacién:

K XX - X
(k,x) — k-x

Lo importante de una operacién externa es que al operar k€ K e xe X mediante - el
resultado siga perteneciendo a X.
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1.8 Estructuras algebraicas

1.8.1 Grupos

Sea un conjunto (G no vacio con una operacion interna + ( que normalmente se le
denomina suma).

Decimos que la dupla (G, +) es un grupo si cumple:

- Propiedad asociativa: V x,y,z€ G, (x+y)+tz=x+(y+z)
- Elemento neutro : dee G/ Vxel, x+e= e+x = x

- Elemento opuesto: dadox e X, 3 X e X/ x+X =X+x=c¢

Decimos que (G, +) es grupo abeliano si, ademas de todo lo anterior, se cumple:

- Propiedad conmutativa: V x,y € G, x+y=y+x

1.8.2 Anillos

Sea A un conjunto no vacioy sean + y * dos operaciones internas (normalmente se les
denomina suma y producto).

Decimos que la terna (4, +,* ) es un anillo si cumple:
1) (4, +) es un grupo abeliano.
2) Propiedad asociativa del producto: V x,y,z€ X, (x*y)* z = x *(y* z)
3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma :

Vxvze A (x+y)*rz=x*z+y*z
x*(ytzy=x*yt+tx*z
1.8.3 Cuerpos

Sea K un conjunto no vacioy sean + y * dos operaciones internas (normalmente se les
denomina suma vy producto).

Decimos que la terna (K, +,* ) es un cuerpo si cumple:

i K, +) es un grupo abeliano.
El elemento e repre- ) ( ’ ) grup

senta al elemento neu- 2y (K-{e},*)es grupo.
tro de la operacion + X .. .
(suma}. 3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma

Lo mismo dicho de otra forma:

1) (K, +) cumple las propiedades asociativa, elemento neutro, elemento opuesto y
conmutativa.

2y (K-{e}, =) cumple las propiedades asociativa, elemento neutre y elemento opuesto.

3) La propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
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TEMA 2: MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

2.1 Concepto de matriz

Diremos que una matriz de dimension m x n es un conjunto de ntimeros colocados en
m filas y n columnas:
(ai 1 n

A= L
amI amn J
Las matrices se denotan con letras mayusculas y en ocasiones acompafiadas por su
dimension (ntimero de filas y columnas, 4, , ), mientras que sus elementos se denotan con

a,)

el nombre de la matriz en mintscula acompafiados por el nimero de fila y columna en el
que se encuentran (&, ;).

2.2 Operaciones con matrices

e  Suma de matrices
La suma entre dos matrices se realiza sumando cada elemento de la primera matriz
con el elemento de la misma posicién de la segunda, por lo tanto para poder sumar dos
matrices tienen que tener la misma dimension.
Ejemplo:
203+23——4__2+20+33——4__ 4 3 -1
31 6 7 1 1 3+7 1+1 6+1 10 2 7
¢ Producto de un escalar por una matriz

Para multiplicar una matriz por un nimero o escalar basta con multiplicar todos
los elementos por ese namero.

Ejemplo:

=144 4.3 =116 12
4-3 4-5 1220

1) 4.2 4.1 8 4

2
wh
S
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¢ Producto de matrices

Cada elemento del producto de matrices se hace multiplicando escalarmente su
fila correspondiente de la primera matriz con su columna correspondiente de la
segunda, por lo tanto para poder multiplicar dos matrices tienen que coincidir el
ntmero de columnas de la primera con el nimero de filas de la segunda. Dicho de otra
forma, sean las matrices 4,,., ¥ Bgn Estas matrices se podran multiplicar solamente
cuando » = 5. El resultado sera una matriz C,pon.

(43
21 1 (2 N (2-4+1-2+1-5 2:3+1-1+1:6) (15 13
3 4 2 ‘LS ] C \3-4+4-2+42-5 3-3+4-1+2-6J— 30 25
2x3 2

2x2

3x2
La multiplicaciéon de matrices no es conmutativa. Debemos tener cuidado con
esto ya que al despejar una ecuacién, sacar una matriz de factor comin o pasarla
multiplicando a la inversa, hay que respetar el lado por el que la matriz va

multiplicando.
4 3 5 1 1 42+33 41+34 41+32 17 16 9
2 1 -[3 4 2] = | 22+13 21414 21+12|=,7 6 4
5 6 23 52+63 51+64 51+62 28 29 17
3x2 3%3

2.3 Tipos de matrices

Existen varios tipos de matrices segiin sea su forma o cumplan unas determinadas
propiedades.

e Segun su forma:

Rectangular: Matriz con distinto nimero de filas que de columnas.

A
2 -1 03

Cuadrada: Matriz con igual niimero de filas que de columnas. En estas matrices
la dimension viene denotada por un solo nimero.

Estas son las matrices
mas comunes a lo largo
del curso.

I 21
A=13 0 0
-2 1 1

Fila: Matriz de dimensién 1 x » (una fila y » columnas).

A= 0 -1 1)

. Columpa: Matriz de dimension m x 1 (1 columma y m filas).
Estas matrices suelen Y

ser la representacion
matricial de vectores ( 1 )

gue veremos mas
adel . !
elante é}ﬂ :{ O

-1
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Se puede ver también . . . . .
como la matriz cuyos Triangular superior: Toda matriz cuadrada cuyos términos por debajo de la
unicos elementos di LI

e iagonal principal son cero.
distintos de cero son g p p

los que estan por

encima de la diagonal 1 1 2
principal.

Este tipo de matriz se A4=10 3 2
utiliza sobre todo en la 0 0 -1

resolucion de sistemas
de ecuaciones.

Triangular inferior: Toda matriz cuadrada cuyos términos por encima de la
diagonal principal son cero.

Se puede ver también
como la matriz cuyos 1
unicos elementos

distintos de cero son A=11
los que estan por

debajo de la diagonal 1
principal.

—_ = O

0
0
1

Diagonal: Matriz cuadrada en la que todos los elementos son cero excepto los de
Para este tipo de la diagonal principal.
matrices la asignatura
dedica todo un tema.
Aprenderemos a
calcularlas y todas sus D=
propiedades. -

0
0

S O =
S N O

-1

En los tres tipos

anteriores de matrices
el determinante se . . . . L.
calcula directamente Unidad: Matriz diagonal en la que todos los elementos de su diagonal principal
multiplicando su son unos. Se representa por [y es “el uno” de las matrices (al multiplicar cualquier

diagonal principal matriz cuadrada por la identidad se queda igual).

Esta matriz es de las
mas importantes del
CUrso ya que aparece I
muy frecuentemente en
operaciones con
matrices y como
veremos también es la
matriz de una base
canénica.

o = O

0
0
1

il
o O

Escalar: Matriz diagonal que tiene un mismo nimero en toda la diagonal
principal. Es el resultado de multiplicar la matriz identidad por un numero (escalar).

300 0 0
A=[0 3 0[=3{0 1 0=31
0 0 3 0 1

o O =

e Segin sus propiedades:

iﬁversa de una matriz cuadrada A: Es una matriz que cumple que
premultiplicada y postmultiplicada por la matriz 4 da como resultado la matriz
identidad I. Se representa por A”'. Como la division entre matrices no existe, serd

Las propiedades y nuestra herramienta para despejar en ecuaciones matriciales cuando tenemos dos
definicién de la inversa

de una matriz son matrices multiplicando. No todas 1as matrices cuadradas tienen inversa, sélo aquellas
iguales que las del cuyo deferminante sed distinto de cero.
elemento inverso de los

numeros normales. &\ { oy
SR cnfr b (AP ’5”5":;&*7"
ANV S RS

-

O
S A
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. 1 2 L, [-1 2
S1Ad= ,entonces 4~ =
11 1 -1

A A=44T"=1

B o

Regular: Matriz cuadrada que tiene inversa y por lo tanto determinante distinto de
cero.

A regular < 347 & A%$0

Singular: Matriz cuadrada que no tiene inversa y por lo tanto determinante igual a
cero.

A singular < A47 < 4/=0

Transpuesta: Esta matriz se obtiene como resultado de aplicar a una matriz (que
no tiene por qué ser cuadrada) la transformacién de la transposicién que consiste en
cambiar las filas por las columnas. Se representa por A'.

S B 1 0 1
Sid=|0"2 3| entonces A =|1 2 -1
e () 1 3 0

Estas matrices
apélff_?ceﬂ Sobff; todo en Simétrica: Matriz cuadrada cumpliendo que 4 = A Se la llama simétrica
glri;t;?;o;:?:d: esta porque sus elementos son simétricos respecto a la dlagonal principal.
Algebra y en el calculo

d o =
en Ia parto de cAlculo, 10 1 1 0 1
1 -1 0 1 -1 0

Antisimétrica: Matriz cuadrada cumpliendo que 4 = -4'. Sus elementos también
son simétricos respecto de la diagonal principal pero con signos opuestos.

0 3 -1 0 -3 1
A=-3 0 -1 A=3 0 1|=-4
1 1 0 -1 -1 0

Ortogonal: Matriz cuadrada cumpliendo que 4’ = A" y para ello su determinante
debe valer uno o menos uno.

Aesortogonal @ A7 =4 @ A A=44' =T= 4=16 -1

Nula: Aquella que tiene todos sus elementos cero. Se representa por 0.

Idempotente: Matriz cuadrada que cumple que al multiplicarse por si misma no
cambia, es decir, 4> = 4. Por lo tanto al elevarla a cualquier nimero se queda igual.

. i@\_lé}.(?i{}“/} 0)
Sié:{~i GJAZ‘Q__} Q}LME CJWE\‘”J SJ
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Nilpotente de orden p: Matriz cuadrada si se multiplicg\f)‘%“s’f ?r!g'rﬁ)al \afgc%ts"s%om

obtiene la matriz nula, 4” = 0. Por lo tanto si elevamos esta matriz a un nimero mayor
o igual a p nos queda la matriz nula.

Involutiva o unipotente: Matriz cuadrada es su propia inversa, es decir, cumple
2 . « v .
que A4° = I. Por lo tanto si elevamos esta matriz a un nimero par nos da la matriz
identidad pero si es impar nos da la matriz original.

(1 2 , (1 231 2Y (10
SiA=| Ad= 4 = : = =1
o -1 0 -1)lo -1) (o0 1

A =AA=TA=4

2.4 Determinante de una matriz

El determinante es un namere que resulta de aplicarle una serie de operaciones a los
elementos de una matriz cuadrada y se denota de la siguiente manera:

a, .. ...,
A=| o L2245

a a

nl nn nl |

a, .. .. q

Para calcular un determinante existen principalmente dos métodos. El mas conocido,
aunque solo nos permite calcular determinantes de orden dos y tres, es el de la regla de
Sarrus:

Regla de Sarrus para determinantes de orden des:

b
. f:ad—cb
c d

Regla de Sarrus para determinantes de orden tres:

H

a b ¢
a, b, ¢, = ab,c; +abc, +abyec —ab,c ~a,bc, - absc,
t a, by «

Para el calculo de determinantes de cualquier orden, incluidos los de orden dos y tres,
existe el método de los adjuntos. Para ver este método debemos aprender primero los
conceptos de menor complementario y adjunto de un elemento de una matriz.

Menor complementario: el menor complementario de un elemento a; es el
determinante que resulta de suprimir la fila i-ésima y la columna j-ésima, O sea, es el
determinante de lo que queda al quitar la fila y la columna del elemento g;; .

10 -1
E 10
En 4= (2 3 2 | elmenorcomplementariodelelementoa, , = % i =1
! [ 70
(01 0) '

Adjunto: se llama adjunto del elemento a; al menor complementario una vez
que se le ha puesto el signo que le corresponde. El signo serd positivo si 7+ es par
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vy el signo sera negativo si i +j es impar. Colocaremos las posiciones que cambian de

signo segln la forma de un tablero de ajedrez.

10 -1
Jf En 4=/2 3 2 | eladjuntodelelementoa,, =(-1)
01 0

Método de los adjuntos para el calculo de determinantes:

[1 0
0 1:(_1)

Este método consiste en escoger una fila o columna y sumar todos sus elementos
multiplicados por su adjunto:

P2l g g 2 1
_01 ; ~22=1-I3 2!~0-I3 2!+(~1)-Jl _2I=8~0+(—1)(—5)=13

Esto requiere normalmente muchas operaciones, por ejemplo para un determinante de
4x4 hay que hacer 4 determinantes de 3x3, para uno de 5x5 serian 5 determinantes de 4x4 o
20 determinantes de 3x3. Por eso antes de ponernos a operar los determinantes mediante
este método utilizaremos las propiedades de los determinantes para conseguir una fila o
columna con el mayor niimero de ceros posible y asi reducir el nimero de operaciones.

s Propiedades de los determinantes:

-> El determinante de una matriz y el de su transpuesta son iguales:

4] =4

10 -1 1
12 3|=[0 2 0=6
10 5| |1 3

Esta propiedad es muy
util sobre todo una vez
veamos el tema de . . R R
diagonalizacion ya que —» Los determinantes de dos matrices semejantes son iguales:
una matriz y su

diagonal tienen el

mismo determinante. Sid=PDP'= ‘Al = lDi

- Si se multiplica una fila o columna por un nimero el determinante es igual al
nimero multiplicado por el determinante inicial.

2 02 4 21 21 22 11 2
1 0 -1=1 0 —1|=2{1 0 —1|=2(-1)==2
00 1| (0 0o 1 00 1

Hay que tener cuidado con esta propiedad porque pueden pedirnos calcular
cuanto vale el determinante de una matriz por un niimero, y hay que tener en
cuenta que al multiplicar la matriz por el nimero se multiplican todas sus filas, por

En aigunos examenes lo tanto esto es igual el nimero elevado al nimero de filas por el determinante de
han hecho preguntas 1 .
sobre esta propiedad a matriz:
en la que casi todo el ik‘é f = %Aﬁ?s kelR
e . ¢ s

mundo se equivoca.

11 2Y) |21 21 22 11 2
201 0 —1)=[21 20 2(-1=2°]1 0 -1=8(-1)=-8
00 1) [20 20 21 00 1
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—> El determinante de un producto de matrices cuadradas es igual al producto de

sus determinantes:

48]= |45
(2 1)1 -1y 3 -1 2 1L -
f H B =10= H =52
ol 1) 4 2 1311

«=%:Si se intercambian dos filas o columnas de un determinante su valor cambia de

signo.
iz 2 4] 2 2 4|
1o ~1§:(-—2)3[0 1 —13:2
00 1 00 1

|

— Si se suma a una fila o columna otra fila o columna multiplicada por un escalar
el determinante no varia.

2 2 4 2 8 4]
1 0 —1:(—2),—@%*—@—»[1 -1 —1|=(-2)
0 0 1 Jo 11

— Si se suma a una fila o columna una combinacién lineal de otras filas o
columnas el determinante no varia.

2 2 4 2 2 4
1 0 —1=(-2),—8=28C 512 0 —1=(-2)
00 1 -1 0 1

—> Si hay una fila o columna que es combinacion lineal de las restantes filas o
columnas el determinante vale cero.

12 4
10 2/=0 porqueC, =2C, +C,
1 -1 1

— Si hay una fila o columna con todos sus elementos nulos el determinante vale
cero porque el cero es siempre linealmente dependiente.

2 2 4 }1 0 2]
11 0 —zézo,z 0 14 =0
00 0 Bo 1{
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2.5 Traza de una matriz

Es la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadraday se
representa por #r(A4) :

25 1)
A=|0 -4 1 r(A) = 2-4+9 =7
L6 39

e Propiedades de la traza:

~» La traza de la suma de dos matrices cuadradas es igual a la suma de sus trazas:

r(A+B)=w(A4)+wr(B)

1 2 0 101
w0 -1 3|=2,/0 1 1|=3

11 2 111

1 2 o) (1 01 2 0 1
tr013+011)-—trt004:2+35
11 2) {11 1) 2 2 3

— La traza de una matriz multiplicada por un ndmero es el niumero multiplicado
por la traza de la matriz:

tr(k-A)=ktr(4), keR

I 01 05 I 01
w510 1 1= 0 5 5|=I5=5r|0 1 1{=53
I 11 555 I 11

— La traza del producto de dos matrices cuadradas es independiente del sentido
de la multiplicacién:

r(AB)=1r(B-A)

—» Las trazas de dos matrices semejanies son iguales:

Si A=P-DP” = u(d4)=1r(B)

Esta propiedad serd {til
una vez veamos el fema
de diagonalizacién si nos
piden calcular la traza de
una matriz de la que
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CO?"C;‘“OS sus —» La traza de una matriz y su transpuesta son iguales: Pyl
autovaioeres.

r(A)=1r(4)

(1 ml? {/1 1 1)
zr%i 2 3 |=r/ 0 2 0=8
b 0 5, |-13 SJ

Observaciones: .
Ffjate que en general, 2.6 Rango de una matriz
t(4B) # i) tr(B)

P - , . .
yturd”) = [l ). Para comprender qué es el rango de una matriz primero debemos conocer el concepto

de combinacidn lineal.

Combinacién lineal: Una fila o columna es combinacién lineal o linealmente
dependiente de las demas si podemos juntarlas todas en una ecuacion lineal igualada a cero,
o lo que es lo mismo, si podemos llegar a ella a partir de sumar o restar las demaés
multiplicadas por un nimero.

1 2 5
Enlamatriz; 1 0 1
3 -1 1

la tercera columna es combinacion lineal de las otrasdos ya que C; = C, + 2C,

Se dice que un conjunto de filas o columnas son linealmente dependientes si se puede
establecer entre ellas al menos una combinacion lineal.

Rango de una matriz: Es el nimero de filas o columnas linealmente independientes
que tiene la matriz. Se representa por rg(A) .

Para calcularlo primero buscaremos filas o columnas linealmente dependientes “a 0jo”
y las tacharemos.

Cuando no encontremos ninguna calcularemos los determinantes mas grandes que
podamos hacer con las filas y columnas restantes. Si encontramos alguno que sea distinto
de cero, el rango serd el orden de ese determinante.

Si no encontramos ninguno probaremos con los determinantes de un orden menor, y
asi sucesivamente hasta encontrar uno que sea distinto de cero.

¢ Propiedades del rango:

— El minimo rango que puede tener una matriz es uno, salvo la matriz nula (0) que
tiene rango cero.

— El méximo rango que puede tener una matriz es el minimo entre el nimero de filas
v el niimero de columnas.

-» El rango por filas coincide siempre con el rango por columnas.

—» Una matriz y su transpuesta siempre tienen el mismo rango. rg(4)= rg(/{’)
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2.7 Transformaciones de matrices

* Matriz adjunta:

{ Esta transformacion consiste en sustituir cada elemento por su adjunto. Se denota
por ad](A) opor 4%:

32 2 2 2 3
(-1
10 00 01
10 -1 2 0 2
adi{2 3 2 (1)0 - (1)10! 10 -1
J 1 0/ o o 01|
0 3 4 3
0 -1 1 -1 1o
(-1
3 2 2 21 23

Truco: Si cogemos cualquier fila o columna de la matriz adjunta y la
multiplicamos escalarmente por la fila o columna correspondiente de la matriz
original nos da como resultado el determinante de la matriz original.

* Transposicion de matrices:

Se denomina asi a la transformacion de cambiar filas por columnas.

1 4 8 t
A= 4" =
03 2

Esta transformacion tiene una serie de propiedades que debemos aprender sobre
todo para aplicarlas a la hora de despejar ecuaciones matriciales.

O =
N W O

Propiedades de la transposicion:

> (4') =4
> (4+B) =4+ B
> (kA) =k-A'

— (4B) =B"4'
> 44 =0c4=0
> |4]=|4

iiiCutdado  con  esta

propiedad!!! Fijate que se - adf (At) = [adj(A):]t

cambian de orden.
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Debido a las diferentes
notaciones de la adjunta y
a la propiedad que nos
permite intercambiar el
orden entre la
transformacion de

> adjuncion y transposicion,

esta formula se puede
escribir de cuatro maneras
distintas, escoge la que
mas te guste.
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Matriz inversa

Se dice que 4" es la matriz inversa de A4 cuando se cumple que AA§ - 44-1
Calculo de la matriz inversa:

Existen principalmente dos métodos para calcular la inversa de una matriz, el
que utilizaremos es el de la féormula, mientras que el método de Gauss-Jordan sélo

lo mencionaremos porque en la practica no se usa y el del sistema de ecuaciones
es tan laborioso que no merece la pena.

— Formula: Cualquier matriz inversa de una matriz cuadrada se puede calcular
mediante la siguiente férmula.

Truco:
determinante multiplicando escalarmente cualquier fila o columna de la adjunta
por su correspondiente de la original y asi ahorras operaciones y puedes
comprobar si has calculado bien la matriz adjunta ya que todas las filas y
columnas deben darte el mismo resultado.

Si calculas primero la matriz adjunta, puedes calcularte el

— Meétodo de Gauss-Jordan: Este método consiste en realizar operaciones
elementales sobre la matriz (A4 | /) hasta conseguir que 4 se convierta en /. En ese
momento la transformada de 7 es la matriz inversa 4.

— Meétodo del sistema de ecuaciones: Este método consiste en coger una matriz
de incognitas, aplicar las propiedades de la matriz inversa, despejar las ecuaciones
y resolver:

. 1 2
S14=

=1
x =

x+y=1 A
x yyfl 23 (1 0___>x+y 2x—y) (1 0___)2x—y:0y:%
z )1 -1) (o1 z4t 2z—1) (0 1) z+1=0 Z:%

2z—t=1

N
I
|
BN

= A= % %
%)

Este método es muy poco practico y extremadamente largo y laborioso ya que
si tenemos que hacer una inversa de 3x3 tendremos que resolver un sistema de
9 ecuaciones con 9 incognitas.

Truco. Para hacer inversas de dos por dos basta con cambiar de sitio los dos
elementos de la diagonal principal, de signo los de la diagonal secundaria y
dividirlos por el determinante.

a, a a -
Si A :( R } entonces A~ = J-( > al’z}
’ —ay,

a,, a4, ’A a,)
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Propiedades de la matriz inversa:

— La matriz inversa, si existe, es Unica.
— Una matriz es regular (tiene inversa) < [4] # 0.

— Una matriz es singular (no tiene inversa) <> [4] = 0.
S (4 = 4
SABY = B4

> ()7 =7y

jjijCuidado con  esta 1
propiedad!!! Fijate que al s 'A—l' -

igual que con la ' l
transposicién, se cambian

de orden

2.8 Matrices ortogonales

Decimos que una matriz 4 es ortogonal cuando se cumple que 4™ = A'. También
podemos decir que A es ortogonal si A4 =A4"A=1.

¢ Propiedades de las matrices ortogonales:
— Silamatriz 4 es ortogonal entonces es regular (o sea, tiene inversa).
— Silamatriz 4 es ortogonal su determinante sélo puede valer 1 6 -1.
— Si lamatriz 4 es ortogonal, entonces Al es ortogonal.

— Si A y B son ortogonales, entonces AB y BA es ortogonal.

— Si la matriz 4 es ortogonal, ninguna matriz obtenida como suma con 4 o
producto de un escalar por 4, es ortogonal.
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2.9 Relaciones entre matrices

®  Matrices equivalentes:

Dos matrices 4 y B de dimension m x n , se dice que son equivalentes si
existen dos matrices regulares R y § tales que 4 = RBS.

7 2 1
Las matrices 4 = y B= son equivalentes ya que existen
16 -4 -3 4

. 1 0 1 2
dos matrices R= y S = tal que:
11 30

I N R () B

*  Matrices congruentes:

Dos matrices cuadradas 4 y B de orden n, se dice que son congruentes si
existe una matriz regular R tal que 4 = RBR'.

1 2 9 -1
Las matrices 4 = (0 lj y B :(13 4J son congruentes ya que existe

1 3
R= tal que 4= RBR'

9 -1y (1 3)1 2)1 3) (1 3)1 2)1 2
13 4) (2 -1)lo 1)l2 -1) {2 -1)lo 1){3 -1
e Matrices semejantes:

‘Dos matrices cuadradas 4 y B de orden #, se dice que son semejantes si

mggi\rl T e ﬁu&[ elipe) 5 : -1
~ existe una matriz regular P talque 4 = PBP .

> N Y
Lieny needoga ok

|AT#0 -1 2 1 2
Las matrices A= y B= son semejantes ya que existe
-2 6 3 4

O O

Propiedades de las matrices semejantes:

1 0
Pz( lj tal que 4= PBP”

— Si 4 y B sonsemejantes = |4| = |B]
— Si A y B sonsemejantes = A y B son equivalentes
— Si A y B sonsemejantes = rg(4) = rg(B)

— Si A y B sonsemejantes = A" y B” son semejantes
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2.10 Transformaciones elementales

Una transformacion elemental sobre cierta matriz A4 consiste en multiplicar dicha matriz,
por la derecha o por la izquierda, segin el tipo de transformacion, por una matriz invertible.
Las transformaciones elementales son las siguientes:

Transformacion Ejemplo
(1 GW (13
Sumar a una columna un multiplo de otra E [y
W 1) = t 0 1
1 3 53
Multiplicar una columna por un escalar no nulo ———
O } =5y
5 3 5
Intercambiar dos columnas —_—
e

Sumar a una fila un maltiplo de otra

Multiplicar una fila por un escalar ne nulo

Intercambiar dos filas

Como hemos dicho, cada transformacion elemental se correst »nde con la operacién de
multiplicar por una cierta matriz invertible.

En la siguiente tabla asociamos a cada transformacion por columnas su correspondiente
transformacién inversa por filas.

Columnas: t, Filas: ¢
¢, =c+Ac fi=f-Ak
5 1
Ci = /vCi ; = —-;-f;
A
¢ >, /< f/
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2.11 Matrices particionadas

Dada una matriz cuadrada;

En muchas situaciones g
resulta Gtil particionar N w0 Gy )
una matriz si el proceso
da lugar a submatrices

que permiten simplificar | Podemos simplificarla de la siguiente manera:

{os calculos
4, 1 4,
Ay | Ay
Donde cada elemento de esta matriz es, a su vez, otra matriz que tienen estas formas
generales:
4y Gy Qi 0 Ay,
An = . oA, =
all aii ai,i+1 ain
Qg ., At o A
Ay =] Do, Ay =
anl am an,i+1 ann

Con Ay, y Ay, matrices cuadradasy 1 <i<n.

Producto de matrices particionadas

Puesto que el producto de matrices se efectia multiplicando filas de la que premultiplica por
columnas de la que postmultiplica, cuando el producto es de matrices particionadas, las
particiones establecidas han de ser tales que permitan multiplicar y sumar las submatrices
correspondientes. Por lo tanto, una vez elegida la particion en la matriz que premultiplica, la
particion por filas de la matriz que postmultiplica ha de ser de la misma forma que la
particion por columnas de la matriz que premultiplica.

Cileulo del determinante
det(4) = det(4y,)-det( A, — A, Ay ~Ay) = det(4,) det( Ay, — 4,47 4;,)

Cialculo de la inversa

La matriz inversa de 4 expresada de forma particionada es:

A7 = |

-1
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2.12 Concepto de sistema lineal de ecuaciones

Un sistema lineal de m ecuaciones con # incognitas se define de la siguiente forma:

Los coeficientes del sis- a, % + ..+ a,x, = b ? (an (xl

tema pueden ser reales

y, . ~ - ‘es ves =

K o complejos J J }
a,% +..+ a,x, =b, | Ay e e Q,, X, bm/;

Liamamos a las matrices:

_ _ Ay e e 4y,
Fijate que la matriz de i
coeficientes 4 no tiene A=\ .. . . . leM, (K) matrizde coeficientes (dimension m x n)
por qué ser cuadrada,
es decir puede haber a a
L. " i mn
mas incognitas que
ecuaciones o viceversa
X
x = | ..|eM, ( K) matriz de incognitas (dimensién n x 1)
xn
b
b =|..leM, ( K) matrizde términos independientes (dimension m x 1)
b

Normalmente nos referiremos a un sistema de ecuaciones genérico de la siguiente forma:

Ax = b

1

En Jos sistemas de ecuaciones lineales nos pueden pedir tres cosas:

- Plantear el sistema a partir de un enunciado.

- Discutir el sistema (Decir si es compatible determinado, compatible indeterminado
o incompatible).

- Resolver el sistema (Calcular el valor de las incOgnitas)

2.13 Planteamiento

Desgraciadamente para este paso no hay ninguna férmula o mecanismo que podamos
memorizar y que siempre funcione. Cada enunciado es distinto a todos los demés.

Lo tnico que tenemos que tener siempre presente es que lo primero que debemos hacer es
definir las incégnitas. Es decir, escribir en el papel qué representa cada una de las
incognitas del enunciado. Hacer esto nada més empezar es fundamental.
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2.14 Discusion

Discutir un sistema consiste en averiguar, antes de resolverlo, si el sistema tiene solucion (y
en ese caso, cuantas).

Para discutir un sistema utilizaremos siempre el Teorema de Rouché- Frobenius. El proce-
dimiento para discutir un sistema es el siguiente:

A partir del sistema lineal que nos dan (nosotros lo vamos a suponer de tres incognitas por
simplicidad, pero el método es igualmente valido para mas incdgnitas):

a,x, + a,x, + a;x, = b
ay,x, + ayx, + ayx, = b,

ayuX; + apXx, + ayx; = b,

obtenemos la matriz de coeficientes 4 y la matriz ampliada A*= [4 | b] :

ay 4y dg a, a4y a13{b1
|
— * _ _
A=|ay, ay ay A*=[A4]b] = |ay ay a1 b,
|
ay 4y Ay ay Gy 4y b

Ahora se trata de calcular el rango de las dos matrices, tanto de la matriz de coeficientes
como de la ampliada. Estos rangos los podemos calcular como nosotros queramos utilizan-
do los procedimientos ya vistos en el tema de Matrices.

Una vez que hemos calculado los dos rangos basta con aplicar el Teorema de Rouché-
Frobenius cuyo enunciado viene a continuacion.

Teorema de Rouché-Frobenius

o Sirg(4)=rg(4*)=n°incognitas = El sistema es compatible determinado.
El sistema tiene una Gnica solucion.

o Sirg(4)=rg(4*) <n°incognitas’ = El sistema es compatible indeterminado.
SR El sistema tiene infinitas soluciones.

o Sirg)#rg(4%) = Elsistema es incompatible.
o h El sistema no tiene ninguna solucion.
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2.15 Resolucion

Para resolver un sistema de ecuaciones vamos a basarnos principalmente en el método de
Gauss. Para ello tenemos que aprender a reducir una matriz mediante transformaciones
elementales (va vistas en el tema de matrices) a otra matriz equivalente pero mas sencilla
con la que resolver el sistema sea trivial.

Decimos que dos matrices 4 y B son matrices fila equivalentes si cualquiera de ellas se
puede obtener a partir de la otra mediante transformaciones elementales tipo fila.

Mediante transformaciones elementales se puede transformar cualquier matriz A en otra
con determinadas caracteristicas de modo que sean fila equivalentes. Aqui vamos a
estudiar la forma reducida de Gauss y la forma reducida de Gauss- Jordan.

Forma reducida de Gauss

El pivote o coeficiente principal de una fila es el primer coeficiente distinto de cero de
dicha fila.

NOTA: Una matriz esta en forma reducida de Gauss, si:

Hay libros en los que,
en la definicién de for-
ma reducida de Gauss,

[

Las filas no nulas estan por encima de las filas nulas.

se exige que los pivo- 2. El coe.ﬁciente.pri.ncipal de cada ﬁla.esté en alguna columna a la derecha del
tes valgan 1. Nosotros coeficiente principal de la fila anterior.
dejamos esa condicion 3. Los coeficientes por debajo de cada coeficiente principal (en su columna) son cero.

para la forma reducida
de Gauss-Jordan

Ejemplo de matriz reducida de Gauss:

® * * *x kK k ok ok
0 0 ® * * * % % *

0 0 0 ®& * * * * % 0 = elementos nulos

000 008 + x| PR
000 000 ® * *

000 000 000

06 00 00 0 0 00

Obtencion de la matriz reducida de Gauss

Tomamos la primera columna no nula (que llamaremos columna pivote)

. Colocamos un coeficiente no nulo de la columna pivote en la posicion pivote.

3. Mediante transformaciones elementales de filas, anulamos los coeficientes por
debajo del pivote.

4. Repetimos el proceso con la submatriz que queda debajo de la fila que contiene al

pivote.

P et
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Forma reducida de Gauss-Jordan (escalonada reducida)

Una matriz esta en forma reducida de Gauss-Jordan, si:
1. Esta en forma reducida de Gauss.

2. Todos los coeficientes principales son 1.
3. El coeficiente principal es el tnico elemento no nulo en su columna.

Ejemplo de matriz reducida de Gauss-Jordan:

I = 0 0 = 0 0 = =
0 = elementos nulos

001 0 =00 = = 1 = elementos unidad

0 0 0 1 *«= 0 0 = = * = elementos cualesquiera
0 0 0 0 0 1 0 =* =

0 0 0 0 0 0 1 *

0 000 0 O0O0OO0O O

0 0 0 0 00 0 0O

Obtencion de la matriz reducida de Gauss-Jordan

fan—y

Hallamos la forma reducida de Gauss.

2. Se anulan los coeficientes por encima de cada pivote, empezando por el pivote méas
a la derecha.

3. Se transforman los pivotes en 1.

Propiedades

1. El rango de una matriz reducida de Gauss-Jordan es igual al nimero de filas no
nulas y ademds siempre coincide con el niimero de columnas donde hay pivotes.

2. Toda matriz es fila equivalente a una tnica matriz reducida de Gauss-Jordan.

3. Si Ay B estan en forma reducida de Gauss-Jordan y son fila equivalentes,
entonces son iguales.
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Otros métodos de resolucién

e Siel sistema es Compatible Determinado
Método de Cramer:
Este método consiste en calcular las soluciones mediante determinantes. La

solucién viene dada por el determinante que resulta de sustituir en la matriz 4 la

columna de la incognita que queremos despejar por la de resultados y dividirlo por
el determinante de 4:

Es un método muy practico y sistematico, pero tiene la pega de que para
sistemas de mas de tres ecuaciones requiere muchas cuentas.

¢ Siel sistema es Compatible Indeterminado

Los Compatibles Indeterminados poseen infinitas soluciones que dependen de los
valores que le demos a unos parametros, esto quiere decir que hay infinitas
combinaciones de nameros que cumplen el sistema y que se sacan segln unas reglas
que se llaman ecuaciones paramétricas. Para resolverlos haremos lo siguiente:

Primere: Calculamos el nimero de pardmetros que necesitamos para su solucion:

N° Parametros = N° de incognitas — N° de ecuaciones Li.

N° Parametros = N° de incognitas — Rg (4 *)

Segundo: Asignamos los parametros a las incognitas segin la siguiente regla de
preferencia:

1°— Incdgnita que no aparezca en ninguna ecuacion

2°~— Incdgnita que aparezca en mayor nitmero de ecuaciones

3°— Incdgnita que vaya multiplicada por el numero mayor

Esta regla de preferencias no es infalible, existen casos en los que nos lleva a una
mala asignacion de parametros, pero en la mayoria nos evitara complicaciones y
simplificara las operaciones y los resultados.

Tercero: Pasamos todos los parametros al lado de los términos independientes y
va tenemos un sistema Compatible Determinado con términos independientes con
letras que podemos resolver mediante los métodos anteriores.
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TEMA 3: ESPACIOS VECTORIALES

3.1 Definicién de espacio vectorial

Sea E un conjunto no vacio y K un cuerpo. Se dice que la terna (£, +, ) es un espacio
vectorial definido sobre K si se cumple lo siguiente:

a) + es una ley de composicion interna que cumple:

al) Asociativa:

(\3}4‘?2)*“173 = §1+(§2+§3) Vis ¥y Wy €E
a2) Elemento neutro:
17+(3£: 5E+§:\7 , Vek
a3) Elemento inverso:
V A+ (V)= (-V)+ ¥ = 65 , Ve E

a4) Conmutativa:

=5, t% . P.7, €K

b) - esuna ley de composicion externa que cumple:

bl) Distributiva respecto a la suma de escalares:

(k]‘?‘kz)“-; zkl'{;’f‘kz'\_} R Vv ek k},szK
b2) Distributiva respecto a la suma de vectores:
k-GG +9) = k35 + k%, . §,%,eE keK
b3) Asociativa mixia:
(k}kz)\7 = k}(kzl_}) R X_;EE k;,szK
b4y 1-v = v |, Vv ek

Primeras propiedades de un espacio vectorial

Ojo, no confundir:

Oz es el elemento neu- |

tro del espacio vectorial
£ mientras que Oesel
elemento neutro del
cuerpo K

Sea (E, +, - ) un espacio vectorial. Sean .V, ¥, € E ysean k ki, k eK. Se cumple que:

L 0-7 =0,

2. k0, = 0,

3.8ik ¥ =0 > k=0 6 ¥ =0,

4. (=k)V = (k- ¥F)

5. k(=)= (k- 7)

6. Sik 3 =k 7 conk=0 = § =7

Sthky-v = VvV ocon Vv#0; = k =k

P
Lol

~1
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13.2 Subespacios vectoriales

Llamamos subespacio vectorial de £ a cualquier subconjunto de £ que tenga estructura de
espacio vectorial.

Sea /' un subconjunto no vacio de £, H < E. Para probar que H es un subespacio
vectorial de £ tenemos dos posibilidades.

‘La primera es demostrar que // es un espacio vectorial, para ello deberfamos probar las

ocho condiciones de espacio vectorial (al-a4 y b1-b4). Esta opcion, aunque posible, no 4til
en la practica.

La segunda opcidn es utilizar la siguiente caracterizacion de subespacio vectorial:

Decimos que H es un subespacio vectorial de £ (lo notaremos como H <E )} siy sélo si:

4 0,eH

b) Cumple simultdneamente:

‘b)) VV.V,eH = ¥ +¥,eH
b)) VVieH VkeK = k-vieH

Las dos condiciones del apartado b) se pueden reunir en una sola:

V V.V, e H, Vk,k €K secumpleque k¥ +k,¥, e H

Formas de expresar los subespacios vectoriales

Normalmente cuando nos den un subespacio vectorial nos lo escribiran en forma cartesiana
o en forma paramétrica:

¢ Forma cartesiana
Nos definen el subconjunto por sus ecuaciones cartesianas. Por tanto todos los elementos
que pertenecen a ese subconjunto deben satistacer las ecuaciones cartesianas.

Ejemplos:

A={(x,y)e R* /3x+4y = 0} A viene definido por una ecuacion cartesiana

Sy={(x,x2x3) € R’/ 2x—=2x:=0, x;+x, = 0} Ssviene definido por 2 ecu.cartesianas

¢ Forma parametrica

Nos definen el subconjunto por sus ecuaciones paramétricas. Por tanto todos los elementos
que pertenecen a ese subconjunto deben satisfacer las ecuaciones paramétricas, lo que
quiere decir que exista algin valor de los pardmetros que nos devuelva nuestro elemento.
Ejemplos:

H= {(a:, B-a2f)eR /a,pe R} H viene definido en forma paramétrica donde « v A

son los parametros.

- N 5
[a o+ f) N | . , .
M= %i 0 p le My(R) /o, B.y e Ry M viene definido en forma pardmetrica.
{ 7
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3.3 Interseccion y suma de subespacios

Sean My N dos subespacios vectoriales de £. Dos tipos de subespacios vectoriales
importantes son los siguientes:

e Se define el subespacio interseccién como:
MnN={VeE:veM A VeN}

La interseccion de dos subespacios vectoriales es siempre otro subespacio vectorial.

e Se define el subespacio suma como:
M+N={FecE JieM GueN 7= i+ w)

Analogamente se puede definir la suma de » subespacios vectoriales:

<

Hy +..+H,={VeE:JieH,. 3i,cH, ¥ =i+.+7,)

La suma de subespacios vectoriales es siempre otro subespacio vectorial,

¢ Launién de subespacios vectoriales no es, en general, subespacio vectorial. La unién
de subespacios vectoriales carece, por tanto, de interés para la asignatura.

3.4 Suma directa. Subespacios suplementarios

¢ Decimos que la suma de dos subespacios M y N es directa si cualquier vector de
dicha suma puede expresarse de una tinica forma como suma de vectores de Af y N.
A la suma directa de dos subespacios se la denota poniendo M @ N . Es decir:

MON = {iek:ieM AweN, v =i+i}

Propiedad:
Sila suma de dos subespacios M y N del espacio vectorial £ _es directa siempre se
cumple que: '

MoN={6}

* Sea E un espacio vectorial y sean M y N dos subespacios de E, se dice que My N

son suplementarios cuando la suma de los dos subespacios es directa y ademas el
resultado es el espacio vectorial total E. Es decir,

M@®N=E

lo que equivale a decir que:

, i MA N:{ég};
M'y N sonsuplementarios &< =~ %)

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 - 619 142 355 T-38



www.simplyjarod.com
3.5 Dependencia e independencia lineal

Combinacion lineal

Se dice que el vector v es combinacién lineal del conjunto de vectores {V,9,,.., ¥ }sise
puede expresar de la siguiente forma:

vVEaay oy, ol ta,d,

siendo ay, &, ..., a, € K

Dependencia lineal
Decimos que un conjunto de vectores {V, V,,..., ¥, } son linealmente dependientes si

existen unos escalares o, ay, ..., &, no todos nulos, tal que oy v, TV, +..+a, v, =0,.

El O del final se refiere | Es decir:
al vector nulo no al ni-
mero cero. No se debe e e . . ) » s . -
zog{tr.landur una cosa con {vﬁ:???__‘,, V,}sonld < F(o, o, .,.,a,,):#:‘(();;..,ﬁ)r/’r oty f..ta,v =0,

De manera més sencilla decimos que un conjunto de vectores {V, V,,..., ¥} son linealmen-

te dependientes si uno de ellos es combinacion lineal del resto.
A un conjunto de vectores linealmente dependientes se le llama conjunto ligade.

Independencia lineal
Decimos que un conjunto de vectores {¥,, ¥,,..., v, } son linealmente independientes si
paraque se cumpla au v, + oV, +... + @,V = 0. todos los escalares o, oy, ..., a,,

deben ser nulos. Es decir:
{ﬁ,ﬁz,,ﬁn}sonll <::> (aﬁz’i +:é;2i?2‘ + Q.F*-p&,’,ff’n =0, = ‘(&1,'0’&;, ...,qn)z((},..r.,ﬂ))

De manera mas simple, decimos que un conjunto de vectores {%, ¥,,..., ¥} son linealmen-

te independientes si ninguno de ellos es combinacion lineal del resto.
A un conjunto de vectores linealmente independientes se le llama conjunto libre.

rﬂ ra
Lbte = U0,

Algunas Propiedades interesantes

A continuacion se enumeran algunas propiedades interesantes:

- El vector nulo 0 siempre es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores.
- Cualquier conjunto de vectores donde esté el vector nulo es siempre un conjunto ligado.

- Un conjunto formado por un solo vector (que no sea el vector nulo) es siempre un
conjunto libre.

- Sia un conjunto libre le quitas un vector sigue siendo un conjunto libre.

- St a un conjunto libre le afiades un vector entonces puede seguir siendo libre o convertirse
en ligado.

- Si a un conjunto ligado le afiades un vector sigue siendo un conjunto ligado.

- Si a un conjunto ligado le quitas un vector entonces puede seguir siendo ligado o
convertirse en libre.
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3.6 Variedad lineal

Sea A= {7, v,,.... ¥, } un subconjunto de vectores de E. Se define la variedad lineal de

A como el conjunto de vectores de E formado por todas las combinaciones lineales de vec-
tores de 4. Es decir:

LAy={V €E/3a,..a,eK.v=a¥+.+ a,v, |
Se dice que A4 es un sistema generador de L(4).

Propiedades

- L(A) es siempre subespacio vectorial.

- L(4) es el minimo subespacio de £ que contiene al subconjunto A.
- AcB = L(4)c L(B)

- Si A es subespacio de E entonces L(4) =A4

- L(@) = {0,}

- Sea B una base del subespacio vectorial M y B’ base del subespacio vectorial N se
cumple que:

L(BUB') = M+N

3.7 Basey dimension

Base de un espacio vectorial

Se dice que un conjunto de vectores B= {7,, ¥,,..., ¥, } es base de un espacio vectorial £

si se cumple que: R

¥ o 1@ e POV

1) Bes un sistema libre R ‘ P
2) L(B)= E ( Besun sistema generador de F) ‘% e Eo=n

También se puede utilizar esta otra caracterizacion:

Se dice que un conjunto de vectores {v), vy,..., v,} es base de un espacio vectorial si es un
conjunto libre y el namero de elementos del conjunto es igual a la dimension del espacie
yectorial.

Dimensién de un espacio vectorial

Al nimero de vectores que tiene cualquier base de un determinado espacio vectorial E se le
denomina dimension. Un espacio vectorial puede tener muchas bases pero todas tienen el
misme nimero de elementos: A ese numero de elementos es al que llamamos dimensién
del espacio vectorial.

Relacién de Grassmann

Sean M y N dos subespacios de un espacio vectorial E. Se cumple que:
dim(M +N) = dim(M) + dim(N) - dim(M NNy
Si la suma de los dos subespacios es directa la relacion queda:

dim(M + N) = dim(M) + dim(N)
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3.8 Resumen de las definiciones Espacios Vectoriales

Espacio vectorial

Terna (E,+,-) donde E es un conjunto, + es una lci cumpliendo las condiciones al-a4 y
- es una lce cumpliendo las condiciones b1-b4.

Subespacio vectorial
def

H<E & Vv,wmeH YVh.k eK secumpleque kv, + kv, € H
Subespacio suma
My N sonsub- M+ N = {veE :dueM,IwelN, v= u+w}
espacios vectoria-
les
Subespacio interseccién

MnNN = {veE:veM A VEN}

Suma directa

Lasuma es directa © M@ N={veE:JueM,IlweN, v= u+wh < Mmfo:{()E}

Subespacios suplementarios

[

| MAN={0
M y N son suplementarios < { { £ }

M+N=E

Combinacion lineal

def
v es combinacién lineal de {¥,, V,,..., ¥ } < v = q Vi toav, . +a,v,

Dependencia lineal
def -
{V, Voo, Vb sonld, < (o, o, ..., a,) #(0,...,0) / oy v, Ty, +. oV, =0,

Conjunte ligado
Conjunto de vectores linealmente dependientes entre si
Independencia lineal

def
{V, Yy V, }son li. & (o 9, oV, toLtao,V, = 0; = (o, 0z, ..., @) = (0,...,0))

Conjunto libre
Conjunto de vectores linealmente independientes entre si

Subespacio engrendrado

LW, ¥y B0 = (W eE/ 3oy, ek v=ai +. .+ ai }

unon

Conjunto generador
def
{V> Vy5o0, V, b es generadorde H < Ve H.. 3e,...a,eK / v = v, +..+ a v,

Base

Un conjunto es base de A si es un conjunto libre y generador de &
Bimension

Numero de vectores que tiene cualquier base de un espacio vectorial
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3.9 Resultados importantes sobre espacios vectoriales

A continuacion se enuncian, sin demostracion, una lista de proposiciones y resultados impor-
tantes sobre espacios vectoriales que son de gran utilidad.

Sean E, E' dos K-e.v.

"EcE }

p . E=E
dim(E) = dim(E") :

Fijate que elnume- |®  Sea £ K-e.v.con dim(E) = » y sea un sistema de » vectores {ﬁl,...,ﬁn} . Se cumple
ro de vectores del
sistema coincide que:

con la dimension . (= -~ . ~ ~
de la base Si {up---,un} libre = {ul,...,un} es base de E

Si {i,...,u,} generadorde E = {#,....1,} esbase de E

e Sea E K-ewv.con dim(E) = n.

- Siunsistemade p vectores {ﬁ],...,up} esgeneradorde £ = p>dim(E) =n

~ Siunsistema de p vectores {ﬁl,...,ﬂp} eslibrede £ = p<dim(E) =n

e Sea £ K-e.v.con dim(E) = n.
Si a un sistema libre de n vectores {ﬁl yeees ﬁn} se le afiade un vector se convierte en un

sistema ligado.

e Teorema de existencia de base

Todo espacio vectorial £ de dimensi6n finita tiene, al menos, una base.

® Teorema de equipotencia de bases

Todas las bases de un espacio vectorial £ de dimensién finita tienen el mismo nitmero de
elementos.

Lo que no dice el
teorema es qué
vectores hay que

anadir para obtener En un espacio vectorial £ de dimension finita todo sistema libre de vectores puede
completarse hasta obtener una base de E.

o Teorema de extension de base

e Subespacios impropios de £
Sea E un K-e.v cualquiera. Los subconjuntos {0,} y E son siempre subespacios
vectoriales de E. Se denominan subespacios impropios.
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3.10 Coordenadas de un vector respecto a una base

Por simplicidad vamos a explicar estos apartados para el espacio vectorial (R, +, ‘). En
otros espacios vectoriales el razonamiento es similar.

Un vector v del espacio vectorial (R°, +, ) tiene siempre unas coordenadas unicas
v = (0. B, y) con respecto a la base canénica B, ={ & =(1, 0, 0), ¢,=(0,1,0),¢=(0,0, D}:

V=aé + fe e = (o, By) = al,0,0) + B0, 1,0) + (0,0,1)
O sea, las coordenadas de un vector con respecto a una base se definen como los escalares
por los que hay que multiplicar cada vector de la base para dar el vector y.

Sin embargo existen otras bases y la cuestion es saber qué coordenadas tendré el vector v
con respecto a otras bases que no sean la base canénica.

3.11 Cambio de base

Sea la base canénica de (R®, +, -):
B.={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)}

Sea una base distinta de la base candnica:

B = {(un, v, us1), (ura, o, tz), (213, 1o, u33)}

La matriz de cambio de base de la base B a la base candnica B, es:
Up Uy Uy
B _
MBC T Uy Uy Uy

Uy Uy U
Las propiedades mas importantes de esta matriz son:

LoME = (ML)

2. My =My -M;

Cambio de base de una base cualquiera a la base candnica

Los datos que nos tienen que dar siempre son:

- Una base: B = {(u11, var, ¢a1), (12, 2, ), (w13, w23, 433)}
- Un vector con coordenadas expresadas en labase B: v = (x, y, z)

{a} E‘un H, Y {xh
T 55 I [em |
V= My v, = e = l Uy Uy Uy | Y
{\ 7/) My Uy Uy )\ Z)
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Cambio de base de la base canénica a otra base cualquiera
Los datos que nos tienen que dar son:

- Una base: B = {(uy1, ua1, us1), (12, Uz, Uz2), (w13, 123, 33}
- Un vector con coordenadas expresadas en la base canonica B.: %, = (o, B,7)

x\ )
Aplicamos la propiedad » PX {[un Uy, Uy 3 { o
1 de la matriz de cam- ¥ :(M"B) P o= MRV = i ;[::u! . u. ||
bio de base B & 5, & B Vs g Y ; ! 21 My Uy I B |
\z) i uy, uz} \Y

Cambie de base entre dos bases cualesquiera

Los datos que nos tienen que dar son:

- Una base: B = {(u11, ua1, us1), (vh12, tha, ), (13, U, Us3)}
- Otra base: B’ = {(wi1, wai, wa1), (W2, Wo, W32), (W3, W3, Was)}
- Un vector con coordenadas expresadas en una de las bases B: (¥)z = (o, B, 7)

Aplicamos las propie- - AN B~ - B, B - - B -
dades 1y 2 de la matriz Vp = (MBC) My vy, = V= My My Vy = V= My,
de cambio de base

124 Wi Wy Wi Uy Uy Uy o
1

Bl=|wy wy wy Uy Uy Uy || B
1

e Wi Wiy Wiy Uy Uy Uz J\ Y

www.montercespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355 T—~44



www.simplyjarod.com

Obtencion formal de la matriz de cambio de base

Antes hemos visto que la matriz de cambio de base de la base B a la base candnica B, es:
/
[ Uy Uy U

B
Mg =luy, u, u,

23

U

33

Ahora vamos a ver la demostracién de por qué esto es asf:

Estaes la
demostracion formal de | geg 1y base canénica B, = | £.¢,,¢,} y sea otra base cualquiera B = {#.1,.1} cuyas
como se obtiene la L v sHns b

matriz de cambio de coordenadas vienen expresadas en funcién de la base candnica:

base de una base
cuaiquiera a la base

cahénica = uﬂél + yzzéz + 213}53

=1
I

= U@ + Upe, + Uge;

i
[N
|

I

=

3 = Up€ + Uyse) + Uge

Sea ahora un vector cualquiera expresado en coordenadas de la base B :

(x,y,2)y = xtl, + yu, + zii,
Se trata ahora de obtener las coordenadas del vector en la base canénica:
(xX,y,2)y = xti, + yii, + zil, =
=X(1,8, + Uy €, + Uy€;) + Y(U€, + Uyy8, + U,@,) + 2(U3€, + Uy, + Uy,E,)
= XUy€ XUy € + Xiky €5 + Vi€ + V8, + Vi, + ZUy3€, + Z1y€, + ZUgE,
= XUy € + Vi€ + Uy, + Xy,€, + Vi€, + 28, + Xily€5 + YUy, + ZUy8,
= (Wt + yuy, + 2u3)€, + (Xdy, + Yy, + 21, )6, + (xuty, + iy, + zl;)e,

= ae + [, + e = (a, ﬁ?}’)gc

Identificando coeficientes en las dos {iltimas igualdades obtenemos que:

o= xu“ + _}’un + ZMIS o u“ 2‘512 MB X
B=xuy + yuy + zuy, = | f| = Uy Uy Uy 1Y
Y = XUy + YUy + Zlg Vs, Uy Uy u33j Z )y

que es la matriz de cambio de base de 1a base B a la base candnica B, .
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3.12 Espacios vectoriales utilizados durante el curso
1) El conjunto de los puntos del plano B con la ley de composicién interna:
+: R x R? - R’
(xltxz}e(yhyz) - (x}:xz) + (.};pyz) = (xl +y1: x2 +y2)
y la ley de composicién externa:
e KxR -5 R?
ko (x.%) = k-(x.x,) = (k-x, k-x,)
es un espacio vectorial (B?, + -} sobre el cuerpo de los niimeros reales. Es un R —espacio vectorial.
Dimension del espacio:  dim(R?) = 2
Base candnica: B, = {(1, 0),(0, 1)}
Elemento neutro: (0, 0)

Elemento inversode (x, 3): (~x, -y)

Ademas se puede demostrar que todos subespacios propios de (R?, + ) son de la forma:

Hz{(x,y)e}RizfaxwLby:O} dim(H) =1

que geométricamente se interpretan como las rectas que pasan por el origen.

2) El conjunto de los puntos del espacio R’ con la ley de composicidn interna:
+: R’ x R? - R*
(%%, %), (V1. 35, 15)  — (x1ax2>x3)+(J’1>)’z>Y3) =(x]+y1,x2+y2,x3+y3)
y la ley de composicién externa:
«: KxR - R’

ko (xsx0,%) = ke(x,x,,%) = (k-x,k-x,,k-x,)

es un espacio vectorial (R®, + -) sobre el cuerpo de los ntimeros reales. Es un R —espacio vectorial.
Dimensién del espacio:  dim(R’) = 3

Base canénica: B, = {(1,0,0),(0,1,0).(0,0,1)}

Elemento neutro: (0, 0, 0)

Elemento inversode (x,y,z): (-x, -y, —z)

Ademis se puede demostrar que todos subespacios propios de (R?, + ) son de las dos formas
siguientes:

H={(x,y,z)e R'/ax+by+ez=0]  dim(H)=2

H’::{(x,y,z)e &3/ax+by+cz=8,a’x+b‘y+c’z:€}} dim(H) =1

donde / se interpreta geométricamente como los planos que pasan por el origeny H' se interpreta
geométricamente como las rectas del espacio que pasan por el origen.
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3) En general, el conjunto de los puntos del espacio R” con la ley de composicion interna

+ R x R” — R

K x B” - R
ko (%henx,) = k(x,.x) = (k-x....k-x)

es un espacio vectorial (R", +-) sobre el cuerpo de los nameros reales. Es un R — espacio vectorial.

Dimension del espacio:  dim(R") = »
Base canénica; B, = {(1.0,0...,0).(0.1,0.....0).(0,0.1....0),..., (0.,0.0,..1)}
Elemento neutro: (0, 0, 0.... 0)

Elemento inverso de (x;,....x,): (=X,,...,—x,)

B n

. Las siguientes 4) El conjunto de los polinomios de grado menor o igual que dos con la ley de composicién interna;
/ notaciones son
equivalentes:

E(R) = R,[x]

. B®xB® > B®

g +ax+ax b +bx+bx’ — (q +ax+ax’)+(b,+bx+bx") = (a, +by)+(a, +b)x+(a, +b,)x"
y la ley de composicién externa;
R x B(R) >  B®
k . ay+ax+ax’ - k(g +ax+a,x’) = ka, +kax + ka,x’
es un espacio vectorial (P,(R)), +, - ) sobre el cuerpo de los reales. Es un R ~ espacio vectorial,
Dimensién del espacio :  dim(Py(R)) = 3

[

fox 2
Base canénica; B = {1, X, x}»

Elemento neutro; 0 + Ox + 0x?

. 2 2
Elemento inversode a,+a,x+a,x": ~a,—a,x-ax

Les siguientes 5) En general el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n con la ley de composicién

notaciones son interna;
equivalentes:
B(R) = R,[x] +: B(R) x B(R) - P®

Gt ta X byt b = (@t a X ) By DY) = (0, +B) + .+ (a,+b)x"
y la ley de composicion externa:

R x P,(R) > P®)

k , a+..+ax" — k-(ag+..+a,x")=kay+..+ ka, x"

es un espacio vectorial (P,( R }). +, - ) sobre el cuerpo de los reales. Es un R — espacio vectorial.
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Dimensién del espacio :  dim(P,(R)) = n+ 1

e -1
Base candnica: B = {L Xy X7 ,x"}

Elemento neutro: 0 +... + 0x" (polinomio nulo
p

Elemento inversode a;+...+a,x": —a,—..—a x

i

6) El conjunto de las matrices cuadradas de orden dos My(R) con la ley de composicién interna:

+: M,R) x My(R) - M,(R)

(a, bi\(az bg\é N (0:i bﬂjﬁ_(az sz_(’aﬁaz b+b, )
Lq d]} ¢, d,) ¢, dJ & d,) \¢e+e, d+d,)

y la ley de composicion externa:
R x M,(R) — M, (R)
b b ka k
k. a Y a _ b
c d c d ke kd

es un IR —espacio vectorial (M:(R), + -) sobre el cuerpo de los reales. Es un R —espacio vectorial.

Dimensién del espacio :  dim(M(R)) = 4

1 0)Y(0 1)[0 0Y(0 O
Base canénica: B. = , , 5
{(O OJ (O OJ (1 OJ (0 I]}

0 0
Elemento neutro:
0 0

a b -a -b
Elemento inverso de :
¢ d - ~d

7) En general el conjunto de las matrices de orden 7 x m con la ley de composicién interna:

+: M, (R xM, R - M_(R)

all alm} b]l blm aII+bH aim—}“blm}
A, B = A+B=|: " 4] 0= : B :

anl o anmj bfﬁ bnm,/ Lanlq}nbnl 4, +b J

24 nm

y la ley de composicién externa:

Rx M, ®) > M,,([®)

X

(@ = a,) (o@, - aa,)

.o . .. .
a, B > aB=qg : . :tr - :J
\ani e gmn 65&;71 g

R

es un espacio vectorial (M(R)), + ) sobre el cuerpo de los reales. Es un R — espacio vectorial.
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Dimension del espacio:  dim(Mx, (R)) = nxm

(1 .. 0 (o -1y (0 0 (0 . c\ﬂ
Base canonica: Bczjf Y :,...,Ei ' 'E,...,S. R T IR f
o ..o/ {0 .. 0 Ll . 0) L\o v 1)
0 .. 0)
Elemento neutro: (0)=|: "+, g (matriz nula)
0 .. 0)
‘@ - a, - -ﬂim\{
Elemento neutrode A=| : "-. I |: A=+ "
an anm &-‘ani _{IﬂmJ

8) Sea E un K-e.v. El conjunto F (X, E) = {f:X —FE/ fesapiicacion} con la ley de

composicion interna:

+: F(X,E)x F(X,E) - F(X,E)
f, g - f+g donde f+g: X > FE
x > (f+g)x) = f(x)+g(x)

y la ley de composicion externa:
T RxFXLE) » F(X,E)

k, [ - k- f donde k-f: X -E
x = k- )x) =k f(x)

es un espacio vectorial (F (X, E), + ) sobre el cuerpo de los ntimeros reales. Es un B —e.v.

En este caso se trata de un espacio vectorial no finitamente generado. Por tanto tiene dimension infinita
y no existen bases de este espacio vectorial.

u} X f ¢ E

Elemento inverso de

x = f(x) = f(x) ¥ = (N = - f(x)
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9) El espacio vectorial (F (X, E), + -) tiene muchos subespacios vectoriales, algunos de ellos muy
conocidos. Nombramos a continuacion los mas importantes:

a) Si Tomamos X' =N E=R tenemos F (N,R)= { S N>R/ fes apiicaci()n} que es el

espacio vectorial de las sucesiones de niimeros reales (también de dimensién no finita).

b) Si Tomamos X =R E =R tenemos F (R,R)= { SRR/ fes apiicacion} que es el

espacio vectorial de las funciones reales de variable real (también de dimensién no finita).

Dentro de este espacio vectorial existen, a su vez, otros subespacios vectoriales como , por ejemplo:

) C ([a.b].R)= { fila,b] >R/ fes continua} que es el espacio vectorial de las funciones

continuas en el intervalo [a, b] (también de dimensién no finita).

iiy P(R) = { fiR—>R/ fesun polinomio} que es el espacio vectorial de los polinomios con
coeficientes reales de grado cualquiera (también de dimensién no finita).

i) P (R) = { J:R>R/ fes unpolinomio} que es el espacio vectorial de los polinomios con

coeficientes reales hasta grado n (de dimensién 7 +1 finita).

c) Sean E,E' dos K-e.v de dimensién finita donde dim(E)=n , dim(£")=m . Definimos

LE,E'Y={f:E—E'/ f es aplicacion lineal}

que es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales (homomorfismos) de £ en E’ . Este espacio
vectorial es de dimension nxm finita.

d) Sea E un K-e.v de dimensién finita donde dim(E)=n. Definimos:

End(E)={f:E—E/ fes aplicacion lineal}

que es el espacio vectorial de los endomorfismos de E. Este espacio vectorial es de dimension 7’
finita.
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10) Sea 4 e M, (K) una matriz con # columnas. Definimos el espacio vectorial col(4) como la

variedad lineal generada por las columnas de la matriz 4, es decir:
col(A) = L[4,..., 4"]

Es evidente que col(A4) es un subespacio del espacio vectorial M, . (K) de las matrices columna.

La dimension de col(A4) coincide siempre con el rango de la matriz 4, o sea:
dim(col(4)) = rg(4)

11) R se puede definir como un R — espacio vectorial con las siguientes operaciones interna y
externa:

e Rx R —» R
k.,x

+: RxR - R

X,y —>Xx+y — k-x

dim(R) = 1

Dimension del espacio :

t

Base candnica: B, =

0

Elemento inversode x:

Elemento neutro:

—X

Por tanto R tiene dos estructuras algebraicas: cuerpo y espacio vectorial simultaneamente. Lo
mismo sucede con los nimeros complejos C que son cuerpo y espacio vectorial.

12) En este Giltimo ejemplo vamos a estudiar las diferencias entre el espacio vectorial de las matrices
cuadradas de orden dos con coeficientes complejos (M, (C),+,-) sobre el cuerpo de los reales R

y el mismo espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C .

¢ Sobre el cuerpo de los reales R :
dim(M,(C)) = 8

Dimensién del espacio :

Base canédnica:
B__10i0010i00000000
o o)lo o)lo oflo oSl ofli oflo 1)lo 4

e Sobre el cuerpo de los complejos C:

dim(M,(C)) = 4

w={o o0 o0 o6 1)

0 0)
Conclusion: Como hemos comprobado en este ejemplo, aunque el conjunto, la Iei y la Ice son
iguales, cambiar el cuerpo de escalares puede llevarnos a espacios vectoriales de dimensiones
distintas.

Dimensién del espacio :

Base canénica:
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TEMA 4: APLICACIONES LINEALES :

4.1 Definicion de aplicacion lineal € horaenee Qs £rg

o f
Sean (E, +, -) un espacio vectorial de dimensién 7 y sea (E', +, ) otro espacio vectorial de

dimension m.
Decimos que una aplicacién f: E — E’ es una aplicacion lineal si cumple que:

LI ER) = )1,
2. fkv)=kf(3)y , VeE

Estas dos condiciones se pueden reunir en una sola. De esta forma diremos que f esuna
aplicacion lineal si se cumple que:

v, V,e E

ke K

f(klf’] +k2172) = klf(ﬁ)* ka({;g) s ‘71, 172€E ki,kye K

A las aplicaciones lineales también se las llama homomorfismos

Primeras propiedades de una aplicacién lineal

Sea (E,+,-) un espacio vectorial. Sean V, %, v, € E ysean k k, k, € K. Se cumple

que:

1. f( 0z) = 0p La imagen del elemento neutro de E es el elemento neutro de E' .

2. f(=¥)= - f(V)La imagen del elemento inverso de ¥ es el inverso de la imagende V.

4.2 Clasificacién
Sea f: E — E’ una aplicacion lineal. Dependiendo si f es inyectiva, sobreyectiva o

biyectiva (o ninguna da las tres) toma los siguientes nombres,

no inyectiva, no sobreyectiva = homomorfismo

, inyectiva = monomorfismo
ExE = ) i

sobreyectiva =  epimorfismo

biyectiva (inyectiva + sobreyectiva) =  isomorfismo

Si el espacio de salida y el espacio de llegada coinciden entonces los nombre que toma f
son distintos:

= endomorfismo

= automorfismo

no inyectiva, no sobrevectiva
- - | SEBEEORh
biyectiva (inyectiva + sobreyectiva)
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En este contexto se uti-
liza indistintamente
"imagenes” o "transfor-
mados” de una base

Cuando se utilizan las
bases candnicas se
suelen omitir para no
recargar la notacion

Esta férmula es muy
importante
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4.3 Matriz asociada a una aplicacién lineal

El siguiente teorema fundamental establece un procedimiento para definir funciones lineales
entre espacios vectoriales de dimension finita, en el sentido de que conocidas las iméagenes de
los elementos de una base del espacio de salida, la funcién lineal queda completamente
determinada. El teorema se enuncia a continuacién:

Si Ey E' sonkK-ev. y {211,... u } es una base de E, cualquier funcién lineal

> n

: E — E' queda completamente determinada por el sistema { 7(ii sees f (1 )Y
p 1 r

De esta forma, dada una base concreta {ﬁlg...,ﬂn} del espacio de salida E cada aplicacién
lineal tiene asociada una matriz Gnica a la que llamamos matriz asociada a la aplicacion
lineal /. Esta matriz se construye poniendo como columnas las imégenes { S, [, )}

de la base mediante f. Lo primero que tenemos que hacer cuando tenemos una aplicacién
lineal es encontrar su matriz asociada. La forma de hacerlo se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:
Encontrar la matriz asociada a la siguiente aplicacion lineal,
f: R - RY

(1, X2, %3) = f(x1, %0, x3) = (231 + X2, X3 - 3x3)
Se trata de encontrar las imagenes una base, por ejemplo, la base canénica:
f(la 09 O) = (21 + O> 0- 30) = (29 0)

£(0,1,0) = 20+ 1, 1-3:0) = (1, 1)
£(0,0,1) = 20+0, 0-31) = (0,-3)

il

Por tanto la matriz asociada a f es,

e 21 0
MES) = M(f) = o
01 -3, -~
2x3
Asf pues, como acabamos de observar se trata de obtener las imégenes de los vectores de la

base canonica del espacio de partida y ponerlas en columnas dentro de la matriz, de esta forma
se obtiene la matriz asociada a una aplicacién lineal f en las bases candnicas.

Observaciones

e Por supuesto la base utilizada no tiene que ser la base canénica aunque por comodidad en
la mayoria de los casos es la que se utiliza. El uso de otras bases distintas a la canénica lo
veremos mas adelante.

e Es importante resaltar que en la matriz asociadaa f el nimero de columnas coincide con
la dimensién del espacio de salida y el niimero de filas coincide con la dimensién del
espacio de llegada.

¢ En los endomorfismos (aplicaciones lineales donde el espacio de salida y el de llegada son
el mismo) la matriz asociada es cuadrada.

¢ Una vez tenemos la matriz asociada podemos utilizarla para obtener iméagenes de la
aplicacién, basta multiplicar la matriz por un vector del espacio inicial:

@)y, = Mg ()7,
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4.4 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Sea una aplicacion lineal f: E — E’

Llamamos nicleo de una aplicacion lineal £, Ker(f). al conjunto formado por todos los
vectores de E cuya imagen a través de f es el neutro de E°. Es decir,

El nucleo se define

£ £
solamente para Ker(f) = {9 €E/f({;’):’-.-ffg,}:zf’l({ép})

aplicaciones lineales

El conjunto Ker( /) es un subespacio vectorial de E.

Llamamos imagen de una aplicacién lineal £, Im(f), al conjunto formado por todos los
vectores de £ que son imagen de algin elemento de E. Es decir,

 Atencién: A
. Todas las aplicaciones 7 E £
tienen magen (sean Im(f) - {i{»’ c E’ ;3 i’; c Ef({; )=1§3 } = f(E)

. lineales o no), Loque
_ pasaesquecuandof

 es lineal Iny/ es subes- | E] conjunto Im( f) es un subespacio vectorial de E .

- pacio vectorial . | La dimensi6n del subespacio imagen coincide con el rango de la matriz asociada a £, o sea:

dim(Im(f)) = rg(M(/))

Teoremas importantes

Sea una aplicacion lineal f: £ - E’. Se cumple que:

o [esinyectiva & Ker(f) = {0z}

o [ essobreyectiva < 1g(M(f)) = dim(E’)

+ dim(er(f) # dimm(f) = dim(E) —yu Aier L

o Masitascy,

e Si E=FEy f esinyectiva = f es biyectiva

* Si E=FE Yy f essobreyectiva = f es biyectiva

La mejor forma de Forma prictica de calcular los subespacios Ker(f) e Im( f) de una aplicacién lineal f
entender esto es con

jercicios de cl . . cr e
los ejercicios de clase Para obtener los subespacios Ker( f) e Im(f) de una aplicacién lineal concreta procede-

remos siempre de la siguiente manera:

- Se calcula el rg(M( f)) y obtenemos la dimensién de Im( f).

- Se aplica tercer teorema del apartado anterior para obtener la dimension del Ker(f).
- Se plantean y resuelven las ecuaciones cartesianas del Ker( 1) que son:

M(f)x = 0p xe k£

- Se plantean y resuelven las ecuaciones paramétricas de Im( /) que son:

y = Mf)p yek’

donde p indica un vector de parametros.
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Recuerda que:

(g f)x) = g(f(x))

Atenciodn:
Fijate que se dice al
reveés gue se escribe

La primera propiedad
se sigue cumpliendo
aunque f y g nosean
lineales
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4.5 Composicién de aplicaciones lineales

Sean las aplicaciones lineales,

S :E~—E'  conmatriz asociada M)
g:E' = E"  conmatriz asociada M(g)

Se cumple que:

gef:E - E
v = (g2 )F) = g(f ()

es otra aplicacion lineal que llamaremos “aplicacion f compuesta con ¢° y su matriz
asociada es:

Mg ° 1) = Mg) - M)

Es importante resaltar que para que la composicién de dos aplicaciones lineales pueda
llevarse a cabo el espacio final de la primera aplicacién tiene que ser el mismo que el
espacio inicial de la segunda aplicacién.

Propiedades:
- Im(ge 1) = g(Im f)
- ker(go f) = [T (ker g)

Ejemplo:
Vamos a calcular la matriz asociada de la aplicacién composicién de f con g donde

100 1
fi R SR M(f)y=1|2 3 1 4
020 9

(S
N
et

s (2 0 1]
g: R - R M(g) =

. 3 . . L]
Como el espacio final de f es R que es el mismo que el espacio inicial de g entonces
podemos asegurar que existe la aplicacién composicion de feon g

gof: R' 5 R

y su matriz asociada es:

<

i f):MU.Mm:(z 0 1) (2 2 0 2
£ e 3 6 1) “lis 20 6 27

/

o
[ =
(e R e

Sin embargo sin quisiéramos hacer la composicién f o g no podriamos ya que el espacio
final de g no coincide con el espacio inicial de f.
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4.6 Cambio de base en una aplicacién lineal

Sea una aplicacion lineal f: E — E’

Hasta ahora hemos estado trabajando con las bases candnicas tanto del espacio de salida £
como del espacio de llegada E.

Cuando nosotros queremos saber la imagen de un vector de £ con coordenadas en la base
candnica a través de f hacemos lo siguiente:

(f(x) dy Ay an\i ’/x)
Sy = Méi’ (f)vy = l FO)|={ay ay ay||ly
kf(z)/ dy dy a33J ZJ

y lo que obtenemos es un vector de E” con coordenadas en la base candnica de E .

En este apartado lo que vamos a estudiar es como transformar la matriz M gj (f) asociada

a f, en el caso en que queramos utilizar una base distinta de la candnica en el espacio de
salida, en el de llegada o en ambos.

Para lo que viene a continuacién es muy importante dominar lo ya visto en el tema 3 sobre
cambio de base en espacios vectoriales.

Cambio de base en el espacio de partida

Los datos que nos tienen que dar siempre son:

Este es el caso méas
simple que nos puede - Una base del espacio de partida E: B = {(u,, wyy, Us1), (Y12, Uz, Us2), (U3, Uos, Usz)}
ocurmnr

- Un vector de E con coordenadas expresadas en la base B: Ms = (x,y,2)

f(‘-’;)sc = ng(f) 'Mg Yy = f(x)Bc = Mg(f) " Vg

f(x) Gy Gy Gz | [ Uy Uy, Uy
S| = Gy Gy Gy || Uy Uy Uy
f(2) Ay Gy Oy J\Us Uy Uy j\ Z

Cambio de base en el espacio de llegada

Los datos que nos tienen que dar siempre son:

- Una base del espacio de llegada E": B’ = {(wy;, wy, W), (Wi2: W, W), (W3, W3 waz)}

L33

- Un vector de £ con coordenadas expresadas en la base canénica: (V)ge = (x, 3. 2)

f@y = My M) 5, =[O = (ML) - ME() -5, =
= f@)y = M) ()

f(x)\§ (wﬂ Wi, wlﬂyl(a“ a, a;\(x
o) |= Wal |y an ay |y
W:SJ L

szz
r L .
\S(2) (W3 Wy Gy dy a
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Cambio de base en el espacio de salida y en el espacio de llegada
Los datos que nos tienen que dar son:
- Una base del espacio de salida £: B = {(uy, 1121, 131), (w12, 0, U2), (Ui, Uns, Us3)}

- Una base del espacio de llegada £°: B’= {(wy, way, wa1), (Wiz, Wa, Wia). (Wi3, Was, wis)}
- Un vector de £ con coordenadas expresadas en la base B: (v); = (x,y, 2)

- - . / -t ~
J@y = Mg Mg () - My -V, =[G, = (M) -ME(H) - M5

Vi e
= [0y = M)V,
-1 N
J(x) Wiy W, Wi ayy 4y G Uy Uy U | [X
S| = [ wy wy Wy, Uy dyp Gy || Uy Uy Uy

f(2) Wiy Wi Wy A3 Ay dyy j\ Uy
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4.7 Resultados importantes sobre aplicaciones lineales

A continuacion se enuncian, sin demostracion, una lista de proposiciones y resultados importantes
sobre aplicaciones lineales.

¢ Sea f:E — E' lineal ysea {22 } un conjunto de vectores de £

* 'y

Si {#,...,1,} esbasede £ = {f(ﬁi),f(ﬁn)} es generador de Im( f)

Si {“1,...;"} esbasede £ y f esinyectiva = {f(ﬁl),,f(ﬁn)} es base de Im( f)

Si {“.1, ..,z?n} esbasede £ y f essobreyectiva = {f(z?] ),,f(ftn)} es generador de £’
Si {q], ..,ftn} esbasede £y f esbiyectiva = {f(z?l),,f(ﬁn)} es base de E'

* Dadoslos K-e.v. E, E' y laaplicacion lineal f:E — E’. Se verifica que:

1. Laimagen directa de un subespacio vectorial mediante una aplicacion lineal es también un
subespacio vectorial, Es decir:

Sea HCE, SiH<E = f(H)<E

Ademas se cumple que:

dim H > dim f(H)

2. Laimagen reciproca de un subespacio vectorial mediante una aplicacién lineal es también
un subespacio vectorial. Es decir:

Sea H'CE, Si H<E = [ (H)<E

Es un caso par-
ticular def e.v.
RB” haciendo

1 ¢ Tomando R como un K-e.v. se verifica que las tinicas aplicaciones de R en R que son

lineales (endomorfismos de R ) son de la forma:

T R—= R
x ~» f(x)=mx

donde meR.
Geométricamente son las rectas que pasan por el origen donde m es la pendiente de la recta.
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¢ Sea I unK-e.v.de dimension finitay sea f:E — E un endomorfismo. Se cumple que:

Los contenidos
contrarios no

se cumplen en ker(f) - ker(‘fz) cn geﬂeraI kel‘(f) [ kef'(fn) . \V!i’i € N

general salvo
que se afiadan

hipotesis Im(f?) < Im(f) en general Im(f") < Im(f) VneN

adicionales

e Sean E, E' K-e.v. de dimensién finitay sea f:E — E' un homomorfismo. Se cumple que:
Si f esinyectiva = dim(E) < dim(E")
Si f es sobreyectiva = dim(£E) > dim(£")

Si f esbiyectiva = dim(E) = dim(E")

e Tres aplicaciones lineales importantes

- Homomorfismo nulo:

Q:E—>E
v = QW) =0,
ker(Q)) = E
Im(Q) = {6E
Q of = foQ =0
QL =0Q:0Q=0
Solo tiene sen- .
tido entre espa- - Endomorfismo identidad (es siempre inyectivo y sobreyectivo, por tanto, automorfismo):
cios vectoriales
iguales
ld.:E—>E

Voo Id, (%) =7

ker(1d.) :{65}
Im(ld,)=E
- Homomorfismo L, (donde AeM  (K))
Z’A H Axl (K) — mei (K)

X o L(X)=AX

La matriz asociada a L, en las bases candnicas es la propia matriz 4 : M (Ly=4

Ademas se cumple que: dim(lm(!:A)} = dim(coi(/i‘}) = 1g(4)
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en la pagina T-52

Hablamos de ia
aplicacion inversa

Ojo:

esto solo es valido
si los espacios son
de dimensién finita
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4.8 Isomorfismos. Espacios vectoriales isomorfos

Decimos que f: E — E' es un isomorfismo si es una aplicacién lineal y bivectiva.

Si f:E - E' es isomorfismo entonces existe [~ :E' — E y es isomorfismo. Ademas si

M(f) eslamatriz asociada a /" se cumple que la matriz asociadaa /' es M (fH= (M(f ))"}

Sean E, E' K-e.v. Decimosque E y E' son isomorfos si existe una aplicacién f: E — F/
lineal y biyectiva (isomorfismo) entre ellos.

Si los espacios E. E' tienen dimensién finita existe una caracterizacion de los espacios isomor-
fos que dada por el siguiente teorema:

E y E' sonisomorfos < dim(E) = dim(E")

Si dos espacios vectoriales son isomorfos desde un punto de vista algebraico son “iguales” o
“indistinguibles” en el sentido de que toda propiedad relacionada con la estructura de espacio
vectorial que posea £ se transfiere automaticamente al espacio E' a través del isomorfismo y
reciprocamente. Es decir, aunque se trata de conjuntos distintos todas sus propiedades édlgebrai-cas
coinciden. Pero, ;qué significa esto exactamente?. Vamos a intentar explicarlo a partir de algunos
ejemplos ilustrativos:

e Isomorfismo entre R* y R,[x]

Se puede demostrar que las siguientes aplicaciones /' y ™' son lineales y biyectivas , por
tanto, isomorfismos:

f: R -5R,x] S Ryx] —» R

(a,b,c) — ax’*+bx+c ax’ +bx+c — (a,b,c)

De esta forma que a cada elemento (a,b,c) € R’ se puede “asignar” un polinomio ax’ +bx + ¢
q gn p y

viceversa. Por ejemplo, si { (1,0,1),(2,1, O)} es libre en R’ entonces podemos afirmar
{xz +1, 2x7 +x} es libreen R, [x].Y asi sucesivamente.
Este resultado se puede generalizar Vi e N, lo que quiere decir que R” y R, [x] son espacios

vectoriales isomorfos. La notacién es R” ~ R, _ [x].

e Isomorfismo entre R® y M, (R)

. . . -1 . . .
Se puede demostrar que ambas aplicaciones [ y S son lineales y biyectivas , por tanto,
isomorfismos.

[ R - M, (R) A My R) — R’
a} (a
(a,b,c) — EJ bt - (a,b,c)
c c)

,o « .. . HE .
Fijate que este isomorfismo nos permite trabajar con los vectores de R’ en “horizontal” o en
“vertical” seglin nos convenga ya que algebraicamente son la misma cosa.
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e Isomorfismo entre M,(R) y M, (R)

Se puede demostrar que ambas aplicaciones /' y /™' son lineales y biyectivas , por tanto,
isomorfismos.

S MR > M [R) I My ®) > M[R)

& (a

a b b [b a b
[C d) ” ¢ c ” [c d}
d \d

Fijate que este isomorfismo nos permite trabajar con los matrices cuadradas de orden 2 “como si

fueran” matrices columna y por tanto como si fueran vectores de R* (debido al isomorfismo de
la pagina anterior que relaciona matrices columna con vectores de R” ).

Isomorfismo entre matrices y aplicaciones lineales

A continuacién vamos a hablar sobre un isomorfimo muy importante que es el que relaciona a las
matrices con las aplicaciones lineales.

Sean E, E' K-e.v. de dimensién finita tal que dim(E) =# , dim(E') =m.
Existe una aplicacién lineal biyectiva (isomorfismo) entre el espacio vectorial de las aplicaciones
lineales de £ en E' [(E, E')y el espacio vectorial de las matrices nxm. Esto significa que, en

unas bases determinadas, hay una relacién uno a uno entre aplicaciones lineales vy matrices o,
dicho de otra forma, que a cada aplicacién lineal le corresponde una Gnica matriz y viceversa.

De aqui se deduce que la matriz asociada a cada aplicacién lineal en unas bases dadas siempre
existe y es unica.

Dimension del espacio vectorial de las aplicaciones lineales

Sean E, E’ K-e.v. de dimensiones dim(E)=n, dim(E")=m.
Como consecuencia directa de los puntos anteriores se puede deducir que el K-espacio vectorial
de las aplicaciones lineales de £ en E', (f(E, E'), +, -) tiene la misma dimensién que el

espacio vectorial M (K) de las matrices rectangulares de nxm ya que ambos espacios son

nxm

isomorfos y por tanto han de tener la misma dimensién. Por tanto, dim(/(E, E’ N=nxm.

Siguiendo el mismo razonamiento se deduce que el K-espacio vectorial (End(E), +, -) de los
endomorfismos de £ en E tiene dimensién , dim((End( E ) =n’ pues su matriz asociada
siempre es cuadrada.
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4.9 Formas lineales

Llamaremos formas lineales a las aplicaciones lineales de la forma f: £ — R.

Es decir, las formas lineales no son mas que aplicaciones lineales en las que el espacio de llegada
es el cuerpo sobre el que estd definido el espacio vectorial .

Las formas lineales son siempre sobreyectivas.

El conjunto de las formas lineales de £ forman el espacio dual, que no abordaremos en este
curso.

4.10 Aplicacion lineal restringida a un subespacio vectorial
Definicién

Sean E, E' K-e.v. de dimensiones dim(E)=n , dim(E"Y=m.Sea H < E, subespacio vecto-
rial de £. Sea [ : E — E' lineal. Si restringimos el espacio vectorial de salida a los elementos del
subespacio vectorial H creamos una nueva aplicacién que llamaremos aplicacién [ restringida
al subespacio H y denotaremos [ !H H—->F

Propiedades

Siempre que restringimos una aplicacion lineal f a un subespacio H < E la aplicacion
resultante f ! 5 sigue siendo lineal y ademas f ! L) =f(), YWeH
ker(f!H) < ker(f), mas concretamente: ker(f!H) = ker(f)nH

Im(f!H) c Im(f), m4s concretamente: Im(f!H) = Im(f)ﬁf(H)

- Si f esinyectiva = f !H es inyectiva
- Si f es sobreyectiva, no podemos asegurar que 1 ! , seasobreyectiva.

- Si f esbiyectiva = [ !H es inyectiva

-Si f !H es sobreyectiva = f es sobreyectiva

-Si f ! , ©s Inyectiva, no podemos asegurar que f sea inyectiva

Si f j , esbiyectiva = f es sobreyectiva
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Importante:

Por ahora nos restringi-
mos a espacios vecto-
riales sobre el cuerpo
de los reales

A las aplicaciones que
cumplen 1y 2 se las
denomina formas
bilineales (f.b.)

A las f.b. que cumplen

3 se las denomina f.b.
simétricas (f.b.s)

A las f.b.s. que cum-
plen 4 se las denomina:
f.b.s definidas positivas

Este es el producto
escalar aprendido en el
Bachillerato pero |ojo!
no es &l tnico producto
escalar que se puede
definiren R"

Este es el producto
escalar que se utiliza
en FMT4. Tambien se
puede definir sobre
funciones continuas a
trozos
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TEMA 5: PRODUCTO ESCALAR. ORTOGONALIDAD .

5.1 Producto escalar

Sea £ un R —espacio vectorial. Un producto escalar en £ es una aplicacién de la forma:

que cumple las siguientes propiedades:

L<d+U, V> = <, V>+ <, V> Vi, vekE
U, VAV > =<y V>+<i, ¥» Viv,VekE
|2 <0, V> = a<i,¥> Vi,veE VaeR
<u,pv>= P<uyv> Vi,veE VBeR
3. <é,V>=<v,u> Vi,veE

é:4 <U,i>20 VieE ,ademis <ii,ii>=0 < #=0

Nota: las condiciones 1y 2 se pueden refundir en una sola de la siguiente manera,
'‘'VeE Va,feR

a<u,v>+ pB<u, V> Vi, v, VeE Va,fecR

<au+ pu,v>=a<u,V>+ f<i,v> Vi,i

<ii,av + BV >

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial donde hay definido un producto escalar
y se representa como (£, <,>). El vector nulo 0, es el unico vector que es ortogonal a todos

los vectores del espacio E.

Algunos productos escalares usuales

En el espacio vectorial R" se puede definir el siguiente producto escalar:

200 s R g

Sobre el espacio vectorial (C [a,b], R) de las funciones continuas se define el siguiente

un producto escalar:

<fig> = [ 1) e

Sobre el espacio vectorial M, (R) de las matrices cuadradas de orden # :

<A, B> =Traza(4B')y

Sobre el espacio vectorial M __ (R) de las matrices columna de » x1 :

nx]

<4B>=48

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355



www.simplyjarod.com
5.2 Subespacio ortogonal

Definicion
vector-vector | & Dos vectores 4,V son ortogonales si su producto escalar es cero, es decir <#,¥ > = (.

* Unvector # esortogonal a un subespacio W si es ortogonal a cada uno de los vectores de W,
es decir, Vv € W se cumple que <,V > = 0.
Para ello, es necesario y:suficiente-que sea ortogonal a todos los vectores de una base de W,

vector-subespacio

* Un subespacio V' es ortogonal a un subespacio W si todos los vectores de ¥ son ortogonales
a cada uno de los vectores de W, es decir, Vii € V' y V¥ € W se cumple que <i,7 > = 0.

Para ello, es necesario-y suficiente que todos los-vectores de una base de- ¥ seanr ‘ortogonales.a
todos-los vectores de una base de- W

Subespacio-subespacio

e Si W esun subespacio vectorial de un espacio vectorial £, llamamos: complemento ortogo-

‘salde W, y lo representamos por W‘?, al subespacio vectorial formado por todos los vectores
ortogonales a W:

Wr={VeE /<V,w>=0 ViweW}

Propiedades

l. E=W @ W™, esdecit W y W™ son suplementarios.
2. dim E = dimW +dim W

3. Si W, c W, son subespacios de E, entonces W," c W;*.
4

5

Consecuencia directa
de la propiedad 1

Si W, cW, y W, #W,, entonces existe un vector no nulo de W, ortogonala W, .

SiS= { Uy,.... U, } es un sist. de vectores no nulos ortogonales dos a dos, entonces S es libre

5.3Norma  Ngcene euelldea = nocwa e = Noeerio
La normano es mas
_ que lo que en fisica se o e
_ conoce como el médulo Deﬁnlcmn
del vector

| Sea E, un espacio vectorial sobre K, una norma definida en £ es una aplicacién:

IkE > K

El angulo a entre dos vectores viene dado por la siguiente expresion:

<@V> = ] |Feose = cosa= 207
o . a1Vl
Propiedades
1. VieE, i#0 < |d|> 0
2. VieE, =0 & |idl|=0
3. VuekE, VieK, fidul=4Atdall
4 VEFEE @i s @B pesaeals [ dod «maﬁwfa
5. VaGeE  |<ivs| < [[d|-|F]) ~
6. ViveE 2<ii> = |d+v|F —|dlf -7

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 | 619 142 355 T-64



www.simplyjarod.com
5.4 Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Una base de un espacio vectorial euclideo es ortogonal si sus vectores son ortogonales dos
a dos. Una base ortonormal es una base ortogonal de vectores unitarios.

Dada una base cualquiera {én ‘ne N} ={¢.¢e,. .., ¢,} de un espacio vectorial existe

un metodo para obtener una base ortogonal.
Este proceso se llama “Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt” y es el siguiente:

!
|

U = &
~ - <e,u > _
2 T & = — Y
<y, >
. <éy,u > <e,l, >
Uy = & - ——=—— U - —-q,
<y, u; > <Uy,U, >
. - <@, U > <€,,U,> _ <€, U, > _
U, = € - ————i - —2 g, - s
<u,u; > <Uy,U, > <y, Uy >
_ _ & <8 U >
u, = e, - o U
i=] < ,eu'>

Una vez obtenida una base ortogonal {#i, :ne N V=i, d,,.. i,} a partir de la base
{en :ne N } = {e] s €y, e s En} de partida puede que necesitemos normalizarla. Para

ello basta dividir cada elemento de la base ortogonal entre su norma:

: ]7{} = un fned i[n
~ 4, | <i,,i, >
y asi obtenemos una base ortonormal {ﬂ}n :ne N } = {W], Wy, .. ,Wn}.
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5.5 Proyeccién ortogonal

Definicién

Sea un espacio vectorial euclideo (E,<,>), en el que se consideran un subespacio H < E yun
vector V € E . Se dice que:

También se utiliza la
siguiente notacion: El vector V,, es proyeccioén ortogonal de v sobre H si voeH v ¥ -v,eH L

¥y = proy, (V)

Elvector v, € H esel mis préximo a v de entre los vectores de H si ||v —3 Ll esel

menor de los valores ||V —#||, Vii € H (distancia minima).

Se verifica que las dos anteriores definiciones son equivalentes. Es decir, la proyeccién
ortogonal ¥, es el vector més préximoa ¥ de entre los vectores de H. Ademés, cuando existe

es tnica.

Método practico de cdlculo

Sea un espacio vectorial euclideo (£,<,>), en el que se consideran un subespacio H < E yun
vector V € E . Si-H tiene-dimension finita'y si {&1, s ,ﬁn} es‘una base ortogonal de H,

entonces existe la proyeccion-ortogonal v, de- v sobre H v es:

Vy = ol + Gty o+ il

donde los coeficientes vienen dados por:

Se IIamgn coeficientes <9V, {jl, >
de Fourier y son esca- = i=1..,n
lares, no vectores || U, H

Combinando las dos tltimas expresiones nos queda la férmula practica:

Formula para
bases ortogonales

Si tenemos una base {ﬁ)l s Wys e ﬁin} ortonormal (es decir, una base ortogonal que, ademas,

cumple que || W, || = 1), entonces los coeficientes quedan:
L=<V, W, > i=l..n

y la férmula préctica queda ast:

Formula para - . ~ o - . -
bases ortonormales Vy =<V, W >w + <V, Wy > W+ + <v,w, > w,
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TEMA 6: AUTOVALORES Y AUTOVECTORES .

6.1 Definiciones

Sea Eun K-e.v de dimension n.
Sea f:E > E una aplicacion lineal y 4 la matriz asociadaa f.
También se puede de- Se dice que A€ R es un valor propio (autovalor) de la matriz A si existe alglin vector ¥

cir que “ es autovalor | no nulo de E tal que:
del endomorfismo f 7

Av = Ay
Fijate que si 4 es una B
matriz de orden # en- | O bien —_
tonces v tiene que ser ~
un vector de dimensio- - f({;) = Iy

nes nx1

Si A es valor propio de A4 entonces los vectores no nulos de £ que verifiquen la anterior
relacion se denominan vectores propios (autovectores) de 4 asociados a A.

Cada vector propio esta asociado a un anico valor propio. Sin embargo cada valor propio
tiene asociados uno o mis vectores propios.

6.2 Calculo de los valores propios

Por simplicidad explicaremos el proceso para una matriz de orden tres. Todo lo que vamos
a mostrar es facilmente generalizable a matrices de otros ordenes.
Sea la matriz:

A=\a, a, a,

a3 a4y a4y

Los valores propios (autovalores) de la matriz 4 vienen determinados por las raices de su
polinomio caracteristico,

ooliramin ratocke Cleble o
POV AT

asi pues, pasamos a calcular estas raices,

‘A- Al ‘:: 0 = :;si,‘;}{“izg:f;x jﬁ!j@{ el

4y Gy Gy 100 4y a4, a; 400
Gy @y ay|—A0 1 0)|=0 = ||a, a, a, 0 40|=0 =
a3 4p 4y 001 4 Gy Gy 0024
ay, -4 a, a3
= a; ap-A ay =0 = PA)=0
as a3 ay; — A

* Alpolinomio P(}) se le llama polinomio caracteristico y las raices de este
polinomio son los valores propios (autovalores) de la matriz A.

¢ Llamamos multiplicidad algebraica de un autovalor A, m, (;%): al namero de veces'
que A; es raiz. del polinomio caracteristico.

¢ La suma de las multiplicidades algebraicas de todos los autovalores debe ser siempre
igual al orden de la matriz. e

¢ Al conjunto de autovalores se le denomina espectro de la matriz. :,i
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Aqui se trata de aplicar
todo lo aprendido sobre
subespacios vectoriales
eneltema 4

Otra forma de expresar
esta propiedad:

La suma de autoespa-

cios siempre es directa
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6.3 Calculo de los vectores propios

Cada uno de los autovalores calculados en el apartado anterior tiene un conjunto de auto-
vectores asociado. Este conjunto de autovectores asociados a un determinado autovalor

forman siempre un subespacio vectorial S, que llamaremos autoespacio asociado a [y

que se define como:

S, =ker(4- A1) obien S, =ker(f -~ 41d)

Por tanto, se trata de estudiar el subespacio vectorial de los autovectores asociados a cada
uno de los autovalores %, calculados en el punto anterior.

Las ecuaciones cartesianas del autoespacio S i asociado a A; siempre son:

e

@ =4 iV CE X 0
ay, Gy =4 Uy X, =10
s sy A=A ) X 0

A partir de aqui y empleando lo aprendido en el tema de espacios vectoriales podemos
obtener la dimension y una base del subespacio asociado a ;. Todos los vectores pertene-
cientes a este subespacio vectorial son los autovectores de 2, .

Llamamos multiplicidad geométrica de A, m,(4,), ala dimensién del autoespacio aso-

ciadoa A4 :

my(4) = dim(S,ii} = n—r1g(4 - A1)

Algunas propiedades de los autovalores y los autovectores

¢ Unamatriz 4 y sutraspuesta 4’ tienen los mismos autovalores.

e Si 4y B son semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico P(3.) y por tanto
los mismos autovalores.

e Si A esautovalor de 4, kA es autovalor de kA4.
1
e Si A esautovalor de 4 y 4 es regular, ;{ es autovalor de A7,

e Si A esautovalorde 4, \" es autovalor de 4",

e Si v esautovectorde 4 asociadoal, v esautovector de k4 asociado a k.
. . 1 ) 1
e Si v esautovectorde 4 asociadoa i, v esautovectorde 4" asociado a }:

e Si v esautovectorde 4 asociadoa i, v esautovector de 4" asociadoa )7
e El determinante de 4 es el producto de sus autovalores.

e Latraza de 4 es la suma de los autovalores.

¢ Autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.

e Sidadas dos matrices 4 y B, estan definidas sus matrices 4B vy BA entonces sus
autovalores son los mismos.

e La multiplicidad geométrica de un autovalor siempre mayor que cero y menor o igual
que la multiplicidad algebraica: m,(4) 2 m () >0
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Antes de leer esta hoja
conviene repasar el
concepto y las propie-
dades de las matrices
semejantes estudiado
en el tema de matrices

También se habia de
endomorfismos
diagonalizables

1.0 explicamos con una
natriz de orden 3 por
comodidad. Evidente-
mente, todo lo dicho
aquf es generalizable
a matrices de orden n

Atencion:

Relacionar esta idea
con lo ya visto de cam-
bio de base en aplica-
ciones lineales (el ter-
cer caso)
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6.4 Diagonalizacion de matrices

Sea A e M,(K) una matriz cuadrada asociada a un determinado endomorfismo f
Se denomina diagonalizacién de una matriz al proceso de busqueda de una matriz de paso
P (que puede existir o no), que permita expresar la matriz 4 como semejante a una matriz
diagonal D:

A=PDP" obien D= P'4P

Por tanto, diremos que una matriz es diagonalizable si existe tal matriz P que hace que se
cumpla la igualdad anterior. En caso contrario, es decir, si no existe P, diremos que la matriz
no es diagonalizable.

Condicion necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable

3

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y ;suﬁciente para que una matriz sea
diagonalizable: m&i?’ Ve @ieme&gf&ﬁ - :

Una matriz es diagonalizable si y sélo si la multiplicidad algebraica de i
cada uno de sus autovalores coincide con su multiplicidad geométrica.

Ademas de la anterior proposicion existen una serie de casos particulares que conviene tener
presentes por su utilidad:

- Si una matriz de orden » tiene n autovalores distintos entonces es diagonalizable.
- Las matrices simétricas son diagonalizables.
- Las matrices idempotentes son diagonalizables.

Matrices diagonalizables

Siuna matriz A4 es diagonalizable entonces podemos afirmar que existe una matriz diagonal
formada por sus autovalores: * :

s

!’""’f w ¥ YL

de forma que 4 y D sonsemejantes: 4 = PDP obien D = P'4P.

La matriz de paso P es una matriz formada por autovectores:

a, 4, a5 € €, & 4 0 0 €1 €y €
Ay Qyp Ap| =| € €, ey 0 ’12 0 € €p en
a3 4y 4y € €5 €5y 0 0 A € €3 ey

donde cada columna de la matriz P es un autovector asociado al autovalor que ocupa su
misma columna en la matriz D. Es decir, el vector (e, e, e13) tiene que ser un autovector
asociado al autovalor A, el vector (ey, ey, ey;) tiene que ser un autovector asociado al
autovalor X, y (es;, e3, €33) tiene que ser un autovector asociado al autovalor As.

Los autovectores de la matriz P forman siempre una base de M 1K) (6 R*). Por tanto,

también se puede decir que una matriz es diagonalizable si existe una base formada por
autovectores respecto a la cual la matriz asociada a f es diagonal.

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 | 619 142 355




Para entender bien

este punto mira antes
el cambio de base en
aplicaciones lineales

(pag. T-44)

Recuerda que
también es posible
obtener la potencia
enésima de una
matriz mediante el

método de induccién

Teniendo en cuenta
que PP =]
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6.5 Aplicaciones de la diagonalizacién

Diagonalizacién de endomorfismos

Si suponemos que la matriz 4 que diagonalizamos es la matriz asociada a un endomorfismo f
entonces podemos entender la diagonalizacion de una matriz como un cambio de base de la
aplicacion lineal de forma que su matriz asociada pasa a ser una matriz diagonal:

D=p'ap

o -

M = (M M) - M

Identificando ambas expresiones vemos que la matriz de paso P se puede entender como una
matriz de cambio de base de B a B, donde B es una base formada por autovectores v B, es la
base canonica.

Piensa que las matrices diagonales son muy sencillas de manejar y por ello este procedi-
miento de diagonalizacion que hemos aprendido en este tema es muy util de cara a tratar con
endomorfismos ya que nos permite encontrar una base (formada por autovectores) respecto de
la cual la matriz asociada al endomorfismo es lo maés sencilla posible (una matriz diagonal).

Potencia enésima de una matriz

A la hora de elevar una matriz a una potencia enésima podemos proceder multiplicando la
matriz por ella misma #n veces. Esto para valores altos de » resulta impracticable.

Sin embargo, si la matriz dada es diagonalizable los calculos se simplifican muchisimo. El
método consiste en hacer lo siguiente:

4> =(PDP'Y = (PDP"-(PDP"y = PD(P'P)DP' = pp?p!

A4 =(pr'y = (PDP'y«(PDP')(PDP") = PDP'PYD(P'P)DP' = pp3p!

A" =(PDP'Y = (PDP")-(PDP'y ... (PDP")-(PDP™)
= PD(P'P)D(P' .. PD@P'P)DP' = pD" P!

Por tanto la féormula general que hemos obtenido es:

A" =ppn"pl

Teniendo en cuenta que, para matrices diagonales, se cumple que:

Q\(; ) 0 - «"»ZJ
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TEMA 1: NOCIONES BASICAS

Demostrar que la siguiente sentencia es verdadera para cualesquier predicado P :

(3x P(x)) o =(vx (=P(x)))

Ejercicio 1

Solucién:

e  Primero vamos a demostrar que (3}: P( x}) = w,(\?’x {«J’(x)}) es verdadero.
_

O —r
7 g

Para ello tenemos que comprobar todos los casos de la tabla de verdad de la implicacién:
En la tabla observamos
que siempre que p

sea falso (indepen- p q p = q
dientemente de lo que .
valga g ) tenemos que F F v
p = g es verdadero, F Vv Vv
asi que no hace falta V F F
preccuparse por los Y, v v

dos primeros casos ya
que el resultado es
siempre verdadero.

Observando la tabla vemos que para demostrar que p = g es verdadero basta con probar
que el tercer caso no se cumple nunca ya que en los demds casos p => g siempre es
verdadero.

Por tanto solo tenemos que probar que cuando p es Verdadero g también es verdadero. De
esta forma eliminamos la posibilidad de que se produzca el tercer caso que es el tnico en el
quep => g es falso.

En efecto, si dx P(x) es verdadero quiere decir que para algtin objeto concreto a se cumple
que P(a) es verdadero. Por tanto, para ese objeto, —P(a) es falso. Eso quiere decir que

—P(x) es Falso. Seguidamente ‘v’x(—ﬂP(x)) también sera falso y finalmente
-ﬂ\:fx(-ﬁP(x)) es verdadero.

e Segundo vamos a demostrar que ﬂ(\:fx (-wP(x))) = (Hx P(x)) es verdadero.
[ — .
'3 q

Para ello tenemos que comprobar otra vez todos los casos de la tabla de verdad de la
implicacion. Al igual que en el anterior razonamiento tenemos que demostrar que no puede
darse el tercer caso de la tabla que es el tnico en el que p => ¢ es falso. Para ello tenemos
que demostrar que cuando p es verdadero obligatoriamente g es verdadero.

Si ——%\?’x (-—.P(x))) es verdadero tenemos que Vx {—J’(x}) es falso lo que significa que
—P(x) no siempre se cumple o, lo que es lo mismo, existe algin objeto concreto a para el
que —P(a) es falso. Por tanto para ese objeto concreto P(a) es verdadero y ello implica
que dx P(x) es verdadero.
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Ejercicio 2 || Lemostrar si la siguiente sentencia es verdadera o falsa para cualquiera que sea el
predicado P :
—=(Vx P(x)) < Vx(=P(x))
Solucion:

Vamos a demostrar que la equivalencia del enunciado es falsa probando que la implicacion
hacia la izquierda es falsa:
—-(Vx P(x)) = Vx(=P(x))

14 g

Para ello tenemos tenemos que probar que puede darse el tercer caso de la tabla:

P q P = 9
F F Vv
F \ V
N F F
v v V

es decir tenemos que probar que existen casos en los que p es verdadero y ¢ es falsa. En
esos casos p = g es falsa.

Consideremos el conjunto de los nlimero naturales y sea P(x) el predicado “x es par”. En tal

En este caso ¥V x P(x)
significa “todo numero

natural es par’ tanto —(Vx P(x)) es verdadero.

caso, Vx P(x) es falso (ya que, por ejemplo, 5 es un namero natural que no es par) y por

Ahora bien, puesto que 2 es un namero natural par tenemos que P(2) es verdadero, luego

—P(2) es falso, luego —P(x) no es siempre verdadero y por tanto Vx (—IP(x)) es falso.
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Demostrar si la siguiente sentencia es verdadera o falsa para cualesquiera que sean los
predicados P v O

Ejercicio 3

—(Vx(P(x)= O(X))) & Fx(P(x) A—0(x)).

e Primero vamos a probar que ——-:(\v’x(P{x) = Q(x))) = Ex(P{x) ~ ﬁQ(x)) es V.

I 4 q

Para ello tenemos que comprobar todos los casos de la tabla de verdad de la implicacién:

P q P = 9q
F F \4
F v v
v F F
v N v

Observando la tabla vemos que para demostrar que p => g es verdadero basta con probar
que el tercer caso no se cumple nunca ya que en los demas casos p = ¢ siempre es
verdadero.

Por tanto solo tenemos que probar que cuando p es verdadero g también es verdadero. De
esta forma eliminamos la posibilidad de que se produzca el tercer caso que es el unico en el
que p = g es falso.

En efecto, si ——;(Vx(P(x) = Q(x))) es verdadero quiere decir que ‘v’x(P(x) = Q(x)) es
falso lo que significa que si tomamos cualquier elemento concreto a se cumple que
P(a)= O(a) es falso que quiere decir que P(a) es verdadero y que O(a) es falso o, lo

que es lo mismo que P(a) es verdaderoy —(Q(a) es verdadero por lo que P(a) A—Q(a)

es verdadero y, consecuentemente Jx (P(x) A Q(x)) es verdadero.

e Segundo vamos a demostrar que Hx (P(x) A= Q(x)) = - (\fo(P(x) = Q(x)))

4 q

Si E!x( P(xyn -wQ(x)) es verdadero quiere decir que existe un elemento concreto a tal que
P(a) n—=0(a) es verdadero. A su vez esto significa (mirando la tabla de verdad del “y”
l6gico) que P(a) es verdaderoy que —(0(a) es verdadero o, lo que es lo mismo, P(a) es
verdadero y que J(a) es falso.

Por tanto P(a) = QJ(a) es falso por lo que Vx (P{ xX)= Q(x)} es falso concluyendo que

—(¥x P(x) = O(x)) es verdadero.
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Calcular la inversa de la siguiente matriz mediante el método de Gauss-Jordan :
?f’ 1 -2 -1
A= % -3 7 4
L2 2 1)

Vamos a resolver este ejercicio mediante el método de Gauss-Jordan. Para ello realizaremos
una serie de transformaciones elementales tipo fila :

k 2 2 1 J
v la primera transformacion elemental consiste en restar a la
tercera fila la primera fila multiplicada por dos
3
1 -2 -1 ! 1 0 0
-3 7 410 10
0 6 3 % -2 0 1
d ahora se trata de sumar a la segunda fila tres veces la
=15 +31 primera fila
3
I -2 -1, 1 0 0
0 1 113 10
0 6 3 -2 01
¥ ahora debemos sumar a la primera fila la segunda fila
L=f+21, multiplicada por dos
3
10117 20
0 1 13 10
0 6 3/]-2 0 1

P

restamos a la tercera fila la segunda fila multiplicada por seis

o
I
A Dt
l
[
5

(1o 1|7 2 o}
01 1 } 3 0
\0 0 -3]-20 -6 1 J
N sustituimos la tercera fila por un tercio de ella misma.
Ji=(=1/ 3);’2} ademds al resultado le cambiamos el signo.
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a la segunda fila le restamos la tercera fila

(E o1 7 2 0
0 1 0|-11/3 -1 1/3
t\O 0 Ig 20/3 2 —-1/3
2 la tltima transformacion elemental consiste en restar
H=hH-1 a la primera fila la tercera
v
(’1 0 o* 1/3 0 1/3}
0 1 0;»«}1/3 -1 1/3
LO 0 1}20/3 2 -1/3

Una vez que hemos conseguido la matriz identidad a la izquierda de la linea el proceso
termina. La matriz inversa de 4 es la matriz que est4 a la derecha de la linea.

1/3 0 1/3
Solucién : A7 =] -11/3 =1 1/3
20/3 2 -1/3

Comprobacion :

Se puede comprobar facilmente si el resultado que hemos obtenido es el correcto.
Basta multiplicar la matriz 4, que nos dan en el enunciado, por la matriz que hemos obtenido,
A, El resultado debe ser la matriz identidad 7. En nuestro caso es asi, vaque:

1 -2 -1 173 0 1/3 1 00
AAd7 =13 7T 4| -11/3 -1 1/3|=|0 1 0|=1
2 2 1 20/3 2 -1/3 0 0 1
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Obtener la forma reducida de Gauss-Jordan de la siguiente matriz:

Ejercicic & -
003 -6 6 -5
3 -7 8 -5 8 9%
3-9 12 -9 6 15

Paso 1. Comienza por la primera columna distinta de cero empezando por la izquierda. Esta
columna es una columna pivote. La posicion de pivote es la superior.

0 3 -6 6 4—51
3-7 8 -5 8 9|
3 -9 }2—9615}

Paso2. Selecciona un coeficiente distinto de cero de la columna pivote. Si es necesario inter-
cambia filas para colocar este coeficiente en la posicion de pivote.

Se intercambian las N
filas1y3 -9 12 -9 6 131

' El ndmero recuadra- 3 -7 8 -5 8 9 }

do@ es el pivote 0 3 _6 6 4 _5

Paso 3. Usa transformaciones elementales de fila para obtener ceros en todas las posiciones por
debajo del pivote.

N -9 12 -9 6 15
a segunda fila se
le suma la opuesta 0 2 -4 4 2 —6
de la primera.

0 3 -6 6 4 -5

Paso 4. Ignora la fila que contiene al pivote y todas las filas (si hay alguna) por encima de él.
Aplica los pasos 1 a 3 a al submatriz que -jueda. Repite el proceso hasta que no queden filas
distintas de cero que modificar.

Nos olvidamos de la

"
primera fila. 3 -9 12 -9 6 15
. Ahora la columna 0 @ -4 4 2 -6
pivote es la segunda
y el nuevo pivote es 0 3 -6 6 4 -5

el

Se suma a la tercera fila la segunda fila multiplicada por —3/2.

p -9 12 -9 6 151
02 -4 4 2 -6
o 0o 0o o0 1 4

A wid En esta Gltima matriz no hace falta hacer nada pues ya esté puesta en forma reducida de Gauss
ora nos owida-

mos de las dos
primeras filas. La r
columna pivote es la |
quin inta v el pivote es !
el ;_\ No hacemos i
nada pues va estéd L
en forma reducida

de Gauss

d

3 -9 12 -9
0 2 -4 4
0o 0 0o o0 [

15
-6

=T ro O

e
| —
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Paso 5. Empezando por el pivote que esté més a la derecha y procediendo hacia arribay a la
izquierda, conseguir, mediante transformaciones elementales de fila, hacer ceros los coeficientes
por encima de cada pivote. Si un pivote no es igual a 1, multiplicar su fila por su inverso.

El pivote mas a la izquierda estd en la fila 3 y es un 1 por lo que no hace falta escalarlo. Para
hacer ceros encima suyo se resta a la segunda fila dos veces la tercera fila y a la primera fila se
le resta seis veces la tercera fila.

-
i

3 -9 12 -9 0 -9
0 2 -4 4 0 -14
0

oao[ﬂ4J

El siguiente pivote estd en la fila 2. Escalamos la segunda fila para conseguir un 1 en la posicién
de pivote.

3 -9 12 -9 0 -9

n -2 2 o -7

0
0o o0 0 o0 1 4

Ahora conseguimos un cero en el lugar (1,2) sumando a la primera fila nueve veces la segunda.

3 0 -6 9 0 =72

0 -2 2 0 -7

0O 0 0 0 1 4
Escalamos la primera fila.

1 0 -2 3 0 -24

y ya tenemos la forma reducida de Gauss-Jordan
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TEMA 3: ESPACIOS VECTORIALES

Bjercicio 11} a) Demostrar que el conjunto R* = R x R con la ley de composicién interna:

-

+: R* xR — R’
(a.b).(c,d) — (a,b)y+(c.d)y=(a+c.b+d)
y la ley de composicién externa:
e Kx R > R
k.(c,d) = k-(c,d)=(k-c, k-d)

tiene estructura de espacio vectorial sobre K = R .

b) Estudiar si R” es espacio vectorial con la misma ley de composicién interna que en
apartado anterior pero con la ley de composicion externa siguiente:

e K xR » R?
k. (e.d) — k-(e.d)=(k-¢ k-d*)

a) Primero vamos a probar que ( R2,+) es grupo {condiciones al-a4).

o, Fijate que el signo + al) + tiene propiedad asociativa
L ¢ tiene distinto significado
segun el contexto en el
que se encuentre:
Cuando esta entre dos
vectores es la l.c.i pero (%, %) H(( ) (2. 2)) = (x,x0,) (W + 2, 1, +2,) = (X +y, +2,%, + Yy +z,)
cuando esta entre dos )
escalares es el + habi- ((xl,xz) + (yl,yz)) -+ (ZI,,Z2) = (xl -{»ypx2 +y2) +(Z]’zz) = (x] +y1 + z, X, +}/’2 + Zz)
tual de los niimeros

reales

(vitw)+vi=vi+(mFy), vym,nek

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,),(3,¥,),(2,,2,) € R
(RE;P) es semigrupo

a2) + tiene elemento neutro

v+ 0=0+v=vy ,vek

El elemento neutro es (0,0). Efectivamente, V(x, y) € R? se cumple que:

0,0)+(x, ) =(0+x,0+y)=(x,y)
(x,)+0.0)=(x+0,y+0)=(x,y) (R2,+) es monoide

al) + tiene elemento inverso
vi(=v)y=(=)+v=0,vekF

Todo elemento (x, v) de R? tiene un elemento inverso quees (—x,—y). Efectivamente,

V(x,y)e R* se cumple que:
() + (=%, =y)=(x—x,y-y)=(0,0)

(=x.=p) +(x,) = (~x+x,~y+3) = (0,0) (R?,+) es grupo
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Ambas expresiones a4) + tiene propiedad conmutativa

A . ) ~ '
sonvugugies porque el ViFV, =ty L, v, € E
habitua! de los ndmeros > >

reales es conmutativo

(no hace falta probarlo) | s mhas expresiones son iguales V(x,%,),(y. ) € R”:

{xgaxz}”{‘(y;syz):(xi +}’1,X2 +y§)

(y}:yz)"é'(xzaxg) = (}”1 + X,V +X2)
(R2,+) es grupo abeliano

- es una ley de composicidn externa que cumple:

b1) Distributiva respecto a la suma de escalares
(k1+k2)v = k1V+k7_V N ve E ki,kQEEK

(ky+ky)-(x.x) = (K +ky) - x (b + k) x,) = (k- x, + ky - x ko x, + k) - xy)

k- (x.x) k- (x,x)) = (kp-xk-x )+ (kg - xuky o xy) = (ky-x + k- x,k-x + k- xy)

Ambas expresiones son iguales ¥(x,,x,)e R*, Vk.k, eR

b2) Distributiva respecto a la suma de vectores

E(vitvy) = kv + kv, viowe E ke K

k-((x,%) + 1) =k-0q+ 3%+ 1) = k- + ),k (5 +3,) = (k- x +k-y L k-x, + k- )
k-(x.x) +k-(y,3,) = (k-x,k-x) +(k- Y.k y,) = (k- x +k-y,k-x, +k- y,)

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,).(y,.¥,)€ R>, VkeR

b3) Asociativa mixta
(k}kz)v = k](kz V) N ve E ]CI, kze ]K

(k) (x,x) = (k- k) x (kg k) x,) = (ko xp, bk o xy)
k- (ky-(x.%)) =k - (ky-x.ky - x,) = (k- ey %), ko ky - xy)

Ambas expresiones son iguales V(x,,x,)e R* , Vk.k eR

b4)

lrv=v ,vek

(x,x,)=(1x,1-x)=(x, x,) , Y(x, x,)eR’
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Ejercicio 2| Estudiar cudles de los siguientes subconjuntos constituyen subespacios vectoriales de R*
con las operaciones inducidas:

a) Az{{xﬁy}égzz’kr&f-’%y:{}}
b) B={(x,»)eR/x -y =1}
¢) C={(a0)eR’/aeh]

d)y A={(x,») e R /3x+4 =0

Caracterizar de forma general todos los subespacios vectoriales de R?
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Ejercicio 2

En el espacio vectorial euclideo (R*,<,>) usual consideremos el vector v = (7,1,-6,9)
y subespacio H = Lé{(l,— 2.0,0),(0,1,2.1). (-1, O,LI)}} Calcular la proyeccién orto-

gonal de v sobre H.
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| TEMA 6: DIAGONALIZACION

Ejercicio 1 [f Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:

I 0 0)
Recuerda que:
valor propio = autovalor A =12 3 4
vector propio= autovec-
tor 1 -1 =2 )

Cialculo de los autovalores

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son las raices de su
polinomio caracteristico,

4-21]=0

asi pues, pasamos a calcular estas raices,

1 0 0 10 0) (1 0 o) (200
2 3 4|-al010/l=0 = !l2 3 4]/-|0 2 oll=0 =
| —1 =2 00 1 1 -1-2) 0 0 A
-4 0 0
= |2 3-2 4 |=0
1 -1 -2-2

Procura aplicar siempre ahora calculamos el determinante desarrollando por la primera fila para aprovechar los

que sea posible las pro- | dos ceros que hay en ella,
piedades de los deter-
minantes antes de po- 3-1

nerte a calcularlos (1- /1)%; 1 g /z; =(1-)(B-2)(-2-2)=4-(-1))=0

1-2)(G-2)(2-2)+4) =0
A-)(-6-34A+24+i%2+4)=0

(1-D(A%-1-2) = 0

y resolviendo la ecuacion de segundo grado tenemos que,

; o ‘“_ 1+3
4o mCDEUCED? 41 (2) 12148 129 123 | AT =2
2-1 o2 22 a2 173
2

por lo que el polinomio caracteristico queda factorizado,
A=) (A%=1-2) = A=-ANA-2)(I+]) = 0

Por tanto los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son :

En este caso los tres

autovalores tienen A =1 m,(4) =1
multiplicidad algebraica _ .
igual a uno ;‘2 = 2 m, (}Vg} =1

Ay = =~1 m,(4;) =1
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Calculo de los autevectores

e Autovectores asociados al autovalor 4, =1

(1-2, 0 0 x| [0 0 0 0)(x) ‘o\i
2 3-4 4 | =100 =2 2 4|x|-= OJ:
L -1 =220 Lo 11 —ijfsj 0

[2x +2x, +4x, =0 [x +x,+2x,=0
- : o B

~ . . N =
X, — X, =3x,=0 X, =X, =3x;=0

Tenemos un sistema con tres incognitas y solo dos ecuaciones linealmente independien-
tes. Esto quiere decir que el sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo asig-
namos a la incognita x; el parametro 7, es decir hacemos x; = y ahora sustituyendo

nos queda un sistema con dos ecuaciones y dos incognitas:

X, +x,+2t=0 = X, = —Xx, — 2
X —x, ~3t=0 = —-x, ~-2-x,-3=0

Asi que nos queda:

-2x, -5t =0 = x,=-—

2
X, =-x,—21 = X = —(———S—I—) -2t = X, = _;:.

2
arirad Por tanto:
Hemos particularizado . 3
=1 por simplicidad - Los autovectores asociados a 4, =1 son S A ={( £, =3, Z)e R /te R} .
pero se podria_ haber 3
elegido cualquier otro - Ahora para obtener una base hacemos 7=1ynosqueda B= {u = ( 5 -%f—, t)} .

valor para la f
.| -Portltimo la dimension es dim(S,) =1=m_(4).
Recuerda que la multi- ct g
plicidad geométrica es,
por definicion la dimen-
sion del autoespacio

asociado e Autovectores asociados al autovalor 4, =2
1-4, 0 0 X, 0 -1 0 0)x 0
2 3-4 4 | =0 =2 1 4|x|=|0|=
1 -1 =2-4 )\ x 0 I -1 -4 )\x 0
—X; =0 = x=0
= 2% +x, +4x;, =0 = x, +4x, =0 = x, +4x, =0
X - x,—4x,=0 = -x, ~4x, =0 = x, +4x; =0

Hemos llegado a una ecuacion con dos incognitas. Para resolverla asignamos a la
incognita x; el parametro ¢, es decir hacemos x;, = y sustituyendo nos queda:

Xy =1
x, +4x, =0 = x,+4=0 = x,=-4
Por tanto:
- Los autovectores asociadosa A, =2 son: S, 2{( 0, —41, t)e R’/te R} .

- Ahora para obtener una base hacemos 7=1ynosqueda B= {1/ = { 0, -4, })} .

- Por ultimo la dimensién es dim(S, ) =1=m_(4,).
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e Autovectores asociados al autovalor 1, = —1
-2, 0 0 ) xq (0) 2 0 O\LM\E (’o)
2 34 4 %] = 0] = |2 4 ix :‘Ee =
1 -1 2= )\x) lo) {1 - —1/}’@; \OJ
{2@ =0 = x=0
= 72x1+4x2+4x330 = 4x, +4x, =0 = x, +x,=0
L X = x- x=0 = -x— x%5=0 = x +x, =0

Hemos llegado a una ecuacion con dos incognitas. Para resolverla asignamos a la
incognita x; el pardmetro 7, es decir hacemos x; = [ y sustituyendo nos queda:

{

Por tanto:
- Los autovectores asociadosa A, = —1 som: S, :{( 0,-1, t)e R /te R}

{W:(O, -1, 1)}

x, =1

- Ahora para obtener una base hacemos 7=1ynosqueda B

- Por ltimo la dimensién es dim(S, ) =1=m,(%).

Estudiamos si A es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas calculadas

anteriormente:
m,(A) | m(4)
/11 =1 1 1
A, =2 1 1
En este caso también ‘2'3 =1 1 1

se puede afirmar que 4
es diagonalizable
observando que es de
orden 3 y tiene 3
autovalores distintos.

Asi pues, como todos los autovalores tienen igual multiplicidad algebraica que geomé-
trica la matriz 4 es diagonalizable y por tanto es semejante a una matriz diagonal D:

A= PDP™!

donde la matriz P es una matriz en la que las columnas son los tres autovectores u, v
y w que ya hemos calculado previamente.
Asi pues nos que queda:

importante: - / / -1
Conia vactor propio 1 0 0 /2 0 0 (1 0 OM 72 0 0
tiene que estar en la 2 3 41 =l-5/2 —4 -1 g 2 011 =5/2 -4 ~1
misma columna en que

esté su valor propio L 1 -1 - 2) 1 1 i { 0 0 -1 J L i 1 J

asociado
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Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:

Ejercicio 2
(2 0 3 \3
4 = § 0 1 0|
-1 0 -2 )

Céleulo de los autovalores

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son las raices de su
polinomio caracteristico,

o

A-21=0

asi pues, pasamos a calcular estas raices,

(20 3 (10 0 20 3) ‘/zoof
1o 0-2L010:03§{01 oJ—o&og:o:
-1 0 -2 00 1 g-lo-z 00 4)
2-2 0 3
= 0 1-24 0 | =0
-1 0 -2-4

ahora calculamos el determinante:
C-A)A=-A)-2-1)-3-(-1)-1-4)= 0
(I—ﬂ)((Z—ﬂ)(—2—£)+3)= 0
(1= 2)(4-24 + M _+A"+3) = 0
(1-—2)(22-—1) =0 = w(ﬂ-—l)(ﬂz-—l) =0 = (/1”1)(/12-—1) =0

y aplicando diferencia de cuadrados ( igual a suma por diferencia) nos queda el polino-
mio caracteristico ya factorizado,

A-DA-DA+1)=0 = (A -1+ =0

Por tanto los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son :
A= 1 m,(4) =2
A= =1 m,(4,) =1

Calcule de los autovectores

e Autovectores asociados al autovalor 4, =1

(2-4 0 3 ) (x) (0) (1 0 3Y)(x) (0)
0 1-4 0 %(xz :[@fs 0 0 @ngj:fa -
L -1 0 -2-4) Ll i\@J \-1 0 -3) K‘CJ i\{}f}
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Tenemos tres ( X + 3x =0 3 = 0
incognitas y solo una = X = Xt oXxX, =
ecuacion. Para —X =SXy = 0

resolverlo asignamos a
la incognita x; el . . . _ . . .

parametro a, es decir | s que nos queda:  x,= -3, x, = f, x, =a (ecuaciones paramétricas de S
hacemos X, =& vy

ademas tomamos Por tanto:

x, =0 - Los autovectores asociados a 4, =1 son S, ={( =3a. f, a)eR’ /a.fe ﬁ%} .

- Ahora para obtener una base hacemos B= { U= ( -3. 0, }) , V= (O, I, G) } .

[ H

o1, =0 =y
- Por dltimo la dimension es dim(S; ) =2 = m,(4).
e  Autovectores asociados al autovalor 4, = —1
’/2—22 0 3 X, (0 (30 3w/x}\E 0
{01-130 5| =10 = 0 2 0 |/x, =/0] =
L -1 0 2-4)ix 0 -1 0 -1 X, 0
XX =
= 2x, =0 = { = =0
% =0
— = O =
Por tanto:

- Los autovectores asociadosa A, = =1 son: S, z{( ~a, 0, a)eR’ /e R} .
22

- Ahora para obtener una base hacemos @ =1 ynosqueda B= {w = ( -1, 0, 1)} .

- Por tltimo la dimensién es dim(S, ) =1=m,(4,).
Estudiamos si 4 es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas ya calculadas:

m,(4) | m,(4)
A =1 2 2

A, =-1 1 1

Asi pues, como todos los autovalores tienen igual multiplicidad algebraica que geomé-
trica la matriz A es diagonalizable y por tanto es semejante a una matriz diagonal D:

A=PDP™
importante: . donde la matriz P es una matriz en la que las columnas son los tres autovectores u, v y
Cada vector propio

tiene que estar en la w que ya hemos calculado previamente. Asi pues nos que queda:
misma columna en que

esta su valor propio 20 3 (=3 0 =1V (1 0 0Y (=3 o -1\!
asociado ( } E ; | f }
P01 0 = 0 1 G% é 0 1 0 01 0]
1o 2) Lio 1JLoo = LI{)EJ
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Ejercicio 3
( I 0 0)
Recuerda que: 4 = f 1 0
valor propio = autovalor
vector propio= autovec- {\ 1 1 1

tor

Calcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:

Calculo de los autovalores

polinomio caracteristico,

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son las raices de su

OO N
e SN
N oo

)
J:O =

A4-21]=0
asi pues, pasamos a calcular estas raices,
(1 00 10 0) (1 oo
2 -1 0(-4{01 0(=0 = 2 -1 0
| I 11 0 01 I 11,
1-4 0 0
= 1 =-1-4 0 =0 = (
1 1 1-2

—A)(-1=A)1-2) =0

En este caso, al ser la matriz triangular, el polinomio caracteristico sale factorizado
directamente y los autovectores son:

A o= 1
4 = -1

Cilcule de los autovectores

e Autovectores asociados al autovalor 4, =1

1-4 0 0 ) (x 0 0 0 0)(x 0
1 —-1-4 0 ||x| =10 = |1 =2 0||x| =0 =
1 1 1-4) \x 0 11 0)(x 0

Fijate que la Unica
solucion de este
sistema es la solucion
nula

*
-

Ademas, como x; no aparece en el sistema podemos afirmar que puede tomar cual-

-2x, =0 {xlz()
=
L

x + x, =0
i Z

Ojo con esto por que es

muy importantel! quier valor por lo que le asignamos un pardmetroa x, = 7.

Por tanto:
- Los autovectores asociadosa A =1son § 5

:{(@,O,z)e§§3fse§%}.
B={u=(0,0, 1)}.

Recuerda que la mutti-
plicidad geométrica es,
por definicion la dimen-
sion del autoespacio
asociado

- Ahora para obtener una base hacemos 7= 1y nos queda

- Por Gltimo la dimension es dim(S, ) =1=m,(1).
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¢ Autovectores asociados al autovalor 4, = —1
-4 0 0 (%) (0 (20 0\};’&) 0)
1 -1-4 0 xzizf(}:?l{)()”xzzé»()%:j
L VA CY ") L1 2)x) (0
2x, =0 =x=0
= X, =0
XX +2=0 = Hh 42 =0 = x=-Ix
Ahora, asignando un pardmetroa x; = 7 nos queda x, = —2f.
Por tanto:

- Los autovectores asociadosa 4, = —1 son: .S, ={( 0,-2t, 1)eR’ /te }Ri} .
- Ahora para obtener una base hacemos /=1 y nos queda B= {v = ( 0, -2, 1)} .

- Por Gltimo la dimension es dim(S, ) =1=m,(4,).

Estudiamos si 4 es diagonalizable

Para ello observamos las multiplicidades algebraica y geométricas calculadas anterior-
mente:

m,(4) | m (L)

4 =1 2 1
A=—1] 1 1

En este caso el autovalor 4, =1 no tiene sus multiplicidades algebraica y geométrica

iguales, por tanto podemos afirmar que 4 no es diagonalizable. Es decir, no existe
ninguna matriz de paso P tal que 4 sea semejante a la matriz diagonal D.

Ahora ya sabemos que 4 no es diagonalizable. Pero nos surge la siguiente pregunta,
(Por qué A no es diagonalizable?:
De manera coloquial podemos decir que el autoespacio S , Do tiene suficientes vectores

linealmente independientes para “rellenar” la matriz P. No tenemos vector para llenar
la columna con interrogaciones, por tanto no se puede construir la matriz P.

1 0@} (0 2 (1 0 0 (o ? 0“;*
1 -1 0 :}0 ) 0 1 0 0 2?2 -2
ST R T Lo o -1 )1 2 IJ
A P D P
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7 PREGUNTAS TIPO TEST oo

7. Preguntas tipo test

1.~ @ @ Si la funcién pnand g estd definida por la tabla

D ! q Efpnandq
ViV E{ F
VIF| v
F}Vti 1%
F | F I Vv

entonces
pV g <= (pnand p)nand(gnandq).

2.~ @ @ La sentencia
Jx (P(z:) = (Q(z) v R(z)))

equivale légicamente a

~(vz (P(z) A ~Q(z) A R(z)) ).

3.~ E Sea X un conjunto. Para cualesquiera A, B, C, D, subconjuntos de X, se cumple
(ANBNC)N (AN (D—B)n(D-C)) =0.

V- Si X es un conjunto y A, B, C son subconjuntos de X, entonces
(AuB)NC = (AuC)n(BUCQC).
5.~ Sean Ay B dos conjuntos, Id4 : A —— A la funcién identidad vf:A—sByg:Br— A
dos funciones. Si (go f) = Id 4, entonces g = f1.

6. @ Sea el conjunto A = {(z,y) € R? : 22 + y® = 9}. La funcién f : 4 — R tal que
f(z,y) = z? es sobreyectiva.

7.~ Sean f: X +—— Y una funcién entre los conjuntos X e Y.
VAC X fH(f(4)=A

8.~ @ @ Si * representa la operacién z * y = z¥, entonces el sistema algebraico (N — {0}, *) tiene
elemento neutro.

9.- @ El predicado —~Jz P(z) = Q(z) equivale légicamente a Yz P(z) vV ~Q(x).
v10.- E @ Si f:R™! — R"™ es una aplicacién lineal, entonces Ker(f) < { 6}
/11.- E @ Sean U y V dos subespacios vectoriales de dimensién finita del K-espacio vectorial W. Si
dim(U) = dim(V) = dim(U + V),
entonces U = V.
12.- @ E Sea (E, <, >) un R-espacio vectorial euclideo y sean U, V subespacios vectoriales de E.

(VeE:V LU+WV)}={VeE:V1IU}+{¥eE:V LV}
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Vi3.- @ 'F | Existe un subespacio vectorial, V, de R? tal que dim (V) = dim (l» "L).

v14-[V] @ El sistema de vectores {1, vV} del K-espacio vectorial V es libre si y solamente si {W —
U+ V] es libre.

15.- @ 'F| Sean A = (ai;), B = (b)) € Mp(R).
Si Eaﬂ = Z bii, entonces 3P € M, (R) tal que P71AP = B.
- i=1

310 3 00
/16.- @ Lamatriz A= 10 2 0] essemejantealamatrizB=1{0 2 0
1 0 2 0 01

/17- @ La matriz A € M, (C) no es invertible si y sélo si A = 0 es autovalor de A.
18.- LR)={f:R+— R: f es lineal} es un R-espacio vectorial de dimensién 1.

/19.- E Sea (E, <, >) un R-espacio vectorial euclideo y W,V € E.

U=Vea2VWEE <U,W>=<7V, W>.

20.- [V] [F] Sean 4, B € M,(R).

21.- El predicado —Vz(P(z) = Q(z)) equivale 16gicamente al predicado Jx (P(z) A =Q(z)).

V22.- Sitodos los coeficientes de la matriz A € M3 (C) tienen parte imaginaria no nula, entonces
A no puede tener autovalores reales.

J 23.- El conjunto de matrices formado por las soluciones de la ecuacién matricial

(b 1)x=0)

tiene estructura de espacio vectorial.

24.- Si f: E+— E’ es una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales y H es un subespacio
de E, entonces dim (f(H)) < dim(H).

1k 1k+1 1k+2
25.- El rango de la matriz | (—2)F (—2)¥"1 (—2)F*2 | es 3 Vk € Z.
v gk ght+1 gk+2

26.- E @ Dadas las funciones lineales b : E—— E'y f : B/ —— E” entre los K- espacios vectoriales
v E. E' v E”, se verifica

Img(f o h) = Img(f) <= h es sobreyectiva.

Y I - - g . N
27 .~ M @ Si el conjunto de las soluciones del sistema de ecuaciones lineales AX = b coincide con el

conjunto de las soluciones del sistemna de ecuaciones lineales BX = b, entonces 4 = B.

WE sia=(® YY) catonces a120— (1 0
28- V]|F|Si A <1 0 , entonces A o 1)
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2%~ Eji @ Sean U v V subespacios vectoriales del K-espacio vectorial £. Si UNV # {6}} entonces
U UV es un subespacio vectorial.

30.- @ @ Si W y V son autovectores linealmente independientes de un endomorfismo f, entonces
v f (Tf) vy {"‘?) son linealmente independientes.

31 V :} Si 0 es el tinico autovalor de la matriz A € M3(IR), entonces 3n € N tal que 4™ =0 (4
es nilpotente).

-

32- V| F| [F| Sea V un R—espacio vectorial de dimensién finita y ¢ € R —{0}. Todo autovector W € V
del endomorfismo f: V —— V también es autovector del endomorfismo cf : V +— V.

3; - | Si un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita no es myectivo, entonces
el término independiente de su polinomio caracteristico es 0.

34.- E @ SiV es un espacio vectorial real de dimensién ny f : V ~— V un endomorfismo, entonces
la suma de las multiplicidades algebraicas de los autovalores de f es n.

3;?.— @ Toda matriz de rango méaximo es diagonalizable.
36.- @ El endomorfismo f : R3 — R3 tal que
f(2,y,2) = (y, 2, ~y)
es diagonalizable.

37.- E []:_j La aplicacién < , >: Ma(R) x M2(R) = R tal que

a a b b
< ( u 12) ; ( 1 12) >= ay1 + @12 + a1 + age + by + b + by + b
a1 Q22 ba1 b2

es un producto escalar.

38.- @ Existe una matriz diagonal D € M3(R) tal que

1 1
1) =1-1
1 0

[N
e
i

39.- @ @ Sea D una forma diagonal de la matriz diagonalizable A. Si la matriz A no es invertible,
entonces D no es invertible.

40.- j ! Sea V un K—espacio vectorial de dimensién finita, n. Cualquier subconjunto de V formado
por més de n vectores distintos es generador de V.

41 D §_{ Sea f: X ——— VY una a.phcae:ton entre los conjuntos X ¢ Y v A y A’ subconjuntos de Y,
entonces fH(A) N AN = fTHAN A,

42-[V][F] vz e X ({P(szs) = Q(z)) A p(x)) = Q(z).

43.- @ @ Sea A € My ym(R). La dimensién del subespacio fila de A coincide con la dimensién del
subespacio columna de A.

44 E D SiVoun K- eqpaﬂlo vectorial de dimensién impar v f : V ~—— V es una aplicacién lineal,
entonces Ker(f) # Img(f).
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45,,- E E Si A € M, «1(R), entonces el rango de AAT es 1.

46 j LF | Si 4 € M,(R) vy A es invertible, entonces todas las submatrices cuadradas de 4 de orden
n — 1 son invertibles.

47 - :} F | Si Ae Muxm(R)y b € Mpx1{R), el sistemna lineal AX = b es compatible determinado

si y solamente si rango(A4) = rango (A| b).

48.- E @ Si A € My (R), entonces los sistemas lineales (z; zp - .’L’n) A=(by by --- ba) y
7 by
T b2
Al . = | | tienen las mismas soluciones.
In bn

49.- Si V es un K—espacio vectorial de dimensién finita y f : V —— V una aplicacién lineal,
entonces Img(f o f) C Img(f).

50.- El predicado -3z (P(x) == Q(z)) equivale légicamente al predicado Vz (P(z) A—=Q(z)).

51.—@ @ Si f: X —— Y es una aplicacién entre conjuntos y B C Y, entonces f(f‘l(B)) =
BN f(X).

52 . . Sean f,g: R"® ——= R"™ endomorfismos tales que dim (Ker (f)) = dim (Img (g)), entonces
dim (Ker (g)) = dim (Img (f)).

53.- Si el endomorfismo f : R™ +—— R" tiene n autovalores distintos, entonces el rango de f
es 7.

54.- La matriz cuadrada A € M,,(K) es singular si y sélo si existe un autovalor de 4, ), tal
que Ker(A) estd contenido en el subespacio propio asociado a A.

55.- Sea (E,< , >) un espacio vectorial euclideoy U,V € E.
Si {W eE:<U, W >= 0} = {W EE:<V,W >= O}, entonces 0 = V.

56.- Las matrices cuadradas, X € M3(R), soluciones de la ecuacién matricial

RS

forman un subespacio vectorial de dimensién 2 de Mo(R).

57 m D El conjunto H = {p(z) € Riz] : p/(—5) = 0} es un subespacio vectorial del espacio
vectorial real de polinomios en la mdetermmada x y con coeficientes reales, R|[xz].

1 -1 -1
58.- @ La matriz M = G 1 0 es una de las matrices de cambioc de base entre las
] 0 1

bases By = {1,1+z,1+2?} y By = {1,z,2%} del espacio vectorial de polinomios con
coeficientes reales y grado menor que 2, Rafz] = {ag + a12 + a22” : ag, a1, a2 € R}.

5’9;: E @ La matriz A = (1 2 —1} € Mix3(C) admite inversa por la izquierda.

60.- J . Existe un endomorfismo f : R? +— R? tal que Img(f) = {(z,7) € R? : |z + y| = 1}.
v

I
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7 PREGUNTAS TIPO TEST

61~ V] @ Si la matriz cuadrada A € M, (K) es singular, entonces existe p € N tal que AP =0 ¢
M, (K).

62.- [V [F| vz Ty P(z,y) = Jy Yo P(x,y).

63.- E\E @ SiU; ={(a,0):ae R} Uy = {{(0,b) : b€ R} y Us = {(c,c) : ¢ € R} son subespacios de
R?, entonces Uy + Us + Uz es suma directa.

H ¥y ! - "z » . - [ . . - . -
64.- V| La dimensién de un espacio vectorial de dimensién finita, V, coincide con el cardinal de
un conjunto formado por el mayor nimero posible de vectores de V' linealmente indepen-
dientes.

65.- @ Si f: E+—— E’ es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales y {z1,z2,...,2,} es un
sistema libre de E, entonces { f(z1), f(z2),..., f(zx)} es un sistema libre de E'.
-[V][F]

66 ﬂ Sean U, V y W conjuntos, f : U +— V y g: V +— W funciones y F = g(f(U)) Si
go f: U FE esisomorfismo, entonces f y g son biyectivas.

12 3 45

2 3 45 86
67.- Elrangodelamatriz A= 13 4 5 6 7| es?2.
v 4 5 6 7 8

5 6 7 8 9

68.- @ Si A € Musxm(K) y B € Mpxm(K) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz A
una operacion elemental entre filas, entonces las colummnas i y j de A son linealmente
independientes si y sélo si las columnas ¢ y 7 de B son linealmente independientes.

69.- Si Ay v A2 son autovalores distintos de la matriz A, entonces

Ker(A — A1 Id) N Ker(A — A Id) = 0.
70.- @ [’j En el espacio vectorial real C[0,1] = {f : [0,1] = R : f es continua}, la operacién
[V

(£(0)g(0) + £(1)g(1))

N |

< f(z),9(x) >=

es un producto escalar.

71.- E Si E es un K-espacio vectorial de dimensién finita, £ un subespacio vectorial de E y
f: E > E un endomorfismo, entonces

dim (f71(F)) = dim (Kezr(f)) + dim (F N Img(f)).

72.- E @ SiU,V y W son K-espacios vectorialesy f : U —— V vy g:V — W aplicaciones lineales,
entonces
Ker(go f) = f~ (Ker(g)).
73.- @ Si (E, < >) es un espacio vectorial euclideo y V € E, entonces la aplicacién fo : E+—— B
tal que
fo(X) =<V, ¥ >%

es invectiva.
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ot 7 PREGUNTAS TIPO TEST

74.- E E Sea X un conjunto tal que Vz € X (P(z) = Q(z)) y sea a € X. Si se verifica —P(a),
entonces necesariamente se verifica ~Q{a).

7’3— E @ Si (E, < >) es un espacio vectorial euclideo y vV € E, entonces la aplicacién f : E s E
tal que
f—‘?(_)-{?) =< ?;; >V
es inyectiva.
76.- @ @ Si U v V son subespacios vectoriales de un espacio vectorial F tales que U &V = E,
entonces Vv € E(V e UV V € V).

77.- E @ Sean Ay B conjuntosy f: A By g: B+~ A funciones. Si go f = Id 4, entonces f
es sobreyectiva.

78.- ["\Z’] Si {vi,V2} es un sistema libre del K-espacio vectorial E, W € Ey W ¢ L({\”f‘{,\‘f%}),

entonces {vl, va, W} es un sistema libre.

- 79.- Existen matrices A, cuadradas, con coeficientes reales, invertibles y 2 x 2 tales que A™! =
—A.

80.- Si Ae Muxm(K)y B € Muxm(K) es una matriz obtenida al aplicar a la matriz A una
operacién elemental entre filas, entonces las filas i y 7 de A son linealmente independientes
si y sélo si las filas 7 y § de B son linealmente independientes.

81.- Todo subespacio vectorial, S, de un espacio vectorial de dimensién finita, F, es el nicleo
de alguna aplicacion lineal f: E+— E.

82.- Si E es un K-espacio vectorial, f € End(E) y f2 = f o f, entonces

% =0 <= f(E) c Ker(f).

83.- Si A, B € M,(R) y rg(AB) = rg(B), entonces B es invertible.

&4.- Sean U, V' y W subespacios del espacio vectorial euclideo (E, <, >).SiU LVyV 1L W,
entonces U L W.

85.- E Sea E un R-espacio vectorial, S, S’ ¢ Ey u € E. Si L(SU {ﬁ}) = L(S” U {Tf}),
entonces S = 5”.

86.- @ @ Una funcién f : X —— X es inyectiva si y sélo si f(f‘l(X)) C X.

87.- Si s filas de una matriz A son linealmente dependientes, entonces A contiene s columnas
linealmente dependientes.

L =7 Id, ¢ o i
88.- @ \F| Sea B € M,(R). La matriz A = ( Bn Idn> € Mo, (R) verifica A? = Idy, .
89.- @ @ Sea A € Mpyq(R) tal que Ker(A) = {G} Paracada b € Mpxi(R), el sistema AX = b

tiene una Unica solucién.

7 F Todos los autovalores de una matriz cuadrada 2 x 2, simétrica v con coeficientes reales
son numeros reales.

5
L

90.-
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7 PREGUNTAS TIPO TEST

91.- E @ Sif:E+— Eesunendomorfismo v H un subespacio vectorial de I, entonces H es un
autoespacio de f asociado a un autovalor A # 0 si y sélo si f(H) = H.

92.- @ @ Sea A € Mo(C). SiU y V son dos autoespacios de A tales que U @ V, entonces A es
diagonalizable.

93.- Ei @ Sea ¢ = (f;-f @© e @) una matriz real de orden n x r tal que QTQ = Id,. La
minima distancia de @ € M, «1(R) al subespacio Col(Q) es igual a

\% a2 - i <u,q >
i=1

94.»@Dadaf:er-»X,severiﬁcaquefof:f@led){_

95.- Dadas las aplicaciones lineales f : F — E' y g : E — E' y el subespacio vectorial
H C E, se verifica que f(H) + g(H) = (f + g)(H).

96.- E Una aplicacién lineal f : R™ — R? es sobreyectiva si y solo si las funciones m o f y mpo f
son linealmente independientes, donde 71 (z,y) = 2 y m(z,y) = v.

97.- Sean A, B € M,(R). Si rg(AB) = rg(B), entonces A es invertible.

98.- V| |F Si A € Mp(R), b e Mpx1(R) y P € M,,(R) v es invertible, entonces el sistema
— —
AX = b tiene solucién si y sélo si el sistema (P~'AP)X = P~1b tiene solucién.

99.- E Sea f : E ~— E un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensién finita. Si Img(f)
es un autoespacio asociado a un autovalor distinto de 0, entonces f es diagonalizable.

180.~ [\ﬂ Si A € M, (C) verifica que existe n tal que A™ = 0, entonces 0 es el tnico autovalor de
A.

101.- En el espacio vectorial euclideo C([—n, ') con el producto escalar
<fa>= [ f@gla) i

) IS
la norma del vector f(z) =z es —.

3
102.- E @ Si A € Mpxn(C) y rg(A) = m, entonces existe R € My, (C) tal que AR =1Id,, .

103.- Sea A una matriz cuadrada de orden n. Los autovalores de A v AT coinciden.

104.- E @ Sea § = {ﬁf,ﬁ;, e ,fi;’} un conjunto de vectores de un C-espacio vectorial, E, v sea
{‘Tf Vo, Ve } el sistemsa obtenido al aplicar el método de Gram-Schmidt a S. Si
X_IE = ?, con J > 1, entonces el vector {1; depende linealmente de {E{f, g, ... ,uj-i}.
r"”; i . ., . - . . - . ,
105.- | V] E Sea f una aplicacion lineal entre los K-espacios vectoriales U y V. El sistema de vectores
(81,03,..., 02} C U es libre siy sdlosi { f(87), /(i53),... £() } € V es livre.

106.- E [Fj S5i E es un K-espacio vectorial, < , > un producto escalar en E v U v V dos subespacios
vectoriales de F/, entonces
UcV=U-cV*h
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ETSI Telecomunicacion | Sea A C R, 4 #4. Consideramosel R-ev. (F (4, R),+,-) donde
Febrero 1993 ) e
FAR)=(f:4—>R), .
Vi.g e F(4,R), Vxed, (f+g)x)=/f(x)+g(x)y
Lo dﬂuncmzz Qf e VaeR, Ve T(4R), Vxed, («f)x)=ua f(x)

pertonecon & M) on VI c A definimos el conjunto N(T)={ /e F(4LR)|VxeT f(x)=0 }.

Sean 7,8 c A, T'#0,S+=0. Probar que:

1)  N(T') esun subespacio vectorial de F(A4,R).

2y N(SNWN(T)Y=N(SuT).

3) ScT = NT)cN(S)
o, acpelles que s compe 4) YN(I)NN(A-T)={0} A NT)+N(A-T)=F(4R)
b como s S

4/)

Cloceose 0(T) = F(AR)

5@0\ (m J)mcrc;n nu{q S A‘—;R
« —>520)=0¢eR

_z(e a/mFLa g{v’e _ZGN('f) ﬁa 3"2 SV/KgT' , ﬂ(x’)rOEﬂQ

vl:x}ﬁe/]? ; VdD,SGU(T) Se a:wn’a[a q(fe . /de%-eNE!:)\/} |
e T, (o%aa-zﬂa)(x) :dﬁo(x) +F%(x) oo +[0 =0 e R
%r éfz‘m‘éo )\J(T) < CF(AIQP)

[ feN(S)ﬂN(T) é_—)‘j(ff“{S) =) \/XGS .606()=O }(,k) Vxe SUT .. Cf[x)=o &> 56)\/(5(}T>
{ (d)éf\!(g—) = Yxe T 5&)’0

St JEEJ[T) erfonces VX§T F,Of@&"o
2 tedo, we ST se ample g Ve SeT .. Z6)0=) ﬂEf\/[\S)
(e , S e g i /
4/ a

o Jof € PTONA-T

(e o qve WD W(A-T) < FAR]
C \\f) E |
MT)N N(A-T) < {o]

S0 gy e . =T - “zf:} 7 ~ ’ / ﬁ
B iy (e (N = UxeT g%” beao YA I61-0eR oo 1-
EN(T>/;NWU ) 4 . : 1

Sam feliT T[T 5 PeeAT L f-0 N\

{ ¥

R P4

' e
y:;Tf/s/Q’?i
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fﬁ A Fé[l 193 (&’m{)
() + N —T) < ‘”;’(/3, R)

'((@'aw@mfi@ Ja jwe W‘V(IQ,/P) 25 {[ i’/SflO»C!o {séal

I1a,R) € N(T) +N(A-T)

Sea é?é (?:(A, ﬁ?)

&ns:afzzréms l?\['\cf{., IJ.A ""—‘HQ o s xe | (j v —> (X):?'O 50 XGA‘T
x »—%)ﬁgx)t{do(x) o XEA'T P (f(x) s1 XET

. C[CWWL s Cumr?(e quz /16/\}(7—) j Pé/U(A-T)
/Qc[e;«nis S CUMIDZ@ jw& jr ll+f:> ja jﬁ a/ Jomwo er /Q J é/ &JJDMU’NO ek /Q F&Jc\
amén.’a MLGmLM A [, é‘ua’accf (7 oo

el = XjT = (hp)l¥) = %(X>+P(><)=O+3)[X),{(X)} fwjo Ve (Ano)(x):(f 3
xe AT = (hep)(x) = NX)*P(’)’&‘)”O i (}“") & \?’«\

B B T i
Fef CA?‘-/{MClu/n 4/2 Sumc, cﬁ' Juées’(;w»srj V«fé‘/oi‘m[gg'

’ : R
) rifico ﬂ"’[O,”f i@ I’Olﬂ —
%WT)[O 8%) - ] % Md)&)'
h \
: |
@ ;
: ] y
T A-T
+
i |
| |
v | ; ]
T A-T -
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ETSI Telecomunicacion

Sea un conjunto X # (J. Consideramos el E%'—espacio vectorial (P(X), A, -) donde:
Febrero 1893 .

R x PO PLY)
A:P(X)x P(X) = P(X) P
(4,B)  — AAB=(A-B)U(B-A4) (k. B) —->k-A={ str=a
D si k=0

X SiC esun subconjunto de X, definimos f.:P(X) — P(X)
A > f(4) = ANC

Probar que:
DN VCeP(X), f.:P(X)— P(X) esun endomorfismo.
2) Im(f,) ={deP(X)/ A< C}

3) La aplicacion /:P(X) — End(P(X)) esun monomorfismo.
C —=>FO)=f

[ G2 - 5¢‘A&,@3 ij (/;D(Xi,ﬂ) ex gruloo D\-é?_/lano g ¢ e3 e/ /?eu‘blro .‘jz A

Yo bl
Vae

ePK) . fe(408) L (WALE) . En oo

) (44R) = ﬁ[ﬂ) ALB) = @08)Nc =(nc)o (snc)

|
|

/I’)\’QS{ [Erresio 177—*3045/4 £ 54/5{/lb /memﬁlcwﬁ’]a{:
; xe BB C <~—~>!/r{3<6%3 A xé@)v(xa% A X&AU\A we (&)
ééz) (Xé/q A x¢B A xe(}v(xe@ A xdl A xggﬂ) &=

fé:->(x6/}/)C /\ xéP/’)C) (xégﬂC A xé/}ﬂ[)

f-),foe(Anc) Bnc) | )| vf cBNC)-(ANC) | & xe (/W) 6’06))U(f;’)?}(mﬂz=>xf(ﬁnc}4ém
{: VAR, W< Plx) . it 7. (34) - M fgﬂ

% St A=T qcfiﬁ)fai(ﬂ)%f% )

; zaf;(fn =7-(Anc)=Anc

s A=G 404)- 5’{@\ - #NC - cﬁD

| Mela)=Ah = & YN
?;f L ﬁu@/; Lok ?,\, :35 PN —PX) 2 /f)’awﬁm 9 o it ’Jf’g) e
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B w T oy Tede)
3] Ses fé@(C) tonsiclertn Ta?(x) e &W/gu/a. %9(7') TﬂC T jWT\G/LJL

3) F ?(Y)*"’* Eﬂc{@)é(i) F e une mﬁf/% e ap Jeceds jA g VC&?O{) fA vhica \7 &J”m!m
C—Fld-d (dted oy dcefd(m)

F oo ,//mea{

if/ Ve DeP(x) F(CAD) F(C)H‘(D) En meé
| RCBD) Ly P PO - ®
; F(C ) A ﬂf‘%@ AO(C’QD) SN Por I L propes Ljn/!l[(féx// v l/) Mfﬁvﬁo
\ a{é M‘//cc/‘__ m/{
FO-fp DY B N
i —e(j’(+(f0)(@) =Jﬁ(A)Adé)(A)=(Anc)A(AnD)

heR, WCePl) .. FOC)=AFIE). & ok,

5T o AN ge gef FUE e iy

AF@:‘Ad& D) — FK)
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ETSI Telecomunicacion | Sea (E,<,>) un espacio vectorial euclideo. Se recuerda que dos subespacios
Septiembre 1935

vectoriales H; v H, de E sonortogonalessi Vxe H,, Vye H, <x,y>=0.

v

Probar que:
1) Si Hi y H, son subespacios ortogonales entonces H, "H, = {O}

2) Si f es un endomorfismo de E satisface la condicion:
VueL || f)|=lull

entonces / transforma subespacios ortogonales en subespacios ortogonales.

3) Sif esunendomorfismo de £ que satisface la condicién:
Ve, yeE  <f(x),y>=<xf(y)>

v u esunautovector de f entonces Vve E, <v,u>=0=< f(v),u>=0

i) 5% i—i; 3 Rtaty] %ag;ﬁﬁﬁé?‘ag*a{; G E \gcé?:,;m k@% = %«% 1 %w%z gﬁli
{;ﬁ 4@,}& c:irz ciémégs“i Con ¢ (c\ E »&m(iﬁ:{cj én%re iéf‘: S}ugéf&fa&m@j

Hy n H2 4 40et fo Gre se mﬁs.jw demostrande (e

dobre 1nclusién.
(x) {C‘%Z C HyNH, —p Se mm?gé siempre (ar%aﬁggﬁa!@s © no)

Hi %a?esgixkc?o - @5 € My Oc € Uy ty = ﬁ:@giii;; z@,(@m@{;‘i@
B, %&Eyssgaa(me’ = C}& & 5‘51, dee {@65 Feﬂeﬁeﬁe
I~y éii{i é’iz, = Z@Eécgj{?&«?z
(Z) Heonw, ¢ fou8
.Si’, ‘%ra{%»a 9&& VET g ve J;cxic: @\zéméﬁlﬁ C‘Q\S miﬂﬁz i:é?a’ir@ﬂefe
o I‘&g} (&»@j@{ Aiche elemente serd Ox ).

Seee e Hin i, = [weHy: Come Hy gHy sen octogonales
<X, 3> =0, \gxeg§’ Vjﬁﬁz
<t ¢,

[ REHy - En ol &ﬁ'\—éﬁ{c:w“ 53@{42
Fe:;c:i.&meg ﬁ’\ﬁ,*ﬁ'? @3;3
X, uF 20,V kel > Uu=0p
2} % &=L %?’Eiﬁe‘%‘%x 53‘*’15 it %iwéf‘ [ttt
b es

*’ @
§ {;z ?é;';j} RO G %}{?i L5 o ‘%@ﬁékgwé{"} € &gkﬁj{w\%?{“ﬁ{ e g 5§‘§(3§§f

ggs@r’\ i—gi 3 §~§ Aes &gd,ém%;w@% o %{?5@;{&(9&
Qveremes yegs qve ﬁgé{g) 9 ji%z} Yambién con Q@é@ﬁ& Ael

Peebendemos PVesS wves gue lodo elemento bﬂ%fi%? €5
Q?%@%ﬁwﬁgf\ o dode elemente ye S

éfi%’{iﬁ;} => }X‘gﬂgz Lwl = LA
U e {&‘“%2,3&:} ?‘ﬁ %E‘éa {3}««3”

(<, v s =0)

SU Vs = < Sy, 3@;2 > = é{éf ffzx}?j%ug WSl il fopl ] = <, 9 > = >

<abs = "S‘EQM’?Z& (EV/S EE%QE\?@I Havby® - <atb atbs scaas>vcabs v <ba>s b, b>
2 = llalit s 2exbs + (1642
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Febrero 1896

En el segundo
igual aplicamos la
propiedad i) de
derivacion

En el segundo
igual aplicamos la
propiedad ii) de
derivacion

En la segunda
implicacion apli-
camos la propie-
dad ii) de deriva-
cién

www.simplyjarod.com

Una derivacion en el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos C[x]
es una aplicacion D : Clx]— C[x] que satisface las dos propiedades siguientes:

) Vp.qeClx], D(p+q)=D(p)+D(q)
i) Vp,qeClx).D(p-q)=p-D(g)+q-D(p)
d
Por ejemplo, la aplicacion e : C[x] - C[x] que a cada polinomio le asocia su polinomio
derivado, es una derivacién que ademas satisface otras propiedades adicionales, como por

ejemplo, %(x) =1 A g;[%(xz )} =2. Siendo D una derivacién en C[x], probar que:

a) D(0)=0 A D=0
b) Siendo @ # 0 un polinomio constante, obtener D(a™") en funcién de D(cx) .
c) Probar las siguientes propiedades: 1. Vne N, D(n)=0
2. VneN, D(x” ) =nx""D(x)
d) La expresion de D(D(xQ)) depende de D(D(x)) y de D(x). Obtener dicha expresion.
¢) Demostrar que el conjunto {D & F(C[x],C[x])/D es un derivacion} es un subespa-
cio vectorial del espacio vectorial de las funciones de C[x] en C[x], F (C[x],@[x] )

f)Si D'y D' son derivaciones. ;(Es Do D’ una derivacién? Pruébese o encuéntrese un
contraejemplo.

a)
e D(0)=D(0+0) = D(0)+D(0) = D(0)=D(0)+D(0) = D(0)-D(0)=D(0) = D(0)=0

«  D(1)=D(1-1)= 1-D(1)+1-D(1) = D(1)+ D(1) = D(1) = D(1)+ D(1) = D(1)-D(1) = D(1) = D(1) =v0
b) Partimos de lo ya demostrado en el apartado a):

D(1)=0 = D(aa“)zo = aD(a“)ﬂLa‘zD(a):O = aD(a“)z—a“D(a) =
= D(a“)z—a‘z-D(a)

¢) Demostramos ambas propiedades por induccion:

1.VuneN, D(n)=0

Base: Para n =] se cumple que D(1)=0 (probado en el apartado a) ).
Hipdtesis: Supongamos que D(n) =0 es cierto.

Paso: D(n+1) = D(n)+D(1)= 0+0=0

2. YrneN, D(x")znx"“ =D(x)
Base: Para n=l se cumple que D(x') = 1-x" ‘D(x) = x° D(r) = D(x)
Hipdtesis: Supongamos que D(x” ):nx”“D(x) es cierto.
Paso: D(x"”) = B(x-x”) = xD(x”)+x”D{x) = x{nx"”‘D{x})%«x"D{x} =
= nx“-D{x}-i-x”D(x} = {(mx" +}:"}-D(x}+ B(x) = (n-&é)x”i)(z}
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En el primer paso
aplicamos el
resultado del
apartado c2) y en
el segundo la
propiedad ii) de
derivacion
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D(D(x*))= D(2x(Dx)) = 25+ D(D(x))+ D(x)-D(2x) = 2x D(D(x))+ D(x) D(x + x) =

= 2xD(D(x))+D(x)(D(x)+ D(x)) = 2xD(D(x))+2(D(x))’

e)
Sean D y D' derivaciones. Tenemos que comprobar que D + I’ es una derivacion.

Para comprobar que la aplicacion D + D’ es una derivacién tenemos que ver si cumple las dos
propiedades i) y ii):

i) Vp.qe C[x],
(D+D')(p+q) = D(p+q)+D'(p+q) = D(p)+D(q)+D'(p)+D’(q) =
= (D+D)(p)+(D+D')(q)

if) Vp,qe C[x],
(D+D')(p-q) = D(p-9)+D'(p-q) = [pD(2)+aD(p)]+[ pD'(9)+ 4D’ (p)] =

= pD(q)+pD'(g)+qD(p)+4D'(p) = p(D+D')(q)+q(D+D')(p)
Sean ahora D una derivaciéony ae C. Veamos que oD es una derivacién.
Para comprobar que la aplicacién D es una derivacién tenemos que ver si cumple las dos
propiedades i) y ii):
D vp.qeClx], (aD)(p+q) = aD(p+4) = a(D(p)+D(q)) = (aD(p)+aD(q))

if) Vp.qe Clx], (aD)(p-q) = aD(p.q) = a(pD(q)+4D(p)) = p(aD)(q) +q(aD)(p)

e)Si D y D' son derivaciones. ;Es Do D' una derivacién?
é

La respuesta es que no. El contrajemplo es el siguiente:
Sea = :C[x]— C[x] , la derivacién usual de polinomios (que viene en en enunciado).
Segun sabemos:

2
—Efm(xz) _ 4 —d—(xzﬂ =2 (viene como dato en el enunciado).
de dx \ dx J

pero, sin embargo:

d? d? d?
dx2< )—— ;I;'(X‘X) = X%E‘(X}"F

r&{g0}4g0)

= x—&x—(l)ﬁ—x%(l) =x-0+x-0=0
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ETSI Telecomunicacion | @) Comprobar que toda matriz cuadrada con elementos reales, A4, de orden dos, satisface
Febrero 1999 a su polinomio caracteristico igualado a cero.

b) Se considera el subespacio vectorial engendrado por las sucesivas potencias de una ma-
. 2 3 . .
triz cuadrada de orden dos con elementos reales /,, 4, 4%, 4".... Determinar la dimen-
sién y una base del subespacio.

Jo—
%

N ;o . ;% 3 {m 2 § = . »\\?
gj iM i i« mé@«% iz e Cif}fx }; L f‘f@f&; “4 f%\z‘f?i} {‘i’%{& e s satsy z ;%i{,;;%{f{f SAA

o Lx (a¥ e B A WP U s e ¥ 2o Ve i«eg; sz‘;g% ¢ O

3 j o8 DA g@s»{‘gé‘? &F & EES N

5(»% o b = A una v oale: A
c dJ7 te Ae Zx?

Sea ?@iiﬁeﬁﬁ@ corerc Ve ris e Secel

e < ST (58] (s0)] - | 2> b
fF )A X ! ((Q@Ej %(ifﬁ»)I” I < a{v)ﬁ& =
- )2~(@%&§)A¢(0\¢i”567
£ polinemo caroc beciod co de A= ?i) €5
I (x)= W - [osd ) *(&ci«}:f:) ¢ 4

5 P P fi\ T 533&56‘ SaA ?&giﬂ&mig (ﬁar:ici\eef?&[?("e:}
%'ﬁ\j\(}&(@\géf o, cerp eg ?efgw"? SMS’}EWBQA&@ }\ po fl\
Q; dieche ?@Rﬁ@ Mo o Ejv\m(&ncﬂ@ a Tero Se eMm?L”fﬁ
lodo C'c;s?““*c’“‘efcgrél mz’\i@

7 C}\E/f\} =0g> N-(asd)p + (aok-be).!

o b . “(G‘\& &b T _ c‘@-{«%i biasd)
A;; Cé\} ‘f:;’ik?:’f"\‘[}““Cd)(ad}”>’€\“<c{&+g} %;.(;@r;i?

‘ . o +1 XFR blasd) | e by
/5?“ (ernd JA +(ad - i;c,)‘,ic)t - (g(&éd} hef:rc{Z/) - {C&*d}(c‘v tf/) -

) L j o 5 e efﬁmfng\@ &
4 (5"&“55) C?i} :(;: a elementeo

weEme s gvf}
s€ cumnp e

.
vy
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ETSI Telecomunicacién | Sea E un R-e.v. de dimensién n. Seauna basede & B = {e ...... e }

Septiembre 1999 o
Spembre Se considera la aplicacion lineal f:£— £ definida por:
fle)=e, paa i=1.. .n-1 y fe,)=0

Determinar razonadamente:

a) Si /" es o no automorfismo (aplicacién lineal y biyectiva cuyo espacio origen y
espacio final es el mismo).

b) Si f no es endomorfismo (aplicacién lineal cuyo espacio-origen y espacio final es el
mismo) alterar la definicién de f hasta convertirlo en endomorfismo y obtener, en
cualquier caso, la matriz asociada.

¢) Calcular la matriz asociada a /™ (composicién de f n veces ) e interpretar su
significado.

Tﬁm [7’5 ‘r“"‘gécfmm.;[cg 12 Unexn E:’use;

dg(é’n) = O ’é’~/’*m Cn ffiizf’{(f;’ ) /dzr‘{ #{O} = f P /C.jf&%/c\ <==)V ho e aéft{:mﬁfum

et e e s

% 7 ,

fd

,j/ 25 (%] ] JJ;%?’!fo};/f S Ay //’: i ./;Cs’.;i _I%;:‘ /7;'-‘\ [."'7\,_,.1 ZE~ fie ]"‘ )
. g

t ) J
¥

T

A’/ fpec/,rm,a [g /na‘:g/rli CLS"OC[Q.:/Q d ho ccmcref/c?\r- Aa;%‘ Ci fi&/jer:’r)aa\ e,,/z,d;»;mg ,ﬁor égym;J/anJ 8 i
!

-

Lo

69(3}} Og+d-2,+ 00,4 4 O-eq

fo ©0o..00|
; Ko 7888
Q(en-r)’c»:'ﬁO'fz*‘(..—i-{’en i } /'8 s .
o ; o oo.. 10/ |
@(&L): o ) ]
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TSI Telecomunicacion i i

Si consideramos en R’ vy R” sus estructuras habituales de R-e.v. y la aplicacion
tiembre 2000 . =
Septiembre lineal de f: R’ — R tal que

33 012
(1))

con B B, las bases canénicas de R’ y R?, respectivamente. Siendo
3 Y 5 P

B= {(l, L, 1),(0, 1, 1),(0, O, 1)} y B = {(1, D), (0, 1)}, obtener las matrices

My, (1), Mg (f), Mu(f)

{X’}Eg«}f;} i (@ 2}}{%}

Jxeyee) = (Yytze, 2x+gie)
! g> r"é*‘“%gii{' rsi? asociado a :}Ej s fé‘f"f;@ AL
2 341/

> {as bases candnicas Ju los é@?ﬁ«i

Fo calida éR } oAt ggéj“é i?z{;

&) %Jf&’z ASeC o @zf = }’
%éﬁsgéﬁaﬁ'\, (i& i(}\ i’i”w% €

<} (444, (o3, 1), (0,0 ,;,%
4&3& —,3{) % L i@ @“X&?k S‘é}i{s}ia\ Q‘R} 3

) ! ~ ) 032 _
130 - f‘fv% §f~» }(ii‘:})“ ““Z 4
P i el ‘35 Zi :
j“ j' i ;,-// é—u«w«»@»—w» s LT
1 ) T % colocac en ST
‘ Vave 150 o como delay
aen wentcas
Son los ellem. MR
(Madciz &l cambio st el camine negeo es de seahido
}*' | T CF g, X 5 ? (e W =3
o€ 52‘? gve j(f&ﬁ SS ;{%Q @gﬁﬁi\‘{ma L & :‘}\i [} {?v\g S e ?Qﬁ‘ %
« . fé&(‘éwd f:; erig D) 5[; .
M U 2 Y ave (SO
A % £vi E‘Sffi}%itiéﬁécga) L o e sa

?%;/ﬁ‘éf%? g\g,is':a,g <a ‘%‘3% j
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ETS| Telecomunicacion | ¢ define la aplicacion lineal SonEt
Febrere 2001 f ‘R SR

(x,3.2) = (xy,-x-))
Se pide:
1. Determinar ker(f) e Im(f).
Obtener las dimensiones y bases de ker(f) e Im(f).

2

3. Encontrar una base de R’ con vectores de ker(f) y de Im(f).

4. Determinar razonadamente si f/ puede ser un automorfismo (aplicacién lineal y
biyectiva).

Obtener la matriz de frespecto de la base candnica de R>.

Calcular sus valores y vectores propios.

7. Obtener M,(f) mas simple indicando respecto a qué base (la matriz diagonal

SN

o de Jordan).

E,Sg?e:fzxf'%c c‘t 5@;(’%010\ 2 B> s i)}
RBose candnice oaed ei?f}‘g;‘% ohe S’Q‘"Oio\: Bcﬁ‘&a z{ (L‘OFO)/ (G} iiﬁ);(O{o;’

1% columne s Tnuqen e (+.90) = SELQC& = (4,0,-4)
cheiumnm U Dvndia en M (0,4,0) = (o.4,0) = (o, i, ~2)

S clomnen : Tmagen dre (90,4 = Foe, 1) = (0,0, 0)
A”((j) =1 0 4 @;)
-1 -io0 Lo wesetd

5 W RS P @ (3 s8)(2) -0, 9,-9)

(xey ) —> (% g =%Y)
b ’ §§x;;§s%} = Mifféj
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ETSI Telecomunicacion || 1- Sean Ey E' dos K-e.v. y f:E— E' una funcién lineal, demostrar que si

Septiembre 2001 .
P (t4,....,u,) € E" es un sistema de vectores de £, se cumple que

rg(f(ul),...,f(un)) < rg(ui,...,un)

2.Sean 4,B € M, (C), demostrar que rg(A4B) <rg(B).
3.Sean A,B € M, (C), demostrar que rg(AB) < rg(4).

1. Consideremos V= L(w,......,u,) vy la funcion restriccion de f a V'
fl,:V—>E
x— f(x)

se cumple que:

e rg(u,..u,)=dimL(x,...u, )=dimV .
o g(f @) 1)) =7E (], (1) (,))=dim(1m( 1], )).

Por otro lado al ser f ]V una funcién lineal y ¥ de dimension finita se verifica:

dim (V) =dim (ker (f},))+ dim (Im (£,))

y por tanto
dim (V)2 dim (Im (£, )) = rg (w5, ) 272 (F @), F () -
2. Sean B',....,B" las columnas de By sea el endomorfismo columnas:
L,:M, (C)>M,, (C)
X —L,(X)=4X

que sabemos que es lineal. Entonces se cumple que:

e rg(B)=rg(B,..,B")
e rg(AB)=rg(AB,..,AB") = rg(LA (B')..o L, (B ))

y por el problema anterior:
rg(L, (B, L (B")) < rg(B',...,B")
rg(AB',...,AB") <rg(B',...,B")
rg(AB) < rg(B)

3. Aplicando las propiedades de las matrices traspuestas:

rg{éﬁ}zrg((ﬁg}f} :rg(BTéT } <rg (féT} = z‘g{g)

L 7
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ETSI Telecomunicacion 1. Demostrar que si U, V'y W son subespacios vectoriales de un cierto espacio
Febrero 2002 vectorial, entonces

Uny+UnwW)ycUnl +Ww)

2. Demostrar que si S+ R es una suma directa, entonces si Ty = (v,,...,v,) esun
sistema libre de S'y 7T, =(u,,...,u, ) es un sistema libre de R, el sistema

(vl,...,vn,ul,...,um) es un sistema libre de S+ R .

. Demostror: (N V)+ (UnNW) Un( %Hﬁv}

ATOS fe FIemios et
. “

(I).Sea o € ((mf“‘i v‘) (rn w‘*)) => 15 é(mmf") q Fge(wnwl:aspg

PECN D> Pellpeny sipen y # €w prgle
g»éf((ﬁf’?u}”) =G € U geun C!\::'Fa;ﬁ . e

GEeunr

/527
,%GLCaMQé A*é ver gve .

T () Va € (wav)+ (wnw) , 2EW

- %’Pca”‘ (E}':‘ri"@ téfacj\@ VeEawie3
< (Ir) Ve €lun ) (wnwn), e (vaw)

(I[)& Seaw en € (L nw) s (N W) =T peinn ), g € (unw): a=pg

P € (wny) »-0*1?? ;\ﬂ}?év.‘f 5\ pEy 3 gew = (prglelv+uwr)

gelunw) =gqe « 2P > (o ey
1< S g
%CKEQWQS ci;é aAe e :
(IL) Vae (e sl o w)), ol w)

(T)} o Vo€ (unw)r(maw)), &€ (Un (rewn) =
n‘ o .

e

= {iuf} ) gmﬂw—)) e (un (vsor)

s
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Sea E un K-espacio vectorial de dimensién n y f: E —> £ un endomorfismo de £.
Se pide:

ETS! Telecomunicacién
Febrero 2002

a) Demostrar que si 7g(f) =7g(f /) entonces ker(f/)nIm(f)= {O}

b) Demostrar que ker(f)=Im(f) siysolosi nespar, rg(f)=n/2 y
for=o.

ay Demeos travr  rq

-
gﬂ; PR e
-

Subes p

YA oa L 6 Lo

Clveremos Ve gve W £ i(éc{%} A Ten( f}

Kertf) subespocio = Op € Ker(f) (e heche 5}55&;)35}&“

per
' | $€8  Lna a&ﬁé?é‘a.ciéq Eiﬁ?ﬁi}
I (5) subes ?aé}tcg@ => ng € Im («5}

| (M heke, 3o ¢ £ JOr =0
% € kec(H N Tm(p)
Vo €40 f € Keetf) o Im () => Jop{ cKer@yn Im (f)
(TT) Ker (DN T () ¢ } O |
MHemes v«?ﬁ&@ G- la anlerior iﬁcﬁ‘&g%éﬁ e cumplia
siempre, sin necesicladl ol emplear (a Lz%‘; hesis
e 9 oldoct ole vanqes dedla. Tor eso sosff cehames
qve  en esta Q@ﬁmﬁé%@x :“ nelusicn, serad abgoluta menle
vt dal e mp leerr dacha hipgdlesis pare avanzas
Sea. ol € ker ($)NTm (§) = {a‘( ERer (5] => 5{:’(3;?’6}6
X € XTm (§) = 3pel: Y=
S(%@{s}} ~Jo=0o, a(ﬁ{f) () =0
¥ (€ Kee (§of) o

- ) ) ~ %éi*{%m;g . v?%ai@

F E N ] ) . T el ) g 74 2
?6’%;?}1 ig} = &%W\ik*éi’fﬁfi} éi?ﬂ“ é;i Zf}> ﬁfﬁ é’»&mj\«mfx é;i“m}f"‘%fj
od: £ L S T el Py o o e

=> dh; kﬁ”{j? = okien K 3
P mgg} s i fK??{?&;}} %aii%m (Emijgj@j) A fj

dien (Ker () = dim (Kee (§oD)

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1- Tfnos 91 504 85 04 | 619 142 355

P12



www.simplyjarod.com

o (lve dos s pocios “”@"\? n la misma alimensidn nae
sig f{ Con G2 S€N v eX VIR LS P e,
\B.QME)C}\’" & 31 \~\ e en [d!"\ W\‘;§iﬂ6§ G'izmaé}ﬁg'i’c}f’i ?

LA FLO ?%*c}a (L@ﬂ‘%ﬂ%fg@ e e( @if"fié s{ son Ef“{ i S e |
Veames qve keg(ﬁ) c Ker (§ed)
x ¢ Ker (§) = o= 0g => §(fem) = floe) z>{§e§)cw>:@£ = % € Kec(Jof)
A;m£k€{€j)) - olim (Rf‘f éjﬂfj) k ker (£) = Ker (f@j)
Keqpe ke (fof)

(#) ¢ ker (Sl

5 /S€ Ker(§) = :f{(e‘bf}:é}gi x = Op
K(‘*é”(j} p) =

A€ hogf=> V€ keern 1migl, A€ O

Ker (5} A dm (fy < j ot




Ki%}{% o X027 www.simplyjarod.com

by Demesteanr: Kee ()= Tmlfies dim (£) < par, RgUl =5 yJof =2
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ETSI Telecomunicacion | Sea 4 € M a (R) tal que rg(4) = 1. Supongamos que la primera columna de 4, 4!

Febrerc 2003 o ) o L erT
es distinta de cero. Demuestra que existe una matriz J € M (R), tal que 4= 4'V

(V" es la matriz transpuesta de 7).

A es wna malriz de ?S}Egﬁ*ﬁ j gC@L@imnas wn é%rﬁfﬂ%ﬁ@

9 naameso  de c@(’%mmﬁ (?én@g: 4

&

ra(A)=4
;{s\i £ O al see¢ A £ O, coacluumes G- te S olemds so n

' ?g\@ f;cz{ C,i(fﬂ’lé*s,"@g;

Az oy Ay 5(%&1 e X
A = C}z Yy Ay Ay Ay

P

g-+ U ay
e Az

| G ol )
LA e NP xgaaap, ap

RV ¢ ‘ 4
Sy ={djeo 0 Rg ) s e i ﬁ}{% i (1R)
Ky ‘L
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ETSI Telecomunicacion

Febrero 2003 1 1 ¢ 3
-1 1 -1

Calcula la dimensidn de Im A4 siendo A= 5 | 4

-1 3 -4 1

Sabemos por teoria que dimIm 4 =rang(A4), por tanto, para resolver el ejercicio calcula-
remos el rango de la matriz:

I 0 3

-1 1 -1

rang A=rang s 1 4
-1 3 -4 1

Para calcular el rango de esta matriz usaremos el método de Gauss:

1 0 3 I 1 0 3
0 -1 1 =1| [f3=flo>f3 0 -1 1 1| [f2+f3>/3
rang = =rang = =
1 2 -1 4| |fé+fl>rd 0 1 -1 1| |fé+4f2— 74
-1 3 4 1 0 4 4 4
1 1 0 3
24 F35 £3 0 -1 1 -I
= =rang
4412 f4 0 0 0 0
0 0 O

Como las dos altimas filas de esta matriz son ceros, no debemos tenerlas en cuenta para
calcular el rango. Luego el rango de la matriz que buscamos es 4—2=2.

Portanto dimImA=2.

Solucién : dimImd4 =2
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ETSI Telecomunicacion | >¢an £y F dos espacios vectoriales de dimension finita v /' £ — F una aplica-

Febrero 2003 | ¢isn lineal suprayecma Demuéstrese que si /7 es un subespacio de £ entonces
SGobie 3‘ ¢ live

E=H @ ker(f) = H y F son isomorfos

'zg:: - g/@;éiﬁi’%}ﬁ&i\{i‘ﬁ xg”‘%{f%f}(;{?% les de dime RSl g ﬁ” ?ﬁ“i%(&%

= N Conplon (i nead sehre 3‘?{ L8 v

Com pru bo ¢ e mes G ve

x ©1nen

AV VN s

+

emp e fwfﬂ
e Ao o At ¢ %%ffé = dimm ( FJ
o ‘_;m 7}@,';? 5 - b o b ;o
i‘?(? E H@Kf“;(f}g) H 4 Ks{(g) s¢a w?i’fﬁmaé‘:%&? es

D Kee (£) son subes pocies de £

(%) — dim (E) = At m (Kes (f)}-;- At C,Cm(‘f})

gc??‘ji;“ﬂ} dim (H+Ker (4)) = dim ) voim (Kestfi) = Jdimm (HO @(’s«rif?s |
(HF 4F) A (&) = dim (B)+ Aim{Kertdl) - &f’};;%/fd%”( |
g

Restendo: () -@F#) - Aim (Tm(g)) - him (w) =
fﬁ?;i (Emi%)) = «:;ism (E—i)

A Ve H?{S;éLéS?S :g E-—>FE sob reqect vo m (41 =F
(a\ \ma\ en e tna Gi?i sobvey éf-t“gw@ es @E%SPQQ@

Ve f
E@éf»\dcz& ohe (e:a c{?fo&Qiéh

d‘m CH) A”""‘MQEJ =2 H«D?‘T sevt  \So tm@i%?j

i
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ETSI Telecomunicacién 5 ¢ -4
Febrero 2003
SeccionB2 | Dadalamatriz 4 = |0 3 0]e M, (C)
2 0 -1

a) Determinar su polinomio caracteristico.

b) Calcula los autovalores de A.

¢) Determina las multiplicidades algebraicas y geométricas de los autovalores calcula-
dos en el apartado anterior.

d) Halla bases de los autoespacios asociados.

¢) Responda al apartado 1 en el supuesto de que A sea diagonalizable. En caso contra-
rio responda al apartado 2.

1. Halla una matriz diagonal, D, semejante a 4, la matriz de paso Py la relacién
entre A, Py D.

2. Explica las causas por las que 4 no es diagonalizable. Obtener una matriz trian-
gular 7 semejante a 4 y la matriz de paso. Escribe la relacién entre 4, P y T.

&3 —— i‘@\’i’s o . % |
g?“'ﬁig} wm&}:}{@j{g; = fiz%ﬁg é%} = ™y ij 52 } (L;} . o ‘}

e B £
C&& ?ﬁég&é ral O SO o v TS e o %}i}?f = i~ xId é

(S & -y L e o
©3 ¢ c~>‘(@ic::e
[ANIES S o 72

= (53 (-3) t) - 9 (7-3) = (x-3) [0 0e - 5] -
= (> 3)&)«%%%3] = (3) (X=1) (<2s3)

E—

O 3D O
2 0O «I=X

lé*—?« C}uw'}

[2e0= (-3% (-2

%ﬁ Les cutovalsces

gy 7 [Re ;:% ¢
i # T e, # £ e T 3 E f o

PN=0 & C}wé”)z (£4-2)=0 <>

?\’i"’i ; mc{()&ﬁ;i);i ; m%{}\ézi“}ﬁi
273 ) mg (N=3)=2 Mo (h=3)=2
qebraicoan

o suma. de i,&ﬁ mad L3 i c?hﬁig{:{%?fg %i%{ é?g? Qi\<%€%~§é he Aﬂi’ ser
tquad =N oo Lmensida del ﬁs*isa' ‘o vectorial e ef
%w& nos ‘mdia mos {@;’z%m{@ 9 ﬁ&{;%ci@g}

SR i 7~
Yoa 28 f‘g gL ¢ (Y Ly Vil

o,
e

Y —

W

L

Fmo ) = dim () =3
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ETSI Telecomunicacion
Febrero 2003 31 1

Hallar los valores de @ € R para los que la matriz A=LO @ 0| no es diagonalizable.
0 0 2

Para saber cuando la matriz 4 es diagonalizable, estudiamos en primer lugar sus autovalores.
Recuerda que los autova-

lores de una matriz son
las soluciones de: 3-1 1 1

iA—}t[i:O Hallamos A—-A7=| 0O a—A 0

Ahora calculamos el determinante:

3-4 1 1
|[4-21=| 0 a-2 0 :(2—/1)!
0 0 2-4

3-4
0 =2-DG-A)a-2)

ot

Por tanto los autovalores son las soluciones de la ecuacién:

A=2
C-DB-Y(a-1)=0={ 1=3
A=«

Ahora distinguimos los siguientes casos:

CASOL a#2 ya#3

En este caso la matriz es diagonalizable por que tene tres valores propios distintos.

CASOIl: a=2

En este caso la matriz tiene los siguientes autovalores:

A=2 con multiplicidad algebraica igual a 2
A=3 con multiplicidad algebraica igual a 1

Estudiamos la multiplicidad geométrica de los autovalores:
e  Multiplicidad geométrica de A=3

Como la multiplicidad algebraica del autovalor 3 es 1, la multiplicidad geométrica también
serd 1 ya que sabemos por teorfa que:

ma(3) 2 m () >0
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e Multiplicidad geométrica de A=2:

La multiplicidad geométrica del autovalor A=2 es 3 —rang(A4-21I). Ahora bien:

1 11
rang(A-21)=rang| 0 0 0 |=1.
0 0O

Por tanto la multiplicidad geométrica del autovalor =3 es3 -1 = 2.

Entonces, si =2

AUTOVALOR

A=2 A=3
Multiplicidad algebraica 2 1
Multiplicidad geométrica 2 1

Como todos los autovalores cumplen que su multiplicidad algebraica es igual a su multiplicidad
geométrica, la matriz es diagonalizable.

CASOII: a=3

En este caso la matriz tiene los siguientes autovalores:

A=2 con multiplicidad algebraica igual a 1

A=3 con multiplicidad algebraica igual a 2
* Multiplicidad geométrica de A=2
Como la multiplicidad algebraica del autovalor 2 es 1, la multiplicidad geométrica también sera 1.
e Multiplicidad geométricade A=3:

La multiplicidad geométrica del autovalor A=3 es 3 —rang(A4—31). Ahora bien:

01 1
rang(A-30)=rang|0 0 0 |=2
0 0 -1

Por tanto la multiplicidad geométrica del autovalor A=3 es3 -2 = 1.

Entonces, si a=3:

AUTOVALOR

A=2 A=3
Multiplicidad algebraica 1 2
Multiplicidad geométrica 1 1

En este caso, el autovalor A=3 tiene distintas multiplicidades algebraica y geométrica, por tanto
la matriz 4 no es diagonalizable.

Por tanto, el inico valor de & para el que la matriz 4 no es diagonalizable es a=3.

Solucion: g =3
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ETsI Telecomunicacion | Sea P e M, (C) tal que P ? = P . Sepide
Febrero 2003

a) Calcular los autovalores de P.
b) Demostrar que M, ,(C) = ker? & ImP

c) Demostrar que P es diagonalizable.

%

S{ A 2% Jttﬂ/c"Q{Of- 4/2 P ,fo c!oaimaéa SobLmaS ._?M Emt O'#XgMA'!(f) *[[a( ?{JQ px =~>\>< —.'
W/{‘Pllcamc? pf’ 10 Ao ?m-.é;a [ac{o} {aﬂjf-&’no‘i gruu. :

PPX=DIX = PX = APX =S PX= AAX = Dx = \'X

'451’ FV")——’ :
‘PX: )\X b2 ,A-:O
. = == ? Oy )( +0 "?-/.?{:as«wf D2 /\ =x =
pX = NX } AR ! >/A=i

)

@ tn Fn.w,.r- !/o(’j’zf VO ja}e kzrp @ /mlo [ es "/)'-f,"‘ ,V22ns3 J"Q kcrp j /mp son suma. J/'r“:"la )

P

-

: / £ , . h
oL jwa /c\ suma 28 J"QCTS\ ﬁéé,?—frwo-? L2y ﬂ[/’g s a"zx 2y p /} /m D= D}
j {

[O} c ker P [ /’"P
ak,rL / CMT,;/H.:ZJ /V-’” /o\ mE/JcCL{a (4 vés‘ A’ Seio

/
V"cmruu E8 Slzmppe 3 éu,g/)uo

yef{oncl \7 cua/gwa Sth ,a,[)%.: /fs.i/hﬂJ Loy 7{@« 1:«/ A&J;ﬂé r‘;u/po

P WP fo}
S XelPhP  whes X ekD o h e PX=0e/u(C)
[X‘EMM'(‘[)] XE/mP 7 .'is :")'J’- EZE}{nxt(f) /PZ"X

fgr /o {m‘{o, Fc::i:én#‘- Aacar_-
X=P2 - PPZ=pPP2-P(F2)-PX = O = X=0 = Xe?g}

i

/5, ,awg 7{/\%[0\ d&amllfe\@ 7(2-2 A).,rp[} OS [50/' jUﬁ /a Sume, 2R ;A/s_’cz[a_
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O P SRS F T
T T T A N e L
S [l ©)) = I (erP) + i (boP)
o ool o fie Lo Gressom res dx g
Jon (e P [mP) = dm (lerP) ¢ dim (5P} = dny
B o, glnds b e sy 322 It (€)e dnllacPlu) T
e T b BoP + 1P <Hpu(€) (] (o 5o barP[0), hPAL
Db~ v s cmpln [T 4[] &b il v T TP <

O y~ gw ker P 1nP= 03
)

Ast P8, b P AP 2. F
r m z 30
/’(M,[tf)g kerp+/mp } :> Mnx: (f) = kef‘p ) /mP

P ter‘ P"O'I = S e
ker P ' ( ) o o5 el Juées/ymc o.saaa.:é a.[ auova[of nué, A=0.
[/?mms brore 7‘,‘4 [mp=5i ,aéncfo_ 5) es el Sl/éé?"hcuo asoc,ac[, Al MO‘,@/O‘, U,LD,/P_{.

S X elP  FZeHu )/ P2=X = P(P2)=PX = P22 =PX =D PZ=PX = X=PX 2

S5 PY-X=0 = (P-1)X -0 = Xekr(P-I)-5,

'Por {mlla,‘l&’wms ﬁs/‘e kffp’_s; 3 /;mp=5/ \j Loms . &n e/ Gf:af?.[mjo m?zﬂficf‘
hoes dovslond gre M) - KerlP) O blP) s que (D) - S 05,

ﬂ/mfa ém, 5&»£9mc‘f faf ‘{Oor);. ,7"?1' WM:A Ag: _;‘/A@km‘og fom SUME 56/’855:\ P
/ou-ez& caA:{rwr s éc&e a.(ﬂ/ Suégf/;;ao Csume.  Sin mAR gwe i ;és y‘eﬂ/o,a;

Jz /ﬁ ,\%196514/&: é;eeg a(i LS’ SJAe?/ggf.toj‘,
o 3&. /@Cé’ﬂﬂ? f:amsllfu:f‘ e éz,se

£n parlre e, tomo Halc) = S @5 resoll
1 am{owedlor‘ﬁ de /‘(M,(cf) unx.ech' Jos amtov*ec?{:/@? L e base Al M%Mf:m Sy
5£ vhe Ae?a c[e{ ﬁ/!eﬂffﬁawo 5}

sue c[e }‘{M(tf) formc/a pr ﬂn(o/ec /o8 g.,tecfa cé»py'/{c(é 7@ /0 o5

¥ bs ﬁ'.v‘)[CNeCJDIQ‘S

i exxs‘kr' une b
Jzagamf;zaue.
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ETSI Telecomunicacion

Febrero 2003 | | Sea W =1L ({(1, 0, 1,2), (1, 1,0, -—1)}) < R* Calcular la proyeccién ortogonal del
vector u = (1, 1, 1,1) eR* sobreel subespacio .

En primer lugar vamos a ortonormalizar el subespacio sobre el que queremos proyectar,

Recuerda que para pro- | PAT3 €50 hacemos uso del proceso de Gram Schmidt al subespacio W = L {el, 62}
yectar sobre un subespa-

cio necesitamos que este P .
esté generado por una or tanto:
base ortonormal.

u =¢ =(10,1,2)
1,1,0,-1),(1,0,1,2
u, = e - 24~ .u1=(1,1o—1)-<(” 1), (L0.L »(1,0,1,2):
<u,u > ((1,0,1,2),(1,0,1,2))
(1 2) [1 12) [7 1-—4)
11,0,-1)-———-(1,0,1,2) =(LL0,-1)+| =,0,=, = |=| =,1,—,—=

1 ~4
Hemos conseguido que W = L {(1, ,1 2) [ 3 —6-—)} esté generado por una base
ortogonal. Ahora s6lo resta normalizar, es decir, dividir los vectores por su norma.

Por tanto:

=

(1,0,1,2) (1 1_&)
|u1u “JeoL2)] (V6 Ve Ve

[le :‘lj [le :‘ij

_u, 677676 67676 ) (74102 4102 102 24102

el ” 11;&” Jioz "[102’17’102’ 51 J
676" 6 6

Por altimo aplicamos la férmula de proyeccion:

proy (1) = (u, W) w + (u, wy ) w, = <(1 1 1,1),(——1—— 0—1———2—-)>(_1.. 0L __2__)+

6" V6 6 )/\V&" "6 'V
(L), 74102 V102 102 —2J102 7,102 Jloz V02 2102 )
102 ° 17 ° 102 102 7 17 2 102° 51

{2&2&
17°17°17°17

17°17°17°1

Solucién : pmyw(u):(gg 10 13 16)

www.monteroespinosa.com — Clases de FMT1 — Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355
P45



www.simplyjarod.com

ETSI Telecomunicacion | Demuéstrese el siguiente resultado. Sea £ un R espacio vectorial y un producto

F?zg?éioso;i | <>ExE - R escalaren E. Sea W un subespacio de E. Paracada v € E se tiene
Ejercicio1 ] que
[v=proy, M| <llv=w] , weW

Donde proyy es la proyeccion ortogonal sobre 7 y || .|| es la norma asociada a <,>.

a b

lv-wll® = W= proweeu))« (oo -w) I 5
SUMAMOS y restauos llatbl(®= % (ihi|%+2<a b

P‘U‘;\wC\J\
| et ew
= {lv- pcoa@nCv\\\Z«L Il PO )-w W 2 < V- PYuwlv) | mmw) -qu>
A3 r2}

[AT v= poy,u) + POy W)= V-Pow Qv ) = pog e (V) = v~padm(vseu

[2] proyucrew
we w § = Mm(l\f‘rwjem
W sUoespoeo Vectonad
= [lv-wil* = ﬂJ‘O\d\L\CU\ 'pmww t =
= lv-wil®2 - fogw (DI W-w i Zuv~pro<dmc\;) I\

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT1 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355 ‘
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ETS! Telecomunicacien | Dado un polinomio g(x) = b,x™ + b, x"" +...+ bx + b, C[x] y una matriz
Junio 2004 .
Ejerdicio 1 | Ce M, (C), q(C) es la matriz

-
¢

q(C)=b,C"+b,,C™ +..+ bC + b1, € M (C)

Sea AeM,(C)y p(x)=a,x +a,_x" +..+ ax + a;€ C[x] un polinomio de
grador con @, #1. Demuestra que si p(4) = I, entonces 4 es invertible.

Pbemogsm%fmog Gre A ec “cnwr‘tt\ht'«? cua nede
encontremes une exprecidn v Roka Parvel £q
tnverse. AN ([« quweo(a de Aicha expresidn
nes hara wusar (es Aectos el €nmanctad o)
epm):ré\ » ) N %: ,
Ao K5 Td = A pm gA~i[qrA YA A oo T

o

- T4 r-2 ~4
Aiza’rA +ar-iA 4«~;+Q11Q{*QQA

- -~ ~ 4 - .
A acA?s ac AT ar  ATT. L ca, Td
i -4 e
(Aocke)Akz O\(A + Apog Al" 2.'_ *‘”“4@:&-1@[

LY @ H

A e P

v-1 -
A\i:: C\rA *O““‘-Arz"""«‘"“q;i‘a‘.

4 —cAe

Lo expresién anblector e A* es correcio 4 e,x?SLz ?0?\4‘:’
- e duneminaddor € no mule (ao # 4)
- QQ A ¢ cocdds ¢ eg&g\-q porgve &x‘?sl-e e,e ?alincm?o
indlicade en el enunciade.

Come la expresidn anlerior es vol [Yola, se Liene
qve At cxiske = A es inverhible

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT1 - Tfnos 91 544 53 77 , 618 142 355 o P2



www.simplyjarod.com
ETSI Tek;comunicécién- Sea de M J(R) fa matriz '
Junio 2004
Seccién B1 2.0 0 0
¢ 0101
. A=
0 0 2 0
01 01
1. Calcular el rango de 4.
2. Halla la forma reducida de Gauss-Jordan, J de 4.
3. Considera la aplicacién 4: M, (R) — M, ,(R) definida por x > Ax, xe M, (R).
¢Es inyectiva?.
4. Elsistema Ax=b5 tiene solucién para cada b e M w1 (R)
5.(Es B, =([O -10 I]T) una base de ker 4?
6. Calcula los autovalores de 4, indicando su multiplicidad algebraica.
7. Para cada autovalor de 4 calcula su multiplicidad geométrica.
H 8. (Es 4 diagonalizable?
9. Para cada autovalor A de A calcula una base de su autoespacio asociado S, .
10.Seav=[1111) .Calcula la proyeccién ortogonal de v sobre S , donde x4 es el autova-
lor de 4 de mayor valor absoluto. '
4 3 © o o - .
) Fy=Fa-F, 0 00 V; -
o . o | oo |\ §r9(m=3=nseu&sa;mm de.
o © & © ™I o No
| o } o MmatnE redudda de GousS
© © o—o0—0-0 |
. o O .
) 2o A\ BTk Do oo | ‘ |
O O name faudda de ,
2‘ & (:_/ O(D o O =4 , :
© 0 o © O o 00 ‘

?;) A - Max (R — Muax (R)

o Ay daude : A = NeME asodads o b aplicaddy,

St A es inyechus sl xo el ker (A) = 703 (Maviz wlumng nue )

r\\?qu\ (R) v R =0 {s;morbfci

Glewkbmes @ ker (A) -

O Y =0 G V=0

© v Ol "3 - © - \\S-i-t:“b —_— ﬂp&(’&ﬂ’} Y=-

o co 20|« S - o dincey ;o
_/‘_,; ol o | + O €=
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et (R JweR] dim(ketal=4

‘=>\me e inysctve

s ke P £ 50% =

000 O

f}) Txoohmos el rstema Ax = b
« vy
4wl gzl ogxd
- En &): gl =2 4 n®incdqnittes =3 Sequro @we Ax=b mes Sc.p Sequro
° Pra ver " Ax=b e ScIx o S.I vemsk o nsncaode '(.F)lb) Vb

o by 2 o o o y
{

: @ { : ‘D ‘ T e

+ ba ' S 4 % - K\J :
ba o o2 Q [

{1 by L o | ‘ ‘Q * “ SR

2.0

(Rlb) = | o v

S

o

-

oo

o v 0D

g (Alb) = 4 = 0 ce Bias no nuls o kb

matiz  feducida de GRUSS

x tanto g (RA) 4 Fca(m‘o) =% <ist, TrcompsRbla,

AN puss Ax=b ro Yempe here S:)Lx.su_d_g—\ :

5) det op 3):
, O ,
ker A= ¢ X qux;(R\luefR%
| o |

dim (ker A)= 4 = 0" pedmetros ; Tomendo g/: 1.

o
a



o e D 2 A O D S _..www.simplyjarod.com
) | o A-A . O A - ll-4 o a

- (oo

o o 2-A o L\) o 2-d4 ©

i o ——— e

“ -

T ® .
= (2-4d} [(a-r\)'a.\(\:;é}}( s-A\-\;(ajﬂg (2-A)"( (4-d)*-2])=0 —

- {/a—d)z-zo —|d=2 | (cocle)
2
B-AV-4 -0 = A+A* 20 A0 = Ald-2) o= L=2

L‘A.—: O: Mald=oc)=44 '

A:Q : Ms[("-‘-‘&):g

H) caleslomos Mg (di) wen e Lrrvuls [T-517

Mg /,;)_,@_ g/A- AL:I)W
¥ |
arden ce ‘o mabve

A VP
o |ng(d=e)=n-rg(A-oT)= 4/-:-9(,&\):44-3::1}

s A=R: (r\::;ﬁ'—_- Nn- rg (A-3T) — _ ©c o oo
Oy ] 4 ro o -1 o0 | |=4-14=23

S o000

< ) o -1

Meld=c)y= 4 = m5(d=—o) =4 }

P me(d=R) =3 = mg(d=3)=3

A diagprslizabe

S) A%@ A=0 CallulbMes  Salo

2

L R & S o =
(A-OXV\¥=0— Ax=0 — | o i . 5 XO
P Jl=]ol=)y=x
OO0 2 o 2
= I N & T + o
& L =X
-
<SAzo = & & Muyx (fR)/:xengz_— ker A
> . :
[ e
i NOES : Cuardo ef O es ostowslorde 4
R =l]-4 I entorces ker (A) e su utosspario
o Sd-=o !
4 : { IS W




Fons A=2 - Gslewbmos. Sa=a™:0 L0 . oo [

i

&)
et
O

{

, SRR o
(A-ATIX =0 —

{1

0000
+ WL K
I
o R W

0
¢ f & X

0000
!
X

-1

Sd=2 = ..; e Huxx(@} /@ T e ﬂég B

[

AS) = mox F0,9% =R Nor mal mente : i o
. | perteueas ‘al sobsspacio - ‘

tomarde w=@3=¥=g

1
4

xﬁzﬂj&;i

T

|
[EETAN AT

Ue S/,

sy

Tor Tuto o NS ortooonal de (9~§3bns> (Su) es el mismo O
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ETSI Telecomunicacion . .. ] . .
Junio 2004 | Enuncia condiciones necesarias y suficientes para que una matriz 4 € M, (R) no tenga
Seccién B2

Ejercicio 2 | autovalores reales. Justifica las condiciones propuestas.

o
<

5?% AGMZ(W\) w>3,q'5,¢id€m3 A:( 2)

Av&‘e \g‘e&lo es

o-x b

}A")T—"”:O <> Au-')\!: ):z-—(c?d»cl)) "l'(o\(){»Lc);:O

y = (v d) i\/(owd)i- q(wum
2

/.as a»\,“‘em\eres ne serahn reales St 39:510 ST
e Ascciminante de & vadiz ec ﬂegau(?m.

£s decir: A no Nene m"c:\!ale res ceales &> la+d) & G (ad - be) <C

A e \h ene m“osfm‘ow’es e ('95 &> ﬁre\za(ﬁ))z~ o a[t‘{* (M) <o

A no Liene a»m{*evalof’es reales & (Troea(A) < 4 det (M)

dice COraancio

';‘ Unc& mo\’{ri‘;wmc;\o{@& S?LOQ D dos ceLMMIZQS e LE\—ene
autocalores reales sT Y séle sU & cuadraole A

: I
sk Yo, e« menor ¥ cnetro veces sa o(g[,erm(*mnl,cﬁ
s — - B «}.{m ]
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ETSI Telecomunicacion . o e .
Septiembre 2004 | Prueba que toda aplicacion lineal f :R — R tiene un autovalor real .

Seccion B2
Ejercicio 1

L, en B0
5 H”"% i g??i' o 1 i 25
“ L8 At

{ 8:’ ?Rm?m a?f?cw\c?éﬂ (‘in@c}iﬁ =
X = ¥w) = A‘X z>j€x):@sx A:: €K€ﬁéi;5 &s‘gﬁc"ic&@{c& ‘éﬁj gwé
f‘ik} @:AX , @gﬁé’ fR

o

5

§ ii%ﬁ? Ao mairi%

Aw‘ﬂm‘oms de M-

]A‘)\Ic;‘zggla_}‘xc\‘; )20\
q@m}xem
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ETS! Telecomunicacion . . . ..
Septiembre 2004 | Sean A,B € M, (C). Se dice que B es semejante a 4 siy solosi existe P € M,(C)

Seccion B2 o
Ejercicio 2 | invertible tal que B =P~ AP . Prueba los siguientes resultados.

- a) A es semejante a si misma.
b) SiBessemejante a A entonces A es semejante a B.
¢) SiBessemejantea 4 y C es semejante a B, entonces C es semejante a A.

Qg A Séméjﬁng’ﬁ asi mismes

A= TAHA-TA = Il A < (3a)2A () => Ase
2 N §%m«&dﬁﬂL€ a A = A £é’§"ﬂ€:§&ﬂlfﬁ a I3

B séme\j&n}t a AD R=P*aA®P

B=P AP
BPE= PIAPPT L P A

PRPY - PPA - A —b llamoande P = @
enemesS P = Q~:i

e
Q@ BQ-=A = dR: A= Q BQ»>A$emg§ankA%r

<)y B g@mgﬁj@rzz@ A
C S?mtfjetw’;le

C's*emesaﬂ‘( a B = c=P?* BP

% S‘@mfdc'tﬂl( A A~ = B; Q‘iAQ

} => C@ﬁﬁmﬁﬁazé a A

} c=P QA QP
sea QP = M :
Kb (e = P
c= M'A M= C semﬂ“’“}‘“"&z
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ETS! Telecomunicacien | Una matriz P cuadrada de orden n con coeficientes reales se dice que es ortogonal si
Febrero 2005 | pTp =] .Sea <,> el producto escalar de R”.

- Ejercicio 2
£
9 a) Sea P una matriz ortogonal de orden 7, demuestra que Vu,veR", <Pu,Pv>=<u,v>

yquesi A€R esunautovalorde P entonces |A]|=1.

b) Halla la matriz 4e M,(R) tal que Az es lareflexién de z € R* respecto de la recta
2 :

de R? deecuacién x=y.

9—) ?ﬂyn <€ Mr«xn (ﬁ’\i

?@{iojm&i = <P, Pess < s, Vige ¢ R

ke 5 «w ¢ Mong (R
P € Mnwn (W) Pu € Mnaxs (M)

<?s,a173v“>
fsmiwwniﬁ, } ?vé}’{nxﬁzm}

<Pcf\i'P\;"> = (Pv)T P =

VTP Pw = u ' (pT
CA¥L, axi> = (xn) (nwg) “=U o PTPIu

= dxi = numeri{e

VPP W = T w

¢
‘\??é‘\veﬁs

Q, ] S X€[R es wun M"lé\f‘é\.{df a{e P = 2l =4
Sea X un antovalor de P o SCU.): 5 v

| con \ﬁé:TP.“mLemder aseciado
z??\]‘:}«\f ‘j 5(‘;}3?v‘

= T
=V« = <WU,U>

(? sf"LOj@(\G\.( = <?9\,TV> = <‘3A‘ \}‘)) V“z\"e m~
'{omcmalo a=v, fenemeos g

<Pw Pes = < Vv

<PV, Py s = ay ey
Py _ -
)U’ }«\I‘> - <V~’U.>j"> <>U'[>’U“>2 <U’,U’) =>)Z<U;U'>t<‘ ‘};{;‘>

IN =4 e potie No= 4D
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(e1)= 3(&

www.simplyjarod.com

a‘:;:; 4,0} 2
‘ B =4 (s0), (a0}
o i
A - (i O) : l . .
] qu celumnas son @S\mafs@nes en
4 co(&xmm &Q [os ﬁj&?menf{vs JQ(&

hase candnica d.@c; éS?ac‘so




www.simplyjarod.com
ETS! Telecomunicacion | Sea £ un R -e.v. de dimensién finitay f un endomorfismo de E tal que
Junio 2005
Ejercicio 3
{

vx,yeE, <x,f(¥y)> =<f(x),y>

Demostrar que Imf y kerf son subespacios ortogonales tales que £ =Im f @ ker f.

dim (&) < oo

§: E — F eniémargé‘?mcf;}
{Y;jfj:}} = o« yCi)’3>” Vé‘x,j«é}g

e %?m&%*‘f&" :IMjS j Ke(j Sen @H@f@ﬂ@&(ﬁg

Sean c&ékerg 3 V’-éImg cnales guiera

gv-éf\emaﬁ VE QV& <MiV‘*>==c:;

<ur V.> = j - v
,.é <U\igébu3>.— <3tu),w> = X0, W>=0
?@3?3«@}@3%65: 3fzwitv’

Feud w £ .k L E sy
tad = Cpr (weker i)
G nd

by € =32mi ® Ker §

Demeostraremes qre EaKerj@ Img cuanolo :
(x) ker@) nITem (§) = Vo

Anlecio - meale imes

jve. ?J\ Mf\c,\—eé
sé (e

(a TMagen s {tz on.
Poc ello (pos ser octo

. . 30 i Le.S) st D €s ©§

E = ker(j) s Ten (8’)

CZ eSS mianv:

en e3>

(1x)

dirm (kes@)sTmlf)) = dim Kert )+ dim (Tmep)) - dlier
Formulo de las dimensiones:
Mm (£) ~ dim (}é’éf{ij} + dim (Tmep)
Am (Rer(§)+Im(§))= dim (&)
Ker ® aE = £ = ker{f)«klrn( )
Im (§) < ES@ Kec(§) +Im ) a £ j

Pec ser de di?meﬁs?enﬁs %

{ uu:x’es,
ol estar wno conlenide o9 o

s Im}

o => S’on?jm"es
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En el espacio vectorial de polinomios en una indeterminada x, con coeficientes reales y

ETSI Telecomunicacién
de grado menor o igual que 2, R,[x], se considera el producto escalar

Septiembre 2005
Seccion B1
<p,q> = p(0)q(0) + p'(0)q'(0) + p"(0)g"(0)

Se pide:
a) Determinar H* siendo L ({x, xz})::H

b) Calcular proy, (p) paracada peR,[x].

S P, 900> = ployg (o)« pitarqitey « pilo) g¥(o)

(p. g€ R,3)
PO€R,DJ ©% ac,a,,0, €R - Ao+ s X +ax, x2 = plx)
2 ple) = a, ) Plled = @y, plo) = 2a,
’)}%,bilbz"@mf E§453’K‘} bZYZ: Q(’k)
= fC‘)t) o= y
q bi’*’ sz’{ ’ Qf()‘:) = sz

g = by gey- by, , 9%toy = 2b,

g (x) €1R, Lx]

< C\@iq:wonlyli' be, s—Lj_;g +szz> =
’PCO) q_(@) + "Pt(G) ﬂ‘(o) -+ ?"(O)ﬁ"fai ~

- Fobou ayhy 2oy 2h,

=

it

L

W

Lot LS

H :”Z{Yx"?{ = '}ri*)émzt":‘ ‘}a(,r)€m coen v (%) wo({-#[sx‘—f
qve nes g‘)? en lee ?mbecc%én o{*@jam( seLra ﬂ)

nos €5 necesorio maﬂcja“ “una bﬁSe 0(*@ onaL( c:[e .
e qons Ae H, &,LPNMOS

St encortyame s wn= bace ne o
ranbke Gram- Schmidt g

®{"\‘030f\«u Zovle e
P@d&( a\j('\\Co\C‘ (& Sérnw[& &e (a\ ?P@am}\éh; S?L:\

~ &
-0
A
&

~ esxoﬁ:mkoSo»na(f IP@OL*"T%’M@S

bace Fe en wﬂ‘*mws
rev?ay m&’fl}-c

ot-hc:a\{f dicectermenle™ (a

9{*?\ necesidad Lo ac\gfi Cay GWM‘SG)\M?C(?{ P

2e
C+Ox + 4 X“> = 6% 10+ .4 =0

= Mo evt ¢ 5 MR gy

<X, Y2> =  Opix +Ox?
7

Tedo pare e clementes de ie base de H (dehecho
sélo ka una) tlene fai“@d.mcio escede v nule, QM—esa Lea

e W es orteqenal . Ast pues, 'Pcci’é‘mas q?fx‘car

base ‘
Lo gé‘fmvdq de (o or*ogana(?dqd
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0\; zé

D5 %< Aoga X gz X2, bet byix+byx®> = alke + a, \ﬁww p
}

< pl¥) x> < plwy, x>
PeY PLD = w o+ it <%
b o < x?, xTs

< X, %>

<P, X > = K xptdgX + X, X o +iX +OX> = &
= 4

<X, X> = SOo+X +O& 0+X+0xy =
< He °(L"“‘°‘a‘<?, O+ OX+LXTY = Yoy

< PO, %> =
©+0Ox +4x¥> = A

< ’>£‘2, x> = < Cc+Ox+ I,

j—
Y?rmsH?Cx):oQ X +o(’2)(1 = f,b(ac)..?(e)

H* (ecemos E}V“; Sorma £ enen les
= d_o + di’(\;‘d\bx? % ?E(Iei’lre(iéf\ (=3 cr(
WVl e H

aj Poase hallac
?@(‘«nem‘uczs pL®)

P =olotelix+eax® => <p (), v > =0,
lmFa ﬂ‘ef\ClO g= Gj ?m&;&cj\b €s Ca(ar c;[/ﬁ de) Ccon los
[,9\ que ci'*& H seo M(O nes at‘an"‘“ Eanmtes

elrementos de
gve PCY) § €cn @('Xogﬁnq( o tedes los ei}emen{os de H.

gs aecﬂ“t <, ?LS':},X)- <ﬁ(e+ﬁ.r+o(LY7iO+i¥r0i >0 =Ky =0
< PUY ;N2> = < lprety Xty X2, O Ox $1x2 » =0 Moty = 0 => oo

?{5{) w ede el X “3‘@{}2?{2 ;o H‘L =2 ol = @; =, =y
= H+ - { Pl €TR,EXT « Plr) = oo ol y s <, 27 (on &ff::wof&:é}

£
B e { p0eRoa: P <le con o, € I}
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ETSI Telecomunicacien | | Dado E'un R —espacio vectorial de dimensién 7, dotado de un producto escalar <, >
Septiembre 2005 . -
P Seccién B2 | | ¥ un endomorfismo f: E — E, probar que si ¥,,...,v, es una base ortogonal de £

{ formada por vectores propios de f; entonces paratodo u,we E se verifica que

<u, fw)y>=<f(u),w>

<u, f(w)>=<u, flay +..+av)>=
=<u, o f(m)+..+a,f(v)>=
=y <u, f(v)>+..+a,<u, f(v,)>=
=a <u, AV, >+..+a, <u,Av, >=

*)

= Ao <v,v>+..+BAla, <v,,v >=

=< BAv,av, >+. .+ <P AV, av >=

<Bf),av>+. . +<B f(v,)ay, >=
=<Bf)+.+ B, f(v,), oy +..+a,y, > =

=<f(Bwv+.+ By,), oy +.+ayv, >= < f(u), w>.

En (*) hemos hecho lo siguiente:

& <UAV > =0 <P+ Ly, +.+ By, Ay, >=
= <PV, AV >+ < By, Av >+ L+ o < B, A, > =

= BAoy <v,v >+ B Ao <vy, v >+ .+ BAo <v v, >=
=0 =

= BAo <v,v >

analogamente: o, <u,A4v, >= B,lLa, <v,,v, >
A <u, vy >= Bl <v,v; >

yengeneral: @, <u,Av,>= fAa, <v,v,> , Vie{l,..,n}
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Febrero 2006 | Sea (E,<,>) un espacio vectorial euclideo de dimension finitaysea f : E+> E un
Blercicio ™ endorfismo tal que
<f),fF)>=<u,v> Vu,yeE.
g Demostrar que:
a) f esunisomorfismo.
b) Si A esun valor propio de f, entonces |A|=1.
¢) f transforma una base ortogonal de E en una base ortogonal de E.
A)

('Demcs‘grfm\emes qve g S wun XSva(‘_Q‘asmo C{A&tﬂo‘l(ﬁ
&,méfemos qve es L’} jec\h Vo,
Demestearemes gue es ‘m:jec:hm cmando veamos gre keel =3}

PAL e“@ chnAcemos X€ Kgrgg) \3 veremes gwe necesaria ~
Mmenke X=0, '

<X, 4> = 2¥00, Ytpy> = < G, {P?=0
'y Jeo Jep» < J
x<€ keelf) = jm:og
<Xr3>$@/\}¥j€ £ = X =Cp

Vx € kec (§), »= Op => Kec (§).bog¢ = anjecﬁ%m

8 s £ = £ dim £ = A}Mfﬁ)* Lo (Lt 0

L— dim )‘GEQ...\

AIm(&) = Aim (L )

)
j:}lmg) = £ = jSo;r€3€A§‘(‘&

m) <&
@ l}g [ver P53 (ge};fem 2005))

4%z~ Xat base b £ car4ojono.( = 5‘?(%;)» “ijn); Lasede £ Of“"j"%(

)\Xi»~\<ni bese - 1\%1“, Yo § \n&gen&hfﬂlss
3 Kﬂ‘aacﬂﬁvo\ (3%?&; A ay) 'eﬁj(xs).‘{,f{xn}(yQ%Lw;
n egz;;téﬁ‘lof

Tenemos n elomentes \nalaﬁopnohenlc; en uwn
esPocio e Mmensidn n (Aim &)= n ,

sus bases Lienen n eRemendos) asc Pves

{?Cx,‘), gugf*n\& es boase e E

%2 - Xntordogonad = Cxi xjrre Vif] & « | §oea . et Majand
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Febrero 2006 | El conjunto R,[x] = {p=a, +ax+ ax’ +ax :a,eR, i=0,1,2,3 } de los polinomios
Ejercicio 2 . . .
j en la indeterminada x, de grado menor o igual que 3 y con coeficientes reales tiene estructura
de espacio vectorial sobre R con las operaciones habituales de suma y producto por un
escalar real.

Sea la aplicacién lineal f :R,[x]—> R,[x] tal que f ( p(x)) = p(x)— p'(x). Se pide:
a) Hallar la matriz de f respecto a la base B = {1, X, xz,x3} de R,[x].
b) Calcular el nicleo de f y comprobar que f~ (p(x)) = p(x)+ p'(x)+ p"(x)+ p""(x)

c) Encontrar p(x) € R;[x] tal que p(x)+ p'(x)+ p"(x)+ p"'(x) = x> +x+1.
d) Hallar los autovalores de f'y sus subespacios propios asociados. ;Existe una base de

autovectores de f?

A X s Subespocto w@eaigﬁ*xe&ﬁ m@m@i@
X (P\‘sz @ por é&z; les Té}f%f’lc@m%@§ %jiz ccaole
(=%

?(_i} SN c?ﬁ,Y}*fF(Y} YRenos o ;@% o€ 5}1"6‘5 (’;&&zﬁ s
3(?&}) P - plew coefici @ﬁlw son TCales.
B3l =y PX) =00 $ QX %ﬁfigx?t‘é‘&g X2

) M@C‘?‘t“i’% Ae 3 re>?@€“‘c‘ M la bage ’B %’i %, %7 é %%Q;;giiiazémi

e

, .
S ik

qm

. ® 3

e \a ‘b@@é candnica j\{ [ g.s; s Q{Eé@
A ln Lbase coandwnica oo f&gzx‘ﬁ (ol ses peline mies dichas
imdaaenes ﬂif} ochcan ser colocad v g Mvechkarmen le en
columnas ; ﬁ@iré«nfags gre vefericles o lo base Ty
medllanle s4s cemeoh i“‘i@\&ia& :
EsFo\Qie; Ae Se\(?*oxc\: ‘\/"RQSE)&I
Rase candnico: B =4 1, %x%,%x%)
42 colaimen jcn - =4-0 ,>jcn—-1 sl)roxroxTioxd =
(3) es (4,Gqqe) N B=Ja xxf
x—(u)‘ z K-k D VxR = x-4 T4+ dxr O Ox3
(x) €5 (-3,3,0.0) en B = § 4,%, R3¢
ol 2 (@) - 2 !
3 eommna SCK ) = ®-(F) = K%-2x -—-g () = REM=20-Tx +42 e © X3 =>

3¢

W

L

2% columno.: g(,‘)

¥2) es (0,72 4,0) en B =} x 3%
(%3 =X 2 3pl = ©+Ox ~Bx%u ixZ >

“Ll"‘ce{Mmﬂax;‘ g(xﬁ) . (xa) )Kg B
(3) &5 (o.¢, -3, 1) ea D=Lk Xy}
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Gsk[cv;[ar é,( M’%Ciﬁé& 9{6 j 3 COM??@L@?\( gfﬂg
§pe) = pos B pon 1 pen

Kee (fr= § p00 € RT3 S(pom)= Op 1o f -
={ POI€ RDT: pex) — pigey = =Op,py b =
= 3 ?Cx) € R o [v] F(‘y) = plix) ¢ =

b

{

z

H

)

[

{

{

{ i -1+ © ¢

/ e 4 -2 o 2? Ao~y

} = © 0 4 -3 « [ &2 ~2a,

) o ! e N =

{ ¢ c 4 oy 2 - Bay

J Qg

§

7

. 3(6%1 @y, Az, Ry ) = (%wqizqi‘zo‘z/ ap %0y, A3) =

| = (Reran) tlayZag) Xt (Re=Bag)@iand .

%@ (ac +og X *Q?«"z““""a ,ga) (Qc*2a2¥ *30\3’3&?) POI~P (%)
;?éj”;fs

=H (j j (?(‘X)} = 5(3 (Pcﬁ))> 8(13(\5)*? (2)4«?5’(}) «t-?“’(x))
[Pw} P o+ PRNESE ?‘"Cx)J Lpfnw plex + ep"(x)+?“'(x)]

= Pt W; =plx).

NN %f\ e § E «si Ve gg‘,x ‘ § - P f . i
plinemie de gael s o5 O

— 8 ~3
- (S :L 3‘)@@}) j (3((:&}3) 3 5( P~ F’CY)) (P(?‘)’“ P {'7&}) " (?5‘}”
- P(\i))-}-(?f'ﬂ) qgr[\f)) v(?f‘i)’?(x}) - F (Y)‘M - ?Cx)
w Ge 5")(’?&&) = i;éx); V[?LK) = 8 O~3

Je
(78 o = P09, Iper) = £+ j’

€5 ‘a i
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g_g\s{“'ef@ 2006 - eyercicio 2
Cjy gﬁcc}ﬂ”;fa( r?(:Y) € 7]2,}5\:3 ; PO+ pien) ;?fs(,ﬁ),}?mh} S YRV
X2 X +4

3(\(3-&)“4)

i

P = S”L(?(k))
3 (Jecw)

& >
PO = (Cex+1)-(3 x2+4)

Plw) = oL T >577

i
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Junio 2006 x
Ejercicio 3 1
= =T
. Ix - i XX | . .
Seael vector ¥ =| .~ | #0eR" ysealamatriz M, = = = R (X%"). Se pide:
3 : X X
X

a) Demostrar que M,V =proy; (V) VveR".

b) Demostrar que M, es simétrica.

c) Demostrar que M no es invertible.

d) Demostrar que (Id,— M;)v = proy_.(v), VveR".

1
e) Hallar la proyeccién de v =| 1 | sobre el complemento ortogonal al subespacio generado
1
1
porx =|0].
2
|
- i'ET
My = T

T . .
X‘é}iﬁ,ﬁi =D % € Him =S X%" € Mnxn

XEMixn =5 X € Mpye=> ¥xeM, ;s = xTxel

i \ =T
= %7 x = <% K> =i} xi? ME"? ;t; x %V _ x;{r
WX e
2 X% T T
) MyV = s v = XV <X, V>

Caxs TR = POY RV

by A es 921?‘#\‘5*%““?6& &> A = AT

)T = (xx )T: (‘x’xT)T: (XTTXT__ X x7
jixi? J1%)i? Uxuz = jixye

€ A e agectible &> |AV 2O

7| -
W‘x’ ] :;72;21“ i‘%%{‘ AMxl = 0 = }Mxi
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dy POY, (V) = prof (V)= U

POy ws V= W-E’TQ{::

ay MxV
€)
‘2/5,
sg(: 4
// _.,\/
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TAU - MV =(Th-My) v
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Septiembre 2006 | Sean U, V'y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre el cuerpoK y f:UV
Blercicio1 | v g:¥ +> W aplicaciones lineales. Se pide demostrar que:

a) ker(ge f) = f' (ker(g)).
b) dim(ker(go /)< dim (ker(f)) + dim (ker(g)).

Lcj@j){i&) = W

A -4 7 ) . ( Ci Lf€ . »L{SK 4
s { ae - { ® TRcemes con W do \wc {On
= Kee 36‘?) 5 é{iﬂ\)) Dé;ﬁwﬁ ;é dreda b wna quoddad

7 - ) b
| Kes {j}ii = %%,éé:i.i : (3@5}{%3 ;@w§ entre s espaeios

keelg = Juev . q(v) = Syt
:f».%kéi* f‘f}}} = %{ﬁ_%{}\ H ftﬂ}”{ Kéf{?é

® 06

() X € Ker (j@ﬁ)% (o) 0> = Cw = j(jm)&é)"w% Jom € ke(@%xej@if{fﬁ
' x-€ kes ¢ ej) => X ‘6\?(3(66"651)
Vx € Kec( 363), x@j“ v (k?"fﬁ) = l(gréjef) c j"i ( K?r(*j))
(Im) Eej@ncio M dcecha a tzquiecda dembien es veliole
Vvej"i(kers), x € ker(jOﬁ = f”i(kwj} < ker(joj)
Poc (T) ym) fer
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by dim (Kee (so)) = dim (Keregps diom CKer(3)

chm@s o -em,Pe¥af ?06 cuCaf e« eScenAh aﬂm'ﬁ’n&s ofog @4( f
{_@; *f«é‘j %BespaGWS $F64q3@ni3¥as e n l« fo’“rww(a, Come

1(6’5(5’)3 Ker («3@}) estein conlcmides ambes en - inf;vtirno;‘
ﬁ«f\"é W e PV*’C/LL astar contear oo wn ol odve, el ol e f’@cﬂr’?a
Tlar conteaide en <l wne o ambes. Cuando v gams
es fa relacicn veremes come “‘3“3"‘0&"[0\ A e Sdf“vvw(a.

Veames qve V\'éf(‘zj) c KE‘;’(S@S)

x€ }(er(f) > 3(’03 O i> j(f{"’) = (j(ov) :‘>€‘j@j) tx) = Oy, >X€ )(’er(jtff)
Vx € két'(f)/ x e‘%r@eﬁ) => Ker (§) ¢ Kpr(j@j)

o ; .
-

ii & g’*g 3 <8 Q{ e ‘}

© 4 e {’&i% Ly S v jlx T T ;
;} 3 / cf- 2dlo st g:i’j ig};esgci ¥
Ker (j) c ker (3@f) = Aim (Kec ) éafl‘xm(kef‘34>f3
(vklido siempre) b n ——

= } m{‘j?‘ﬁ . iim é{é{j&j? = et
Tomando  Aim {kﬁf%@?) = m+n siendo Atm( kéf‘{?}}a n
Lenemes Aim Ker (43) « dim (Kkee (fj@f))

S—

J s\ probames qve T )
[ (Kectp) > o, hobcemes
L dumostradle (o jg conlo

5% jt@ﬁemos (? e\;eméﬂ‘L@S ?GrLéﬁec.% enles G\mn& €S macto
vectortal oo dim g (oada wne k losg ?“é\fm,en*l@,ﬂ
Liene pves ﬁwcwmismolasi , 51 ademols p>q
aer\st‘OﬂC@S rrzeoiimes quPi urey Cqve k:gbﬁ’q, in@@a
los (?*-Q/Q-Q/'ME(L‘XQ},S are A&Perzohﬂ Ae AR ,f»f;‘
Poeis S\iec\\sws o Rz gé’ju'ﬁi‘;‘) e son Aepenclientes

i’g’.)”es: en ?P:B }\a:} 6, 3,2, 03 ectores Nibres. nunca H
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Sé@“hem bce 200€ - eBrciciu 4
! . o/

Ze} 9\5‘)&1’7’1625‘ {;L*f\es* en wn BSF&C‘\O ole Gﬁ?m = 3 \Lﬁpﬂgn
o le sumo q -elementos. Jas bases del espeocto ole
Aim = q enen 3\-916?‘1&:14@& Yo tande, las bases ole?

es paclo A Lim =g son entonces l(os sislemas (il res
con <X mausef’“ YUAIMLE T ?OSUD’& ele e[smsn“)\esa

Fr——— e‘zmen‘kbs g

55}‘:35), ce., jfjm)f Pbres = (as bases e ker(’s) Lienen
i, mas de m elememlos

€ Kera

S‘ cl&mos‘qumos gve ed:?Slc wna c,otﬁ‘ho’iogo% AL m &eem.

tmheene&enles S8 Kec te) habremes &mas#r‘ado g~€
lees 13&363 M Ker C‘j) é‘e-enen como fpoco (548 4@5
(pires o&j?m@s‘ gre s bases son los sislemes [thres
con mavesr namesro A elemenfes). £s decic, famostrar
e los s\s\&mQS Libres Al Kker 53) Lleaen cemoe
MC}\O mvﬁlgmen\{gg €4M§VAQ’LL€ (e ci{i‘ﬂﬁ?*{\"‘f G (0\

Alm (Ker cq)) >M
Ast ?Ns" Qscflfj?(emas ™ Q'Q@WA’LQS ova "’kef(lj) J

veremos gve sOn ‘ir\ol—etae’nol‘i eﬂLeS.,

69& ( Key 1 =2 v =5 (exs iodigsagc,i( kf’(( ) :>¢B e,
4 3 {ienena n e Wﬂi kﬁff ‘ 3 "’n‘

kes’(j) c Ker( j) = Bolimes extenslec -7 Zher |
jé (as bases Kes(§) K&’”fj@gi“: )m.iwxn,mujm(
gc{fok oiﬁ{ ney (a-j ......_;_1_____; —
ases k?{é‘jajj A

=>dim ( \(‘ércsaj)) S N4y

Sea\ ))_?f‘jf}“* jfjmif W S?shma o‘(& i &mﬁﬂ*@j? St wvemos gve
Son inoM r{)eq(}k‘ienl@,g (Bxbhres) ten Aremos gve dim 646’{33) > m

“POsq 0 ‘}\O\Lyzf{ WA P S?S}fma 0’{3 ker (‘3) gre Serzi [\L?e 1_3
conyYendréd ol menos m ellementos , Lvno s bases

da kefés) Lendrdn m eﬁemen’*‘es O Mds .
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{ i)“"j€3m3 ‘{na&f)«@naﬁéﬁ\CS cuancle veames g e ;,
jj Q‘m@cxg 3 mnﬁa"eﬂ oL e o w?anf Lens::‘ L)

ﬂSCai&V~eS rw&os/ cs AecTr, ?Cek&ncf-ﬁmc—,«s Forhﬁ de
GZ} 5lji)‘t toc D d‘mj(jjm} = O, ) Siv-@f“emos ulf’jar a

08&3(21‘) R dmjijm3 = Oy e:—>jCoqjﬁ« RENE *dmjm):bw

s> AsYy T Go(mﬁm-ekéf(j)@ A3Yzd oo+ Hmym ?w@o‘-ﬁ
@QCX{"\L\\{“QQ, C o coml.%‘ﬂéc*@ GQL[@S eﬁgwn‘\»os j\xi““x“‘
qve german base el Kes (f) w>}!2i SN AE

O(i:ji Foesn ""C’(MJM“’“ /BiKg + % ﬂny’w, =>

e
S

r o
f

22’*(—[54) kg + vt (—pan)%an &d;qu» ‘““‘d’mbm = O

&f«i e Rur, ‘Ji“~ ‘3,.,, t bché e kérfjoj} =3 j;')(i ../Kn, \gi’uajmigi‘l@r?s

= —(34 = - :"“‘/Saﬂ T oy o= :?(M‘:C)

£n ?a({ftmla\( 2 Oén =L, 2K O

" 3 d\eﬂle; le n e mes g€
Como los Yy, -0 Juym son vnelipen ,,
dim (ker 3)}}'“ ) (e ggrmﬁ.«ﬁa Al ewnc‘tcxoic
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Septiembre 2006 § ) . mpd 4 .
Ejercicio 2| >¢a el endomorfismo f*: R* - R" definido por

f(xy,z,u)= (23:+y+§-,+u, X+2y+ z+uy zyu)

Se pide:

a) Hallar la matrizde f respecto a la base canénica de R*.

b) Calcular los autovalores de f.

* ¢) Hallar los subespacios propios (autoespacios) asociados a los autovalores de f.

d) Hallar si es posible una base de R* respecto a la cual la matriz de S sea diagonal.

&D‘A Wf&’ 8 4' v b~
: . | a vt g
PL00,0) : (2,10,0) NoR-ly 2 v
R0,0)= W200) | ¢ o ! ¢
. o 0 @
?(Lo.o)l“,o)'": Lb0)
52(0;0)0,&):' (L1000 |
Pl wwwiges ® P [AATV 0.
a2 4 44 2% A4 4] |
L I Y S B :(M)G@%@\}
e o A o J @ o =] dA)
] o ;_.0, O [-A |

f

LAY I¢ n"—;u%—,-»\] - (1}A§1[Az—ux+51:(M)l(A-n(q,g):

(3 I

LX- \ )3(?\ -3) —s Tolromio c;g‘roc%czig*%co« -

IF-2zo = Aed — ma@0=3 S Q-4 -0
' AQ: A = malP) = A

) Avoyecs ORES -

- XAQrd 4w =0
M= AN E o 97
Kec(A-NIY= |« 4 4 4 y i- g = ol
‘ C o o ofls g=Y -
o < ()] [ 5% @ /oé, -@ Iy

' SD«:P})(?‘“MMS& e x+9+u+ﬁzo%
A (S = dkra @ - (Fec . = 4-d =D o dim (Saust)
3—2@5 2, Jeckorns @ WL 0ases = 2 actoxctores

AA = ;\(i:"‘élél‘{{}léék’@; ”‘42033 CE;O;Q: ii}g

:%h‘
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/391: N A ,430,,0)%

D do. Lo cespecto de o coal o Ml cfociede o o opuisich (el e
&083(0& es a:tuoL&o J(e:m;»dak fof 05 autoveckaes de A L%h(o sepee coodo
la et N ccn c&&og:r\c_\}c&a)

Bk dicogralnabo xa. Ma(nA):3: M=) § Malare)=1= maw«%\
= la base 2= HA00Y, (e ,0), (10,0440 ,o)g = copalla
(&?e&o do o el (o ot ) es MGSP“CL& )
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SePﬁeﬂE"?’fe ?902 Sea el espacio vectorial real de los polinomios en la indeterminada x, con coeficientes
JETCICIO

reales y de grado menor o igual que 2, R, [x]= {ao +ax+a,x ia, a,a, € R} , V sea
F={1+x") p(x): p(x)eR,[x]}. Se pide:

a) Demostrar que existe n € N talque F esun subespacio vectorial del espacio
vectorial real de los polinomios en la indeterminada x, con coeficientes reales yde

grado menor o igual que 7, R [x]= {ao tax+-+ax":ay,a...,a,¢€ R}
b) Hallar una base y la dimensién de F.

¢) Calcular F + R, [x]. ;Se trata de una suma directa?.

) Demostres Q- existe un N F sea subes porcio de TR 03
Ralx1 = ,{ Qo + Ay X+ oor Qu Kk Ao,y -~ ,{;&g}é@é

F-= {Qi‘é*f@}?{_z} ; ?ixB*émgi?ﬁé = S( L4%2) (o, +a xs az‘ﬁ‘?’)éEjz*}

B N 2y a2 o s auxS e R TR
o, Q4 Az 6ﬁf“ Qo+ Ay + QX Qo X4 Ay X4 Ap X €M I}
Tf: ?5 &g (:6\'\,‘3\/\“%@ C{.’é C}l‘:{\fkomi@:a/ C«’Ei T”C*\AQ PLENG YT @ji {,&g}ii

len los 5‘13%?%(\1’6’5 Lees “’;ﬁi‘*@ﬁ;'stz
) B A el krmin
i

oA civico, Gue Camp

: & Ef\oi??é"ﬁéi/’i enbe coinad e
| S ce € %? cienlbe Cie % E ,, /
F/ ~2 Q4 vl weflcten’ da X coincick mjoef X9
- 9 emelicienle de XEoincidhe co ole
. 'y WS*QQM & C@%Ci?’ e 0 s X
) | e wectorial de R 2743
E} st e ? 25 Wrl Sk el g;wm{ o weAo ah oAt | & b
@:3 s §§'§ g;x;{

s . P . S o . ) ‘ z
€© Fg&»%x T%‘xzwg%;*%x“«v%x € F po¢ WmPiar 4 Z’jj

i g
- = ? PR ¥ LY oy =
Z s ) . =~ ¢y v IR LAS H
Vv g ¥l J ‘%2 - < ?3 £ 7 %’ SLTFRG e
N E Fa 1

’ ’ . % P 5
LV EF 3 ol 0 o, €R 2 pulw) = oo X v X, 3?‘0‘@?‘3“‘5’(1 Xﬁe";dg,"

P2 COEF 5 F (5o, 81,02 €2 p, () = B+ x4 32X 2X74() x5, x5

f?i () ?‘Z(‘X) = (Cﬁge’i"{s&a 'i"(,di ‘*i{%j) * >

LA ) R
Cdz“%;};i)")g% £§s*ﬁ&} ‘)‘3'* (?‘ﬁéﬁ’;) If"(fi {ii?iij\} %
SR PNV Y B P
(’;.mm?{e (@3 Lyres ?63%2{1’%@? = ?5@(} . ?2(M < F
2 Vkeln ; %g‘g’f{f; “rr, hplwS b

) ) ) v e e 2, b 4 &
POVETF o> Tty oty oty €T 7 Pixd = 0bo +0 X b ¥ 4ol x” 106 X 4 ol
) . . 2 .4 g £

coample Los dres ceguisitos =Skp(x) €F
= Poc S&\‘l&i‘? oncerse @y %«2} 4 52) %ncﬁmim@g qve

F es wun wEQS‘?&CEQ w’%‘(i?‘i‘é}f%&g de ?Rnﬁx‘j} ﬁ”ig
F < ﬁﬁg’*j ﬂ%&gfxz B

Fa Ryx] ¥n25 ; @éiﬁ]
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é) i%c:«iu&{ (FN gle base j é\é& *i"?’%:%?"ﬁfi:’ﬂf‘; ‘o

F= (a9 axa: ) €MRsd -

i

Qe C‘% 1%z éfRé
}oi\mmz;) = N 3

» ;“’ . \%;
f 5 po ww@f“%m; > damn (F)=
H

{og&éii—‘x)fc?\j CX+X )**"‘9\ CX?4‘L§)€’R ) G [Qs (A <R

¥

s

g,

Demasé—rgm@s F+ R,I[x3 =

che v oS Yo o

&XJ

/
i%

pew€F + R 043 ffr—f‘>3 r(weEF 4 F s €Mlxd: pix) = c(w +50%)

r(O-E€F = toecs, a TR - rexs = Aot Og¥ v+ X8 agxdy agx ra,xs
5(*)‘6@35‘3 «4}35 5 52 €M s = be+ byx “‘}32 x*

YR+ SE¥) = (ag + ba} + (e rbg\a*ﬁag%bz){?& agw}zfas Koy %5

rOosln SRsExIg (F0 €MR; [x3)
e

o) e s(R) = p (W i = /
(I) Ry0q e TR0

i

((ﬁﬂ‘} € Fa mzﬁ»"f‘z‘\
%) 2 s
Pex) = ole doty ¥ LK x booly KD oty X ey K
Fi?i) =

i?{@ + Sy = 4 X3 = 4"0{‘?}( i?‘#ngxfefzxzifdgxzw@(}*fL%&{% X;,Jdgx
g’s(x) =

ple R, &x3 = Folo, oty oty oty ol s € I

w5
(ﬁ’f?“’{%*‘”"fg" M Rt ***asxsj%féd”ﬁ%} (ﬁéwdw)ﬁi{% -=6)%’)
o L —
-

;}éc« ?!‘ w} wn E;e’fméf\% é?i“: };ﬁ mzfﬁl
) ?5"%?: 5@(@{,{ CR :olx) 2olovol ¥ vel, % LTI R
€ Fn Rplxl = - o € TPO) OOt X T N et
plv) 2 > {?ix}é'g £ T, Br€CRY plW= Go H¥ + 0,50
‘chﬂ&@ e’@%’\itﬁ?ﬁi@?ﬁ

?ig} PotD X+ x s OXHO ¥ “e Ox® olg = oy = oly =

€ %) = Slotois X b oly ¥i oly x> we}g 4.@.{3 xgj ;&?ﬂ%ﬂg

O => PUx) =0 cOX+OR+ O Ox 4 Ox

= PO = Opyrxd

é!f\{i‘?&ii?»&?‘?’*é‘"ﬁé”g ver gue st wn elemento pex) € FnR,Lx],
forzosamenle PR = ORI, bego FOM, 03 = ﬁ@ggms (y

Con ello conclm’i mos qv€ ?%@%émﬁ; es suma dicecta
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ETSI Telecomunicacién | Sea el endomorfismo £, : R® > R® tal que
Febrerc 2007

a a 1\ x
f(‘j (x}:xza X3 ) = AafT 2a 2a 2 Xy

3¢ 3a 3 b A

Ejercicio 1

Il

Segtin los valores de a € R, se pide:

a) Hallar Ker(f, ). Especificar una base de Ker ().
b) Hallar Img(f,) . Especificar una base de Img ().

c¢) Comprobar que v = (1, 2, 3) es un vector propio de f, y calcular los autovalores de f, .

d) Hallar, si es posible, una matriz P, € M, (R) tal que P A, P, sea diagonal.

) 5 gk, P . . 5 .
i‘%e;’?’g!x§é i} i{wxw Xy, %X3) = fi ié}
3
/ & o 40 {}m% o, a4 (Ry
j}? (X2, %3) = & 2o 2o 2 é‘: | = | 2o+ 2oux,4 2 M\}
30 30 3 *3/ Sk 3o X4 3 *3 /
5@“%&“?&2; “’?g} é LK, =0 Ky ’i*;g,}; ‘Zﬁ«k}‘é ‘rg{xag “*Z“?ﬂj 3¢ Oux, +3en Ky +3 %3 ) Y
. 3 5 .
%;“3 f’ii%sggﬁ - {{QVE}ME 5}55%} Kb
e j’x / § : , , y
Kee (Jo) = flecsx vy e (@ox TOX TN R xas 2w+ Ty Dourg ¥ 30ny 13X

= 56’“1’*2 X3} = (©,0,0) %

Ker(fa) = 4%, %, %) e R3: (AX, AN~ ¥y = 0, 2%y 20K, + 26, =0, SA%, - = ©
Ker (f@) - )j(xggyéég?;éEEI Ax, *Oxy+ % =0 §

ﬁzm{\kf’ffé%‘) = Aim (R3) - n®ec. §n9€g?c =31 =,

{

B ker (o = % [1.0,~0) , (0,1, -0)f
%..ij% T 1

3 (xéiggfggj (@\%ﬁyaxgﬁ ?63 ; ig%x:f&(z‘éfxxa?zﬁg ; 3&}&;*3ax? @3;(3)

z?ﬁiﬁg{l - {5‘3;; ‘msﬁ;}é@%i 23; =92=0,3%9s-93=0 ¢
Kim Q*’%’i%&f}; L= %lmgg%} = %ii’e [ 355‘
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@ &w&%@ gasg Fes gsg-é: j{a
: , oe=-> oo 4|
3a 3a 3-2

[E&A)(zm»» (3-3) « Ca* + Gal)-Balza-2) + alo-X) + zaé(sa_x)li@
' N = B> 2at
[ 3X-2eX s b2 N30 Ry Tt - [T8a2 - 9K - 23] = o

M3 (v )N =0 ;- 5\’2‘[} -3(cm;;)]x o

Audorale ces
De=0 - - mg =2
® O #£- | /
E-~4 {k)‘i’x 3@,\»{»@&\. wWig (Me)= 4

® o-=-i {X@:: o omg (Ne)=3

j( 1,2,3) = (3a+3,6a16, Dax ) = E¥éa+s) (4,2,3) => (4,2,3) es eX

C%&{@\;éc{‘&{ asoC i@\({(}‘ =y }gé = g’g [en v 4}

con G #F -1, Fowon My=3(acd mg (M}y%i , ™Mq(Xs) = 4 ma(>ed=m

Resumen iﬁ Vemos gee ma= g ca a* -4, A=dagenalie
T edp A=PDP . D=P AP

fol g P Hiene woing columnas

g‘%\&"‘%’@ \;/"‘ggii}{pﬁ gﬁ?i Mgﬁ%iit 5%;
o Ao =0 —t o lPel T 2, M L 2o} = & es olaciv { é % é}
a#F-L | ap=3lass) e malr)= 4, %’*""?}fi%&g}»’: 4 aTe s

. o= o~ 4 ‘2%@“’@ . méki-‘f‘g;;:g%, sﬁ§€?§®§zge
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ETSI Telecomunicacién § a) Demostrar que 4 € M, (K) es invertible siy solo si 4 no tiene autovalores nulos.
Febrero 2007 b) Sean f,g,h: E+> E tres endomorfismos del K-espacio vectorial £. Demostrar que
Flercicio 2 si 4 =0 no es autovalor de los endomorfismos go f y hog entonces f,g y hson
biyectivos.
¢) Si Ae M, (K) esuna matriz invertible, 4, 4,...4, sus autovalores y los S i Sa s Sy
autoespacios correspondientes, calcular los autovalores y los autoespacios de 47 .
%} Se Pt ce *”%} f‘iaﬁ( ? ey E:e af§ z‘zﬁ £ A Wg%gé lew el ok fﬁ xmgﬁ g?fz%,i‘ic:?yz

f& wye ? }sg‘{“ Gt f& Lo i {ene f-&@&%{’} t‘v*gf;% EEL PLAAL 5@5

A ne (n v’?{‘%i é i’?ﬁ P 53: é i f‘%%fg“;@ V’ﬁ&{éﬁ . ;}‘ =

Adiene A=0o o 1A~ XTdj =0

come audovaloc =2 cuple pasa = IA-OId|=0 = jA] - ¢ _w>&i‘\:,§ Z}i
X =0

Letdo ole aiérefiw &azfﬁ\wx\@e’fi& se siquen cumpliencle

({5@ ;YWQ?i%(“ X lon “/ %‘*«é{ém o @ Q?{ﬁm?éw 5_5;; (,,«f;},{é%g ﬁgéE{&ff%Qﬁ

Hemos ole F’m‘;’}f‘g‘ §~:‘er@ qve A no in w@s“@“g le & A= e &u by ;{@f gf@fl

f:s‘f; wgfjaavrdé o deet e que A tnaverl; L;{f &SN ne diene A=0O o eno
22) aite vale o

f%
. N y Eumjég i;%;“ Img j c:&refjgci
(gofhingectiva > 4 mj‘?"‘iﬁm < w% ’x@g

j eﬁ%’;’é a\g‘;:a {55?55(%:{‘

w

E}ifjg Sﬁé{§§eff§! Yo =5 g ;3(," j é,y(,-? v =5 :i,\fﬁj =
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&

§:~ E—=E =>chim g = oim M 4+ i m j_sz = Aim £=dimImf

b & = dim I g , :
¢ {

= =lm g - obirey gt
imi o j => £ 5 >t j So b gjz'(}\‘?”&.

3. 5__%5&,3 C«;X'im é £ C;-t&eﬂké‘*( ja«g Cj\gmjmﬁ

(}izrﬁ kes 3 =0 = kgéﬁ . iaé"g =2 | i”fj g{:‘ii\feﬁa

S

8 byl
43 gg%«&; CNTR

"}\@3 5%‘3{3&4‘ N i’\@j s;c;é; ?g*efglz v = )’\ Scéi“éj%? e‘»&i‘ Vew =>
= T (MY =E SdimTIml - dim &

W E — E &c;@rﬁ E= Am k’e’*fﬁ’?ﬂéi‘w& Ik = dim ﬁ{pgif\tg}

}{AQ’”{ h:gé?g é = j’\ ?ﬁ:}g,{;?\f‘a

b b be \3% f;Jh Ve

¢

g)ée:ﬁa >~L wn ww&“ﬁmfé?r &sofi‘“’\&cgc; \}‘é :

, i i -4 e -
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A
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ETSI Telecomunicacién | Sea (V,<, >) un IR -espacio vectorial euclideoy # y ¥ vectoresde V. Si |[.|| esla
Febrero 2007

norma inducida por el producto escalar <, > demostrar que.
Ejercicio 3
a) “17” = ”\7” siy solamentesi #+V y #—V son ortogonales.
b [+ + i~ = 2(Jaf +] ).

) “fz +V” :”17 —17” si y solamente si “17” y ”V” son 6rtogonales.

d) ”17 + {).”2 = ”17”2+ ”i)‘”2 si solamente si % ;V son ortogonales.

CL) W 2B = G 4 L-T = o({g@:ﬂ&(ﬁ&.

< AT, w-0Os = <3,d-0>+ <6', E—S‘) = <« O0L0 > +<&,‘6> ~\—,<L?,\1>1- <G4
P.oun V. LneAL
Q -0 SO < S, C __1-‘7-')\’&
= 20U - cE0> + QT o=~ ST > = «@,U> -=<T,T> =l -0
AT ZT
[la 1= <o S
=a s 20,05

_ = — . L —_— — -
— <W O, a-G> = (wd - S0 B, <G4T, =T > o e Tt T g

<> (= \\Gn? <= Wl = £UT1l Deceaito o sofa 3 >@_(g§m/moﬁ
. =0 S\Qﬂ?ce =Q.
Rtoko, <048, 3-Tx =0 c= (ay=\Tl Jes decti O4S, U-G oV tagonaes
= Yy B o \ml sl

- 2
B hwots qu-ol? < 2 Tuun® + wou?]

Dol = 2040, uHO > = <U > + U0 >+=T > €£0/0> =

< US> +<T, O + QLU TN
S o= = u> -2 0> - =0, U S >

Nuw-o ik = =u-0, -0

e UUs + 20,0 — 22U >
e L > U U 4200y — 20>
Wuasn? apu-opl o 20,054 =5,0% + . !

e ~anstt = 2 (ludelod ) cad .

-~ D LUMD 4+ LG > =
<) flu4ol = t\‘ U~ = g o sn cs(togcr\atn&.

Demedvores en e apactads ©) que 1o Moo, & et dementoy & Q. e
6‘\@0&3&_ . woma. Ao esos  elomontes e&o\’cogoxmatg(eg\a.a\ '
el a¥o o), Lo anlenol W: WU = BT =S AU 20 ortogenal

o= & Joof (as, .
LafoEny 3 {Q%Qm S
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Sea la funcién f:Z3 — 7] tal que f(x,y) =(x+y,x,x,y,y) ysea g:7Z; —7Z la
Febrero 2008
Ejercicio 1

aplicacién lineal cuya matriz respecto a las bases candnicas es G = . Se pide:

LT e S vt SR o R Y
bt ek ek e O

a) Demostrar que f es una aplicacién lineal.
b) Hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas.

c) Calcular Ker ( f ) e Im( I ) y especificar sus dimensiones.
d) ¢Existe alguna relacién entre Im ( f ) e Im ( g) ? Razonar la respuesta.

k4

g f;jw h

ge& T (ng éga m;)u?{@}' 5{?@{3}‘” f_”‘?gﬂzﬁ K, R T ?}
Seev v ?":{“j}'é %-»3 = 5‘:@ :‘j&f‘z) {%””‘j % "ﬁf}*,j}

é&&@f\;} = (xiﬁx; j 3 ) - Sf{,{%g‘») P é?(x%gf j.ﬂj j :(Xﬁ(&iﬁj?i )é.«%»}gfg e,

4

j laasyu) = giv{} +§€ v) c.g.do DAY 23“3;}
by (k= K flay VYVkem yVoezz
Ve () €27 > W = Ku,j) = ( Kx K§3 )’(Kv) = 5 Kx, 3}
= (A% %%3; Kx, Kx, K(’X*i—){; {xgﬁj;j) k f{&:})

= Kk Jlv) = Kﬁ(v—) ~fzm:) wgzg g VKER <o,

&; ;“%m%;g@{ Len ?”E’%&:"gfé:g

Esprcio e ;{«iif?i@

RBase candnice, ohe

, Q
4% a@@ma@\ ﬁ E*i;i:

2 colbumne.
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Swus Aupmensgiones

&L

Ogys | =

i

(g€ 22§y =(o0,0,00) ¢ =

[(x9) € Z 2 s (xvy, %, % Y.yl =6, 00,001 =

i}

})E%éwﬁ € Z; . aé@t}::{;; *=0, X =0, 4=0, Y =0 {

%e{{jf} ﬁ{x,j)ﬁg‘z - ZS::C:»} = k?w{g}:%ééfﬁ)} =3

=3 i my@c}%m =5 Efw«

7%

£ P . £t
;;v&éf*%{ﬂ; ?xm{ o conlentdds en ey oL ’»ﬁ’fa’f (e gw’* g

;Jﬁésw et gvel llos

g: ¥t %?i%

-

¥
LA S oot

g;é?%”%" éf_‘;»w%g;j “‘*>’2' C}«#Ci%ﬁ%irmif}

Ljii(ﬁam (xm (§)) = 2;;7

(x9) — (¥+y, x’,,xyﬁgg? |

Fer tf) = 4w, Wz, Wy, Wy, V“s)“*é Z‘:? P Wy Wy = O W - W =0, Wy - W2

{i "’&gig@{*}éﬁ erive Ziwsff} € J’méi}
?’j»’ 2‘55 = Egﬁ
(x,4) —> (

i ©
o i
C %
i 4
A

j f:.: X, 9,4, X“ﬁjry%fﬁ}

gi? wg!(cc; (1,4),© 0, (.01}

dm(§) = 35@63 Jie s, jizsfc; 55@@}{;
Imtg) = igsﬁcc{:} t4,0,0,4,2), (1, +,4,00), (o, i, 4, 3, 2) §

Ew%{‘i} = %%5@,@3 ?ﬁiﬁ?f?}g 35;&@% 535,2,;«;.;%5

%{Qé,@é@g@;{?}; {{:}; i, , i ijf (i;g};% i; i}, { if i, 4, QQZ}{

1

Im f&‘{}

%

m {E; :’3 jm éﬁ}
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Sea f:V —> W una aplicacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita tales
Fefrero 2008 | que dim(V)=ny dim(W) =

Ejercicio 2

Demostrar que f es inyectiva si y solamente si existe una aplicacién lineal g:Ww-T

tal que la composicion ( gof ) :V' =V es la funcién identidad.

L g

j i.f —> %ﬁj %? Zﬁj iwm\w> %L} ; (e 3} L?”“T}* ER

Sousr

C;ﬁ?ﬁ (%;3 = *j} W -
géu (58 (%}v)} =L )

Se {ra{& e oiim&?i{f’é{ e doble i‘m?ﬁ{v‘(\ cn, asl cs g

‘?’i‘g,meU> cadeo wune di lecs EV"\?g(‘{(/{(E@r‘*&g de jbgm& g{;?;g“@gg

() imj@c wee => 1 g WU | (3@5} = Td

3»«-@ deato, ok limestear (a exislencia ok 1Y) fwﬁm@ﬁ
de modo g mestio ok J€eh vo es  constirul e

,‘g}\& cﬁ g(/i’g:\ j@tﬂ\ YR
i
Poren Qéig“ﬂzf ?if"‘f’mﬁ@ﬁ& (a c«&gfsg&z&&r

?Qﬁ %m{g CA ﬁxeﬁé&ﬁ{?:} nes iaﬁ.*f»cag;a o A é,,,wﬁﬂn\gw&r s

‘(%" e gﬁfiéﬁfeévéiﬂ la cuod se congd oy ¢ s &g?éﬁ&?@@{‘
columnias les tvndqenes de (os ele f‘i’i@ﬂ‘i@ﬁ: A cng,
})zﬁi\i@ ;;ﬁf? W {fﬁ*»&%)mic; esféx &«:‘ag &:;\ aﬁg f}) ﬁs‘ ?mﬁ‘s ééﬂﬁr@mﬁg

solucionode el pe chlema cuands a&ggg{{ma CMES e

#
ea"(Pe{fl’a (5;;,?

a (g ol m&::*g ‘e

b&5€ C'}ié W 3 OO Toa moes (6‘&5 :rdé”ijﬁfzg; ?@i 3 &“e*%@g:ég
los leneales e dlcha base. : ,

§~ ci‘\m CV&}}: U e Las L:cas‘@s de W tienen m éireswn‘ilﬁzs
# S; V— W => dim (V)= dim (k’.er{g’)) + ohim (Em ) = Mm (Emfl)=
e A ¥ i S

T S
n N o o , Las bases Je
\%'m 3@:{3&«5& = Keg ( §) = Oy = A (Ker (fi) =0 Im Lienen
n” elementes

) , ! =5 £ iYL
im§@w ;

base e W«?ﬁtﬁeg?éa es f;z_ g%ﬁmé‘ f@iiL%’»’
Lud g

2 - - .
{ %5“;“‘°f E}‘?’f??‘i'*a‘ii “onr ?j‘m g
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Sea (Rz[x], <, >) el espacio vectorial euclideo de los polinomios con coeficientes

Febrero 2008 . 5
Ejercicio 3 reales y de grado menor o igual que 2, R, [x]= { QG tax+ax iaya,a, € R} , con el

1
producto escalar <p(x),q(x) >= fp(x)g(x)dx.
-1

Sea la aplicacién lineal D:R,[x]— R,[x] tal que a todo polinomio de R,[x] Ie hace

corresponder su derivada.

a) Obtener los autovalores y autovectores de D y estudiar si es diagonalizable.
b) Encontrar una base ortonormal de (Rz[x], <, >).

Dt é@%zf,:x:} e E:Ebz\g;i!&j

?U&} ,2 <3 => 1 Reg, Gy, A, TR - 3?5'@? T At Ay x4t
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e
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a) Hallar todas las matrices 4 € M,_, (R) tales que 4° = 4.

Junio 2008 . X
Ejercicio 1 b) Demostrar que si f:C* = C? es un endomorfismo idempotente entonces

solamente 4y =0y 4 =1 pueden ser autovalores de f .

Ay See Ae M, (RY=> T abcdeh . a- >2)

S A2 A s {Q{ (@\C%)
(034- 1361 &i‘bé L}C{ (c}\ 5) 0{?@55: = o Cec. 4)

ca+de C;b{“@ib'i < o &= b(@*ﬁﬂw b (ec 2}
(xc‘g“*dj = o {ec.3)
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(ec.2) - olard-1) 20 _ cese@ b0 =»(aid- 1) =
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:ﬁ; 51 b#to = fj( = § O
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b 7 afi-d 4
@ b= 5 T4
2 =O =2 (ecd) =5 al- o waco s
fec. ) = C?i?: (sE 5 ?‘M i
- TP =0 ¢ C{::i
@D az0 (s
8 - 2 C-B) ’ S P
%ké e ) clea éﬁ\} <, C(Q¥C§~&}«1’wc}
b =g Q4G - gL P C=Q ]
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Sea el subespacio vectorial E = {(r, ¥, z) eR:x~2y=0,y+z= O} del espacio
Junio 2008

Ejercicio 3 vectorial euclideo R’ con el producto escalar habitual. Se pide:
P P

a) Obtener una base ortonormal del subespacio ortogonal a E .
b) Hallar la proyeccién ortogonal del vector v = (1,2,3) sobre el subespacio E .

Ez{(x,g“aeﬂ%?’: x~2t)::O j %+Z:O}

Vamos @ hellas & sdeespecio ottegpnall a E ()

€= {0y, 2) = UeR®: ULE b= { (xy,2) =UER? {<uv> = O YueE |
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= dw@E)= 32 — Aaw@)=A e\jemém:s ce ure. g
e €.

((QS e de € tWenen on aeuwendto
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AILCEY) = diua(RY) - i (8) = dwED =2 (I boss de E* kot
p MC. (Tt 9 elweutos)
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= B_=(2.4 1) = 8 cleweutos (xy2)=uef qe w0 o s
- & (24.-4) S0 acpellos Qe complew

L(xY.2), (2,4-4)> =0 ; & deur, sahisfacou

e los daneutos clogoneles &, LS denauros (e )=uef e
S\

.U ose de £ NP Ix+ -2 =0 L0 ]
0&‘%0%0'0&923 e todes oS
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M E'=4xy 2)zueR? 22 =0 4
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55‘}“ = 4(0/’{1’{) / (/I[Oiz)}
e I
% &
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Test-A 4 de febrero 2009
APELLIDOS: | T L UL P L L P PP PP T T ]
NOMBRE: [ [ [ [T VT T T PT IT T TTT I oNel [T T T

A s 11
‘e , g . ‘s . Aciertos — Fallos .
Atencién: Marque la opcidn deseada.  Calificacidn: mix ( 0, z 40 minutos
8

I.—E Sea K un cuerpo commutetivo. Si P € Muyxn(K) v PTP = Id,, entonces m > n.

2. E Sea (E. < .>) un espacio vectorial euclideo v G un conjunto de vectores de . El proceso
de Gram-Schmidt aplicado a G produce giempre una base ortogonal de E.

e - - — . . . , . P «
3. X FjSea V, ¥V # {0}. un subespacio vectarial de un espacio vectorial euclideo de dimen-
sién finita, £. La proyeccién ortogonal scbre V. proyy- @ E —— E, es un endomorfismo
diagonalizable,

4.- g 8i A, B € My(R)v B = A® entonces el polinomio caracteristico de B es el cuadrado del
polinomio caracteristico de A. Pg(A) = PZ(\).

5‘—E E Seann.p e Ny A€ M,[(R). 31 A € R es un autovalor de A ¥ A7 = 0, entonces A =0,

6.~ E Si f: E—— E es una funcién lineal entre espacios vectoriales tal que Ker(f) { 0 } ¥
Ker{f)& f(E) = E, entonces para cualquier base B de E, la matriz de f respecto de B,
ME(f). tiene alguna columne nula.

-

7.- X @ Si A es una matriz diagonalizable. entonces A? también lo es.

—

N —
8. @ @ Sea la matriz 4 € M,{K). El sistema AX = b tienc sclucién tnica para cada b <
Manx1{K) siy s6lo si el cero no es autovalor de A,

9~V g Si B es una forma reducida de Gauss de la matriz no nula A4 3 0, entonces las columnas
pivote de B son una base del espacio columna de A.

10.-‘@ E 3i K es un cuerpo conmutativo. n € N. A € My (K], A es singular. b & M (K) v

b # 0. entonces el sistema de ecuaciones lincales Ab = X tiene solucién tnica.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 4 de febrero de 2009
APELLIDOS: [ [ [ ] [ T I I T I I I T [T T I 1T T ITTTT]
NOMBRE: [ [ | [ [ [ [ [ [T T[T TTITTTT] N[ [T TT1T]

Puntuacién mdxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Si k € Z, el conjunto de polinomios en la indeterminada z, con coeficientes en Zy y de grado menor
o igual que k, (Zg)ilz] = {ag + a1z + -~ +ayz¥: ag,a1,...,a; € Z3}, es un Zy-espacio vectorial.
Sea la aplicacién f : (Zg)1[z] — (Z2)s5[z] tal que

flag + a1z) = (ap + a1z)(1 + 72 + z4).
a) Demostrar que f es una aplicacién lineal.

b) Hallar la matriz de f respecto a las bases By = {1,z} de (Z2)1[z] y Bs = {1,z,22%, 2%, 2%, 25} de
(Z2)sz]-

c) Demostrar que f es inyectiva.

| d) Calcular f~1({1+z + =5, 14z +z2 +z°}).

e) Hallar p(z) € (Z2)1]z] tal que f (p(z)) sélo se diferencie de 1 +z + z2 + 23 + z% en un término.
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 2 4 de febrero de 2009
APELLIDOS: [ [ [ [ P [ [ [ T T T T T T T I I T T IIITTT]
NOMBRE: | [ [ [ I [T [ [T TTT I TTTTT]ON:[[T]]T]]
Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sea B = {V1i,...,Va} una base del espacio vectorial E de dimensién finita n # 0 y sean f y g dos

endomorfismos de F.

a) Demostrar que si los vectores de B son vectores propios a la vez de f y de g, entonces fog=gof.

b) Suponiendo que los vectores de B son vectores propios de f correspondientes a los valores propios
A1, .. -3 An, todos diferentes entre sf, y que fog = go f, probar que los vectores de B son también

vectores propios de g.
B=4U.. Wy eoaloase e € [dmE)-w+0|
f e~ E (ophcoadie diueal)  eudomotfiswo
q: €~ € (opicndidu uead)  eudomcefiswo

)V, Vi Yy Ve popios Qe f 49 = Toq= %Q—F
Se 4sato. de RUWERaS @ igoldod eukre AR TOUGONES, f xde%tose
COMS sieudo | P Seuplo ;PR capes e N‘Bi.\’l‘a esoctada
eto qe o WOXTE - Oxeiodo. & @do. una. Ce elos tiewe poc
clontas @ 008 wac e 03 cmu@mentes, e uno. o= de
olido. | teuenucs aweae fondones el & wuisuee. S

J

e sdsfoce (%.;F\C\Jc\: (Fo%\(\k) VVER.

D R=AV L Ul S e ge ce & =
Decy tepecto Ce G0 B s i
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ot EVE B=lu, vl s lee de € = )
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Awbos waknces seroly o, WUSWA st (Foq) (Vi) = (opf) (Vi) =4,
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s V= Q‘F\ eSto coli UQ‘C@E- CCXO"F\CU\.\ (FOCS ¢
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3 , 4 de febrero de 2009
APELLIDOS: | | [ [ [ [ [ [ LI [T T T I T T T TIITITIIIITITITIT]
NoMBRE: | | [ [ [ [ L[ [T TTTITTTT]IoNe[ [T TIT]

Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

El conjunto R[z] de los polinomios de una variable, z, v con coeficientes reales es un R-espacio
vectorial. Se define la aplicacién <, >: R[z] x R[z] — R tal que

n m min(n,m)
<z zw) S
i=0  5=0 k=0

Se pide:

a) Comprobar que <, > es un producto escalar en R|z].

b) Demostrar que Vn € N <z" -1, Z ﬁjzj> =0 siy sélo si fy = B,.
=0

c) Hallar un conjunto ortogonal —segiin el producto escalar < , >— a partir de {z-1,22-1, 23~ 1}.

rin (n,m)
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 . Test 1 de septiembre 2009
APBLLIDOS: [ [ [ T [ [T [T T[T T[T T T I T T TTITT[ITT]
NOMBRE: [ [ 11 [T [T 1 T T 1T T T 11T T]ON[[[T[[TT]

2(Aciertos — Fall
Atencidén: Marque la opcién deseada. Calificacidén: mdx {O, (Ade O; OS)} 40 minutos

1. Si p, g y r son proposiciones, entonces

(PAGATIV(DPAGA=-T)V(DPA-gAT)V (pA—gA-T) <> p.

&

_..}
Si K es un cuerpo conmutativo, n € N, A € M,(K), A essingulary b € M1 (K) — {5)},

_._)
entonces el sistema de ecuaciones lineales A¥ = b tiene solucién.
3. Sea (A,~+,.) un anillo. Si z,y,z € A — {0}, entonces

TY=2Y =>T =2

4. La suma de los subespacios de R* :
S1={(e,B,0,0):a,€R} v Sa={(7,0,0,8):7,6 € R}

es directa.

5. Sea F un K-espacio vectorial, T C E'y veT.

VeL(T-{V}) = LT =L(T-{}).

6. . Sea {H,E%, . un} el resultado de la ortogonahzamon por Gram-Schmidt del conjunto
{vl,vz, . vn} El conjunto de vectores {ul,ﬁg, ... ,uu} tiene algin vector nulo si y sélo si
{vl,\Tz), .. vn} es ligado.

7. Si las matrices A, B € M, (C) son diagonalizables mediante la misma matriz invertible, P,
entonces AB = BA.

8. Si la multiplicidad geométrica de todos los autovalores de la matriz A € M, (C) es 1, entonces
A es diagonalizable.

w

La matriz ( cosa - sen a) € My(R) es diagonalizable para cualquier valor real de a.
—sena cosa

10. Si U y V son dos subespacios vectoriales del K-espacio vectorial euclideo E, entonces

UeV=—UraV
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 1 : 1 de septiembre de 2009
APELLIDOS: | | [ [ [ T[T T I T T T T T T T T T T I IIIT1 T
NOMBRE: | | [ [ [ [ [[JTTT T TITTTTT]oNe[ [T TT1]

Puntuacién méxima: 2 puntos Tiempo estimado: 30 minutos

Sea la aplicacién lineal f : (Zg)? — (Z2)* tal que f(z,y,2) = (z,z +y,y + z,z). Se pide:
a) Hallar la matriz de f respecto a las bases candnicas de (Z2)® y (Z,)*.

b) Demostrar que f es inyectiva.
c) Calcular Img(f) especificando su dimensién y una base.

d) Hallar la matriz de f respecto a las bases B = {(0,0,1), (1,0, 0),(0,1,0)} de (Z2)® y B} =
{(1,0,0,0), (1,1,0,0),(1,0,1,0), (0,0,1,1)} de (Z2)*.

[z — (2"

(xg,7) —= (29472 2

| 2 ; PN
0\)[&\ m&i{‘}? asociadka & % ces cdo o la base w@nénic
C‘S\e (Zz? es
3%colnmao - (5,00} = (i{é_,g§f€§;}‘
2% columae : ?5@ g0y = (o400 M) =

3% colomne: Y(0,04) ~(9,0 4 L)

QQ?C@{&W¢§ civ;\q @,gg i{g\ga\;é}{{ con Z& = 66}/ i} , eﬁ t‘@ (@ |
T e € g A1 O los mf‘)ﬁfﬁé}g. 141 =20
(e ?{ﬂﬁgéﬂ‘&ﬁ\ (os P €es j e,‘ > V ‘&Q ;
o Lo. modci onlerior e lo cferido o las sEs
en el @\?”ificz« %3 cambiara.
% es in éé:;‘gt\i Ver  comp (o ba renos

i
1
o

e}

O oo g
[ e W+

coanG P CasS ;

b) Pore ‘Jamoshean g ! 9
3?*@% LA ngti'{fé, es e\ cedo,

Kert 1 })(xfjgré}éﬁzg}éz fwg}z}x (o, é,q@‘)é - )

= ) (69 ¥ e(Z)* (v, vy, 9437, @)= (00000 =

= Ao, 0 Q(ZY XE 0, M g=e, §rE=0, 220t =
- (v g R) £(ZP X =0, §=0, € =0t > Ker ()= J (000}

i
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1 Ejercicio 3 1 de septiembre de 2009
APELLIDOS: | | | [ [ [ [T [T T T T T T T T I T I IIITIIITT]
NOMBRE: [ | | [ [[[TT T[T TTTTTIT T oNe[ ] I TTT]
Puntuacién médxima: 2 puntas Tiempo estimado: 30 minutos

Sea § = {fi(z) = €, fo(z) = 2%, f3(z) = 2%3*} un subconjunto del espacio vectorial real de
las funciones reales de variable real F(R,R), sea U = L(S) la variedad lineal de F (R,R) generada
por S,y sea D : U+ U la aplicacién lineal que a cada funcién de U le hace corresponder su funcién

derivada:

D(f(z)) = f'().
Se pide:
a) Demostrar que S es una base de U.
b) Hallar la matriz de D respecto a la base 5.
c) Calcular Ker(D) y Img(D) especificando una base de cada subespacio.

3

d) Obtener los autovalores y los subespacios propios de D. (Es D diagonalizable? %das oY -3

Q)

PE S

5o 1, xe

#

D¢ mogt con temos qve S es base de A (espacio qeneado po T
los lementos de S o sea, la voriedod (Taend ol €) cmando
Yames qve S es wun sisbema (ibre gqeneradleor Ae (.
Qve S e eneradoc o U«: es evichinte (S es @ﬁé@@i@f
dul espacie” gre genern @ qve (amamos LY. Nos falla
w S es (?so“f’f'”’,@ébcx?& lo cook %?gﬁgwg

6?”1%?’%@@5 e J }
le mentos %%ge?ﬁ’ j
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P es%ml mos lene( oS egc::s&zx S mxﬂ@% .
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