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TEMA 1: LOS NUMEROS REALES .

1.1 Cotas de un conjunto

Sea A c R, un conjunto cualquiera de nimeros reales.

¢ Cota superior :Todo niimero real mayor o igual que todos los elementos del conjunto 4.
e Cota inferior : Todo numero real menor o igual que todos los elementos del conjunto 4.

Supremo: La menor de las cotas superiores, si existe.
Infimo: La mayor de las cotas inferiores, si existe.

premo si éste pertenece al conjunto.

Axioma del supremo
Si un conjunto 4 — R esta acotado superiormente entonces el conjunto 4 tiene supremo.

Axioma del infimo
Si un conjunto 4 — R esta acotado inferiormente entonces el conjunto A tiene infimo.

1.2 Cardinalidad

C al de un con.]unt}ores su niimero de elementos.
Dos conjuntos tienen el mismo cardinal s1y solo si se puede establecer una biyeccién
entre ellos. En este caso se dice que son equipotentes.

e Un conjunto es finito si el unico subconjunto equipotente con €l es el mismo.
e Un conjunto es infinito si es equipotente con algiin subconjunto propio.

Un conjunto tiene cardinal infinito numerable si es equipotente a N.
N, Z y Q tienen cardinal infinito numerable.

Un conjunto tiene cardinal infinito no numerable si no es equipotente a N.(y no es finito)
R,R-Q y C tienen cardinal infinito no numerable (Potencia del continuo).

ey Pt Lics TR .
-0 = G = drcar enales

A

1.3 Estructura de R

e Laterna (R,+,-) tiene estructura de cuerpo donde las operaciones internas son la suma y
productos habituales.

e Ademas la relacion de orden (<) entre nimeros reales es “compatible con la suma y con
el producto”, lo que se expresa diciendo que R es un cuerpo ordenado.

e Entre dos numeros reales cualesquiera existen infinitos racionales e infinitos irracionales,
lo que se expresa diciendo que Q y R —Q son conjuntos densos de IR .

e Los numeros racionales e irracionales estan tan juntos unos con otros que es imposible
escoger un intervalo en la recta real que contenga Unicamente nimeros racionales o
que contenga Uinicamente niimeros irracionales (salvo que el intervalo est¢ compuesto

por un solo punto).

e El conjunto R=Ru {+oo,—oo} se denomina recta real ampliada , donde —o y

+00 son dos simbolos (no son numeros).
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1.4 Otras definiciones y propiedades de R

e Propiedad arquimediana: Vx,yeR x>0 3dneN / nx>y.

¢ Principio de encaje: La interseccion de una sucesion de intervalos encajados cerrados es
siempre distinta del vacio.

e El producto de dos niimeros racionales es siempre un nimero racional.
xe@Q
yeQ

e El producto de un nimero racional, distinto de cero, y de un numero irracional es un
nuamero irracional.

}2.’(}16@

xeQ {0

JeR-0 } = xyeR-Q

¢ Sin embargo, el producto de dos numeros irracionales no es un namero irracional (por

ejemplo, V22 =2€Q ).

e Método de inducciéon
Sea P una propiedad que pueden verificar todos los numeros naturales. Hacemos:

Base de induccién: verificamos que la propiedad P se cumple para 1.

Hipotesis de induccion: suponemos que P se cumple para n.

Paso de induceion: verificamos que P se cumple para n + 1 teniendo en cuenta la
hipotesis.

Si esto sucede asi entonces podemos afirmar que la propiedad P se cumple para todos los
nameros naturales.

B x st x=0
e Valor absoluto: |x| =

-x si x<0

Propiedades: i) | x+y| < |x|+|y]|
iy |x-yl=|x|-|yl
iy |x/y|=|x[/lyl si |y|#0
w)y |lx[=|yll <|x-y|
V) |x|<a & —a<x<a

-1 st x<0

¢ Funcién signo: sign(x) = |——|= l—x—l también sign(x) = ¢ 0 si x=0
x x

1 si x>0

e Parteentera: F(x) = p €Z /| p < x < p+l1

e Partedecimal: dec(x) = x — E(x)
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TEMA 2: LOS NUMEROS COMPLEJOS .

2.1 Definiciones

¢ Un nimero complejo z es un par ordenado (a, b) de nameros reales donde,

b=l arte imaginaria de
¢ La unidad imaginaria (designada por i) es el niimero complejo (0,1). Ademads

tenemos que
e El afijo de un complejo z es el pun:

.del plano cartesiano de coordenadas (a, b).

2.2 Formas de representar un nimero complejo

. Forma bin6émica:
e Forma cartesiana:
Forma polar:

Forma exponencial:

Para pasar de una a otra forma hacemos:

var+b?

6 = arctan(b/a)

{a = pcos@} _
= = . = z = a+bi
psind

Forma cartesiana a
forma potlar

Forma polar a forma
cartesiana

2.3 Operaciones con nimero complejos

@ +8)+ (@+h) = (@ +a) + G +b)i
Multiplicacion:  z,-z, = (g, + bji) - (a, + bji) = (aa, — bb,)) + (ab, +a,b)i

Suma: z+2z

2,2, = Py Py =P Pose

o a a b .
Elemento inverso: z = = —S5——F5 - ——1
a +b a +b
-1 ~1
27 =(p ),

et j e AP T v Flend L (
2.4 Complejo conjugado Z xSt de 2

Forma cartesiana: Sea z = a + bi, su complejo conjugado es

Forma polar: Sea z = p, , sucomplejo conjugado es 2 P
Propiedades: i) z,+z, = Z + Z. = r Z
1742 1 2 /}/)f
i) 2z, = 72, ’Té" e E
- ~d
fif) z = z o,
_ _ ? = \;&
. _z+Z _Z=Z  Lp . B
iv) Re(z) = = Im(z) = — &=
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tiene n raices enésimas

Tomaremos siempre
esta férmuia como una
definicién
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2.5 Modulo de un complejo

Sea z = a + bi, llamamos médulo de z al namero real no negativo |z| = va’ +b’
Propiedades: 1) |z|=1|Z|= /zZ

i) [Re(z)| <{z| , [Im(z)] <|z]

i) 2z = 2 (si z20)

|z]

vy |z]|2 0 VzeC, ademsas |z]=0 < z=0

v)  laz| =lallz|, aeR

vi)  |z+z| <z + |z

2.6 Potencias y raices
Sea el nimero complejo z=p,,

Formula de Euler :

Propiedades: i) e”-e” =e™”
i) e*#0, VzeC
i) SibeR, |e¥|=1

2.8 Logaritmos complejos

Todo complejo z = p, posee infinitos logaritmos de la forma:

Lz

Liz| + i arg(z) + 2kni

2.9 Potencias complejas

Sean z y w numeros complejos,

Zw — esz
Propiedades: i) z"-z" =z"""
aa w W w
i)z -z, =(2;-2,)
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2.10 Algunas cuestiones de interés

e El conjunto de los nimero complejos con las operaciones de suma y producto
posee estructura de cuerpo y lo representamos (C, + ,-).
e £ naesuncuerpeerdeﬂad Esto quiere decir que, dados dos niimeros complejos

z,,Z, € C, no se puede decir cual de los dos es mayor que el otro. Dicho de una
forma grafica, no existen los simbolos > 6 < para los nimeros complejos.

2

s leilz -Z|yi|2
i=l i=1

® Desigualdad de Cauchy-Schwarz :

2.7,
i=1

e Es conveniente manejar con soltura las potencias de la unidad imaginaria i :

y en general :

e Interpretacién geométrica del producto de dos nimeros complejos:
El producto de un niimero complejo z por otro complejo w de modulo unidad se
puede interpretar geométricamente como un giro en sentido antihorario del afijo de
z alrededor del origen y con un angulo igual al argumento de w.
Si w no tiene moédulo unidad ademas del giro se produce una traslacién del afijo
de z.

e Interpretacion geométrica de las raices n-ésimas de un niimero complejo z:
Los afijos de estas raices son los vértices de un poligono regular de n lados y con
centro el origen. Estos vértices se encuentran situados sobre una circunferencia de
centro el origen y radio la raiz n-ésima del médulo de z.
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TEMA 3: ESPACIOS METRICOS Y TOPOLOGIA .

{ 3.1. Conceptos generales

Definicion. Sea X, un conjunto no vacio, una métrica definida en X es una aplicacién

d: XxX—>R talque:

1. Vx,yelX, xzy < d(x,y)>0

2. Vx,yeX, x=y  d(x,y)=0

3. d(x,y) =d(y,x),Vx,ye X

4. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z), Vx,y,ze X

Definicion.  Llamamos espacio métrico al par (X, d) formado por un conjunto X no
vacio y una métrica definida en el mismo.

El centro de la bola . or . . .
siempre pertenece a la | Definicién.  La bola abierta de centro a y radio r es el conjunto

bola

La esfera de centro a y radio r es el conjunto

S(a,r)= S, (a)={xe X / d(x,a)=r}

Definicion.  La distancia entre dos conjuntos 4 y B no vacios de un espacio métrico X
es el nimero :

d(4,B)= inf d(x,y)

Definicion.  El didmetro de un conjunto 4 no vacio de un espacio métrico X es el
nimero :
6(4) = sup d(x,y)
x,yed
Definicion.  Un conjunto 4 esti acotado en el espacio métrico X <> su didmetro es

finito

Proposicion. A X esté acotado <> Vx € 4,3r >0/A c B(x,r)
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3.2 Conjuntos abiertos
Sea ( X,d ) un espacio métrico, sea 4 X .

A es abierto si se puede expresar como union cualquiera (en niimero finito o infinito de
bolas abiertas).

Llamamos topologia 7, , a la familia de todos los subconjuntos abiertos de un espacio
métrico.

Propiedades.
e Xy son abies

e Launién de una familia infinita de conjuntos abiertos es abierto.
e La interseccion de una familia finita de conjuntos abiertos es abierto.

AN 4
Conjuntos cerrados X “ &}
ot

Sea (X ,d ) un espacio métrico, sea 4 C X .

A R
Propiedades. - 'f"’

s Xy @ Tal
e Launién de una fanuha finita de conjuntos cerrados es cerrado.
e La interseccion de una familia cualquiera de conjuntos cerrados es cerrado.

Un entomo no tiene ElltOl‘llOS

que ser obligatoria-
mente un abierto .
Un entorno ¥ de un punto x € X es todo subconjunto de X que contenga al menos

un abierto que a su vez contenga a dicho punto x .

Al conjunto de los entornos de un punto lo llamamos ¥ (x).
Propiedades.

e SiVeV(x) = xeV
o SiVeV(x)y VcU = UceV(x)
o Sia,beX,a#b = IVeV(a) y IUeVh) /| UnV =0

e Toda bola abierta es entorno de su propio centro (entorno esférico).
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3.3 Clasificacion de puntos de un espacio métrico
Sea ( X,d ) un espacio métrico, sea A X .

' a € X esunpuntointerior a 4 < IV (a)/lV A=V
Es necesario que : HV(a)/VCA

ae A o
dr>0/Ba)jc4

E . . a € X esunpunto exterior a 4 < W (a)/VNnA=D
S necesano que :

ag A F(@)/VcX-4
350/ B(@) A=

a € X esun punto fronterade 4 < VV(a)/VNAzDAV (X -A) =D
VYV(a)/VcAAV cX -4
Vr>0/B.(a)nA#DAB (@)N (X = 4)

a € X esun punto adherentea 4 < VV(a)/VNA#D

a € X es un punto de acumulacién de 4 < VV(a)/(V - {a}) NA#D
Vr>0 /(B,(@-{ah)n 4=

a € X esun punto aisladode 4 < TV (a)/(V - {a}) NA=D

Conjuntos notables

Conjunto interior de 4, A° = Int(A) es el conjunto de los puntos interiores de A.

Conjunto exterior de 4, | s el conjunto de los puntos exteriores de A.

Conjunto frontera de 4 es el conjunto de los puntos frontera de 4.

Conjunto adherencia de 4, | s el conjunto de los puntos adherentes de 4.

Conjunto derivado de 4,
Conjunto aislado de 4, A s(4)

Propiedad
Siempre se cumple que:

e X=A4AU(X-4)

v X = AU Fr(A)U Ext(A4)
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3.4. Propiedades de los conjuntos notables

Sea ( X,d ) un espacio métrico, sea A X .

Conjunto interior de 4, 4 = Int(A):

. ;{cA

e A es el mayor abierto contenido en 4

e A=A 4 ésabier’to

. A=1

. AcB::>j{c0
e« ANB=ANB
. x‘j{u;}cAoB

Conjunto exterior de 4, Ext(A)

e Exi(4) = X4
o Ext(A)=X -4

e Exi(A)= X — A - Fr(4)

Conjunto frontera de 4, Fr(A)
e Fr(A) escerrado siempre.

e Fr(d) =X — A— Ext(4)

o Fr(A)=Fr(X—-A4)

o Fr(A)M A= < Aesabierto

e Fr(A)c A < Aescerrado

o Fr(A)=T < A esabiertoy cerrado

° Fr(A)ﬁ;{ =
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Conjunto adherencia de 4, 4 = Adh(A4)
e Ac 4
e A esel menor cerrado que contiene a 4
e A=A < A escerrado

e« A=4

e AcB = AcCB
e AUB=AUB

e ANBcANB
o A=AV dis(4)
o d=A4U Fr(4)

e A=AU A4

o Aesdemsoen X < A=X

Conjunto derivado de 4, A'= A4*
o A'cA < A escerrado
o A =0 & A esfinito
o A+ < card(4) = o
A es perfecto <> A es cerrado y todos sus puntos son de acumulacién

Conjunto aislado de 4, Ais(A)
o Ais(A)y=A4-4'
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3.5 Espacios normados

Definicion. Sea E, un espacio vectorial sobre K, una norma definida en E es una
aplicacién |-||: E — R tal que:

1. VxeE, x=#0 o |x]|>0
2. VxeE, x=0¢& |x||=0
3. VxeE,VAiek, ||Ax||=|1]|x]
4. Vx,yeE |x+yl < [x[l+lyl

Definicion.  Llamamos métrica asociada a la norma ||-|| a una aplicacion
d. Ex E— R tal que:

dx,y)=|x-y|

Observaciones

e Un espacio normado es un caso particular de espacio métrico.
e Toda norma tiene asociada una métrica, pero no sucede lo mismo al contrario.
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3.6 Compacidad

{ ' Sea (X ,d ) un espacio métrico, sea A X .

Llamamos recubrimiento de X a una coleccion cualquiera de subconjuntos abiertos de
X tales que cualquier punto de X pertenezca al menos a uno de ellos.

X es compacto si todo recubrimiento abierto de X' admite al menos un subrecubrimiento
finito.
Propiedades.

e Lacompacidad es una propiedad absoluta de los conjuntos.

S
otad

es compacto = A es cerrado y ac

e Si (X,d) escompacto y 4 escerrado = A es compacto.

7

4

¢ En los espacios métricos en los que todas las bolas cerradas de X son compactas
se cumple que:

e En los espacios métricos (R, d,), (R?, d,), .. ,(R”, d,) todas las bolas
cerradas son compactas.

Uniendo las dos tltimas propiedades enunciadas obtenemos una importante caracteriza-

ci6n de los conjuntos compactos de (R”,d,):

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 53 77 - 619 142 355 T-13



www.simplyjarod.com
3.7 Conexion

Sea ( X,d) un espacio métrico, sea A C X .

s y cerrados.

Otra definicién de conjunto conexo es la siguiente:

X es conexo si no se puede expresar como unién de dos subconjuntos de X abiertos y
disjuntos.

Es decir, si podemos expresar X como unién de dos subconjuntos suyos abiertos y disjuntos
es que X no es conexo.

Propiedades.

e Laconexién es una propiedad absoluta de los conjuntos.

e Aconexoy Ac BcC A = B esconexo.
e Si 0 = A es no conexo ( salvo que A esté formado por un s6lo punto).

Caso particular: (R*,d,)
e AC R’ esconexo por caminos si dados cualesquiera par de puntos de A4 .
existe al menos un camino (curva continua) dentro de 4 que los una.

Si A es conexo por caminos => A es conexo.
Si A4 es no conexo por caminos no podemos asegurar que 4 sea no conexo.

e AcC R’ esconvexo sidados cualesquiera par de puntos de 4 existe una linea

recta dentro de 4 que los una.
Si 4 esconvexo = A esconexo.
Si A4 es no convexo no podemos asegurar que 4 sea no conexo.

Caso particular: (R.d,)
e Los unicos conjuntos conexos son los intervalos (es indiferente que sean abiertos,
cerrados, acotados o no acotados).
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TEMA 4: SUCESIONES DE NUMEROS .

4.1 Conceptos generales
4.1.1 Definiciones

¢ Llamamos sucesién al recorrido de una aplicacionentre f : N — R.
e Normalmente la denotamos como (x,) = {xl i N }
® Decimos que una sucesion (x,) converge cuando:
A eR.Ve>0, 3neN/Vnzn = |x,-I<¢
e Cuando una sucesion (x,) converja lo expresaremos simbolicamente :

limx, =lim x, = lim x, = / ) x,) = 1

N>

* Siunasucesion (x,) no cumple la definicion anterior diremos que no converge.

Una sucesién no convergente puede serlo bien por que sus términos tienden a infi-
nito o bien por que sus términos oscilan indefinidamente.
De forma esquematica se puede ver de la siguiente manera:

x, > leR convergente

X, x, —> *oo divergente
no convergente )
x, —> A oscilante

® Decimos que una sucesién (x,) estd acotada cuando el conjunto de puntos que

forman la sucesion es un conjunto acotado.

* Decimos que (x,) es monétona crecientesi x,,, > x, ,neN.
Decimos que (x,) es monétona decrecientesi x,,, <x, ,neN.

Decimos que (x,) es estrictamente creciente si x,., > x, ,neN.

Decimos que (x,) es estrictamente decrecientesi x,, <x, ,neN.

¢ Decimos que dos sucesiones (x,) y (¥,) son equivalentes cuando :

lim 2= = lim 2~ =1

n—rw© n—»0
Yn Xn

® Decimos que una sucesion £, es un infinitésimo cuando su limite es cero:

Normalmente los : —
infinitésimos se notan ,1,22 &, = 0
como En

e Notaciéon “o” pequefia de Landau

Decimos que x, es “o” pequefia de cuando:
También se puede q n peq Yo

decir que “x,, es des- x
reciable frente a y,” — 5 Tn__
p Yn x, =o(y,) < lm-=2=0

n—»w y
n
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4.1.2 Propiedades y Teoremas

e Siuna sucesion es convergente entonces su limite es Gnico.

e Toda sucesion estd formada por infinitos términos. Sin embargo, puede estar
formada por un namero finito o infinito de puntos.

Ojo: e Sea f: R -—>R, secumpleque:
E} reciproco no es
cierto en general 3lim f(x)=! = 3Jlim f(n)=1

e Una sucesion (x,) es convergente siy solo si todo entorno de su limite contiene
todos los términos de la sucesidn salvo un niimero finito de ellos.

e Si (x,) esconvergente = (x,) esacotada.

e Siunasucesion (x,) es mondtonay acotada => (x,) esconvergente.

e Sean dos sucesiones (x,) e (V,). Se cumple que:

Esta regla se suele

llamar “cero por x = 0
acotado” n
= x,y,—> 0
v, acotada
Esta regla permite cal- s Teorema del Sandwich (del Emparedado)
cular el limite de una
sucesion a partir de Sean tres sucesiones X, , ¥, , z, tal que x,<y, <z , Vn2n,

otras dos sucesiones
cuyo limite es

conocido. Iim x, = i
. e limy =1
La sucesioén z,, se lla- limz =1 = N30 Y
ma mayorante vy la nso
sucesion x,, se llama
minorante .
Observaciones

- Como se puede observar no es necesario que la sucesion y, quede “emparedada”
entre x, y z, desde los primeros términos. Bastaque x, <y, <z, se cumpla
a partir de un determinado n.

- Es fundamental que las sucesiones x, y z, tengan el mismo limite ya que si no
puede no cumplirse la tesis. Es decir:

x, >
z, 1 = y,>?

x, <y, <z, Vnzn,
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No olvides nunca este
paso. Algunas veces el
limite no esta indeter-
minado y basta con
“pasar al limite” para
obtener el resultado
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4.2 Métodos practicos para calcular limites de sucesiones

e Paso al limite en el término general de la sucesion

Lo primero que debemos hacer es “pasar al limite”, es decir, sustituir formalmente las
n por el simbolo de infinito para obtener un resultado. A la hora de realizar este paso
son de utilidad las propiedades basicas enunciadas en el siguiente punto.

s Operaciones elementales con limites de sucesiones

Sean las sucesiones (x,), (y,) talesque limx,=a y limy =5 :
1. lim(x,+y,) = limx + limy = a+b
2. lim(x,~-y,) = limx, - limy = a-b
3. lim(x,-y,) = limx, -limy = ab
4 fimX = My _ @ [siendo b # 0]
Y, lim y, b

. ¥, - . my, _ b
5. lim(x,”) = limx, ™" = a

6. lim(lnx,) = In(limx,) = Ina
7. lim(cosx,) = cos(limx,) = cosa
8. lim(senx,) = sen(limx,) = sena

e Tipos de indeterminacion:

Los limites de los cuales no podemos saber el resultado de antemano se llaman
indeterminaciones y existen siete tipos:

. x, >®©,y, >0 = X, -y, > 0=0o0
2. xn—->0,yn—->oo = xn.yn__>0.oo
X, o0
3. X, >®©,y, >0 = - —
Y 0
X 0
4. x, »>0,y, >0 = L5 -
Yo O
5. x,>0,y, >0 = x" 50°
6. x, >0,y >0 = x> o°
7. x,>1l,y, >0 = x7">17

De esta forma, una vez hecho el “paso al limite” y simplificado el resultado
siempre tenemos que estar en uno de los cuatro siguientes casos:

- El limite nos da un niimero real.

- El limite nos da infinito.

- El limite no existe (la sucesion es oscilante)

- El limite queda indeterminado (aparece una de las siete indeterminaciones).

En los tres primeros casos el limite esta resuelto. En el tlltimo caso, aquel en el que
aparece una indeterminacion, probamos con alguno de los siguientes métodos.
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e Elnftmeroe
i 1 i3
El limite siguiente define al namero e: ~ lim (1—!»——] =e
2 =00 n
El nimero e también se puede expresar de las siguientes formas. Sean &, un
infinitésimo y x, — o0 . Entonces:
Xn
. Ve, . 1
lim (1+¢,) " =e lim|1+—| =e
n—>»0 n—>»0 x
hn
3 . 7 w 3 . .
e Paralaindeterminacién — en un cociente de polinomios se cumple que:
o0
0 si p<q
. apnf+an” +.+a, a, .
lim - =4 — Si p=gq
n>o pnf+bn'T 4.+ b b,
q
o si p>q
. . . 0 .
e Para las indeterminaciones ©°, 0° , 1% siempre se hace:
IMPORTANTE:
. . Inx *n . y,Inx lim y, Inx, 1
in | = lim x» = [ = lime™ = lime*™"" = e~ =e
azea,QER n—>c0 n n—>c0 n—>w
e Paralaindeterminacién 1% también es util aplicar:
Ojo: esto solo es valido ]
para la indeterminacion ] = 1i Y ] = bmy, (=D 2
uno elevado a infinito = um x, = = € =8
n—>c0
Importante: e  Criterio de Stolz:
No se puede aplicar la
regla de L’Hopital en x
limites de sucesiones. Sea lim —* donde es creciente y divergente. Se cumple que :
La regla de Stolz es el n>o Y y g pieq
equivalente de la regla n
de L’Hopital para suce-
siones
.oX, =X _ . X
lim 22—~ =] = lim—2Z =]
"2 Y = Ve R ™
e Consecuencias del criterio de Stolz:
Todos estos criterios se . ST _ Lo Xt X, FX,
demuestran a partir del ~Criterio de la media aritmética: ,1,1330 x, =1 = }122 =/
criterio de Stolz n
~Criterio de la media geométrica: lim x, =/ = lim %/x, -..-x, =1
H~yc0 H—>»0 n
. . . : xn+1 .
-Criterio del cociente: lim —~=/ = lim%x, =1
H—>0 xn h—>x
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e Sustitucion de equivalencias en producto o cociente (nunca utilizar en sumas/restas):

‘, rﬁecuerda: ~ . . . , )
Las equivalencias no Los infinitésimos equivalentes més usuales son para &, — 0:
se pueden aplicaren
sumas nien restas
seng, ~ arcseng, ~ & Shg, ~ ArgShg, ~ &,

tgs, ~arctgs ~ & Thg, ~ ArgTheg, ~ &g,

2

2

& &
l-cosg, ~ & Cheg, -1 ~ 2=

2 & 2
e -1 ~ ¢ a* -1 ~ ¢-La (a>0)

I+¢g)' -1 ~ ¢,-m

; Lu, ~ u,-1 u, =1

Ldl+¢,) ~ &  también

También hay equivalencias cuando n — o :

p p-1
an’ + a,n + .. + q b

L(gn” + ap’™ + .. + a,) ~ L") = pL(n)

n! ~ n'-e"-\2rn (Formula de Stirling)

e Progresion geométrica

Definimos la progresion geométrica como (x,) =r" donde 7 es la razén de la
sucesion. Dependiendo del valor de la razén el limite toma los siguientes valores:

,

o s r>1
I st r=1
limr” =< 0 si |r|<l
. 1 si or=-1

to0 si r<-l1

L

e Progresion aritmética
La progresién aritmética se define como (x,)=a + nd donde Ila constante d

recibe el nombre de diferencia.
La progresion aritmética es siempre divergente, o sea el limite de una progresion

aritmética es siempre infinito.

Orden de los infinitos. Cuando » — o0 se cumple que:

Ln < n* (@>0 < b (B> < nl< o

Se utilizan cuando aparecen en cociente, por ejemplo:
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4.3 Subsucesiones. Limites subsecuenciales

Definiciones

e Llamamos subsucesién de una sucesion (x,) a toda sucesion formada por
términos de la dada, eligiendo los subindices en orden estrictamente creciente.

e Se denominan limites subsecuenciales a los limites de cada subsucesion de una
sucesion dada.

Si una sucesion (x,) presenta dos o mas limites subsecuenciales diferentes

entonces la sucesion no converge.

Sea R, (x,) « R y S elconjunto de los limites subsecuenciales de (x,).

sup{S}.

e Denominamos limite superior de (x,) a: lim x,

B>

e Denominamos limite inferior de (x,) a: lim x, = inf{S}.

n-3»o0

Propiedades

e (x,) esconvergente <> limx, = lim x, = limx
n—»w N n—w

Toda sucesién mondtona (creciente o decreciente) que contiene una subsucesion
convergente es convergente.

e Sea (x,) una sucesion tal que lim xy,.; =a, limxy,=b y a< b. Entonces se
cumple que:

limx, = limx,,, =a

limx, = limx,, =5
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4.4 Sucesiones fundamentales o de Cauchy

Definicion
e Sea (X d) un espacio métrico. (x,) es una sucesién de Cauchy cuando:
Ve>0 , dn,eN / Vm ,n2n = |x-x|< ¢
Propiedades

e Toda sucesion de Cauchy est4 acotada.
e (x,) esconvergente = (x,) es sucesion de Cauchy

e En(R",d): (x,) esconvergente <> (x,) essucesién de Cauchy

4.5 Espacios Completos

Definiciéon
e Un espacio métrico (X, d) es completo cuando las sucesiones de Cauchy y las
sucesiones convergentes coinciden, es decir:

(x,) essucesionde Cauchy < (x,) esconvergente

Propiedades

e Sea Ac (X,d), Aescompleto = A escerrado
o Sea (X d) completoy 4 < (X,d), Aescompleto < A escerrado
*  Los espacios métricos (R, d,), (R?, d,...,(R", d,) soncompletos.

e Cualquier espacio métrico con la métrica discreta es completo.

4.6 Teorema del Punto Fijo
Definicion

e Sea (X d),sedice queuna funcion f: X — X escontractiva en X si
existe un nimero real o que sea 0<a <1, tal que:

Vx,ye X d(f(0), /() < ad(x,y)

Teorema

e Sea (X d) espacio métrico completo y f: X —> X una funcién contractiva
en €l. Entonces existe un elemento @ € X', y sélo uno, tal quees a = f(a).
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TEMA 5: SERIES DE NUMEROS .

5.1 Conceptos generales

e Sea (a,) una sucesion de numeros reales. Formemos a partir de ella otra sucesion (s,) de
la siguiente manera:
51 =y
s, = ap T oo
Ss =a; + ay +

Sp =y ta toag + ..+ oay

Dicha sucesion de sumas parciales asi formada recibe el nombre de serie asociada a
la sucesion (ay,).

e Lasuma enésima, S, se define como la suma de los » primeros elementos de (ay):

S, =a+a,+..+a,

e El resto enésimo, R es la suma de los infinitos elementos de (a,) desde el elemento

n +1 hasta el “altimo”:
R =a,,+a

n+l n+2

+a,.+

n+3 ottt

e Lasuma de laserie, S eslasumade S, y R, Normalmente se representa S = Zan :

n

+a

n+2

+a. .+

n+3 ottt

S=S,+R, =a+a,+.+a,+a

n+l

e Laserieesconvergente < limS = lim(g,+a,+..+a) = SeR
rg n oo 1 2 n

n-»

¢ Condicion necesaria de convergencia:

Esta condicién muy
importante

. o

Si 2 a, esconvergente = lima, =0
. n—®

n

En la practica utilizaremos el contrarreciproco, de forma que:

o0
Si 'lzgngoan #0 = Zan es divergente
n

o El caracter de una serie no cambia aunque suprimamos un niimero finito de términos.

e Las series se pueden dividir en dos grandes grupos:

- Series de términos positivos (no negativos).
- Series de términos cualesquiera (positivos y negativos).

o
e Dada una serie cualquiera Z a, normalmente perseguimos dos objetivos:

n

- Estudiar su caracter (convergente o divergente).
- Calcular su suma, solo en caso de ser convergente.

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 T-22



www.simplyjarod.com
5.2 Criterios de convergencia de series de términos positivos

Los cuatro primeros
se suelen llamar a
criterios automaticos ‘s Criterio del cociente. lim —*- =k { Si k>1 laserie diverge

A—>»0 a
n

Si k <1 laserie converge

Si k=1 caso dudoso

Si k <1 laserie converge

e Criterio de laraiz. lim%ja, =k 1§ Si k>1 laserie diverge

Si k=1 caso dudoso

Si k£ >1 laserie converge
Lo utilizamos si el e Criterio de Raabe. lim n|1-—"%| =k 1§ Si k<1 laserie diverge
criterio dei cociente > a,
falla Si £=1 caso dudoso

Si k>1 laserie converge
In(1
lim ——————-—n( / a")

=k { Si k<1 laserie diverge
n—>w Inn

e Criterio del logaritmo
Si k=1 caso dudoso

e  Primer criterio de comparacion.

) Si an es convergente —> Zan es convergente
Sia, <b ,Vn>m= . . )
Si Zan es divergente — an es divergente

e Segundo criterio de comparacion.

i a, leR Sil#0 = Zan y an tienen el mismo caracter
im—=I]eR=
nso b Sil=0y an es convergente —> Zan es convergente

s  Criterio de la arménica generalizada.

Caso particuiar del

segundo criterio de . .

comparacion lim n*-a k= Si «>1 la serie converge
n

%0
n—»0

Si a <1 la serie diverge

e Criterio de condensacion de Cauchy

o0

: : "
Zan tiene el mismo caracter que ZZ -a

n=0 n=0

an
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5.3 Suma exacta de algunas series

¢ Serie aritmética:

o0
La serie aritmética es _a +a, o
siempre divergente 2 (a+nd) S n
=0

[
v
]
I
8

e Serie geométrica:

1_rn+1 1 :
Zr" S, = =5 S = st 7 <1
n=0 1-r 1-r

o0 r__rn+1 r

Zr" S, = == S= si 7 <1
“—~ 1-r 1-r

Serie aritmético-geométrica:

0

D (a+nd)br" i o<1

n=0

L+l n+l
s = a_ ., gr-r : _(a+nd)r b
1-7 (1-7) 1-r

__f:ff__.) S = __a_“_*____.fd__’;_ b
1-r (1-7)

e Serie hipergeométrica:

. o a an+
Z a, eshipergeométrica << 2 = B
pa a, an+y

—(an+ 300 .
S, = 017}/(; 'B,B)a,, LN Ve sia >0, a+pf<y

y-a-
e Serie telescopica:
o0 o0
— _ n—roo _ .
Zan - Z('xn - xn+1) Sn =X Xy > S = X - lim X1
n=1 n=1

h—>c0

Nota: La serie telescOpica también puede venir definida de las siguientes formas:

0 o0 4
Todas estas series so
telescé;icas res s Zl(xwrl - x,) Zl(xn—l = X,) Z(xn = %,)
= n=

n=1
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Se pueden utilizar para
los criterios de
comparacién

Se recomienda repasar
los resuitados sobre la
progresion geométrica

Ahora restamos la su-
ma enésima menos la
suma enésima multipli-
cada por la razén

Estos resuitados se
basan en el comporta-
miento de la progresion
geométrica segtn el
valor de r

- Para o = 1 obtenemos
la conocida serie
armonica
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5.4 Dos series patron importantes
5.4.1 Serie geométrica

o
La serie Z r" se denomina serie geométrica de razén . Vamos a estudiar su caracter
n=0
calculando directamente su suma. Para ello vemos cuanto vale la suma de los # primeros
términos:
S, =1
S =1+r
2
S, =1l+r+r

;9." =“1“+r+r2+r3+ . "
S, =r+r+ri+rt+ o+
S, —rS, =l+r—r+r-r+r -r+.. +r" - -
a-rns, =1-r"
s, =12 o stims, = tim L [ L
1-r n—>e noo ] —p o {l—r  1-r

Por tanto, segun el valor de larazén r el anterior limite toma los siguientes resultados:

1

1) Convergentey de suma S = - si |r]<1
—-r

2) Divergentea 4+ si r=1

3) Oscilanteentre 0 y 1 si r=-1
4) Oscilanteentre —0 y +0 si r<-—1

Si la serie geométrica empieza en » =1 en lugar de n = 0 el caracter de la serie se mantiene
pero la suma cuando |r| <1 varia. Para calcular la nueva suma podemos proceder como

hemos hecho mas arriba o bien optar por lo que vamos a hacer a continuacién:

I S U SN o T o T
erl__r:r +Zr lur:;r — 1:>Zr-—

n=0 n=1 - P 1—r

5.4.2 Serie arménica generalizada

- 1
La serie Z — se denomina serie armoénica generalizada y su cardcter segin el valor
n=1 N

de oo lo admitiremos sin demostracion:

a >1 convergente (no se sabe el valor de la suma exacta)

—n a <1 divergente
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5.5 Series de términos cualesquiera (positivos y negativos)

5.5.1 Conceptos generales

Decimos que una serie es de términos cualesquiera si contiene infinitos términos positi-
vos e infinitos términos negativos.

Si la serie solo contiene términos negativos sacaremos el signo menos factor comin fuera
del sumatorio y nos queda una serie de términos positivos.

Si la serie presenta un nimero finito de términos negativos e infinitos términos positivos
entonces suprimiremos los negativos y nos queda una serie de términos positivos.

Si la serie presenta un nimero finito de términos positivos e infinitos términos negativos
entonces suprimiremos los positivos, sacamos factor comin el signo menos y nos vuelve a
quedar una serie de términos positivos.

Sea 3 x, una serie de términos cualesquiera (positivos y negativos), entonces siempre

podemos expresarla como dos series, una que agrupa los términos positivos . X, yotra

que agrupa los términos negativos Y. x; :

o w0 o

_ ’ "
IR R DI
n n n

De esta forma, segun el caracter de estas dos series, se pueden dar los siguientes casos:

2% 2 2%,
s' (converge) s" (converge) §'—s" (converge)
+00 (diverge) s" (converge) +o0 (diverge)
s" (converge) +o0 (diverge) —oo (diverge)
+oo (diverge) +o0 (diverge) ,? (conv,, div. u oscila)

La nomenclatura que utilizaremos es la siguiente:

e Si Yx y Xx, convergen (primer caso de la tabla) decimos que la serie converge

incondicionalmente. Esto significa que la serie converge aunque reordenemos los
términos de la serie de cualquier forma.

e Si Yx divergeo > x! diverge (segundo y tercer caso de la tabla) diremos que la

serie diverge incondicionalmente: esto significa que la serie diverge aunque reordene-
mos los términos de la serie.

e Silasdosseries Y. x y Y. x, divergen la serie tiene caracter condicional: esto signi-

fica que la serie converge o diverge dependiendo de como ordenemos los términos de
la misma. En este caso puede cambiar hasta el valor de la suma de la serie dependiendo
de cémo ordenemos los términos.
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5.5.2 Convergencia absoluta

Definimos la convergencia absoluta de una serie de términos cualesquiera de la siguiente
forma:

O 0
Z a, es absolutamente convergente < Z |a,| esconvergente

n n

por tanto:

el o
Z |a,| diverge < Z a, no converge absolutamente
n n

Propiedades de la convergencia absoluta:

o0 O
o Z a, converge absolutamente < Z a, converge incondicionalmente

n n

0
. Z a, no converge absolut. <

n

{ La serie diverge incondicionalmente

La serie tiene caracter condicional

5.5.3 Caso particular: Series alternadas

Una serie alternada es de la forma Z -D'a,.

n
Para este tipo de series vale todo lo dicho para las series de términos cualesquiera (pues son
un subconjunto de ellas). Pero ademas existe un criterio muy util que sdlo es valido para
series alternadas.

Criterio de Leibnitz:

_lima, = 0 o
| e < Y (-1)"a, converge
la,| = |a n

n+l i
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TEMA 6: CONTINUIDAD Y LIMITES EN R .

6.1 Definiciones

6.1.1 Definicion de continuidad

Decimos que f es continua en ac R cuando:

Ambas definiciones son
equivalentes

Ve>0,35>0/ VxeR.|x-a| <& = |f®-f@|<¢

£

Ve>0,36 >0/ VxeR.xe(a-d6,a+8) = f(x)e(f(a)- ¢, f(a)+ ¢)

6.1.2 Definicion de limite

e

Decimos que f(x) tiene limite / cuando x tiende a q, hmf(x) =leR cuando,

X—»

¥e>0,3550/ VxeR.|x-a| <& = F&i<e

6.1.3 Limites laterales

Limite por la izquierda: [, = lim f(x)

x—da

Limite por la derecha: /[, = hn1 f(x)

xX->a

6.1.4 Propiedades

e Las funciones elementales son continuas en todo su dominio de definicién. Llamare-
mos funciones elementales a senx, cosx, e’, Inx, \/;c- , polinomios, etc...

o La suma, resta, producto, cociente y composicion de funciones continuas es una
funcién continua.

Esta es la forma prac-
tica de estudiar la conti-
nuidad de una funcién

e Teorema de Bolzano:
Sea una funcién continua f :[a,b]—> R talque f(a)<0 y f(b)>0,entonces
existe £ € [a,b] talque f(£)=0.

o Sea una funcién continua f :R — R y un intervalo cerrado [a, b]. Se cumple que la
imagen mediante f, f([a, b]) es también un intervalo de la forma [, d}.

6.1.5 Clasificacion de los puntos de discontinuidad

1. Discontinuidad evitable: 3/, , 3, pero I, =1, # f(a)

2. Discontinuidad de primera especie: 3/, , 3I, pero [ # [,

. . 1) ll = 0 (] 12 = 00
3. Discontinuidad de segunda especie:
i

iy AL 6 Al
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Debemos estar atentos
a este aspecto

Si tenemos indetermi-

naciones del tipo:
Q-0 0 w—0c0

las convertimos en
0/0 6 /00

de la misma forma que
en sucesiones
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6.2 Calculo practico de limites de funciones

Casi todo lo ya visto para limites de sucesiones nos es ahora de utilidad para calcular limites
de funciones. Existen algunas diferencias entre las que cabe destacar:

- En sucesiones # siempre tiende a infinito (# —» c0), mientras que en funciones la x puede
tender a cualquier valor (finito o no), es decir x —>a, ae R.

- La regla de Stolz no se aplica en funciones, a cambio aparece la regla de 1"'Hopital que
viene a ser equivalente.

- Desaparece la equivalencia de Stirling pues no esta definido el factorial de un numero real.

Dicho esto, a continuacion, a modo de resumen, se enumeran los métodos mas usuales para
resolver limites de funciones, muchos de ellos, como ya hemos comentado, adaptados de lo
ya visto en limites de sucesiones.

¢ Sustitucion de infinitésimos equivalentes en producto o cociente. Los infinitésimos
X—»a
equivalentes mas usuales son para £(x) — 0:

sen .g(x) ~ ar:c"’:k}sen ax) ~ &(x) Sh gx) ~ Arg Sh gx) ~ &x)
tg &x) ~ arctg &x) ~ &) The(x) ~ Arg The(x) ~ &(x)
1~cos&x) ~ g(;)Z Chelx) -1 ~ E(;)z

e — 1 ~ &) a® -1~ s@x)La (a>0)

d+e(x)"-1 ~ &(x)-m

Ld+&(x)) ~ &(x) también Lu(x) ~ u(x)-1  u(x)->1

e Si lim f(x) = también podemos sustituir en producto o cociente:
x—>a

P p-l p
ayx” + ax + ot a, ~  ax

L(gx" + ax™ + .. + a,) =~ L&

e Regla de I’'Hopital:

Sean fy g dos funciones derivables en un entornode a € R con g'(a) # 0 y donde
tenemos que lim /) =2 % lm /®) = —
x-»a g(x) Ioe) x-»a g(x)

si imZ® oy o md®
e g'(x) =a g(x)

entonces se cumple que:
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: . . 0 0 ® . .

lgual que en | Fara las indeterminaciones o, 0" , 1% siempre se hace:
sucesiones

[ =lim ff = LI=Llimf*) =1lim (Lf%)=1lm gLf

X—>a

lgual queen | o Para la indeterminacion 1¥ también se puede aplicar aplicar:
sucesiones

l =lim /¥ = LI =1m g(f-1)

X—»a

e Parael cociente de polinomios existe la misma regla que en sucesiones (con x —> o).

0 si p<gq
b4 p-1
" ax’ + a, x4+ .. +a | 4 i p=g
oo hx' + b x" + ..+ B b,
00 si  p>q

En funciones aparece otro caso interesante (que no existe en sucesiones): un cociente de
polinomios con x —> 0. En este caso nos fijamos en los términos de menor grado de
cada polinomio:

0 si p<gq
p+2 p+l r
) e FA,LXTT A X T ax a, .
9__133 b g+2 b g+1 b q = .g” Si pP=49
we H O X O X O .
0 si p>q

e Teorema del Sandwich (del Emparedado)
Sean tres funciones f,g y h talque g < f<h

limg =1
x—>a = i =1
limh = I lm f

x->»a

scero por acotado” | ®  Sean dos funciones f y g, talque f estiacotada y lim g =0 entonces:
xX—>a

lim f-g=0

X—>a

e Orden de los infinitos. Sea lim f(x) = o,

Inf < f° (@>0) < a’ (a>1) < f7

Importante propiedad. |® Sea f: R — R, se cumple que:
El reciproco no es

cierto en general Si Alim f(x)=1 = 3lim f(n)=1
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6.3 Estudio practico de la continuidad de una funcion
¢ Todas las funciones elementales son continuas en sus dominios de definicidn.
Consideraremos funciones elementales a los polinomios, senx, cosx, Lx, x|, e, \[.; .

e La suma, resta, producto, cociente (con denominador distinto de nulo) y composicién
de funciones continuas es siempre una funcién continua.

e Para estudiar la continuidad de una funcién f en un punto x=a utilizaremos la
siguiente caracterizacion:

fescontinua en x=a < lim f(x) = lini f(x) = f(a)

e En caso de que nos pidan estudiar la continuidad sélo por la izquierda o por la derecha
entonces aplicaremos lo siguiente:

f es continua por la izquierdaen x=a <«  lim f(x) = f(a)

f es continua por laderechaen x=a¢" < lim f(x) = f(a)

6.4 Continuidad uniforme

6.4.1 Definicion

Importante: f es uniformemente continuaen 4 < R i, y s6lo si,

La continuidad unifor-
me siempre se define

sobre un conjunto, nun- Ve>0,36>0/ Vx,yEA--]x—yl <6 = lf(x)‘f(J’)l <&

ca en un solo punto

6.4.2 Propiedades
¢ Si f es uniformemente continuaen 4 = f es continua en 4.
e Si f esuniformemente continua en 4 = f es uniformemente continua en B c 4.

e Si fescontinuaend y A escompacto = f es uniformemente continua en 4.

e Si l f '(x)l < k paratodo x € A = f es uniformemente continua en 4.
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TEMA 7: DERIVACION EN R .

7.1 Definiciones

e f(x)esderivableen ae€R cuando el siguiente limitesexiste y es finito:

b J@*h) = f(@)

h—>0 h

= f(a)

Estas dos formas de
definir la derivada son
totalmente equivalen-
tes. Basta con hacer el
cambio de variable:

) = 1@ _

H

5 £
4 £
Saditie B S Y

%

X->a X — da

x=a+h 7%{%3”}%6\
para pasar de una a la ! ;
otra. %*anvﬁ(:)

e Decimos que f(x) es derivable por la izquierda en a€ R cuando el siguiente limite
existe y es finito:

b Lla+h) — f(@

b0~ h

= fi(a)

o X = f@

X—>a- X — da

= f(a’)

e Decimos que f(x) es derivable por la derechaen a€ R cuando el siguiente limite
existe y es finito:

}j_-f(l)l f(a+h)h_ f(a) 5f'(a+)

lim f(x) - g(a) - fr(a+)

X—a+ X —

o f{x)esderivableen aeR = ~fi{a p=ofa")

e Las funciones elementales son derivables en todo su dominio de definicién. Llamare-

mos funciones elementales a senx, cosx, e, Inx, \/; , polinomios, etc...

ducto, cocien

composicion de funciones derivables es una

o Definimos la diferencial de f(x) en el punto a€ R como:

df@: R > R
SR o d@) = f@ k]

En R que una funcién
tenga derivada en un .y . . .y . . .
punto es necesarioy | ®  La funcion diferencial df de una funcidn f es.siempre una funcion continua.
suficiente para poder o
asegurar que es dife-

renciable en ese punto * f (x)ESdIferenmable en HER . C} f (x) esdenvableen GER
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7.2 Interpretacion geométrica de la derivada y de la diferencial
- La funcidn derivada representa graficamente la pendiente de la recta tangente a la funcién
en cada punto.

- La funcién diferencial de una funcién en un punto es graficamente una recta que pasa por
el origen y que tiene pendiente la derivada de la funcién en ese punto.

- Sea una funcién derivable f:R — R . La recta tangente a la grafica de la funcién en un
punto x = g viene dada por la siguiente expresion:

y-fl@ = flakx-a

flo+ ) p-———————————A—
Fijate que la recta i
dibujada es secante a '
la curva pero conforme i
h tiende a cero la recta f 1
es “cada vez menos
secante” hasta que | !_(g +h )
llega a ser tangente a '
la curva !
: |
fa) - —— == 41
b & >
a a+h X

Ejemplo numérico:

Calcular la recta tangente y la diferencial de la funcién f(x) = x* en x=3.
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7.3 Teoremas

Si f(x)esderivableen a = f(x)es continuaen a

e Teorema de Rolle:

f(x) es continua en [a,b]
f(x) es derivable en (a,b) = dce(a,b)/ fi(c) =0
fla) = f(b)

e Teorema de Lagrange o del valor medio:

e | 00 escotina e [al] | o L /O-/@
teorema de Rolle f(x) es derivable en (a,b) > b—a

e Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado:

f@ y go) cotines en [ab]
f0) y g@) deivibles e (@b)

[ _ fO-f@
gl gb)-g@

}:;»::]ce(a,b)/

e Regla de la Cadena:

Sean f(x) y g (x) dos funciones derivables en (a, b) entonces la derivada de la
funcioén composicion (g o f)(x) es:

Notacion importante

Diremos que una funcion f(x) € C ([a,b]) si e$ continua én [a, b].

e Diremos que una funcién f(x) e C ! ([a,b]) si tiene primera derivaday ésta es

continua en [a, b].

o En general, diremos que una funcion f(x) € C r([ﬂ,b]) si tiene derivadas hasta de
orden 7 todas ellas continuas en [a, b].

e Por ejemplo, sea f(x) una funcion polinémica. Entonces diremos que f(x) e C* (R
por que los polinomios son funciones que poseen infinitas derivadas todas ellas

continuas.

e Secumpleque: Co>C' >C*>..oC”
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TEMA 8: MAXIMOS Y MINIMOS EN R .

8.1 Definiciones

Alos méximos y mini- | Xo € R es un maximo relativo estricto < f(x))> f(x) , Vx e (x,—0, x,+7)
mos de una funcién se
les lama en general

extremos de la funcién | x, € R es un minimo relativo estricte < f(x) < f(x) , Vxe (x,—6, x, +5)

Xo € R esun maximo absoluto estricto & f(x)> f(x) , VxeR
X € R esun minimo absoluto estricto <  f(x)< f(x), VxeR

X € R esun maximo relativo no estricto <  f(x) = f(x) , Vxe

(=0, x, +6)

Xy € R esun minimo relativo no estricto &  f(x))< f(x) , Vxe

(x, =6, x,+6)

Xo € R es un maximo absoluto no estricto <  f(x))> f(x) , VxeR

Xo € R esun minimo absoluto no estricto <  f(x) = f(x) , VxeR

Maximo
absoluto

Maximo
relativo

S

Mimimo |
relativo Mimimo
absoluto

> X

En resumen:

un maximo absoluto es el punto “més alto” de foda la funcién mientras que un méaximo
relativo es el punto mds alto de una parte de la funcién.

Analogamente, un minimo absoluto es el punto “mas bajo” de toda la funcién mientras que
un minimo relativo es el punto més bajo de una parte de la funcién.
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8.2 Calculo de los extremos

Condiciones necesarias de extremo

Lo primero que se hace siempre es determinar los puntos estacionarios o criticos de la
funcion f(x) (es decir, aquellos puntos que son candidatos a maximo o minimo). Estos
puntos se obtienen de aplicar las siguientes condiciones:

e Aquellospuntos aeR / f'(a)=0
e Aquellos puntos ae R/ A f'(a)

X X, X Xy X5 Xy

Fijate que en x, y x, la funcién presenta dos extremos, mdximo y minimo respectivamente.
En ambos puntos la recta tangente a la funcion es horizontal y por tanto su pendiente es cero.
Del tema anterior sabemos que la pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion,
por tanto podemos afirmar que en X, y x, se cumple que f'=0.

Sin embargo en el punto x, la pendiente de la recta tangente en ese punto también es cero, es
decir en x, también se cumple que f’ =0 pero en ese punto no hay extremo.

De todo esto concluimos lo siguiente:

Que la derivada de una funcion se anule en un punto es condicion necesaria para que ese
punto sea extremo pero no es una condicién suficiente (porque hay puntos donde la derivada
se anula y no son extremo)

Por otro lado en x, y x, la funcién presenta otro maximo y otro minimo pero en esos dos
puntos no existe la derivada de la funcidn, sin embargo en x, tampoco existe la derivada y la

funcién no tiene extremo en ese punto.
Dicho de otra forma,

g’xsis‘t’g'g"je‘:;';%z n° | Por tanto la no existencia de derivada en un punto es condicién necesaria pero no suficiente
fa funcion son candi- | para que una funcion tenga extremo en ese punto.

datos a extremo.
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Condiciones suficientes de extremo

Una vez obtenidos los candidatos a extremo, es decir, aquellos puntos que cumplen alguna
condicion necesaria de extremo, estudiamos su caracter. Existen varias formas:

e Observar el valor de la funcidn f(x) en un entorno del candidato g € R :
Se trata, en este

caso, de utilizar
directamente la Si  f(x)= f(a), Vxe(a-J6,a+05) => a esun minimo relativo

definicién de extremo . . .
Si  f(x)< f(a), Vxe(a-5,a+5) = a esun maximo relativo

e Calcular la derivada segunda f"(x) y sustituir en ella el candidato a € R:

Este método sdlo es

recomendable si Si  f"(a)>0 = a esun minimo relativo
ademas vamos a . ” .. .

calcular los puntos de Si  f"(a)<0 = a esun mdiximo relativo
infiexion Si  f"(@)=0 = a noesni miximo ni minimo

e Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de la funcion a un lado y a otro del

candidato a € R. El estudio del crecimiento y el decrecimiento se hace mediante la
derivada primera:

f'(x) <0, x<a = f(x)decreciente en x<a ,
, . = ¢ esun min. rel.
fi(x)>0, x>a = f(x)creciente en x>a

f'(x)>0, x<a = f(x)creciente en x<a ,
, . = ¢ esun max.rel.
f'(x)<0, x>a = f(x)decreciente en x>a

f'(x)>0, x<a = f(x)creciente en x<a

' . } => @ no es max ni min.
f'(x)>0, x>a = f(x)creciente en x>a

f(x)<0, x<a = f(x)decreciente en x<a

. => @ no es max ni min.
f(x)<0, x>a = f(x)decreciente en x> a}

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 31 77 - 619 142 355 T-37



www.simplyjarod.com

8.3 Calculo de extremos restringidos a un subconjunto de R

Algunas veces nos piden determinar los extremos de una funcién f (x) restringida a un

subconjunto 4 de R.
En estos casos afiadiremos a la lista de candidatos a maximo o minimo la frontera del
subconjunto A dado. De esta forma los candidatos seran:

o Aquellospuntos ac4 / Ff'(a)=0
e Aquellospuntos ac4 / A f'(a)

e Los puntos fronterade 4 — R

El ejemplo mas comun es el de calcular los extremos de una funcién restringida a un
intervalo. En ese caso tendremos que estudiar como candidatos los extremos del intervalo
ademads de los ya mencionados anteriormente.

En el caso del calculo de extremos restringidos a un subconjunto existe un teorema de gran
importancia que pasamos a enunciar:

Teorema de Weiestrass

Sidc R es cerradoy acotado y f escontinuaen 4 = [ alcanzamax.y min.

i *A absoluto en A
k ’f‘iﬂ,&ﬁ‘ é“‘k
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8.4 Representacion grafica de funciones
Los pasos habituales para representar una funcién y = f(x) son los siguientes:
Dominio

Es el conjunto de todos aquellos valores de x donde la funcién toma un valor real.
Aquellos valores de x donde la funcién vale infinito o no existe quedan excluidos del
dominio

Ejemplos:

s f(x)=gx)

En este caso el dominio de f(x) son todos aquellos valores de x para los cuales
g(x)2=0 ya que la raiz cuadrada de un nimero negativo no existe

*  f(x)=In(g(x))

En este caso el dominio de f(x) son todos aquellos valores de x para los cuales
g(x) >0 ya que el logaritmo neperiano de cero y de cualquier niimero negativo no
existe.

Simetrias

Una funcién y = f(x) puede tener simetria par, simetria impar o no tener simetrias.

e Decimos que una funcién tiene simetria par cuando f(x) = f(-x) , en este caso la

funcién es simétrica respecto al eje Y. Por ejemplo: y = x*

e Decimos que una funcién tiene simetria impar cuando f(x) = — f(-x) , en este caso

la funcién es simétrica respecto al origen. Por ejemplo: y = x°

¢ Sino se cumple ninguna de las dos condiciones anteriores entonces la funcién no tiene
simetrias. Por ejemplo: y =¢*

Asintotas

Horizontales: si llm f(x) =/ € R, entonceslarecta y =/ es una asintota vertical.
X—>too
Verticales: si lim f(x) = £ oo, entonces larecta x = a es una asintota vertical.
X—=>a

Oblicuas: son rectas de la forma y = mx + n, donde

Hay que calcular la m = lim S 7 = lim (f(x) _ mx)
siempre antes de la n x—® oy x>0
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Puntos de corte con los ejes

e Puntos de corte de la funcién con el eje X

Hacemos f(x)=0 y despejamos x. Pueden aparecer varias soluciones ya que la
funcion puede cortar varias veces al eje X.

e Punto de corte de la funcién con el eje Y

Hacemos y = f(0), es decir sustituimos x =0 en la funcion y nos sale el valor de y
(no hace falta despejar). Este punto es unico aunque puede no existir.

Signo de la funcion

Se trata de estudiar los intervalos en los cuales la funcién estd por encima del eje X (se dice
que la funcién es positiva) y los intervalos en los cuales la funcién esta por debajo del eje Y
(se dice que la funcidén es negativa).

Extremos y monotonia de la funcion

Estudiar la monotonia de una funcioén significa estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la misma.

Para ello lo primero que hay que hacer es obtener los candidatos a extremo de la funcién
como ya se ha explicado en este mismo tema.

Una vez obtenidos los candidatos a extremo se estudia en cada intervalo entre dos
candidatos si la funcidn es creciente o decreciente. Para ello basta con sustituir cualquier
punto de intervalo en la derivada primera y comprobar si el resultado en positivo
(creciente) o negativo (decreciente).

Puntos de inflexion y curvatura de Ia funcion

Los puntos de inflexién de una funcién son aquellos puntos donde la funcién camuia de
cdncava a convexa o viceversa.

Estudiar la curvatura de una funcién significa estudiar los intervalos de concavidad y
convexidad de la misma.

Para ello lo primero que hay que hacer es obtener los candidatos a punto de inflexién. Estos
candidatos se encuentran siempre en:

e Aquellospuntos ae R/  f"(a)=0

e Aquellos puntos a € R/ Z f'(a)

Una vez obtenidos los candidatos a punto de inflexion se estudia en cada intervalo entre
dos candidatos si la funcidn es concava o convexa. Para ello basta con sustituir cualquier
punto de intervalo en la derivada segunda y comprobar si el resultado en positivo (L) o
negativo ().
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8.5 Algunas funciones elementales que conviene conocer
Funcién Logaritmo Neperiano

y=In(x) = x=¢’

In(x-y) =In(x) + In(y)
M(—{len(x)w In ()
y

In(x?) =a-In(x)

In(1)=0
In(e)=1
In(0)= -0

In (+00) = + o0

El valor de dentro del Logaritmo siempre ha de ser positivo

Funciéon Exponencial

y=e

Toda funcion elevada al exponente es siempre estrictamente positiva.

y=e’ conaeR = y>0

° e2x:ex.e

X

o g-e’+be =(a+b)-e”

® eozl
e” =0
e "=90

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 53 77 , 618 14 23 55 T-41



www.simplyjarod.com
Funciones trigonométricas circulares

= §en X y=1c08 x

/A N I N

y=senx
y=cosx
—tox y=1gx y=cotg x
y=tg e y
= | | !
y=cotgx | i . || I:
- | ! '
y=secx | i : '. :|
' I ! | I
prmg | |
y=cosecx .: ; | . | ! x
Tl 0 /% i37z/ on It 3n 12n
- - 3 e~ - [
7] 12 12 2\ 2 i
' H ; | |
| ! ! ! l
| i i |
y = sec x : y = cosec x
| ¥ ! I I
: t | ’ ' {
| I | ' |
| | ' [
} [ | ' |
| 2 | | 2 : I
I ! ! | [l
I | | | I
| | | | I | |
| | ! x [ l x
7, 0 tn I 0 e l2n
B 12 ! | '| :
| | !
| | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I I I | i
| | | | |
| | | | |
y=sen"!x y=cos™! x y=tg"! x
-l
=sen”' x =arcsenx
4 N ] y
y=cos™ x = arccosx 1:\\ -
y=tg™ x =arctgx \\\ -
y=cotg™ x = arccotg x 2 § x/2 == 7
y=sec™ x =arcsecx
y=cosec™ x = arccosecx x x x
-1 Ao 1 -1 o i 0
/
y
2 //
{=nn2 " - g
\ / -
\ /
AN /
N Izl
=T\ \
y=cotg™! x y=sec™! x y = cosec” ! x
y ~ y - ¥
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Funciones trigonométricas hiperbélicas

y=senhx =shx
y=coshx =chx
y=tghx
y=cotghx
y=sechx

y=cosechx

y=senh x y=cosh x y=1tghx
| \_y ‘
_______ -—-==
1
3] X ) X fi) X
________ S
v = cotgh x ;= sech x y = cosech x
¥ ¥ 3
lk /\
________ o _* 0 x ) x
-ﬁ'
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TEMA 9: FORMULA DE TAYLOR ]

9.1 Definiciones

Sea una funcién feC™ ([a, x]) , se cumple que existeun £e€[a,x] tal que:

0 = f@+ L@y + LD g 1.4 LD e gy L gy
n:

I 2! (n+1)!

o bien, en forma comprimida,

e |
=30t

5;:

O,
(n+1)! (x=a)

Pra(®) Ry a(®)

A esta expresion la llamamos férmula de Taylor. Mas concretamente, P, ,(x) es el

polinomio de Taylor de grado n en el punto a y R, (x) es el resto de Lagrange que,

como veremos a continuacidn sirve para acotar el error.

En el caso particular en que @ =0 se suele llamar formula de Mac Laurin.

Si hacemos tender # a infinito, #»—>o0, entonces hablaremos de serie de Taylor que no es
més que un polinomio con infinitos términos. En este caso no hay resto de Lagrange.

jiPiensa que esto es

;ef;'%?ntﬁlgtgg %ﬁfs La féormula de Taylor-MacLaurin nos da una aproximacién de la funcién f(x) en el inter-
podemos estudiar fun- | valo [4, x] mediante un polinomio de grado n. Dicho de otra forma, Taylor nos asegura que

ciones muy complica- | existe un polinomio de grado n que se comporta “casi” igual que nuestra funcién dentro del

das “sustituyéndolas” : : iz . . .
por polinomios, que son intervalo [a, x]. El error cometido entre la funcién f(x) y el polinomio que la aproxima

unas funciones muy viene dado por el resto de Lagrange:
sencillas v que sabe-
mos man«iar muy bien

EHOI' — fm+l)(§) (x_a)m-l
(n+1)!

Es de suponer que cuanto mayor es el grado del polinomio mejor es la aproximacion a la
funcién f(x). Sin embargo, esto no es siempre asi. Hay veces en que existe la férmula de

1 . . . .y
Taylor pues feC™ ([a, x]) pero sin embargo no aproxima convenientemente a la funcion.

Condicién necesaria y suficiente para representar una funcién como serie de Taylor

La condicién necesaria y suficiente para que una funcién pueda expresarse como una serie
de Taylor es que el resto de Lagrange tienda a cero. En estos casos la funcién queda
perfectamente aproximada por la formula de Taylor de infinitos términos que llamaremos
serie de Taylor (que no es mas que una serie de potencias):

o

)
@ = 3 -0y
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9.2 Desarrollos en serie de Mac Laurin mas usuales
A continuacién se exponen los desarrollos de Mac Laurin mas usuales. Conviene conocer-
los perfectamente para, a partir de ellos, obtener otros mas complejos.
Es importante recalcar que estos desarrollos estan centrados en el origen x = 0. En caso de
que nos pidan un desarrollo de Taylor en otro punto que no sea el origen tendremos que
utilizar la formula general de la pagina anterior y olvidarnos de estos desarrollos.
2 3 4 © n
X X <« X
et =l+x+—+—+—+... e"=2—— —o<x <o
20 3 4 " n!
2 3 L) n
X X X
a*=l+xlha+—In’a+—=Ina+.. a*=) —In"a —0 <X <
2 3! w=o M
VERRE B . Z( N 2+l
senx=x———+—"——7+... senx = —0<X<®
3t s 7! Cn+1)!
1 2 gt S
cosx=1——"+———"+... —0<X <™
21 41 6! o (2 n)!
3 5 7 © 2n+l
X X X X
senhx=x+—+—+—+... senhx=z — —0 <X <™
3t s 7! = (2n+1)!
2 4 6 -
X X X
coshx=1+—"—+>"—+"—+.. coshx=Y" —0o<x <o
21 4 o = (2n)!
2 3 4 =+ n
x x° x X
In(l+x)=x—"—+"—-"—+.. In(1+x)=> ()™ — ~l<x<]1
2 3 4 o, n
x3 x5 x7 2n+1
arctgx =x——+——"7+... arctgx—Z( 1) -l<x<l
35 17 +1
x x'l © o
1+x)*=1+a=+al@-1)=— +... A+x)*=> | |x" ~l<x<1
1! 21 "o \ 1
Caso particular del 1 2 3 4 1 C
anterior para ¢ =-1 m =l-x+x -x +x.. 1_"=2(_'1)nxn —l<x<l1
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9.3 Calculo practico

Los procedimientos que podemos aplicar para obtener la serie de Taylor de una determinada
funcién son los siguientes:

Primer procedimiento

Nos basamos en la propia definicién de serie de Taylor para calcular el desarrollo en serie de
la funcién f( x). Solo es necesario exigir que f(x) sea derivable en un abierto que contenga
al centro xo. La férmula es la siguiente:

f(x) = flx) + f'ﬁfo) (x—x,) + %—0—)— (% —x) + .. +£)_(_?92 (x—x)" + ...

Segundo procedimiento

Este es el método mas | Se trata de utilizar series de Taylor de funciones elementales conocidas de antemano.
habitual Es decir, se puede obtener una serie de Taylor mediante operaciones elementales de otras
’ series conocidas:

e Suma, multiplicacién o cociente de series.
e Derivacidn de series.
¢ Integracién de series.

e Composicién de funciones dentro de una serie.

Tercer procedimiento

S:l *;'r“t‘;a;is; particular | Muchas veces basta con aplicar la serie geométrica para obtener la serie de Taylor de una
determinada funcién f'(2):

b
1-f(x)

i( f(x) si /(0] <1

T{% - 2( @Yy silfe)<1
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TEMA 10: CONTINUIDAD EN R” .

10.1 Introduccién a las funciones de varias variables
Campos escalares

Llamamos campo escalar a una funcién del tipo f :R” — R. Las funciones reales de
variable real /:R— R estudiadas en la parte III (y en cursos anteriores) son un caso
particular de un campo escalar.

A estas funciones se . . .
las denomina coman- | NOsotros centraremos nuestro estudio en funciones del tipo f :R?* > R. Todo lo que se

;“oes":‘:::&g:,"es de | diga para este tipo de funciones es facilmente generalizable a funciones de mas variables.

Las funciones de dos variables tienen la ventaja de tener una interpretacion geométrica muy
clara: una funcién de dos variables se representa como una superficie en el espacio R® al

igual que las funciones de una variable se representan como una curva en el plano R%. Un
ejemplo puede ser la siguiente funcién que acompafiamos de su grafica:

f: R* > R

~(2+25%)

(x,y) = f(x,y)=(x*+y")e

Campos vectoriales

Llamamos campo vectorial a una funci6n del tipo f :R” — R™. Un campo vectorial
siempre se puede descomponer en m campos escalares de la forma f, :R”—> R con

i=1,...,m. A la hora de estudiar alguna propiedad de un campo vectorial f (continuidad,

diferenciabilidad, etc...) siempre estudiaremos por separado los m campos escalares que
componen el campo vectorial. De esta forma, por ejemplo, diremos que un campo vectorial
es continuo si lo son los m campos escalares que lo componen. De ahi la importancia de
estudiar con detenimiento los campos escalares. Un ejemplo de campo vectorial es el
siguiente:

f: R 5> R
(x,y,2) > f(x,y,2) = (2 sen(xy), In(x + z))
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10.2 Continuidad y limites en R"

10.2.1 Definicion de continuidad

(x, 1) —>(xg,¥0)

g f(x,y) escontinuaen (X;,Y,) < Iim  f(xy) = f(x5:)0)

Por tanto, el estudio de continuidad se reduce, basicamente a calcular un limite.

10.2.2 Calculo practico de limites de dos variables

5 .
e Vamos a centrarnos en calcular los limites de la forma:

Si alguna vez aparece un limite que tienda a un punto genérico (x,,,) haremos

el siguienteicambio de variable:

= uU+X y=vty

y de esta forma lo convertimos en un limite que ya tiende al (0,0).

o { Coordenadas polares. }

Se trata de hacer el siguiente cambio de variable:

de esta forma la expresion del limite pasa a ser:

lm  f(xy) = m f(p.0)= b §(pec=® o enE)
P> ;

(x,¥)—(0,0) 73 e

que ya depende solo de una variable y que, por tanto, ya podemos resolver
utilizando las reglas usuales para limites de una variable.

o (Limites radiales o direccionalesy

Se trata de sustituir la variable ypor y = mx de forma que nos queda un limite

Esta es s6lo una de una sola variable que ya podemos resolver.

condicion necesaria.

lm f(ey) = lm o f(amo) = lim ()

(x,»)—(0,0) (x,mx)—>(0,0)
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ayectorias.
or ejemplo, parébolas,

curra. de forma que nos

o Limites segin otras tr
tras ecuaciones. P

ir la variable y Por 0
ira familia de curva
variable que ya podem

dicion Qe trata de sustitu
=mx’ 0 cualquier O
limite de una sola

s que se nos O

Zsia es otra con!
os resolver.

necesaria.

queda un
im  f(6Y) = hm fGamx) = Jim f(x)
(= Y)")(o 0) (Jc,mx2 )—-)(0,0) x>0
o { Linutes reiterados. i
R
Se trata de calcular los siguientes limites:

I, = 1'1m&1'1m f(x,y))

x>0 y->0
& L7 o g

[, = lim fim f(x,¥)
y=0\ x>0

on distintos podemos asegurar 12 NO

bos limites existeny ]
existir debe ser el que

De esta forma, si am
existencia de limite.
En los demas €asos tenemo
aparece al calcular los limite

s un candidato al limite ya que de

s reiterados.

o Teorema del Sandwich (del Emparedado)
es f,g,h'.R3 —> R talque & <f<h

Sean tres funcion

im g(xa }’) =1
(x,wl—;(:;m nx,y) =1 ( 1;1“20 0 @y =1
i ,¥) = I
(x,9)~(0.0) Y

es f,8" R? > R, talque fe» esta acotada ¥

Sean dos funcion
— ( entonces:

lim )g(x, y)

(x,)~> 0.0

im  f(xy) g&) = 0

(2.)~(0,0)
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TEMA 11: DIFERENCIACION EN R” .

11.1 Derivada direccional

La derivada direccional de la funciéon f(x,y) en el punto (x,,y,) segun el vector

iOjo!, el vector tiene .
e unitario v = (a,b) es:

que ser unitario

F(Gaoye) + B(@b) — f((ove))

Si el vector no es unita- D f(an yo) = lim

rio entonces se deno- h—>0 h

mina derivada segun e e S s S
el vector v

11.2 Derivadas parciales
Las derivadas parciales no son mas que un caso particular de derivada direccional.

e Laderivada parcial respecto a x de la funcién f(x,y) enel punto (x,,y,) es:

La derivada parcial ‘
0 S Goox) 8, 0) = f(5.0)
st | 9y = 0 s = lim (o ; )~

(a,b) = (1L,0)

%%(x‘)’yo) = D Sy = lim LG22 = J(20)

X—»X( X — X,

e Laderivada parcial respecto a y de la funcién f(x,y) enel punto (x,,y,) es:

La derivada parcial : h 01 3o
respecto ayptoma el ~ @((xoayo) = sz(xo yo) — f((xo y0)+ ( )) f(xo y?

vector: & h
(a,b) = (O,1)

gf"(xoayo) =D, f(x,y,) = lim S (%0 3) = [ (%9, )0)
oy ¥ Y — ¥,

13.3 Vector gradiente

_ Elvector gradiente es | I lamamos vector Gradiente a la matriz formada por las derivadas parciales. Por ejemplo,

. ”m”atcr?: Sap;'ggﬁgrqt 'kaiyf para dimensiones dos y tres el gradiente es el siguiente:

_ pronto definiremos

fi R —> R
(x,y) > f(x¥)

iR >R

4 _51]
(x,3.2) > f(x.1.2)

= Vf(x,y,z)z(%, éy’az

Asi pues en general, para un campo escalar de n variables el vector gradiente sera:
I R" —-> R
(X5 X,) = f(x)5-05%,)

n

\Y yeees X, ) = y e s
== (X5 X,,) [axl "
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Cilculo de la derivada direccional a partir del vector gradiente

La forma practica de calcular una derivada direccional en la direccion del vector unitario v
es utilizando el vector gradiente mediante la siguiente importante formula:

Se trata del producto
escalar de dos vectores

Df - Vf v

En concreto, para una funcién de dos variables f: R* — R, la derivada direccional
segun el vector unitario v = (a,b) en el punto (x, yo) es:

D,f(xy)) = W%y&v=[wﬁhlymmﬂ-@m
x o

o (%5, o) a + of (x9, ¥,)

0220l g,

D,f(x,¥) = Py Py

Observaciones

¢ Sinos piden que calculemos una derivada direccional pero nos dan un vector que
no es unitario lo que hacemos es convertirlo en-unitario: Para ello dividimos cada
componente del vector entre su médulo y aplicamos la formula, es decir:

Df = Vf- =
|v]
e Las derivadas parciales son casos particulares de derivadas direccionales.
En concreto la derivada parcial con respectoa x es la derivada direccional con
direccion el vector unitario # = (1,0).
Igualmente la derivada parcial conrespecto a y es la derivada direccional con
direccion el vector unitario # = (0,1).

El méaximo valor que ¢ La derivada direccional es siempre maxima en la direccion del vector

puede glcar}zar la 'den- gradiente.

vada direccional siem- .. . .y

pre coincide con el mo- Es decir, si escogemos como vector de direccion v = Vf podemos asegurar que
dulo del vector gradien- la derivada direccional toma el méximo valor posible que es:

. te

D.f = |Vf]

iiEn ninguna otra direccion v la derivada direccional sera mayor que esta
cantidad!!

e La derivada direccional es siempre minima en la direccion del opuesto al
vector gradiente.
Es decir, en este caso, si escogemos como vector de direcciébn v = — Vf

podemos asegurar que la derivada direccional toma el minimo valor posible que es:
f’((x,y),v) = _‘Vf ‘

e La derivada direccional es siempre nula en la direccion perpendicular al
vector gradiente.
En este caso, si escogemos como vector de direccion v un vector perpendicular al

vector gradiente Vf podemos asegurar que la derivada direccional vale cero.
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11.4 Interpretacion grafica de las derivadas parciales.

De la Parte III del temario ya sabemos que la derivada en un punto de una funcion de una
variable se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la funcién
en ese punto. Ahora se trata de generalizar esa interpretacion a una funcion de dos
variables. El problema en este caso, y a diferencia de lo que sucedia en funciones de una
variable, es que la funcion es graficamente una superficie... y en un punto de una
superficie se pueden trazar infinitas rectas tangentes. Asi pues, hace falta afiadir un
elemento mas a los que ya tenemos. Ademads de la funcion y el punto tenemos que tener
una direccion para trazar la recta. De esta forma surge la siguiente interpretacion:

Sea una funcién f:R?>— R. La derivada parcial D, f(a,,a,) con respecto a x; en el
punto (a,,a,) delafuncién f(x,,x,) se interpreta geométricamente como la pendiente de
la recta tangente a la curva interseccion de la superficie de ecuacion z = f(x,,x,) con el
plano y=a, en el punto cuya coordenada x es a;. Esto se puede apreciar en la siguiente

figura:

Az

X2

Anéloga interpretacion tiene la derivada parcial D, f(a;,a,) con respecto a x,, y todas

las derivadas direccionales D, f(a,,a,) que existen en ese punto (g,,a,) .

Sin embargo, de la existencia de las derivadas parciales D, f(a,,a,) vy D,f(a,a,) no

resulta ninguna informacion relativa a f(x,,x,) en los puntos cercanos al punto (a,,a,) .

jiIncluso la funcién podria ser discontinua en el punto existiendo en él las derivadas
parciales!!.

De todo esto se concluye que el concepto de derivada no admite una generalizacidn satis-
factoria a funciones de varias variables cuando se define como limite de un cociente de di-
ferencias. La nocion restringida de derivada segun un vector no permite definir aproxima-
ciones de una funcion, y propiedades esenciales como la continuidad no quedan aseguradas
con su existencia. De aqui surge la necesidad de definir el concepto de diferencial que pa-
samos a estudiar en el siguiente punto.
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11.5 La diferencial

Definicion

La diferencial de una funcién f(x,y) en el punto (x,,y,) es la siguiente funcién:

Vdf(xog.)’r'o)r- R* —» R = 7 4
- (h,k) — df (xy, ¥, )(h,k) = Df(xo’yo) ‘h + Dzj(xo’yo) k

Esta es una diferencia . . . . - .
importante con las fun- | Sin embargo no basta con que existan las derivadas parciales para que esta funcidn exista.
ciones de una variable Para poder asegurar la existencia de la diferencial nos tenemos que apoyar en alguna de

las siguientes condiciones.

Condiciones necesarias de diferenciabilidad

Si f(x,y) es diferenciable en el punto (xo, Vo) :
punto (Xy,¥,) {»’ «;

> f(x,y) escontinua en el

Si f(x,y) es dxferenczable en el punto (x,,y,) = f(x, y) nene derivadas
direccionales en cualquier direccién (incl )f{cndpélgs deri adasparrc‘laleg.)

Condicion suficiente de diferenciabilidad

iEsta es sélo una
condicién suficiente! - Si f(x, y) tiene derivadas parciales continuas en el punto (x,, yo) = f(xy) es

dlferenmable en el punto (x,,y,)

Otra forma equivalente de expresar lo mismo:

e Si f(x,y)eC'en (x,,¥,) = f(x,y) es diferenciable en el punto (x,,¥,)

Condicién necesaria y suficiente

Filate que las barras Una funcion es diferenciable funcién  f(x,y) enelpunto (x;,¥;) siysolosi
del numerador son de

:f,',?éaib:cﬂﬁtgspc:?:,se lim ,f(xo +h, Mo +k) — f(xo’yo) — D1f(x0’y0)'h — sz(xo’yo)'kl =0

mientras que las de! (4,k)—(0,0) h
denominador son de , | (K]
madulo pues se aplican i

a un vector.
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Esquema para el estudio de la diferenciabilidad en dos variables

A continuacion se muestra un esquema que puede servir de ayuda para el estudio de la diferenciabilidad de una funcién «
dos variables f :IR* — R. Aunque est4 hecho para funciones de dos variables por simplicidad, este esquema también

sirve para estudiar la diferenciabilidad de funciones de tres 6 ms variables, f :RR” — R .Es importante resaltar que este
esquema no sustituye el estudio de la Teoria.

F )
l AT NS -1 fz, mema DY WE o
; i 97 . .
¢/ es continua en (xo, Yo)° ———————»NO f no es diferenciable en (xo, Vo)

¢ Existen Dy f (xo, ¥o), Da.f (0, y0)? (*) NO

—23Y _»  f no es diferenciable (xg, o)

b

Dos caminos posibles

¢DS(x.3), Do f (x.7) NO | S G + 7y +K) — f (%05 ¥0) = D f (s Yo )2 = Dy f (59, DR _

son continuas en (x,,¥,)? "1C b0 (A B
SI s% \\1‘0
f es diferenciable (xo, o) . f es diferenciable (xo, o) f no es diferenciable (xo, o)

(*) En este paso ademas de comprobar la existencia de las derivadas parciales también se puede optar por comprobar la
existencia de la derivada direccional en cualquier direccion v. Basta que la derivada direccional no exista al menos en
una direccidn para poder afirmar que la funcion f no es diferenciable y hemos acabado. Normalmente nos conformamos

con estudiar la existencia de las derivadas parciales y continuar hacia abajo en el esquema, lo cual también es correcto.
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11.6 Interpretacion grafica de la diferencial

Supongamos una funcién f(x,y) diferenciable en el punto (x,,y,)

La funcién diferencial df de la funcién /' en un punto (x,,),) es, graficamente, un plano
que pasa por el origen de coordenadas. De hecho se trata del plano tangente a la funcién en
el punto (x,,y,) trasladado al origen de coodenadas.

La funcidn diferencial df es por tanto, una aplicacion lineal (homomorfismo) de R?en R.

La ecuacion del plano tangente a la funcién diferenciable f(x,y) en el punto (x,,y,)

viene dado por la siguiente expresion:

z = f(x45¥) = D}f(xo’yo)(x"xo) + sz(xo’yo)(y_yo)

Ejemplo numérico:
Calcular el pleno tangente y la diferencial de la funcién f(x,y) = x>+ y* en (1,2).
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11.7 Derivadas de orden superior. Matriz Hessiana

Notacién

Al igual que en funciones de una variable, en las funciones de varias variables también
existen derivadas segundas, terceras, etc....

Para empezar con el caso mas sencillo supongamos una funcion f': R*—>R .Sus
derivadas segundas seran:

of _ o(ef) D
&’ oxléx, 1/ Derivada segunda de f con respecto
o / ax dos veces
a -
\ oOf o\ _ Derivada segunda de f primero con
oxdy oy respecto a x y después con respecto
A las dos derivadas ay
centrales se las
denomina derivadas
cruzadas 5°
f = ( ) = D, f Derivada segunda de f primero con
/ Oyox ax{ oy respecto a y y después con respecto
o ax
\ &*f - ol =D, f Derivada segunda de f con respecto
o* v\ oy %27 ay dos veces
Definicién

En puntos ordinarios no
hace fatta utilizar la Las derivadas parciales segundas se calculan utilizando la misma definicién que tenemos
definicion. Las deriva-

das segundas, terce- | para las derivadas parciales primeras. Lo unico que cambia es que ahora la funcion en vez
inaefﬁisf:fﬁﬁglzﬂe deser f(x,y) es D, f(x,y) o D,f(x,y).De estaforma tenemos que:
las derivadas parciales.
Es decir, se supone

todo constante excepto
la variable respectoala | 52 f
cual estamos derivando

"a';i"(xmyo) = Dy f(x0,¥,) = %1133 DyJ (o, 00) + h(l’]?)) - Dy f((x530))

o°f
Ox0y

D, f((xy,y,) + h(0,1)) = D, f((xy,,))
h

(x0,¥0) = Dy, f(x5.¥) = %115)13

%}{(xoayo) - D22 f(xoayo) - £1rn sz((x09y0)+h(091)) - sz((xoﬂyo))

-0 h

ﬁ(xoayo) - Dzlf(xosyo) = lim DZf((x09y0)+h(190)) - sz((xO’yO))
ayax h—0 h

Las derivadas parciales sucesivas (terceras, cuartas, etc...) se calculan de forma similar.
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Para una funcién f :R> - R definimos la matriz Hessiana de la siguiente forma:

or oy

_ o’ oxy _ D, f Dy, f

HED = pr o |7 (Dmf Dzzfj
Oyox oy’

o sea, se trata de una matriz formada por las derivadas segundas de la funcion f.

En general para funciones f :R” — R la matriz Hessiana queda:

oy o
axlz axlaxn Duf Tt D1nf
Hf (x5....%,) = : : = Do
of of D.f - D,f
0x,0x, w@;:

Notacion Importante

Sea una funcién f :R” — R .De forma anéloga a como hicimos en funciones de una

variable diremos que f es de clase C ":

fecC(D) ., DcR

cuando f tenga derivadas parciales hasta orden r todas ellas continuas en D.

Teorema de Schwarz

Sea una funcién f :R> — R . El siguiente teorema nos asegura la igualdad de las
derivadas cruzadas-bajo ciertas hip6tesis:

fxy)eC
iD, f(x,y) y es continua

}:? 3D21f(x,y) y D21f(x>y) = D12f(x>y)
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11.8 Regla de la cadena. Derivacion de funciones compuestas

La derivacion de funciones compuestas se llama coloquialmente “regla de la cadena™.
La regla de la cadena en varias variables no es mas que una generalizacion de la regla que se
utiliza para una sola variable. Se trata, por tanto, de derivar composiciones de funciones de

varias variables.
La mejor forma de ver como se utiliza es mediante un ejemplo.

EJEMPLO

Sean las funciones f(u,v),u(w,y), v(w,z), w(x) y z(x,y). Calcular gj—fa y g-j-;-
x

Aplicarlo al caso particular de  f(u,v) = In(u +v), u(w,y) = sen(wy),

v(w, z) = cos(wz?), wx) =x> vy z(x,y) =e™.

1.- Dibujar el arbol de dependencias: 2.- Hacer la regla de la cadena:
W o _ Y w o o
/ “ \ ou oy Ov 0Oz Oy
y
f \
w
v ~

\\Z X

N,

3.- Calcular las derivadas que nos indican las férmulas:

I

?le
&%

S

2l
SRR

YR
vl
2w

£
x g
ax

_a_[_ 1 ) éj: 1

du u+v O u+v

% =ycos(wy) ; % =wcos(wy) ; % =—zsen(wz’) ; % =—2zwsen(wz?)
w =2x ; & =" ; 2 ="

o o Py

4.~ Sustituir:

Un ultimo paso

consiste en sustituir Oy ou Oy ov 0z Oy u+v
todas las funciones
para dejar el
resultado solo en

funcion de las af _ af. Ou .dw+g.@'dw+ af.av. 0z _

o _ o, éﬂ_*_ of v 0z _ wcos(wy) + ! (—Zzwsen(wzz))e“y
u+v

variblesx ey \ 5" T 5y ow dx v ow dx  ov Oz O

2 VARR 1 = 2 X+
( z sen(wz )) 2x + v( 2zw sen(wz ))e Y

=L(ycos(wy))-2x+
U+v U+v u+
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11.9 Campos vectoriales

Llamamos campo vectorial a una funcién del tipo f :R” — R" . Un campo vectorial
siempre se puede descomponer en m campos escalares de la forma f; :R” — R con
i=1,..,m.
Por ejemplo el siguiente campo vectorial:
f: R > R
(%) = f(x.y) = (X’y,x+y,xsen(xy))

se puede descomponer en tres campos escalares que resultan ser funciones de dos variables
que va hemos estudiado en profundidad.

fi: R > R f,: R* 5> R
(x,) = filx,y)=x"y (x,9) > fL(x,y)=x+y
fir R > R

(x,¥) = f(x,¥) = xsen(xy)

Un campo vectorial un poco mas extrafio es aquel que tiene n =1, por ejemplo:
f: R - R?

x > f(x)= (xz,\/;—_3)

Las componentes de este tipo de campos vectoriales no son mas que funciones de una

Estas funciones las variable:

estudiaremos con los fim: R > R L R > R

conocimientos de la )

parte lil del temario x > fi(x)=x x = f,(x) = vx-3

Continuidad de un campo vectorial

La continuidad de un campo vectorial se estudia a partir de sus componentes:

fR"—> R” escontinuaen (x,,...x,) < f,:R”" > R escontinuaen (x,,...,x,)

paratodo i= {1,...,}’1}

Diferenciabilidad de un campo vectorial

La diferenciabilidad de un campo vectorial también se estudia a partir de sus componentes:

S :R"— R" esdiferenciableen (x,,...,x,) < f,:R" > R es diferenciable en

(x...,x,) para todo iz{l,...,n}
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Importante: Matriz Jacobiana de un campo vectorial

No confundir la matriz
Jacobiana de un campo | En el caso de que tengamos un campo vectorial de la forma:
vectorial con la matriz
Hessiana de un campo f . R” 5> R”

escalar
(X5eeX,) = (f;(p e X, Doeees oy (X se0s X))

las derivadas parciales respecto a cada una de sus componentes se ordenan en una matriz
de orden m X n que llamaremos matriz Jacobiana:

A AR

Fijate bien como estan ‘
situadas las derivadas le &xz &xn
parciales. Cada varia-
ble se situa en una co- afz afz afz
lumna y cada compo- == = e = sz
nente en una fila. Cada = | Oy Ox, ox, | =
fila es el gradiente de .
una componente del :
campo vectorial
I Yu .. Y
x  ox, ax, Vs

Algunos de los casos que utilizaremos més frecuentemente son los siguientes:

f: R > R?
() = (£, f(x, )

9 9

Jf(xay) = aafi a}a);

ox Oy

fiR —» R?

’ (xlax2>x3)’“)(fl(xlaxzax3)af2(xlax2ax3))

Fijat | tri
Jacobiang no tiane por o o o
qué ser siempre & B ox
cuadrada Ji X, — 1 2 3
TN e, o o
x, ox, ox,

R > R

) (%5 %55 %) = (005 X553, £ (6, X052 ), f (21, X5,5) )

9 9 Y
ox, 0Ox, Ox,
ey =L L 9
ox, Ox, Ox,
9 Y Y
Oox, Ox, Ox,
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En el caso dudoso este
método no nos dice
nada acerca del
caracter del candidato.

Esta es realmente la
definicién de extremo
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TEMA 12: MAXIMOS Y MINIMOS EN R” ]

12.1 Extremos en funciones de dos variables
Las definiciones de maximo y minimo para funciones de dos variables son analogas a las ya

vistas para funciones de una variable. La diferencia estriba en que ahora los extremos estaran
sobre una superficie en vez de sobre una curva.

Puntos estacionarios o criticos de una funcién (candidatos a maximo o minimo):

‘e Aquellos puntos () € R/ Vi(x,y) = 0,0)

‘e Aquellospuntos (x,,5,) € R® / f(x,¥) no es diferenciable.

Una vez obtenidos los candidatos estudiamos su caracter. Existen dos formas:

#  Calcular la matriz Hessiana Hf(x) y sustituir en ella el candidato (x,,,).€ R”:

“Si | Hf (x4,50)1 >0y Dllf(xoayo)>0 = (X,),) esun mmlmorelatlvo

-3 T
= Y Wa e .
o TR «,a\" iy

, Q\;f'}”’“
wSi [Hf (x0,¥0)1>0 y Dy f(x,5)<0 = (x4,¥,) esun maximo relativo

o Si |Hf(x0,90)| <0 = (xy,¥,) noes maximo ni minimo (es un punto de silla).

Si |Hf(xy,¥,)|=0 = jjCasodudoso!! .

s

¢ Observar el valor de la funcién f (x)ﬂre un entorno del candidato (x,,,) € R*:

Si f(x,)2 f(x,¥),V(x,y)e B.(x,y,) = (x4,¥,) esun minimo relativo
Si f(x, )< f(x,¥), V(x,¥)€ B(x,,y,) = (x4,5,) esun méximo relativo
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Generalizacién del 12.2 Extremos en funciones de n variables

proceso aprendido para
dos variables Sea una funcién de » variables,

f: R - R
(X505 %) = f(x,..5%,)
Supongamos que esta funcién f es de clase C 2 Es decir f € C”.

Cuando te dicen que f € C ? quieren decir que la funcién f tiene todas sus derivadas
parciales primeras y segundas y todas ellas son funciones continuas.

12.2.1 Primer paso: calculo de los candidatos a ser maximo o minimo

Lo primero que tenemos que hacer es encontrar los candidatos a ser maximo o minimo.
Estos puntos se llaman puntos estacionarios o puntos criticos de una funcion.

Un punto (x,....X,) € R” esestacionario < Vf(x,,...,x,) = (0,...,0)

Esto, puesto de forma més sencilla significa que:

D, f(x),.esx,) =0

Ahora, habra que resol-
ver un sistema con n Un punto (x,,...,%,) € R” esestacionario <

ecuaciones y » incog- weee
nitas D, f(x,..,x,) =0

12.2.2 Segundo paso: Estudio del punto candidato

1. Una vez obtenidos los candidatos estudiamos s cardcter. Hay que tener claro que un
punto candidato puede ser:

- Un méximo de la funcién f
- Un minimo de la funcioén f
- Un punto de silla de la funcion /' (no es maximo ni minimo)

2. El procedimiento para determinar qué es cada punto candidato empieza calculando la
Matriz Hessiana Hf .

Esta matriz ya sélo
tiene numeros pues
hemos sustituido todas
las variables por su

valoren el punto que | 3 {jpg vez calculada la matriz Hessiana sustituimos en ella el candidato (x;,...,x,) € R":
estamos estudiando 1 n

Hf (x;,...,x,)
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4. Una vez llegados a este punto pueden suceder uno sélo de los siguientes casos:

Para clasificar la matriz
Hessiana ver la Si

siguiente pagina Hf (x,,....x,) es definida positiva = (X,...,X,) esun minimo relativo

-Si  Hf(x,...,x,) esdefinida negativa = (x,...,X,) es un maximo relativo
-Si  Hf(x,,...,x,) esindefinida = (x,,...,x,) es un punto de silla (ni m&x ni min)

-Si  Hf(x,,...,x,) es semidefinida positiva o semidefinida negativa = j;Caso
dudoso!! No sabemos qué es.

5. En los tres primeros ya hemos averiguado el caracter del punto candidato (maximo,
minimo o punto silla).
En el dltimo caso tendremos que estudiar el caracter del candidato utilizando la defini-
ci6n de maximo y minimo de una funcion:

Un punto (X,9,...,%,,) € R"” esmaximo de f/ < f(x5s%,0) 2 f(X)50sX,)

Un punto (X5,-..,%,,) € R" esminimo de f/ < f(x,5,-.%,0) < f(%}5e0,%,)

donde (x,,...,x,) € R" sontodos los puntos “cercanos” al punto candidato.
La forma de utilizar esta ltima definicion la veremos directamente en los ejemplos.
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12.2.3 Clasificaciéon de la matriz Hessiana

Veamos dos métodos que nos van a permitir clasificar una la matriz Hessiana.

Método de los menores principales

Se trata de calcular todos los menores principales de la matriz Hessiana:

o a Gy G4y Oy

H =a H=""™" H, =|a, a, ay| .. H, = |Hf|
4y Ay a, a, a
31 ) O

-Si H,>0 i=l,..n = Hf(x,..,x,) esdefinida positiva
-Si H,>0 i=l.,n-1 , H =0 = Hf(x,..,x,) essemidefinida positiva

-Si (-D)'H,>0 i=1.n = Hf(x,...x,) esdefinidanegativa

-Si (-)'H,>0 i=1l.,n-1 H, =0 = Hf(x,..,x,) essemidefinida negativa

Siempre que aparez-
ca un menor nulo que .
no sea el ditimo utili- | - Si
zaremos el método
de los autovalores

Ji<n / H,=0 = Este método no resuelve (utilizar el de los autovalores).

- Cualquier otro caso = Hf(x,,...,x,) es indefinida

Método de los autovalores

En este caso hay que calcular los autovalores de 1a matriz Hessiana:

. a,—A ..

Para utilizar este i G

método se utiliza el el ‘A..j,]i =0 - =0
célculo de autovalo-

res estudiado en a e a_—A
Algebra " i

-Si A4,>0 Vi= Hf(x,..,x,) esdefinida positiva

-Si 4,20 Vi=> Hf(x,..x,) essemidefinida positiva
-Si A4,<0 Vi=  Hf(x,,..x,) esdefinida negativa
-Si 4,20 Vi= Hf(x,..x,) essemidefinida negativa

- Cualquier otro caso =  Hf (x,,...,x,) es indefinida
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12.3 Calculo de maximos y minimos restringidos a un conjunto

Al igual que sucedia en funciones de una variable algunas veces nos pediran determinar el
méaximo y el minimo de una funcién f(x, y) restringida a un subconjunto A4 de R?.

En estos casos afiadiremos a la lista de candidatos a maximo o minimo los puntos frontera
del conjunto dado. De esta forma los candidatos serén;

Aquellos puntos (x,,¥,)€4 /  Vf(x,,,) = (0,0) PR B
E RS T N
Aquellos puntos (x,,¥,)€A /  f(x,,y,) no es diferenciable. .
" Los extremos de f sobre la frontera de 4 — R* ﬁ T i

Los conjuntos frontera tendran normalmente (aunque no siempre) la siguiente forma
Fr(d4) = {(x, »ek?®:g(x, y)=0}. y pueden ser, por ejemplo, los puntos de una circun-
ferencia o los lados de un cuadrado.

Para calcular los extremos de la funcién f(x,y) restringidaa g(x,y) =0 podemos
seguir dos procedimientos.

1 Primer procedimiento

Despejando y de la restriccion obtenemos y = g(x) para después sustituirla en la
funcién quedando f(x,y) = f(x,2(x)) que ya es una funcion de una sola variable.

=. | Segundo procedimiento (Multiplicadores de Lagrange)

Se trata de construir la siguiente funcion L(x, y,4) = f(x,y) + 1 g(x,y).
L(x,y,A) es una funcion de tres variables de la que podemos calcular sus candidatos a
extremo. Pues bien, los candidatos a extremo de la funcién L(x, y,A) coinciden con los

de f(x,y) restringidaa g(x,y)=0.

Teorema de Weiesti-ass.

Analogo al de funcio-
nes de una variable

ooo
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TEMA 13: FORMULA DE TAYLOREN R” .

Conviene
mirarse antes
la serie de
Taylor en una
variable | Desarrollo de Taylor de orden uno
(Tema 9)

Sea f: R? - R una funcién una vez derivable en un entorno del punto (x,,y,) . Entonces, existe un

punto ¢ en dicho entorno, tal que:

_xo) +R, = f(x, %) + %(xosyo)(x_xo) + g(xo,yo)(y—yo) + R,

F062) =0 2)+ Vf<xo,yo)-(x »

donde el término

1af L@ —x)-1) + 3L G

Oxdy 2 0y?

POl %,)" +

es el resto de Lagrange.

Esta expresion se llama desarrollo de Taylor de orden uno. Cuando el desarrollo se hace en el punto
(0,0), entonces se llama desarrollo de MacLaurin.

Desarrollo de Taylor de orden dos

Sea f:R?> — R una funcion dos veces derivable en un entorno del punto (x,, ,) . Entonces, existe

un punto £ en dicho entorno, tal que:

X=X, X=X,
Sy =f(xy)+ Vf(xmyo)'( !+ “"‘(x X, ¥=Yo) Hf (x4, ¥0) ( )"'Rz
y=y,) 2! Y=Y

operando la anterior expresioén nos queda'

f(x y)_ T + T8I ey + @((;y’y‘))@ W |
L 16 e, PO 186 3 (s 2) ’
2 e s (X)) /= oxdy (x XNy = .Vo)"' P — - yo) +R?#

donde

R = 1af (e o)+;8fay(§)(x %) (7= )+
1o

+ 1 af O 0)0 -0 + o

26y2

-3

es el resto de Lagrange.
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TEMA 14: SUCESIONES DE FUNCIONES .

Definiciones

e Llamamos sucesién de funciones a (f,(x)) = {/(x), £,(x).... f,(x)....} tal que cada
fi R >R.

¢ Decimos que ( 7, (x)) converge puntualmente hacia f(x) cuando:
Ve>0,3ny(e,x)e N/ Vnzn, = |f,(x)-f(x)|<¢

¢ Decimos que ( £, (x)) converge uniformemente en A hacia f(x) cuando:

Ve>0,3n(e)e N/ Vnzn,,Vxed = |f,(x)- f(x)|<e¢

Propiedades

Esta es una condicion | e  Si ( £, (x)) converge uniformemente en 4 hacia f(x) = ( £, (x)) converge
necesaria de conver-

gencia uniforme puntualmente hacia f(x)

Forma prdctica de utilizar el teorema:

Si ( £, (x)) no converge puntualmente en 4 hacia f(x) = ( . (x)) no converge
uniformemente hacia f(x) en 4.

o Si ( 7, (x)) converge uniformemente en 4 hacia f(x) y todos Jos términos de la
sucesion son funciones continuas =  f(x) es continua en 4.

Forma prdctica de utilizar el teorema:

* f (x) son continuas en 4

NO
PONT—— A} = ( 7 (x))%cbnverge uniformemente en 4 hacia f(x)
» f(x)no *
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Esta es una condicion | ®  Si ( 7, (x)) converge uniformemente en 4 hacia f(x) siy sélo si:
necesaria y suficiente
de convergencia unifor-

me lim sup { | £,(x) = /()|} = 0

xed

Forma prdctica de utilizar el teorema:

Aplicaremos la anterior formula en tres pasos,

Paso 1: Obtenemos la expresion de la funcién | f,(x) — f(x)| que llamaremos g(x)
por comodidad. Es decir: g(x) =| £, (x) — f(x)].

Importante:

Solo nos interesa la Paso 2: calcularemos el maximo (o supremo) absoluto de la funcién g(x) restringida al
“altura” del maximo de . o .

g(x), no el lugar donde conjunto 4. Para ello utilizaremos todo lo aprendido en el tema 8.

se encuentra

Paso 3: Finalmente se trata de hacer el limite cuando #» tiende a infinito del valor del
maximo (o supremo) obtenido en el paso anterior.

e Si ( £, (x)) converge uniformemente en 4 hacia f(x) y todos los términos de la

sucesion son funciones integrables = f(x) es integrable 4.

e Sin embargo, aunque ( £, (x)) converge uniformemente en 4 hacia f(x) y todos los

términos de la sucesidn sean funciones derivables esto no implica que f(x) sea
derivable 4. Para que esto suceda hacen falta mas hipétesis que en el caso de la
continuidad y la integracion.
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Importante:

Una serie funcional se
convierte en una serie
numérica cuando susti-
tuyes las x por un valor
concreto

Por tanto para estudiar
la convergencia unifor-
me de una serie de fun-
ciones basta con estu-
diar la convergencia
uniforme de una suce-
sion de funciones (la
sucesion de sumas par-
ciales)

Y por tanto también
converge puntuaimente

Estas propiedades para
series funcionales son
analogas a las ya vistas
para sucesiones
funcionales

En todas las propie-
dades f(x) representa
la funcién suma de la
serie
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TEMA 15: SERIES DE FUNCIONES .

15.1 Series de funciones generales

En las series de funciones son aplicables todos los conceptos, propiedades y teoremas
estudiados en “Series de nimeros” y en “Sucesiones de funciones™.

El objetivo principal cuando estudiemos una serie funcional sera calcular su eampo de
convergencia, o sea aquellos valores de las x para los cuales la serie numérica resultante
converge.

Otro objetivo sera obtener la suma de la serie (cuando esto sea posible) dentro de su
campo de convergencia. La suma de la serie en este caso es una funcién (no un niimero)
que llamaremos f (x).

Convergencia uniforme

Se dice que la serie de funciones Z J+(x) converge uniformemente en 4 hacia una

) si su sucesion de sumas parciales S, converge uniformemente hacia f{x).

it .. R . . . j:. % xsé
Ademas de la definicion anterior, para estudiar la convergencia uniforme tenemos ademas
el siguiente criterio:

¥ 2

Criterio de Weierstrass

E

© ' ©
Sea Z J,(x) unaserie de funciones y sea Z a, una serie de niimeros reales
n=1

positivos convergente. Entonces se cumple que:

AR
n=1 n=1

n=l

Vxed = Z f,(x) converge uniformemente en 4

n=l

Propiedades

e Si Z /. (x) converge uniformemente en 4 hacia f(x) = Z /., (x) converge
n=1 n=l

puntualmente hacia f(x)

e Si Z f,(x) converge uniformemente en 4 hacia f(x) y todas las funciones de la

n=l]

serie son continuas =  f(x) es continua en A.

e Si Z f,(x) converge uniformemente en 4 hacia f(x) y todas las funciones de la

n=]

serie son integrables = f(x) es integrable A.

e Si las funciones ( / (x)) son derivables, la serie Z £ (x) converge uniformemente

n=l

en A hacia g(x) yexisteun ae4 tal que la serie Z /(@) es convergente, entonces

n=]

Z f, (x) converge uniformemente en A hacia f{x) y ademaés Z £ (x)=f(x).

n=] n=1
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: _115.2 Series de potencias
Una serie de potencias

no es mas que un ..,
polinomio de grado | 15.2.1 Definicion

infinito!!
Una serie de potencias es un tipo particular (y muy importante) de serie de funciones.
Tienen la siguiente forma: : ; s
X es el centro de la = .
serie de potencias Z a, (x - xo) ﬁ
=0

Normalmente el centro suele ser el cero, x, = 0 asf que la serie nos suele aparecer de la
siguiente manera:

o0
no__ 2 3
2 oax =a,tax+ax +ax +...

n=0

15.2.2 Campo de convergencia

Esta es una de las . . . . s
caracteristicas mas El campo de convergencia de una serie de potencias es siempre simétrico con respecto al

importantes de las centro x, de la serie.
series de potencias
Llamaremos radio de convergencia R a la distancia entre el centro y cualquiera de los

extremos del campo de convergencia.
El radio de convergencia R siempre existe y siempre estd entre uno de los tres siguien-

tes casos:
1. R=0 => La serie de potencias so6lo converge en su centro.
2. R=ow => La serie de potencias converge en toda la recta real.

3. R eR — {0} = La serie de potencias converge en :':'(xo —R,x,+R),eneste

caso la serie puede converger también en los extremos del intervalo.

En el caso de las series de potencias bastan el criterio de la raiz y el criterio del cociente
para calcular el radio de convergencia de cualquier serie. En concreto, siempre calculare-
mos el radio de cualquiera de las dos siguientes formas:

1

limzfa,|

n—»od

R =

15.2.3 Tipos de convergencia

e La serie de potencias converge absolutamente todo el campo de convergencia.

e La serie de potencias converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado
contenido en el campo de convergencia.

e La serie de potencias diverge VxeR talque x > x, + R 6 x < x; — R.

‘& En los extremos del campo de convergencia, es decir,en x = x,—R yen
X = X,+R no se sabe el cardcter de la serie ya que depende de cada caso. Lo que

hacemos es sustituir el valor de la x y estudiamos su convergencia como si fuera
una serie numeérica.
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TEMA 16: INTEGRACIONEN R _

También llamado er . .
“Caloulo de primitvas” | 16.1 Integracion indefinida

Dada una funcién f se dice que otra funcion @ es primitiva de f si @ es derivable y es

o =f.

La integral indefinida de f se define como el conjunto de todas las primitivas de [ y se

denota por I f(x)dx = p(x) + ¢

16.1.1 Integracion por partes

Se trata de elegir una parte del integrando como # y la parte restante como v . Después
se obtienen du y v y se aplica la siguiente formula:

Iudv=uv— vdu

16.1.2 Formulas de reduccion

Aplicando reiteradamente la integracion por partes, se pueden obtener formulas que
expresan algunas integrales en funcion de otras mas simplificadas.

16.1.3 Integracion de funciones racionales

Ahora vamos a ver como calculamos integrales racionales (cociente de dos polinomios)
P(x)
o(x)

que son del tipo I dx . Debemos distinguir dos casos:

Caso I Cuando grado P (x) = grado O (x)

En este caso dividimos los dos polinomios da: P( ) =C ( ) ( ) dond
, y nos da: + ——, donde

() ()’

C(x) eselcocientey #(x) elresto. Entonces la integral IC (x) dx es inmediata.

r(x)
0(x)

Veremos como resolver la integral dx en el siguiente apartado.
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Caso II Cuando grado P (x) < grado Q (x)

En este caso se hallan las raices del denominador Q (x) y se descompone en fracciones
simples, de esta forma, una vez calculados los coeficientes, cada fraccion resulta ser una
integral inmediata.

Veamos el caso mas general: Sea O (x) un polinomio que tiene una raiz simple x =g, una
raiz x = b de multiplicidad r, dos raices complejas conjugadas simples de la forma
x = a * bi y dos raices complejas conjugadas de multiplicidad s de la forma

x = ¢ £ di entonces la descomposicion en fracciones simples queda:

P(xy A [ B, B, B, ] [ Mx+N ]
= + + =+t + — | +
O(x) x-a |[(x=b)" (x-b" (x—b) (x-p)+q

Cx + D, C,x + D, Cx+ D,
[(x=c) +d’] i [(x—c)* + dzjs”l Tt [(x—¢)* +d*]

Pongamos un ejemplo numérico, supongamos Q (x) un polinomio que tiene x = 7 una raiz
simple, x = 5 una raiz cuaduple (multiplicidad cuatro), x = 3 + 4i dos raices complejas

conjugadas simplesy x = 2 i dos raices complejas conjugadas triples. En este caso la
descomposicion en fracciones simples queda:

P(x) A4 [ B, B, B, B, ] [ Mx+N }
= + -+ -+ >+ t|—— |+
0(x) x-7 |(x-5" (x=5° (@(x-57° (x-=5) (x-3)" + 4

Cx + D, C,x + D, Cx + D,
2, 127 * 2 4272 + 2, 12
(-2 + 2] [c-22 + 2] [-27+ 7]

Una vez hecha la descomposicion en fracciones simples, las integrales resultantes para las
fracciones de raices reales simples, reales multiples y complejas simples, son casi inme-
diatas:

A
Tipo logaritmico: J dc=Khn|x-al+c

X—a

K
- +c
(r=D(x-b)""

Tipo potencial: J B dx =
(x=b)

Tipo neperiano-arcotangente:

N M _
__iix__:;___{dx - ___Inl:(x_p)2+q2]+ Mp+Narctgx p+c
(x-p) +q 2 q q

Para las fracciones resultantes de raices complejas multiples no sale una integral inmediata.
En este caso (el de raices complejas multiples) es preferible utilizar un método alternativo
llamado método de Hermite que permite simplificar los calculos. Este método queda fuera
de los objetivos del curso.
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16.1.4 Integracion de funciones trigonométricas

Productos de senos v cosenos

Son las integrales de la forma:

Isenmx cos nx dx , |senmx sennx dx, |cosmx cosnx dx

Se usan las formulas:

2sen Asen B = cos(A—B) — cos(4+ B)
2cos Acos B

cos(A—B) + cos(A+B)

2sen Acos B = sen(A - B) + sen(4 + B)

Mediante estas formulas, se transforma el producto en suma, y se calculan las integrales que
resultan que son inmediatas.

Potencias pares € impares de senos v cosenos

Las integrales jsen" xdx y jcos" x dx se pueden resolver mediante métodos elementales

hasta n=>5. A partirde n =15 se resuelven mediante formulas de reduccion.

Funciones racionales de senos y cosenos

Las integrales racionales de senos y cosenos R(sen x,cosx) se convierte en una integral
racional con alguno de los siguientes cambios de variable:

x 2dt 2t 1-#
Caso general: tg — =1 = > = senx= 5, COSX = 5
2 1+¢ 1+ ¢ 1+¢
Casos particulares:
1)Si R es impar en cos x: R(senx, cosx)= —R(senx, —cosx)
dt 5
senx =t dx= = = cosx =+1-t
1-¢
2) Si R esimparensenx: R(senx, cosx)= —R(-senx, cosx)
—dt 2
cosx=1 dx= = = senx = V1-¢
1-t

3)Si R esparensenx y cosx: R(senx, cosx) = R(—senx, —cosx)

dt 3 1

= senx = COSX =

1+7° V1+7 V1+17

tgx =1t dx=
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16.1.5 Integracion de funciones irracionales

1) Integrales del tipo: j.R (7", x™, ., x*""") dx, con —R,...,—li eQ
q v
Se resuelven mediante el cambio de variable x = ¢* donde p= mcm(q, Sy s v).

Este es Un caso 2) Integrales del tipo:

general del anterior plg ris ulv
ax + b ax + b ax + b p u
J.R , s s dx, con =—,...—e(Q
cx +d cx +d cx +d qg v

. ) ) ax + b
Se resuelven mediante el cambio de variable
cx +

=t" donde pu=mem(qg,s, ..., V).

3) Binomias: J.x' (a+bx*)Ydx con r,s,peQ

Lo primero que se hace es el cambio #=x" con lo que se reducen a forma simplificada:

J.tq (a+bt)y"dt con p,geQ

Ahora aparecen tres posibles casos:

Si no estamos en nin-

1 Si peZ =hlk = u=t"

guno de estos tres ca- ) p y 4

sos entonces la expre- . 1k
si6n no es integrable 2° Si geZ y p=hlk = u=(a+ br
elementalmente

3 Si p+geZ =  z=1/t ysereduce al caso 2°)

4) Irracionales cuadraticos: J.R(Jc,\/ax2 + be+ c) dx

Cambios de variable:

-Sia>0 \/ax2+bx+c=\/;x+t
-Sic>0 1/ax2+bx+c:\/;+tx
-Si ax*+bx+c=a(x—a)(x—p) +Jax? +bx+c=t(x— (x)

-Si b = 0, existen tres subcasos:

R(x,\/—ax2+ c) dx x = «\\//—f_— sent = /—ax’+ ¢ = ccost
R a

[ 2 _ \/; 2 _

R(x, ax —c)dx X = —=sec! = ,jax‘—c =ctgt

. Ja

[ 2 _ \/; 2 _

R(x, ax +c)dx X = -\/=_— tgt = Jax’+c =csect
R a
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16.2 Integracién definida. Integral Riemann

16.2.1 Definicion de funcién integrable Riemann

e Dado un intervalo cerrado y acotado [a, b], llamamos particién del intervalo a una

sucesion de puntos que cumplen: a = x, < X, < X, <... X, = b y la notamos como
P = {xo i A xn} . Al conjunto de todas las posibles particiones del intervalo [a, b] se le

denomina P([a, b]).
e Llamamos suma superior de la funcién f en el intervalo [a, b], al resultado de la suma:

s(P) = ZMi (xi ~ x,._l), donde M, es el supremo de f en el intervalo (xl._1 , xl.).
=1

e Llamamos suma inferior de la funcién f en el intervalo [a, b], al resultado de la suma:

s(P) = Zmi (x,. ~ xi_l), donde m; es el infimo de f en el intervalo (x,._l, xi).
j=]

¢ Llamamos integral superior de la funciéon f en el intervalo [a, b], a:

ff = sup {s(P) / P e P([a b))}
e Llamamos integral inferior de la funcién f en el intervalo [a, 5], a:
ff = inf{S(P)/ Pe P(a,b])}

e Si f esuna funcion acotada e el intervalo [a, b], se dice que es integrable Riemann si

sus integrales inferior y superior coinciden, y en ese caso las representamos por f f

e Al conjunto de las funciones integrables Riemann en el intervalo [a, 5] lo denotaremos por

R([a, bD).

16.2.2 Propiedades de las funciones integrables

A continuacién se enumeran algunas propiedades importantes de las funciones integrables:

e Si f:[a,b] > R es una funcién monétona en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].
e Si f:[a,b] > R es una funcién continua en [q, b], entonces f es integrable en [a, b].

e Si f:[a,b] > R es una funcién acotada en [a, b] que tiene un nimero finito de dis-

continuidades, entonces f es integrable en [a, b].
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e Si f:la,b] >R, g:[a,b] > R son funciones integrables en [a, b], entonces

f £ g esintegrable en [a, b], y se cumple ffi g= ffi rg.

e Si f:[a,b] >R, g:[a,b] > R son funciones integrables en [a, ], entonces
f-g esintegrable en [a, b].

e Si f:[a,b] > R, esunafuncion integrableen [a, ], y 4 € R entonces Af
es integrable en [a, b, ¥y J:Af =A J:f

e Si f:la,b]> R, g:[a,b] > R son funciones integrables en [a, 5], tales que

f(x) £ g(x) V x€la,b], entonces J: f< J: g (Monotonia de la integral).

e Si f:[a,b] > R, esunafuncién integrable en [a, b], entonces | I | es integrable

[+ [

16.2.3 Teoremas importantes

en [a,b], y

Teorema Fundamental del Calculo
Si f:[a,b] > R es una funcion integrable en el intervalo [a, b], entonces podemos

definir la funcion F':[a,b] > R talque F(x) = f f(t)dt . El Teorema Fundamen-

tal del Calculo nos dice lo siguiente:

Si f:[a,b] > R esunafuncién continua en [a, b], entonces F(x) = f f@®dt es

una funcién derivable y su derivada es: F'(x) = f(x).

Regla de Barrow

Si f es una funcion integrable en [a, b], que admite primitiva F en el mismo intervalo,
entonces se cumple que:

J:f(X)dx = F(b) - F(a)

También se llama Teo- | Teorema de la Media
rema del valor medio
del Célculo Integral . . . .
Si f es integrable y continua en [a, b] entonces existe un punto & € [a, b] tal que:

[70)@=1)6-a)
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16.2.4 Calculo practico de integrales definidas

Interpretacion geométrica de la integral Riemman

Sea f:[a,b] > R talque f(x)=0.Elvalor 4= ff(x)dx representa el area A

bajo la curva f(x) y por encima del eje x entre las abcisas x=a y x=2».

A continuacion se enumeran los casos mas frecuentes en el calculo de areas planas, volu-
menes y areas de cuerpos de revolucién y longitudes de curvas. Todos ellos se resuelven
mediante el uso de la integral Riemann. Cualquier otro caso que pueda aparecer se reduce,
normalmente, a alguno de los que aqui se enumeran.

Cilculo de areas planas

Este caso es generali-
zable a mas intervalos

Sea f:[a,b] > R. si f(x)=0 entre [a,c] y f(x)<0 entre [c, b] entonces
el area entre la funcion y el eje x viene dada por:

1= [rwa - [roa = [r@a +

[r@ dx’

. 1 > r
Fijate que en este caso | © Sean f,g:[a,b] > R siendo f(x) = g(x) entre [a, b] entonces el area entre

no hace falta exigir que ambas curvas en [a, b] viene dada por la siguiente expresion:
las funciones sean po-
sitivas

4= [/ - g) s

e Sean f,g:[a,b] > R siendo f(x)= g(x) entre [a,c] ¥ g(x) = f(x) entre

Este caso es generali- , .
[c, b] entonces el area entre ambas curvas en [a, b] viene dada por:

zable a mas intervalos

A= [(f0-gw) ds + f(g(x) ) d

e Sea una funcién expresada en coordenadas polares p = f(6) entonces el area situada

entre esta curva y las rectas que pasan por el origen con pendientes &, y 6, viene

_l 2 _l 2
A_sz(e)de_zfpde

Los valores 1, y 1, se |® Seala parametrizacién de la curva y : [a,b] — R siendo y(¢r) = (x = f(¢), y =g(1))

obtienen resolviendo entonces el area entre la curva y el eje x viene dada por:
las siguientes ecuacio-
nes:

dada por:

a=f() _ [ '
s 1= ["a0 70 a
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FMT2
Apendices

Binomio de Newton
Funciones trigonométricas
Funciones hiperbdlicas

Tabla de derivadas

Tabla de integrales inmediatas
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BINOMIO DE NEWTON

La formula del binomio de Newton sirve para calcular expresiones del tipo (a + b)” :

m m m m m-1 m m-212 m m-1 m m
(a+b)" = a” + a” b+ a” bt +..+ ab” + b
0 1 2 m—1 m

También nos podemos encontrar la férmula expresada mediante un sumatorio:

(a+b)" = Zm:[’:?J a"'b (a-b)" = Zm:(—l)"[n_zja'”_ib"
=0 l

=0

Los nimeros combinatorios se calculan con cualquiera de las dos férmulas siguientes que

Recuerda que: son equivalentes:

La definicién de

numero factorial es | i 5 :
m ! m-— —2).(m—n+

nl=n-(n=1)-..-3-2-1 _ m _ m( Y(m=2)...(m )
n (m—-n)! n! n!

Es conveniente saber algunas propiedades de los nimeros combinatorios:
m my ! m) [ m | i my m
m) 0] 1) \m-1) n)  \m-n

El tridngulo de Tartaglia es una regla nemotécnica que nos permite ahorrarnos el calculo
de los niimeros combinatorios ya que para una m dada nos devuelve el nimero de t€rminos
del binomio y todos sus coeficientes:

iOjo! 1

El trianguio de Tartaglia =2 1 2 1
solamente nos informa =3 13 31

de los coeficientes de nm=

los términos, no de los m=4 14 6 4 1
exponentes a los que m=5 1 5 10 10 51
van elevados a y b 1 1

Las primeras potencias del binomio son:

(a+b) = a* + 2ab + b’

(a+b)y = & + 3a*h + 3ab’ + b’

(a+b)* = a* + 4a’h + 6a’h® + 4ab’ + b

(a+b) = d° + 5a°b + 10a°h* + 10a°h* + Sab* + b
(a=bY = a* - 2ab + b

(a-by = @ - 3a’h + 3ab> - b

(a-b)* = a* - 4a’b + 6a’h’ - 4ab’ + b

(a—-b)’ = da° - 5a'b + 10a°h® - 10a°h* + Sab* — b°
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El triangulo ABC tiene un angulo recto (90°) en C y lados de longitud a, b, ¢. Las func1oncs trigono-
métricas del angulo A4 se definen de la siguiente manera:-

cateto opuesto

5.1 senode A =sen A = -
hipotenusa

cateto adyacente
5.2 cosenode A=cos A=-= —i———"—

[a T I~ L S I =

hipotenusa

a cateto opuesto

. t tededA=tgAd= - = —x9b——
5.3 angente g b  cateto adyacente

54 cotangente de A = cotg A =

b  cateto adyacente
a cateto opuesto

c hipotenusa
55 secante de A =sec A = - =

b cateto adyacente
b e Y Fig. 5-1 I
hipotenusa j

IS

5.6 cosecante de A =cosec A= - = —MM——
cateto opuesto ;

Considérese un sistema de coordenadas xy [véanse las Figuras 5-2 y 5-3]. Las coordenadas de un punto
P en el plano xy son (x, y) con x positiva sobre 0X y negativa sobre OX’, e y positiva sobre OY y negativa
sobre OY'. La distancia del punto P al origen O es positiva y se denota por r = \/x? + y2. Un angulo 4
formado a partir de OX en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj es considerado I
positivo. Si el angulo se forma a partir de OX en el mismo sentido de dicho movimiento, entonces se 1

considera negativo. Se llaman eje x y eje y a X'OX y a Y'OY respectivamente. :J
!

Los diferentes cuadrantes, indicados con los numeros romanos I, II, III, IV, son llamados, respectiva- i
mente, primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes. Por ejemplo, en la Figura 5-2, el angulo A4 esti en "
el segundo cuadrante, mientras que en la Figura 5-3 esta en el tercero.

Y v
n I i I
P(x' y) r A A
X J AN X X [ 4 \ X |
x |0 Y 0 |
r 3
P(x. ) i
11 v 111 v !
Y Y
Fig. 5-2 Fig. 5-3 )
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Las funciones trigonométricas de un angulo A de cualquier cuadrante se definen ast:

5.7 sen A = y/r
5.8 cos A =x/r
59 tg A =y/x
5.10 cotg A = x/y
5.11 sec A=r/x
512 cosec A=rly

Un radidn es aquel angulo ¢ subtendido en el centro O de una
circunferencia por un arco MN igual al radio r.

N
'
M

Como 2r radianes = 360°, tenemos que,

5.13 | radian = 180°/x = 57,29577 95130 8232...°

5.14 ° = n/180 radianes = 0,1745 32925 19943 2957...radianes. Fi '
ig. 5-4

A
515 gAd= en 519 sen? A +cos? A=1
cos A
1 cos A
516 cotgd=— = > 520 sec?A—tg?A=1
tgA sen A
! 1
517 secAd = : 5.21 cosec? A —cotg? A =1
cos A

5.18 cosec A =

sen A

Cuadrante sen A cos 4 tg A cotg A sec A cosec A

I + + + + + +
Oal 1a0 0a o o al lao o al

II + - N - - +
1a0 0a—1 —oal 0a — —owa—1 lao

11 - - + + N -
0a -1 —1a0 0aow cwal —la - —oma —1

v - + N - + -
"—1ad0 Oal " —0al 0a—-c0 | wal —-la-—-w
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VALORES EXACTOS DE LAS FUNCIORES rmaenm&srmcks o

i .
S

DE ALGUNOS ANGULOS
[Angulo 4 | Angulo 4
en en - sen A cos A tg A cotg A sec A cosec A
grados radianes
0° 0 0 I 0 x 1 o

15 712 | HV6-V2) | HVE+V) | 2-U3 | 2+ B | -2 | e+
30° 7/6 } 1/3 13 /3 33 2

45° n/4 L2 12 I I 2 J2
60° /3 1/3 i V3 L3 2 13
7| SN2 [ HVE+VD) | HVE-VD) | 243 | 2= 3 | e 2 | -2
90° 72 1 0 + 0 +c I

05 | 72 | 4/6+vD) [-HE-vD|~2+ 3| -2- V)| ~(E+ V)| VE-ua |,
120° 2n/3 13 ~1 -3 -1/3 —2 /3
135° 3n/4 12 -2 ~1 -1 =2 2
150° 5n/6 4 -1/3 -1/3 -3 -3/3 2
165* | w12 [ HJ/6-/2) [-#J/6+/2)| -2-V3)| -2+ 3| -6 - 2| J6+.2
180 n 0 ~1 0 Fx ~1 + o0
195" | 1B3u/12 | -4HJ/6-2)|-4V6+V2)] 2-3 | 243 | —(/6-D)|-(/E+VD)|
210° Tn/6 ~1 -1./3 13 J3 -3/3 -2
225° Snj4 -1/2 -1/ 1 1 -2 -2
240° 4n/3 -1/3 | -1 J3 IWA) -2 ~3./3

255 | 17m12 =46+ V2)| V6=V 243 | 2= [—(/6+D)|-(/6-2)

270° 3m/2 -1 0 + 0 Foo —1
285° 197/12 | -4/6+/2)| 4/6-V2) |-2+3)|-2-3)] J6+2 |-(/6-2)
300° 5n/3 —1/3 i -3 -3 2 -3/3
315 Tn/4 -1 12 ~1 —1 J2 -2
330° 1n/6 -1 L/3 -1/3 -3 /3 -2
us ) B2 |-HV6-V2)| H/6+V2) [—2-V3)|-2+V3)| Vo-2 |—-(/6+2)

360° 2n 0 1 0 Foo 1 Foo
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En todas las graficas x esta dado en radianes.

5.22 y =sen x » 5.23 y = cos X
y i y

/(NG N N/ N

Fig. 5-5 Fig. 5-6
5.24 y=1tgx 5.25 y = cotg x
i y E | y L i
! I
| |
I |
| X f !
' | t t |
t | | : |
| | | x | | x
Il . t | -
xi /0 'z Tpn 0 T\ TIm\ |2n
~ 31 12 ) 2\ 2\ |
TR !
N o
| | I
Fig. 5-7 Fig. 5-8
5.26 y = sec X =ws'x 5.27 y = COSeC X = sen'x
! I | y I |
| ’ ' ! ! |
! ! ' | !
| | | | {
L\ 2 | | 21 ! !
1 ' |
| | l | |
| ! I ] - [ |
I 1 | | I
| | ' x ! J x
2 0 Tn K 0 g :27z
2 2 ' ! |
< L | | |
| | | | |
| | | | :
| I I T I !
I I | I |
' : : | .
i I I I I
Fig. 5-9 ' Fig. 5-10

5.28 sen{—A) = —sen A 5.29 cos(—A) =cos A 5.30 tg(—A)=—-1g 4

5.31 cosec(—A) = —cosec 4 5.32 sec(—A) =sec A4 5.33 cotg(—A) = —cotg A
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sen(A + B) =sen A cos B + cos A sen B

5.35 cos(A+ B)=cos Acos BFsen A sen B
tgA+tgB
5.36 tg(A+B) = —F
e TVTTY.
cotg Acotg BF |
5.37 cotg(A + B) = Olg Aol T+

cotg A + cotg B

T e I e P
2= mt4 5 4 k = entero

sen —sen A cos A Fsen A —cos A +sen A
cos cos A Fsen A —cos A +sen A cos A
tg —tg A Fcotg A ttg A Fcotg A t+tg A
cosec —cosec A4 sec A +cosec A —sec A +cosec A
sec sec A Fcosec A —sec A +cosec A sec A
cotg —cotg A Ftg A +cotg A Ftg A tcotg A

sen A =u cos A=u tg A=u cotg A=u seCcA=u coseC A=u
sen A I —u? w1+ | 1 /T +u? u? — 1u
cos A 1 —u? u 1/1+4? ul /1 + 2 1/u u? — 1/u
tg A u/ /1 — u? J1—uu u 1/u u? —1 1/ J/u? =1
cotg A \/—1——142/14' u/\/l—_uz 1/u u 1/ /u? —1 u? —1
sec A | 1/ /1 —u? 1/u J1+d2 1+ uu u u/Ju* — 1
cosec A 1/u 1//1 — u? 1+ u?fu J1T+ua? ulJu? — 1 1+ u?

Para los otros cuadrantes, usense los signos apropiados segiin se indica en la tabla precedente,
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5.38
5.39

5.40

541 A + 1 —cos A + si A/2 esta en el I o II cuadrantes
. c —_— = [P —
sen 2 - 2 — st A/2 estaenel IIl o IV cuadrantes
542 A + 1 +cos A + st A/2 estaenel [ o IV cuadrantes
. COS — = —e . ,
° 2 - 2 — si A/2 esta en el II o III cuadrantes
A l1—cos A + st A/2 estaen el I o III cuadrantes
5.43 tg — =+ [—v—— . .
2 1 +cos A —si A/2 estaenel Il o IV cuadrantes
sen A 1 —cos A y ‘e A
= = = cose -
1 +cos A sen A ¢ cots

5.44 ‘ sen34=3sen 4 —4sen> 4
5.45 cos34=4cos®> A —3cos 4
3tgd—tgd 4

5.46 tg34 = ———— —

8 1 —3tg2 4
5.47 sen44 =4 sen A cos 4 — 8 sen® A cos A
5.48 cos44A =8cos* A —8cos? A + 1

~ ' 41gA—41g° 4

5.49 tgd4d =

5 1—6tg2A+tg*A
5.50 sen 54 =5sen A — 20 sen® 4 + 16 sen® 4
5.51 ‘ cos 54 =16cos®* A —20cos> A+ 5cos 4

g A—10tg> A+ 5tg A
5.52 tg54 =
& I—10tg° A + 5tg* 4

Véanse también las formulas 5.68 y 5.69.
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553 sen? A=1-1cos24 5,57  sen* A=32—14cos 24 + 4 cos 44
554 cos? A=4+1cos24 558 cos* A =3 +14cos 24 + 4 cos 44
556 sen® A=2sen A — 4 sen 34 559  sen® 4 =§sen A~ % sen 34 + 1 sen 54
556 cos® 4 =2cos A+ 4 cos 34 560 cos® A =Fcos A+ cos 34 + iz cos 54

Véanse también las formulas 5.70 y 5.73.

5.61 | sen A +sen B=2sen 1(4 + B) cos (4 — B)

5.62 sen A —sen B =2 cos (4 + B) sen (4 — B)

5.63 cos A+ cos B=2cos (4 + B) cos 4(4 — B)

5.64 cos A —cos B=2sen 3(4 + B) sen £(B— A4) z

5.65 sen A sen B =4{{cos (A — B)—cos (4 + B)}
g

5.66 cos A cos B=14{cos (4 — B)+cos (A + B)} si'

5.67 sen A cos B=14{sen (A — B) +sen (A + B)}

5.68 sen nd =sen A {(2 cos Ay~ — <n—l—2) (2cos Ay 3 + <n _2— 3) (2cos A)"~5 — }

1 -
5.69 cos nA = 3 {(2 cos A)" — ? (Zcos A2 + g <n ; 3) (2cos A)y*

- g (n—2—4) (2cos A6 + }

. n—1 — —_
.70  sen?"! 4 = (_I_)_ {sen (2n—1)A — <2nl I) sen (2n —3)A4 + - (-I)""(zn II) sen A}

22n-2 -
| o 1 ' 2n— 1 -
71 cos?"~! Azﬁfi{cos (2n—I)A+< nl )cos (2n—3)A+~-+<2n II) cos A}
n—_
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1 /2 —-1) 2 ' 2 ’
5.72 sen?” 4 = 22n< n) + (ZT_—Z—{COS 2nA—<ln> cos 2n —2)A + - (=1)"! ( nl> cos 2A}
n n—

1 /2 1 : 2 2 b
5.73 cos?" A = " + ——— <cos 2nA4 + " cos 2n—2)4 + --- + " cos 24
22n 22n 1 l n— l

Si x = sen y, entonces y = arc sen x =sen” 'x, es decir, el dngulo cuyo seno es x o el seno inverso
de x es una funcion multiforme de x que puede considerarse como un conjunto de funciones uniformes
llamadas ramas. Las demas funciones trigonomeétricas inversas también son multiformes.

A veces conviene seleccionar una determinada rama para algin propédsito especifico. Tal rama se
denomina rama principal y sus valores se llaman valores principales. Asi, al teclear en una calculadora arc cos
0,5, aparecera como respuesta 60° (o 1,0472 radianes), uno de los infinitos angulos cuyo coseno es 0,5.

.Valores principales para x 2 0 Valores principales para x < 0
0<sen ! x<n2 —n/2<sen"!x<0
0<cos ! x<gmnR2 /2 <cos !x<Zn
0stg™! x < n/2 —n2<tg”lx<0
0<cotg™ x <m/2 n2<cotg ! x<m
0<sec™! x<mn/2 S m2<secT!x=n
0 <cosec™! x £ n/2 —n/2 <cosec ! x<0

En todos los casos se da por entendido que se trata de valores principales.

574 sen ! x+cos™! x=n/2 580 sen”!(—x)= —sen ! x
575 tg”!'x+ocotg”! x=m/2 5.81 cos™! (=x)=m—cos™! x
5.76  sec™! x + cosec™! x = /2 582 g7 (—x)=—tg ' x
5.77 cosec™! x =sen”! (1/x) 583 cotg!(—x)=mn—cotg”! x
578 sec™! x=cos™! (I/x) 584 sec”!(—x)=n—sec ! x

1

579 cotg lx=tg™! (I/x) 5.85 cosec™! (—x) = —cosec” ! x

En todas las graficas y esta dado en radianes. La parte continua de las curvas corresponde a los valores
principales.
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|
|
|
|
|

586 y=sen!x 587 y=cos™!'x 588 y=tg'x
NJY / y y
N f T+
TR
AY
\ -
\ -
/2 i n/2 /2
i Ky x x x
-1 0 1 -1 [0 ) 0
/
/
)
—_ 4 -7 “
\\ TE/Z // _T':/2 //"
\ Ve —
\ /
\\\ I/
— I\, S
Fig. 5-11 Fig. 5-12 Fig. 5-13
589 y=cotg7!x 590 y=sec™!x 5.91 y=cosec”! x
y ~ y - y

Fig. 514 Fig. 515 Fig. 5-16

Las leyes siguientes son validas para cualquier tridngulo plano
ABC de lados a, b, ¢ y de angulos A4, B, C.

5.92 Ley de los senos
a b _c
send4 senB senC

5.93 Ley de los cosenos
' ¢ =a*+ b*> — 2ab cos C
Los otros lados y angulos estan relacionados en forma
similar.
5.94 Ley de las tangentes
‘a+b tgi(A+B)
a—-b tgi(4-B)
Los otros lados y angulos estin relacionados en forma
similar. Fig. 517
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eX —_ e X
15.1 Seno hiperbdlico de x =shx = 5
&+e
15.2 Coseno hiperbdlico de x =chx = >
. ex — ¢ x
15.3 ] Tangente hiperbdlica de x =thx = ——
o e +e
B eX + e'_X
15.4 Cotangente hiperbdlica de x = cothx = — -
e —e
. 2
15.5 Secante hiperbdlica de x =gsechx = —
eF+e *
2
15.6 Cosecante hiperbdlica de x = cosechx= g
—e

15.8 cothx = = e
‘ thx shx
1
15.9 sechx =-—-
: chx
1
15.10 cosech x = ——
sh x
15.11 ' ch?x —sh?x =1
15.12 sech?x + th?x =1
15.13 coth? x — cosech? x = 1

15.14 sh(—x)= —shx 15.16 th(—x)= —thx 15.18 sech(—x) = sechx

15.15 ch(—x)=chx 15.17 cosech(—x) = —cosechx 15.19 coth(—x)= —cothx

www.monteroéspinosa.es - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 53 77 , 6191423 55 T-89



www.simplyjarod.com

15.20 sh(x +y) =shxchy + chxshy

15.21 ch(x + y)=chxchy +shxshy
. thx +thy
15.22 thix +y) = —————
1 +thxthy

cothxcothy 4+ 1

15.23 _ coth(x +y) =

cothy + cothx

15.24 sh2x = 2shxchx
15.25 ch2x =ch?x+sh?x=2ch?x—1=1+ 2sh?x
2thx
15.26 : v th2x = ——
1+ th?x

15.29 th—=+ [—— [+six>0, — six<0]

15.30 sh3x =3shx + 4sh3x
15.31 ch3x =4ch®x —3chx
3thx + th®x
15.32 th3x = ——m——
1+ 3th?x
15.33 shd4x = 8sh®xchx + 4shxch x
15.34 : ch4x = 8ch*x — 8ch?x + 1

4thx + 4th3x

15.35 thdx =
X T 1Y 6thix + th*x
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15.36 sh?x =4ch2x — 3
15.37 ch?x = 3ch2x + 3

| 15.38 sh3x = 2sh3x — 3shx
15.39 ch®x = ich3x + 2chx
15.40 sh*x = 2 — 2ch2x + 2 ch4x
15.41 ch‘4x=§+%ch2x+§ch4x

15.42

shx +shy= 2sh3(x + y)chi(x — y)

15.43 shx —shy =2ch3(x + y)sh3(x — y)
15.44 chx +chy=2ch3(x + y)ch3(x — y)
15.45 chx —chy =2sh3(x + y)sh3(x — )
15.46 shxshy =z{ch(x + y) = ch(x = y)}
15.47 chxchy = 3{ch(x + y) + ch(x — y)}
15.48 ‘shxchy = 3{sh(x + y) + sh(x = y)}

Vamos a suponer que x > 0. Si x <0, Usese el signo apropiado segiin

lo indican las Férmulas 15.14

a 15.19.

shx = u chx =u thx ='u cothx = u sechx = u cosechx=u
shx u u? — 1 u/\ /1 — u? 1/\-/u2 -1 \ﬂ — u?/u 1/u
chx 1+ u? u 1//1 —u? u/Jur — 1 1/u 1+ vl
th x u//1 + u? u? — 1/u u 1/u J1 -2 1//1 + u?
coth x Jur+ 1/u ul/Ju?r — 1 1/u u 1//1 —u? 1+ u?
sech x 1//1+ u? 1/u 1—u? u? — 1/u u u//1+ u?
cosech x 1/u 1/\/u2 -1 V1= u?lu ur -1 uf/\/1 — u? u
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15.49 y=shx , 15.50 y=chx 1551 y=thx
y y y
_________________ o
X 1 X X
(0] 0 0 §
_________________ ST
Figura 15.1 ' Figura 15.2 Figura 15.3 ;
15.52 y =cothx 15.563 y =sechx 15.54 y = cosechx
Y y y
S Y - ’
X X
S L 0
-1 ‘
i
Figura 154 Figura 15.5 Figura 15.6

Si x = sh y, entonces y = sh™! x es llamado el seno hiperbélico inverso de x. De manera similar se definen
las dem4s funciones hiperbdlicas inversas. Las funciones hiperbélicas inversas son multiformes, y al igual que
en el caso de las funciones trigonométricas inversas [véase la pagina 57], nos limitaremos a los valores prin-
cipales para los cuales pueden considerarse uniformes.

La lista siguiente cita los valores principales [a no ser que se indique lo contrario] de las funciones hiper-
bélicas inversas expresados por medio de funciones logaritmicas en el dominio en que son reales.

15.55 sh™'x=In(x+/x2+ 1) -0 <X < 0
15.56 ch™'x=In{x +./x*—1) x=1 [ch™!x > 0 es valor principal] -
1. [1+x\. a
15.57 th"!'x=-1In -1l<x<l1
2 1—x
1 x+1 ’
15.58 coth™'x==1In x>lox< —1
2 x—1
15.59 0<x=1 [sech ™! x > 0 es valor principal]
15.60 x#0 !
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15.61
15.62

15.63

15.64

15.65

15.66

15.67

cosech ™!
sech™!x

coth™1x

x =sh™*(1/x)

= ch™(1/x)

= th™1(1/x)

sh™!(—-x)= —sh™'x
th™!(—x)= —th™!x
coth™!(—x)= —coth™!x

‘cosech™ (—x) = —cosech™ x

www.simplyjarod.com

15.69 y=ch™!x

Y y A MO
0 01 3y y o 1
Figura 15.7 Figura 15.8 Figura 15.9
15.71 y =coth™'x 15.72 y=sech™'x 1573 y = cosech™!x
| y .'
| | 1 y
N o 1 z :
Figura 15.10 Figura 15.11 Figura 15.12
T-93
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15.74 sen(ix) = ishx 15.78 sec(ix) = sech x " 15.82 th(ix)=itgx !
156.75 cos(ix) = chx 15.79 cotg(ix) = —icothx 15.83 cosech (ix)= —icosecx

15.76 tg(ix)=ithx 15.80 sh(ix) =isenx 15.84 sech(ix) = secx

15.77 cosec(ix) = —icosechx 1581 ch(ix) =cosx 15.85 coth (ix) = —icotgx

En las férmulas que siguen, k es cualquier entero.

15.86 sh(x + 2kni) = shx 15.88 th(x + kni) = thx 15.90 sech(x + 2kmi) = sech x

15.87 ch(x + 2kni) = chx 15.89 cosech (x + 2kni) = cosechx  15.91 coth(x + kni) = cothx

)
|
i
|
!
/

15.92 sen !(ix)=ish™'x ' 15.98 cotg™!(ix) = —icoth™'x

15.93 sh™!(ix)=isen " 'x , ' 15.99 coth~!(ix) = —icotg™'x

15.94 cos lx=+ich !x 15.100 sec”!x = +isech™'x

1595 ch 1x= +icos"1x 15.101 sech™!x = +isec”!x . \
15.96 tg~!(ix)=ith™'x 15.102 cosec”!(ix) = —icosech™!x :
15.97 th™!(ix)=itg"'x ‘ 15.103 cosech ™! (ix) = —icosec™ ' x 1:
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4

_ S
W7 =

L
Lo f) ==

(af) =a lna-f'

(=g  fEf + /5 Inf-g
(sen f) = f'-cosf

(cosf) = —f -sen f

= —f"- cosec’ f =—3

(secf)':f'-secf-tgf

(cosec f) =—/" cosec [ - cotg f

(arcsen f)' =

(arccos f) =

f'
1+ f°

(arctg f) =

(shf) =/ -chf
(ch f) =f"shf
(th f) = f'-sech® f
(coth f) =~ f'-cosech® f
(sech f) =~ f'-sech f-thf

(cosech f )' =— f'-cosech f -coth f

S
(et 1) = ;f—'l
@@hﬂng}

(argeoth 1) = —L

1-f?

f

argsech f g
( ).fF:F

-+

p—

i I f'
argcosech f) = G —
( ),fT;7
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

,Ifa.f,dngi fshf-frax=ch f
, fehf-frax=sh f
[Lax=1n| /]
f fthf s dc=In(ch f)
Jef-f'dx=e~" Jsechf-f'dxzargsh(thf)
f
,[ A dx—Lna Jcosechf-f'dlen(th g)
Icosf-f’dxzsenf Jsechzf-f'dxzthf
Jsenf-f'dx =—cosf J‘cosechf‘f'dxz—cothf
Jseczf.f'dx=tgf Jthzf-f'dx=f—thf
[+’ 1) frax=taf .
f _ 1. (f-a
' '[fz—az dx—Zaln[f-}-a)
f S =tgf
cos” f Jf' dxz__l._lna+f
Jcoseczf-f'dxz—cotgf a’ - f? 2a a- f
J(l+cotg2f)-f'dx=—cotgf ,__ dx = arcsen (f)
[ =
dx =—cotg f

S

sen” f ;_zf' =t (f 47 )
‘[\/lf_f—dx arcsen f J a;f ( )
— de=In{f+.f*-a
J ,......___dx arcseni Joa
‘[—w————fz;——z—dx:éarcsec
'[1+ff2 dx = arctg f SN e
, ‘[——————i'——-dxz——l—ln a_i_ww
J 2f 5 dxz—l—arctgi
a+f a a
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FMT2
Ejercicios de clase
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TEMA 2: NUMEROS COMPLEJOS

Ejercicio 11} Calcular el valor de las siguientes expresiones:
3+50)(-2+i )
9 |z =|-SDE21D b w= {0
2+i)(10-6i) 1+i
a)
Primero simplificamos la expresion del numerador y del denominador:
GB+50)(=2+i) —6 + 3i — 10i + 5i° . =6-7i-5  -11-7i
(2+1)(10-6i) 20-12i+10i - 6i° 20-2i+6 26-2i

Ahora dividimos ambos complejos. Como estan en forma binomica para dividir multiplica-
mos y dividimos por el conjugado del denominador:

(-11-7i) (26+2i) _ -286 —22i —182i —14>  —286-204i+14 _

T (26-2i) (26+2i) 676 +52i —52i — 4i° - 676 +4
_ 272204 272 _2_(_)}_,' = —0,4-0,3i
680 680 680

y ahora solo falta calcular el médulo del complejo z -

| 2] = J0,42+(=0,37 = J016+0,09 = J0.25 = 0,5

Solucién: |z| = 0,5

b)
La unica forma de realizar los calculos del enunciado es pasar los nimeros complejos a
forma polar:

p = JIP+1P = 2 (450)} = w = \/57;/4

w=1+i =
‘ {9 = atan(l/1) = z/4

_ 2,12 _ _
.3{p—\/0+1 -1 =1 }9w2=1”/2

w, =1
6 = atan(1/0) = /2 (90°)

De esta forma la expresion queda:

_ @+ (\/5”/4)100 (\/5100)100-”/4 _ (250)25”

Utilizamos la férmula w
de De Moivre: w = —L — = — = - = =
(B = () w, 1+ I +(1,,) 1o +(1 )HM/2 1, +1g,

50 50 50
Importante: hemos - (2 )ﬂ' — -2 - _ g__ = _ 2%
tenido Zr;;uint; que 10 +10 1+1 2

S0 =0
Solucién : w=-2%
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Ejercicio 2 Y N
. . 3 -1 1+
Calcular las siguiente expresion: [\/_ J ( l)

\/§+i 1-1i

Lo primero que vamos a hacer es pasar los cuatro nimeros complejos a forma polar:

p=(\/_)+(1) B+l = _,

= Z =
0 = atan(-1/3) = —7/6 =117/6 (-30°=330°)

p = (\/_) +17 = J3+1
6 = atan(1/J§)=n/6(30°)

_ i 5 _
z=1+i =P~ T +17 =02 = z =24
0 = atan(1/1)=z/4 (45°)

i = {p = \/12+("1)2 = \/E } — :\/57”/4

0 = atan(=1/1) =~ /4 = T/ 4 (~45°=315)

1x/6

Z=\/§—i =

=z =24

=3+ =

Ahora utilizamos la férmula para dividir nimeros complejos en forma polar que es:

\/§ -1 211:;/6 - (2

Recuerda: - — =1 =1 =1
7 107/6 5773 300°
17/6-7/6

P _ (_P_} B+i 2.
Py P los
1+1 _ \/57!/’4 __[\/5

b = | — :1—-”/:1” =1” 210
1—i \/57”/4 \/EJ”M’?”M 6x/4 27 /4 /2 90

ahora utilizamos la formula de De Moivre para calcular las potencias:

4 4
Recuerda, la Formula \/§ .
: i —1i 2 4
de De M : _ 11z/6 _ _ 14 _ _ —
onre es \/— J - [ 5 = J - (157:/3) - (1 )457:/3 - 1207:/3 - 127:/3 - 1120°

(L) = (P 3+1 *l6

AJ 5
(}i}.) - \/57!/4 - (1 )5 — (15) — 1 — 1 - 1
1= \/57”/4 /2 5-7/2 5x/2 7!2 90

de forma que sustituyendo todo nos queda:

Recuerda:

. I, = - o' g 4 + ; 2 K 5 =
P " Py (P p)9+9 [ /3 — ZJ ‘[1 ZJS [ 1i7r/6 J“‘[ \/——2 /4 J ——(1 )4'(1 )5 1 /3'1 =
- Sx/3 72 2z z/2

\/§+i 1-1 \[—77:/4

= (1'1)2737: = 147r+37r = 177: =1y
3772 6 &

Por 1ltimo, si queremos, podemos pasar el resultado a forma cartesiana:

pcosf = 1-c0s210° = —/3/2 - N
psend = 1-sen210°=-1/2

™
—_
N
>
ey
> Q
Il Il
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Ejercicio 5 o
Calcular la suma de la serie Z(a + nd)br" en los casos en que sea posible.

n=0

Se trata de la serie
aritmético-geométrica

S, = ab

S, =ab+ (a+d)br

S, =ab + (a+d)br + (a + 2d)br’

S, =ab+ (a+d)br + (a + 2d)br’ + (a + 3d)br’

S =ab+ (a+d)br + (a+2d)br* + (a + 3d)br’ + ... + (a + nd)br"

S = ab + abr +dbr + abr® + 2dbr’ + abr’ + 3dbr’ + ... + abr” + ndbr”
rS, = abr+ abr’ +dbr’ + abr’ + 2dbr’ + abr* + 3dbr* + ...+ abr™' + ndbr™"!

S —rS, =ab+ abr —abr + dbr + abr’ — abr’ + 2dbr* — dbr® + abr’ —abr’ +
+ 3dbr® - 2dbr® +...+ ndbr" — (n-1)dbr" — abr™' — ndbr™’

(1-r)S, = ab + dbr+ dbr’ +dbr’ +...+dbr" — abr™' - ndbr™!
A-r)S, = (a +dr+drr+dr+..+dr” - ar™ - ndr™! )b
(1-7rS, = (a +d(r+r+r 4.+~ (a - nd)r"”)b

y tenemos en el paréntesis interior una serie geométrica que convergera cuando |7 < 1 a
una suma enésima que es conocida:

- rn+1

1-ns, = (a +d

-r

- (a - nd)r"”)b

gl - n+l
S = a_ . ar rz__(a nd)r b
1-r 1-r) 1-r

Una vez calculada la suma enésima S, , falta calcular la suma total S para lo cual basta

hacer el limite de S, cuando » tiene a infinito.

S =lims, = lim| 9+ g7 _(a=ndr™ ), fa L, ),
n—o ne| |- (1-r)° 1-r l—-r (1-r)?

a +d r
1-r  (1-r)?

Solucion : Sz( )b si |r|<l1
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TEMA 10: CONTINUIDAD EN R”

Bjercido 1|} g4 1a funcion /1 R? — R fal que:

fxy) = xz?y2 si (%) = (0,0)
0 si (xay) = (0,0)

Se pide estudiar la continuidad de f(x, ) en R%.

Al igual que sucede en funciones de una variable vamos a dividir el estudio en dos casos :

. V(x,»)eR*-{(0,0)}.

En esta region la funcién f es un cociente de funciones elementales claramente
continuas con denominador no nulo.

Por tanto la funcién f es continua en R* —{(0,0)} .

o Si(x,y)=(00).
Este caso ya no es tan evidente por ello debemos aplicar la definicion de continuidad
en un punto,

f(x,y) escontinuaen (0,0) < lim  f(x,y) = f(0,0)

(x.¥)(0.,0)

por tanto pasamos a calcular el limite. De las distintas formas que hay de resolverlo
vamos a utilizar en esta ocasién un cambio de variable a coordenadas polares,

xy {x = pcos@] - lim pcosé psend

L 73 73
(5)-(0.0) X~ Y y = psend p=0 p*cos” @ + p sen O

) / cosfsend .
= lim = lim cos@send = cosfsend
p—0 / (sen’@+cos’ ) PP

en este caso tenemos que el limite no existe ya que el resultado depende del 4ngulo 6
con el que nos vamos acercando al origen.

También lo podriamos haber visto mediante los limites radiales:

lim zxy > = [yzﬂ.x] = Ilim __Z_Jf_’.?'f__.z. =
(x.0)=(0,0) X~ +Y (x,A0)->(0,0) x +(,1x)
2
. . A .
—lim o = hmJ_:hm L= 2
=0 x?+ A%x =0 (1440 =0 1+A7 1+4

en este caso tenemos que el limite no existe ya que el resultado depende de la pendien-
te 2 de la recta con el que nos vamos acercando al origen.

Asi pues no se cumple la definicién de continuidad en el punto (0,0) por lo que ya
podemos afirmar que la funcién f no es continua en el punto (0,0).

Solucién: f(x,y) escontinuaen R”—{(0,0)}
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Ejercicio 2 | | Seq1a funcion f : R* — R tal que:

ey = {2+ O (x,3) # (0,0)
0 si (xy) = (0,0)

Se pide estudiar la continuidad de f(x,y) en R?.

Al igual que sucede en funciones de una variable vamos a dividir el estudio en dos casos :

e Y(xy)eR-{(0,0)}.
En esta region la funcién f es un cociente de funciones elementales claramente

continuas con denominador no nulo.
Por tanto la funcién f es continua en R — {(0,0)} .

e Si(x,y)=(00).
Este caso ya no es tan evidente por ello debemos aplicar la definicion de continuidad
en un punto,

f(x,y) escontinmaen (0,0) & , l)in‘(to N f(x,y) = f(0,0)
X,y )Y,

por tanto pasamos a calcular el limite. De las distintas formas que hay de resolverlo
vamos a utilizar en esta ocasién un cambio de variable a coordenadas polares,

2.2 — 2 2 A 2
Cuando aparece en el lim xJ - x = pcost = lim p-cos” @ p”sen” 0 =
limi-te la expresién (e)>(00) X2+ 7 y = psenf p=0  p?cos® O+ plsen’ 0
P +y2 el cambio a
polares suele ser el . ) ,
método mas directo y i cos” Osen” & )
sencillo. = lim ’f 5 5 = lim p?cos’@sen’d = 0, VO

N et st
/=0 p=(sen” @ +cos” 9) 0y acotado

0

asi pues, tenemos que €l limite existe y, ademas, su valor coincide con el valor de la
funcién en el punto (0,0) . Es decir,

lim  £(0,0) = 0 = £(0,0)

(=.3y>(0,0)

por tanto se cumple la definicién de continuidad en el punto (0,0) por lo queya
podemos afirmar que la funcién f es continua en el punto (0,0).

. I 2
Solucién :  f (x, ) es continua en R
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TEMA 11: DIFERENCIACION EN R”

Ejercicio 1 1} Calcular las derivadas parciales de la funcién definida por:

3

JOuy) = 1 xP 4yl
0 si (x,y)=(0,0)

si (x,y)#(0,0)

Recuerda que la nota-

cion:
D f = _..éz

Vamos a calcular primero la derivada parcial D, f :

o Y(xy)eR -{00)
es equivalente Para calcular la derivada en esta region basta con aplicar las reglas usuales de
derivacion sin olvidarse de tratar a la variable y como si fuera una constante,

3x% (x? +y2)—x3(2x) 3x* -1»3362)/2 —2x! x? +3ny2
D f(x,y) = 2 732 = 2 232 T3 232
(x*+y7) (x"+y%) (x*+y7)

* Para (x,y)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion calcularemos

la derivada utilizando la definicion,

LO) - f00) _ . f{0.0)+(%0)) - £(0.0)

D(00) = fim F((0.0)+h(

h h—0 h
h3
LN
— 2 2 —
Sy PAGL e AL R S SR PN ol N S
h—0 h h—0 h 0 h h—0 h

Pasamos ahora a calcular la otra derivada parcial, D, 1 :

© V@yeR-{00)
Para calcular la derivada en esta region volvemos a aplicar las reglas usuales de
derivacion pero esta vez es la variable y la que trataremos como si fuera una

constante,

0-(x2+y2)—x3(2y) _ —2x%y
(x* +y%)? (" + )

D, f(xy) =

» Para (x,»)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacién calcularemos

la derivada utilizando la definicién,

(0.0 +kO.)) = f(0.0) _ . f(0.0)+(0.k) - f(0.0) _
0

b,7(0.0) = 1{1—’31 k k-0 k
03
e = ()
_ Y _
= lim LOO=TO0 0% 1k = im0 im0 =0
k=0 k k-0 k k=0 L k=0
x*+2x°y ~2xy
—5——= 81 (x,) #(0,0) ——i— $i (x, 1) % (0,0)
Sol: Df=1{(x*+?)’ D,f =G +)*)

1 si(x,))=(0,0) 0 si (x,»)=(0,0)
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Ejercicio 2} Calcular las derivadas parciales de la funcién definida por:

)

si (x,y)=(0,0)

f(xy) = ¢ x* 4y’
0 si (x,y)=(0,0)
Recuerda que la nota- Vamos a calcular primero la derivada parcial D, f :
cion:
)
pr=L Je vy er-{00}
alent Para calcular la derivada en esta region basta con aplicar las reglas usuales de
8 equivalente derivacion sin olvidarse de tratar a la variable y como si fuera una constante,
yE+y)-xy@x) _ Xy+yi-axly oy -ty
D f(x,y) = 2. 212 = 7, 22 T T2 a2
(x"+y7) (x"+y7) (x"+y7)
e Para (x,)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion
calcularemos la derivada utilizando la definicion,
0,0)+A(1,0)) - , . 0, h,0)) — (0,0
D.1(00) = tim LOOTHAD) = FOO) . [(O0)+(10) - 700
h—0 h h->0 h
h-0 0
- 2 .02 -
=limf(h’0) S0 = lim- 1= %0 =lim0 0 =Iim~0—=0
h—0 h h—0 h h—0  h h—>0 |k
Pasamos ahora a calcular la otra derivada parcial, D, f":
* Vxyer -{00))
Para calcular la derivada en esta region volvemos a aplicar las reglas usuales de
derivacion pero esta vez es la variable y la que trataremos como si fuera una
constante,
x(x>+yH)-xyQ2y) x*+xy? -2xy? x*—xy’
D, f(x,y) = 2. 242 = 2 22 T 2, 22
(x"+y7) (x"+y7) (x*+y7)
e Para (x,y)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion
calcularemos la derivada utilizando la definicién,
D, £(00) = tim JOOHKOD) = 700 _, [(O0+Ok) - 100) _
k=0 k k—>0 k
LI
- 2, 12 -
=lim SO.5)- /0.0 = lim Ltk = lim0 0 =lim0=20
k—0 k k>0 k -0k k—0
Observacién: 3 2 3 )
Fijate que esta funcién y o =-xy . X —xy .
no es continua en (0, 0) . s si (x, ) #(0,0) ——— si (x, ) #(0,0)
pero sin embargo si Sol: D f= (x2 +y2)2 D, f = (x2 +y2)2
ti derivad , ,
parciaies en ese punto 0 si(xy)=(00) 0 si(xy)=(00
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Ejercicio 3 |} Calcular las derivadas parciales de la funcién definida por:

2.2
S(xy) = x)2C+yy2 si (x,)#(0,0)
0 si(xy)=(0,0)

Seéﬁf'erda quelanota- | y/amos a calcular primero la derivada parcial D, f :

24
Df ==
a e YxyeR-{00)
es equivalente Para calcular la derivada en esta regién basta con aplicar las reglas usuales de

derivacién sin olvidarse de tratar a la variable y como si fuera una constante,

D f(x.y) = 2xy2 ()c2 +y2)—x2y2(2x) _ 2x3y2 +2ch4 —2)c3y2 B 2xy4
1 * (x2+y2)2 (x2+y2)2 (x2+y2)2

e Para (x,y)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacién calcularemos

la derivada utilizando la definicion,

(OO +A10) - 00 _ . fO9+(R0) - f(00) _

DO = i ; - ;
h*0?
- 2 2 -
= lim f(1,0)- f(0.0) = lp 0" lim-o—-(—)— = lim 0 _ 0
h—0 h h—0 h 0 A -0 h

Pasamos ahora a calcular la otra derivada parcial, D, f :

« V(ny)eR -{00)}
Para calcular la derivada en esta region volvemos a aplicar las reglas usuales de
derivacion pero esta vez es la variable y la que trataremos como si fuera una

constante,

2x2y(x* +y*)=x*y* (2y) _ 2xty+2xty? —2x?y?  2x'y

(x2+y2)2 (x2+y2)2 x2+y2

sz(an’) =

e Para (x,y)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion calcularemos

la derivada utilizando la definicion,

SO0 +KOD) = £(00) _ . [(00)+(0.k) - f(00) _

D, f(0,0) = lim i lim .
0°k*
i 2O =00y, 02k = im2=% —imo=o
k=0 k k-0 k k=0 k k=0
2x* ) 2x'y
—ee 7 (%, v) #(0,0 —— si(x,y)#(0,0
Sol: D f=<(x"+y°) (x.)(0.0) Df =(x*+y*) () #(00)
0 si (x,3)=(0,0) 0 st (x,) =(0,0)
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Ejercicio 4 x? y2

2 si (x,y) # (0,0
Seala funcion f(x,y) = x“+y2 (x,y) = (0,0)
0 S

i (x,y) = (0,0)

Se pide estudiar la diferenciabilidad de f(x, y) en R*.

o V(x,»)eR’-{(0,0)}.
En esta regién la funcién f es un cociente de funciones elementales diferenciables con
denominador no nulo. Por tanto la funcién f es diferenciable en R* — {(O, O)} .

* Si(x,)=(0,0).
Este caso ya no es tan evidente. Repasando el trabajo realizado hasta ahora en ejemplos
anteriores tenemos que :

La continuidad y las 1) La funcién f es continua en el (0,0) (condicidn necesaria de diferenciabilidad).

deriv?das parciales de 2) Existen las derivadas parciales de f en el origen (otra condicion necesaria).
esta funcién han sido . s ar ;. . . .

estudiadas en ejerci Ac_lemas esta c_ondlcu_)n es muy _ut11 pues sabemos que i f es diferenciable en el
cios anteriores. origen la matriz asociada a la diferencial en ese punto sélo puede ser la matriz

jacobiana de f en ese punto que en nuestro caso es lamatriz (0 0).

Pues bien, sabiendo todo esto, tenemos dos formas de abordar el estudio:

1) Estudiar la continuidad de las derivadas primeras en el origen. (condicion
suficiente de diferencibilidad)
2) Aplicar la definicion de diferenciabilidad en un punto.

Optamos por la segunda. Por tanto vamos a aplicar la siguiente definicion:

f(x,y) es diferenciable en en (0, 0) siy solo si

|f(x0+h>y0+k) N f(xoayo) - D}f(xoayo)'h - sz(xoayo)'k| =0
(rk100) ()]

Sustituimos en el anterior limite y lo calculamos:

o 00 — 700 ~BfQOh - DFGOH _ . |/t~ /QO-0h—0K _

(400 (L) = (2}
272 2,2
’ﬁzk—_ —0-0 }; - 2 212
o LPE ) Rk Wk
(hK)—(0,0) \/ W+ kK (R 5)—(0,0) / W4k (h.J)—(0,0) ( e k2)3/2

que se trata de un limite de dos variables que volvemos a resolverlo mediante un
cambio de variable a coordenadas polares,

. K’ _|x=pcosd| p’cos? @ p*sen’d
lim 2 2y32 = lim 2 2 2 2 gn32
hiy-»0.0 (h™+k%) p=0 (p*cos” @+ p°sen” H)

I

y = psend

4 2 2
. cos” fsen "0 X
= lim 3'0 : ——— = lim pcos’fsen’d = 0
>0 p’(sen” @ +cos” 8)” L S A
0

acotado

por tanto podemos asegurar que f es diferenciable en (0,0)
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TEMA 14: SUCESIONES DE FUNCIONES
Ejercicio 1 1 Qe considera la sucesion de funciones reales de variable real ( /), definidas como :
fi(x) =¢"™ xelR, n=12,3,..
a) Encontrar el limite puntual de la sucesién (f,) en R.
b) Estudiar la convergencia uniforme de (f,)en [0,00) y en el intervalo [a, oo)
con 0<a.
-nx . "
&M‘:e ; xﬁl&/ n=14,23 - )
VUi Wit 14 paicow Do Dr ia Sasr

Rmmwwrsm‘- Exp/as.’a’« n {o\ cv:»\l dp«/%& SiRep/R

(?1(‘} gﬁz(d JL,’K‘L X ¢ VWhiABE BT A PN J ACTVALA ¢
- ’ faLdmetds |

| -nx .y;(‘}
(jﬂ(X)‘ e = %-X, é- ) g:“‘ e

o (ALaiams g SievienTe LieTe

. x20 == | 3«(") - fm o =
N ARG

NP

(im }n(x) = lm g™,
non n=0 X0 — nl::; 2,,(,() ,,,A;m eé__
' =70
X<O"" I\iﬂ &@ = ec": oA

L:WTE ANt DE Jn(x) = j(x)

B b < o, 5o ) [000) —

Noea

0 ¢ x50

Covvzteamin  uiPygmz

AL 12 (A FVN{,.', ST e
av Lite IVAIVA L A (’() (}_)G’F,’U(‘M A’”—"E/&’%ﬂéﬂ,’c’) JAB FUVEN  Ap  EvTTMA  En i,(—i Y al

Set  ing Funrlinves
. Afk) et ev P R, (fé’ AT he  PUWOVES e’a’cmvz?v.;fete)) |, LoeM) Arrra

Rie (8 guesov
) Jﬂ (“) M wiveeee iwrreUWRMenTE A j({) ev /72

SEMPLE

3
Covitinin WM ey !}l 0‘\>
,

o (v ) €L stesmaTe  CimiTe - rx < E‘/"M)
=g f
=

-NX

®

\‘"‘1 5VP -NX 7
A8 Xe&\ﬁ'm) = 9 {X) = e
WA Ac’w ’) vt
dese ol Ol o e
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f‘em'c‘f 2 1 Se considera la sucesién de funciones reales de variable real (f,,), definidas como :
oo iy )

2

f(x)= con xeR, neN

e
1+x?

Estudiar la convergencia puntual y uniforme de (£,) en R.

-nx*

a e . \
(}ﬂ(")‘ i+ x* }X&‘?\’Mé 4

-nx?
é}vvz:’&éfd{\“‘ﬁ ‘Pv"i\/TU'/lL - (_{;M £ (’(X \ — fm —’.e—_’.-__’
A vz
P N-s 6a i + X
X X720 —» {iM P‘n(’() = (”"" 6““& - 4_
A% el T T
: i
<0
&
- o Taxt) 1 l !
"‘XfD’-‘P(mJ)ﬂkx% v 6e— - = 2 —— = = 0
n-s 1 Wb 03 i*‘Xz‘ oD - ew (1 g

. ol ¢ | 3 \ R— K
[OW\/Q(EQAC“"- P val * |im 2,\{'4)2 j(() stendo 3: L x=0

N
X —
0 x+0 »
i -nxt H {.
oy sy C O RS A - ") = :e;-—--— @
(ai\‘é&(&e’fvcv& pwviFeiMeE {f:;\’ }')iz; 9” l oo —O!: {?Tf:?:j:‘
VA Va
> Avietiagiante YiteS &
nxt v e f('x)aa
%(X) = wl.;'xl L
Busanes sp gk —— Maxiro §
Xl Y
. AN ooy St S A
A . & Z.:z’/——/' axtl o i)+l

i+‘xZ)L
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Se considera la sucesion de funciones reales de variable real (£, ), definidas como

—rlx2
f.(x)= ¢ — con xeR, nelN
I+x

Estudiar la convergencia puntual y uniforme de (f,) en R. °

S - L] f::.z.‘ ot %
AY® A
O.} ' €'ﬁxl - '4(}} »
“A ,f%(() . KTR = T
Azde n-y0e  Aty?
o e € )
— /"f‘kﬂ w-p o2 Ay Atx2
= . : ‘ nx?
{.Xlﬁf Lim € - Lw —-—,—‘———--.:—J—:o
: f—ep A +x* wewe P (4] ad :
XLo ) ﬂn‘w € . = L’v -———-—/-———-—-——- 0
B e A +x TR (W‘Z (if—;{z) oo
vt-.xw _fvb()—{' Fede . # ‘R——QR A
X /\.»%bc) = A Tx? ‘s‘;"*“:f’.

mw m #uwu,uwk mevak agw Ve %/um—' Wo  couhuve
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7 -005 -k/rwuu,os ole ‘{&_ v @soL. e
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APENDICE: FUNCIONES HIPERBOLICAS

Hallense los valores de z € C  que verifican la siguiente condicion:

cosh’z — 3senhz +1 = 0

Recordando la identidad cosh”? z — senh? z = 1 podemos poner:
cosh®z —-3senhz+1 =0

(1+senh?z) — 3senhz +1 = 0

l+senh?z —3senhz+1 = 0

2
senh”z —3senhz +2 = 0

., . 2 .

que es una ecuacion de segundo grado en la variable senh” z que pasamos a resolver :

2

2

enhs - ~(-3)£/(-3*-4-1-.2  3+./9-8  3+]1 [ senhz
2-1 2 senh z

Por tanto, senhz =2 o bien senhz = 1. Veamos cada uno de los casos:

z -z

e —e

e senhz=2 = =2 = ef-e" =4 e -4-¢"=0
y ahora, multiplicando por e a ambos lados de la ecuacién nos queda:

¥ —4e"-1=0 = (e’)’ —4e*-1=0

que es otra ecuacién de segundo grado esta vez en la variable e que resolvemos:

2

(A 41D 4z fl644 4220 4225 o
21 2 T2 2 T

de manera que z vale e° = 2¢/5 = z= ln(2i\;r5-)

e’ —e’*

=] > ef-e" =2 e -2-e" =0

e senhz=1 =

y ahora, multiplicando por e” a ambos lados de la ecuacién nos queda:

¥ -2e°-1=0 = (')’ -2e°-1=0

que es otra ecuacion de segundo grado esta vez en la variable e” que resolvemos:

P a—

"l e 2 e - . p— H [r—/ ,‘l'
z _ _(_2)i”\‘( 2) 4-1 ( 1) _ 2i'\/4+4 _ 2i’\18 _ 242 zli\}/i
21 2 2 2
de manera que z vale e° = l-l_—w’i = z= ln(li”\,’i)
Solucién: z=mI(2x-5) z=In(1£+2)
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TEST FMT2 - FEBRERO 2005

1. Todo subconjunto no vacio de @ acotado inferiormente tiene:
a) minimo.

b) supremo.
¢) ninguna de las anteriores.

2. Todo subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene:
a) minimo.

b) supremo.
¢) ninguna de las anteriores.

3. Los nliimeros complejos que verifican la ecuacion z = —z forman:
a) el gje real.

b) el eje imaginario.
¢) ninguna de las anteriores.

n=0
a) 1
b) —1
c) I

n=1

5. Elconjunto 4 =1} [O,%) es
a) vacio
b) abierto
c) compacto

2 1 .
x“sent si x#0
6.Si f(x)= o el conjunto {x eR/ f(x):O} es
0 si x=0
a) cerrado.
b) abierto.
¢) ni abierto ni cerrado.

) 1 si xeQ ) .
8. Dada la funcién D(x) = . se verifica que lim D(x).
0 st xeR-Q 21
a) =1
b) =0

¢) no existe
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1
9. La funciénreal f(x) = — definidaen R - { 0} es

x
a) decreciente.
b) acotada.
¢) continua

10.Si f:[a,b] — R escontinuaen [a,b], derivableen (a,b), y f(a)= f(b) entonces

a) existe £ e(a,b)/ f(&)=0
b) existe un unico & €(a,b)/ f'(£)=0

¢) ninguna de las anteriores.

11. Laderivadade f(x) = arcsenx es
a) (1+x*)"?
b) (1_ x)—l/Z
C) (1 _x2)—1/2

12.Sea f:(a,b) > R derivablecon f'(x) #0 Vxe(a,b).Entonces f es
a) monotona creciente
b) inyectiva
c) sobreyectiva

13. El gradiente de  f(x,y) = senx + e” en el punto (0, 1) vale
a) 0
b) (2,0)
c) (0,2)

o0
14. Sea Zan una serie real. Si  lim a, = 0, entonces

R0
n=0

a) la serie es convergente.
b) la serie es divergente.
¢) Ninguna de las anteriores.

15. Siendo Zan y an dos series realescon a, <b,, VneN :

n=0 n=0

o0 £y
a) si Z a, es convergente, entonces an €s convergente.
n=0 n=0

o o

b) si an es convergente, entonces Zan es convergente.
n=0 n=0

¢) ninguna de las anteriores
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TEST FMT2 - SEPTIEMBRE 2005

1. Todo subconjunto no vacio de R tiene
a) minimo.
b) infimo.
¢) ninguna de las anteriores.

2. Hay tantos niimeros naturales pares como
a) reales.
b) racionales.
¢) ninguna de las anteriores.

3. Indique cual de estos nimeros complejos tiene todas sus raices cuartas sobre las bisectrices de los
cuadrantes del plano.

a) ein’/4 ]
b) ei37r/4
c) —1.

Ly -
a) 1.
b) 2ei7[/4.
C) 2e'i7l'/4.

5. En cualquier espacio normado completo se verifica que
a) toda sucesion es de Cauchy.
b) todo cerrado es completo.
¢) ninguna de las anteriores.

0 sixe@Q

6. Si f(x)={ el conjunto { Xe [O,l] / f(x)zO} es

x sixeQ
a) cerrado.

b) compacto.

¢) ninguna de las anteriores.

7. Toda sucesion acotada de nimeros reales tiene
a) limite.
b) al menos un limite subsecuencial.
¢) son ciertas a) y b).

8. El limite de la sucesién a, = 5, a,,=+5+a, es
a) 1.
1++21
5

c) 5+\/§.

b)
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9. Lafunciénreal f (x)= 1 definidaen R - {O} es
x

a) declase C® en su dominio.
b) discontinua en su dominio.
¢) ninguna de las anteriores.

10. Una funcién f: 4—> R, con AR, es continua

a) en todo punto aislado de 4.
b) en los puntos de acumulacién de 4.
¢) ninguna de las anteriores.

11.Sea [ :(a,b) — R derivablecon f’'(x)#0Vx e (a,b).Entonces f es

a) sobreyectiva.
b) monétona.
¢) ninguna de las anteriores.

12. La derivada direccional D, f de f(x,y)= x’ =3xy + 4y”> enel punto (1, 2), siendo u el vector

unitario de angulo 7 /6 coneleje OX,es

13-343

a) 5
b) 13+23\/§_

¢) ninguna de las anteriores.

13. El tercer término de la serie de MacLaurinde f (x)=a",con a>0,es

3
2) (aLn a) =
3

2
b) Q’_n_fl_)_xz_
2!

¢) f no se puede desarroliar.

14.Sea a,>0, Vn=0. Si Iim =0, entonces la serie Z:zo(—l)n a,

H—»x aﬂ
a) es necesariamente convergente.

b) es necesariamente divergente.
¢) ninguna de las anteriores.

. . . © .y i . . .
15. Si la serie de MacLaurin Zn 0% x" de una funcién analitica f(x) tiene radio de convergencia

R # 0, entonces

a) f(R)=) aR".
b) f'(x)szzlnanx"_], Vxe(—R,R).

c¢) son ciertas a) y b).
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TEST FMT2 - FEBRERO 2006

1. Si un subconjunto no vacio de R est4 acotado, el conjunto de sus cotas inferiores tiene:
a) maximo.
b) minimo.
¢) ninguna de las anteriores.

2. El conjunto de niimeros irracionales es:
a) infinito numerable.
b) infinito no numerable.
¢) acotado.

3. Todo niimero complejo no nulo tiene:
a) n raices n—esimas complejas distintas.
b) n raices n—esimas reales distintas.
¢) al menos una raiz »—esima no real.

4. Si z es un numero complejo, entonces z—7 =
a)2 Rez.
b) 2Im:z.
c) 2ilmz.

5.Sea A= {1/ n,ne N} v {O} cR, donde R esta dotado de la normal usual. Todos los puntos de A4
son: -
a) puntos interiores de A.

b) puntos de acumulacion de A.
¢) ninguna de las anteriores.

6.En R con la norma usual, la frontera de Q es:
a) R
b) Q
c) O

I sixe@Q

0 sixeR-Q Yy J(x)=xD(x), severifica que lim_, , F(x)

7. Si D(x)= {
a)=0.
b)=1.

) no existe.

. n+2 g
8. hmfwo(n2+1 =.
a) e’

b) e.
c) e+2.

9.Si a,<b <c VneN ytanto (a,) como (c,) son sucesiones convergentes, entonces (5, ):

a) es convergente.
b) es divergente.
¢) ninguna de las anteriores.

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355
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-1 si x<0

O

10. La funcién real f (x)=sg(x)= si x=0

1 si x>0
a) es continua en R .
b) es continuaen R — {O} .
¢) ninguna de las anteriores.

y si x>0 .
entonces Lm . ,\_, o0 f(%.¥)

11. Si f(x,y):{

a)=0.
b) no existe.
¢) ninguna de las anteriores.

-y si x<0

12.Si f:R?*—> R es diferenciable en R?, entonces:
a) las derivadas parciales primeras de f existeny son continuas en R?.

b) las derivadas parciales segundas de f existen y son continuas en R
¢) ninguna de las anteriores.

o . o

13.81 feC I(R*,R) y el sistema de ecuaciones ™ =0, =0 no tiene solucion, entonces:

a) f no tiene maximos relativos.
b) f no es continua en ningun punto.
¢) ninguna de las anteriores.

14. La funcién f:R*> — R definida por f(x,y)=x" - y* alcanzaen (0,0)
a) un maximo relativo.
b) un minimo relativo.
¢) ni maximo ni minimo.

16.81 Re R — {0} es el radio de convergencia de una serie de potencias Z:-o a,x", entonces la

suma de la serie es derivable en:

a) (-R,R).
b) [-R.R].
c) R.

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 3178 , 619 142 355
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F* IDAMENTOS MATEMATICOS IT — Febrero 2008 E1 (test): 40 min.

Apellidos
DNI

Ea nota del examen se calculara sobre un total de 8 puntos como la suma de las notas de los gjercicios E1, E2 y E:ﬂ

ILa nota firal de la asignatura (sobre 10 puntos) sera la suma de las notas de este examen y de las pruebas P1 y Pﬂ

= Puntuacién del test (E1) sobre el total del examen: 2 puntos.

= El test consta de 10 preguntas. Cada una de ellas tiene una sola respuesta correcta. Marque con una cruz a lo sumo
una opcién por pregunta. Acierto --0.2 Error -0.1 Blanco 0.

ea f(z) = zsen z. El conjunto {z € R | f(z)>1}.
] a) tiene infinitas cotas superiores.

j b) tiene una tnica cota superior.

I ¢) no tiene cotas superiores.

Para cualquier ndmero complejo z no nulo, z=7 puede expresarse como
j a) (7)~L.

] b) z~1.

] ¢) —z~ L

jean A = {(z,y) € R? | [z +y| > 1}, B = {(z,y) € R? | 9:2+y2<1}.Elconjunto ANBes
Ik

g b) cerrado.

abierto.

] €) conexo por caminos.

ado polinomio de coeficientes reales y grado 2n +1, con n > 1, tiene necesariamente

] a) todas sus raices reales.

f b) al menos una raiz real.

¢) un par de raices comblejas conjugadas.

i f,g9:R? — R. Si |f(z,y)] < X en un entorno de (6,0) y lim, ¥)—(0,0) 9(Z,y) = 1, entonces

a) el Iimite Bz yy—(0,0) (=, ¥)g(z, ) existe.
b/ la funcién f(z,y)g(z,y) estd acotada en algtin entorno de (0, 0).

‘afuncién f(z,y)g(z,y) verifica [f(z,9)9(z,y)] < K en algiin entorno de (0,0).
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zye™™ g (z,y) # (0,0)
N .. — $2+y2 K K
5. La funcién f(I: y) {0 si (3;, y) = (0, 0)

a) es continua en (0, 0).

b) admite derivadas parciales en (0,0).

LUn

- ¢) es diferenciable en (0,0).

7. Si arctan denota la funcién arco-tangente tomando valores en (—7r/2 7/2), entonces f(z,y) = arctan(z? + )
D a) tiene un méximo absoluto en (0,0).
D b) tiene un minimo absoluto en (0,0).
D ¢) no alcanza ni maximo ni minimo absolutos en (0, 0).
>.Sia, >0Vn€ N, entonces la seﬁe 3 | Gn es convergente si y solo si
G a) la sucesién (an) es decreciente.
D b) limpco an = 0. .
D c) la sucesién de sumas parciales Y .., a; es acotada.
= " 2 & =t
). El conjunto (o campo) de convergencia de la serie de potencias ?;1 )"“;—& = x—-2—+-3-—z~+. .. €s
[] a1
[] L.
D o [-1,1].

0. Si f:[a,b} — R es una funicién continua, se verifica que
D 8) [* f(z)dz > 0 & f(z) >0 Vz € [a,8].

"] ®) Az =0 f(z)=0Vz Elabl

L] 9L 1f@ds=0% flz)=0Vz€[ad]
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS II - 3 Septiembre 2008 P1 (test): 50 m.

= Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Marque con una cruz a lo sumo una opcién por pregunta.
Acierto 40.2 Error -0.1 Blanco 0.

» Puntuaci6n del test sobre el total del examen: 3 puntos.

L. Todo subconjunto no vacio de N tiene

D a) maximo.
A

b) minimo.
D ¢) ninguna de las anteriores.
2. Un conjunto de niimeros reales acotado inferiormente tiene

a) cota inferior, que adem4s es tinica.

b) infimo, que ademas es tinico.

D ¢) minimo, que ademis es tnico.

(e
)

nterseccién de una familia finita de subconjuntos compactos de R™ es

a) necesariamente un conjunto abierto.

b) necesariamente un conjunto cerrado.

LI

¢) ninguna de las anteriores.

El conjunto U4 (—1,1 — 1/n] es
a) abierto.
b) cerrado.

¢) ninguna de las anteriores.

LA

Toda sucesién acotada de ntimeros reales es necesariamente

“I a) monétona.

N b) convergente.

*Q ¢) ninguna de las anteriores.



Jna serie 32 ) an enla que a,, > 0 Vn € N es convergente

j ) si y sélo si la sucesién (an) es convergente.
j b) si y sélo si a, — 0.

;ﬂ ¢) ninguna de las anteriores.

Jea 3 2 | a, una serie convergente. Entonces

] a) necesariamente la serie > o 1 man €s convergente.

] b) necesariamente la serie 32 ; nay, es divergente.

\g ¢) ninguna de las anteriores.
o

2 sizeR-Qyz>0

El limite limz .0 f(z), siendo f(z) = { —22 sizeR-Qyz <0
. 0 sizeqQ
>{] a) existe y es igual a 0.

] b) existe y es igual a 1.

I

no existe.

Sea f:R? — R. Indique cuél de las siguientes afirmaciones es cierta.

] - a) Si f es diferenciable en R2, entonces admite derivadas parciales en todo punto de R?

] b) Si f admite derivadas parciales en todo punto de R?, entonces es diferenciable en R2.

www.simplyjarod.com

, que ademés son continuas.

?E]r ¢) Si f admite derivadas parciales en todo punto de R?, y ademas son continuas, entonces f es diferenciable en R2,

Sea f una funcién diferenciable definida en R2. En todo subconjunto compacto K de R?, la funcién f

{j a) alcanza maximo y mfnimo absolutos.
] b) es C2.
] c) es C,

Sea f € C%(R?,R). Si el sistema de ecuaciones g—g =0, &£ = 0 tiene una tnica solucién en R?, entonces

T

|

:} b) f puede tener m4s de un extremo relativo.

) f tiene un tnico extremo relativo.

1 ¢) f tiene a lo sumo un extremo relativo.

3l polinomio de Taylor de grado 2 de f(z,y) = e*~¥ en (0,0) es
] a) 1+ z—y+ 322 — Ioy+ L2

] b) 1+z—y+ 22— gy + 42

] &) 1+z—y+ 32% — oy + Ly

iendo fn(z) = e”z™, la sucesion funcional (f,)

a) converge uniformemente en [0, 1].
b) converge puntual pero no uniformemente en [0,1].

, ninguna de las anteriores.
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TEMA 2: NUMEROS COMPLEJOS

Febrero 95 . .
Las soluciones de /-1 son {l,z,—l } )
Recuerda que el Tenemos que las raices cubicas de z=—1= 1, =1, son,
numero complejo z =1
puesto en forma polar
3
es z=1 x r = \/1— =1
3 —
1, =7, donde _m+2%z (1420 para k=012
3 3 o

Asi pues, sustituyendo la k obtenemos las tres raices cibicas de —1:

k=0 = z =1, k=1 = z,=1_=-1 k=2 = z,=1,_,

que no coinciden con las dadas en el enunciado (sdlo coincide z, =—1) .Asi puesla afir-

macion es falsa.
Solucidn : No, Falso

Junio 95-Septiembre 95

z#zVzeC.

Para acertar esta pregunta lo tnico que se debe tener claro es que los niimeros reales son un
subconjunto de los complejos. Dicho de otra manera, cualquier niimero real se puede tomar
como un numero complejo con parte imaginaria nula.

Asi pues, por ejemplo,

Solucién : No, Falso

. ’ 1. . . 2
Febrero 98 \| Si 7,, z, ¥ z, son las raices ciibicas complejas de 8i , entonces z, -z, = (z,)

Ponemos el namero complejo en forma polar:

p=+0°+8 =38

z =8I = =8,
¢ = arctan(l/0) =arctan(e) = 7/2
Por tanto las r raices ctbicas de z=8i=8_ , son,
r= 3\/_ =2
8 =r donde
by w/2+2kr  (1+4k)x
o = _ (+43k) para k=0,12
3 6
Asi pues, sustituyendo la k obtenemos las tres raices cibicas de 8i:
k=0 = z,=2_ k=1 = 2y =25 k=2 = z3=297r/6
y ahora s6lo queda operar y comparar los resultados obtenidos:
Z12, = 27r/6 .251/6 = (2+2)7r/6+57r/6 = 47r
Yaquer y 3nson el
mismo &ngulo (180°) (23)2 =2Zy-zy =24, '29;r/6 =2+ 2)97r/6+97r/6 = 4187r/6 =4,, = 47r
Solucién : Si, Verdadero

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78 , 819 142 355
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Febrero 96

. ; a b
E] elemento inverso de (a,b) € C—{0} es (a2 7 j

Para dividir nimeros | Calculamos el elemento inverso de (a,b) =a + bi :
complejos en forma
cartesiana se multiplica

y divide la fraccion por 1 a-bi a-—bi a—bi a—bi

el conjugado del deno- - = - — = - - = = = =
minador a+bi  (a+bi)a-bi) da* —abi+abi —bi & -b() a+b
Las notaciones: _ a + -b ;= a -b

z=x+iy=(%¥) a’ + b2 a + b2 a2 + b at+ b2

son equivalentes

Solucion : No, Falso

Junio 96 . .
Si x e R ,entonces |e”|=1.

Sabemos que la notacion exponencial de un namero complejozes zZ=p e’ donde pes

el modulode z y © es el argumento de z. Asi pues se trata de comparar ambas
expresiones:

p=1

z=pe? =e"=1-¢" 2{6’
=x

O sea que la afirmacion del enunciado es verdadera pues efectivamente | e”|=1.

Solucion : Si, Verdadero

Septiembre 96

2(1-i) = 242¢

Pasamos el primer numero complejo (el que esta en notacion cartesiana) a forma exponen-
cial y vemos si coincide con el segundo numero complejo:

p =22+ (-2) = A4 =8=+2 =22

21—i) = 2-2 = P T = (22).,
0= arctan(—i-j = arctan(—l) = T (3150) 4

Por tanto, al tener ambos niimero igual médulo e igual argumento la igualdad es cierta.

Solucién : Si, Verdadero
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Febrero 97 |} o f:CoCes f(z)=ze""7 y A={zeC:](z)=O},entonces
f()={zeC:Re(2)=0}.

El conjunto 4 se refiere a la recta real, es decir 4 = R. Asi pues, cogiendo cualquier

elemento ¥ € 4A=R tenemos que :
Recuerda que:

Pa :peia f(l") — reiﬂlz =y

x

L =Ti
y estd claro que la parte real es nula, Re(ri) = 0, Vre R . Porlo que efectivamente,

f(4) ={zeC :Re(z)=0}

y la afirmacidn del enunciado es cierta.

Solucion : Si, Verdadero

Junio 97 50
Septiembre 02 Z P
=0

Para hacer los célculos & 0 1 2 3 4 5 6 7 44 45 46 47 48 49 50
hemos tenido en cuen- | %" = i 4 7' 4 1% + 77 4 it 4% 400 40T bk 1 g T 0
a que:

n=(
n g 50
P PRSI AR U S0 S (NS [y S R L
l-4n+1:l- =0
R | Y los términos se anulan de cuatro en cuatro quedando los tres ltimos ( n=48,49y50):
l-4n+3:_l 50

D=l t+i—1—i+l4i-1—i+4l+i -1 -7 +1 47— 1=

M A - ~ — —

0

0 0

50
di'=1+i-1=i

n=0

Solucion : Si, Verdadero

Septiembre S7 1 1 2 recta ¥ =x es el lugar geométrico de los afijos del conjunto

Suponemos que el 0 se {ZG C :Re(z)+iz=0 }
refiere al 0+0i

Sea z = x+iy,

. Re(z)+iz=0 = Re(x+iy) +i(x+iy) =0 = x +ix +(-Dy=0 =
Identificando los coefi-
cientes de la parte real

x-y=0

y de la parte imaginaria x—y+xi:0+0i - — x=y=0

x=0
Por tanto tenemos que el conjunto del enunciado esta compuesto por un unico elemento
que es el 0+0i, es decir {ZG C:Re(z)+iz=0 } = {0 + Oi}. Asipues, larecta y =x no
es el lugar geométrico del afijo del complejo 0+0i , por lo que la afirmacion es falsa

Solucion : No, Falso
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Febrero 98 VK e Z, ei]m/’Z — (—l)k

Teniendo en cuenta que el niimero complejo z =—1 puesto en forma polar es
z=1,, operamosy obtenenos:

Recuerda que: il o W /0 \E . .
e o) e =0, =
2

Solucion : No, Falso

Un valor de In(1+7) es In J2 —i %ﬁ

Vamos a calcular todos los valores de In(1+1i):

_ 1212 =
z = 1+i ::>{'0_1+1 =2 }:>Z=\/—2—n/4

@ = arctan(l/1)=7/4 (45°)

y la expresién de todos los logaritmos del complejo z son :
Inz = In|z| +iarg(z) + 2kzi = In-2 + %i + ki

y ahora igualamos :

Inxf2_+£i+2k7ri = In«fi—ilv-s-”w = £i+2k7ri = _iﬂ = z +2kr i = -il—s-”w
4 4 4 4 4 4

Tookg = - ok = - %157 NPT /S PRSI | R A )
4 4 4 4 4

por tanto para k =—2 nos queda el valor del enunciado.

Solucion : Si, Verdadero

Septi . . 7 : )
eptiembre 98 || ¢ < C tiene un modulo unidad, entonces |1+ 2z +|1—z|* es un nimero real.

Observacion:
Quz zdtenga n?édulo Las expresiones |1+ z | y |1—z| son médulos de niimeros complejos y, por tanto,
unidad es irrelevante
en esta pregunta. son siempre nimeros reales no negativos. Asi pues la expresion |1+ 2 P 41—z
Aunque z no tuviese . .
médulo unidad la afir- €S un numero real siempre.
macién seguiria siendo
igual de verdadera

Selucion : Si, Verdadero
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Esto es una definicion

Febrero 99

Recuerda:

Una progresion aritmé-

tica viene definida por
a, =a,+kd

donde,

ar: término k-ésimo

ao : primer término

d: diferencia

Septiembre 99

www.simplyjarod.com

" =eD VxeR. (El simbolo Z representa el conjugado de z).

En forma polar el conjugado de un niimero complejo z se define como:

Sea ze(C, si z= p, entonces z = Po = Py

Asi que en forma exponencial, de manera equivalente, tenemos que:

Sea ze(, si z= pe” entonces z= pe’ = pe'?

Por tanto la afirmacion del enunciado es verdadera.

Solucion : Si, Verdadero

Los nimeros complejos z, tales que z=%/1+i , tienen sus argumentos en progresion
aritmética.

El enunciado es verdadero para cualquier raiz enésima de cualquier nimero z € C — {O} .

En general las raices enésimas de un ntimero complejo cualquiera z = p, se calculan de la

r:d;>0

Py =1, donde o= 0+ 2kn

siguiente forma:

para k=0,1,..,n—1

asi que, en nuestro caso, tenemos que los argumentos se pueden poner de la forma:

_OR2kT 0 2T ot

Dy
n n n

que se trata de una progresion aritmética de primer término a, =6/n y diferencia
d=2x/n.

Solucion : Si, Verdadero

Si ze C—R, los valores de Q/; eC-R.

En forma polar z = p, € C—R significa que 60 y 8 #7x.

Ahora bien, en general las raices enésimas de un nimero complejo en forma polar p, se

r:%>0

NPy =1, donde 0 + 2kx
p=——

calculan de la siguiente forma:

para k=0,1,...,n-1

y para que {/;e C—R se debe cumplirque @ 20 y ¢ # x. Estoes siempre asi ya
que no existe un natural k quehaga @=06 @=7x cuando %0 6 & = r.Se

puede comprobar esto utilizando la ecuacidn de mas arriba que relaciona ambas variables.
Por tanto la afirmacion del enunciado es cierta.

Solucion : Si, Verdadero
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Septiembre 99
- le?* | <1 siysolosi Re(z)20.

La proposici6n es falsay lo veremos con el siguiente contraejemplo. Sea z =1 que
claramente cumple la condicién de la derecha, Re(z) 2 0 que tomaremos como

hipétesis. Sabemos que la notacion exponencial de un namero complejo zes z = p e’

donde peselmédulode z y O es el argumento de z. Asi pues se trata de comparar
ambas expresio-nes:

‘ : , =1
Zzpelﬁze—zz:e—2l=1.e—-22 — {p

0=-2
Observacion:
Si la condicién de la . . . . . .
izquierda hubiese sido | /ST Ppues el modulo es igual a 1y por tanto no se cumple la tesis de la izquierda. Al no
le? | <1 cumplirse una de las dos implicaciones la proposicion es falsa.
la afirmacién del enun-
ciado seria cierta. Solucién :  No, Falso
Febrero 00 _ —
|z|=zz VzeC

Sea z =a + bi y,portanto, z =a— bi.Operamos:

Jzz = [(@+bi)(a=bi) =-ja’ -abi+abi-b"i’ = la? - (-1) =-Ja® +b* =|z|

Solucion : Si, Verdadero

Fepbrero 00 |} 2z’ +z+1=0 para z=1.

Para comprobarlo basta con sustituir en la ecuacion:

P rivl=ii? +i+l=i(D+i+l==i+i+1=1

Solucién : No, Falso
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Septiembre 00 | i g &R y z e C, entonces z° ¢ R

Siescogemos a=2eR y z=ieC tenemos que:
% =i>=-1eR

Por tanto el ejemplo propuesto cumple las hipétesis del enunciado pero no la tesis. Asi
pues, la afirmacion es falsa.

Solucion : No, Falso

Febrero 01

1
(O~ =exp[—2—]zr— i], k=0,..,n-1
n

Recuerda que las Se trata de ver cuales son las raices enésimas de Ia unidad.
siguientes expresiones , ;. , . . .
En general las raices enésimas de un niimero complejo p, se calculan de la siguiente

son equivalentes:
e* =exp(x) forma:
r= {/; >0
\Ps =1, donde ” 0+ 2krm

para k=0,1,..,n-1

asi que, en nuestro caso, tenemos que las raices enésimas de la unidad somn,

r=41=1

i, = r donde 2
0 v Q= 0+ 2kx = 2k para k=0,1,...n—1
n

T J ( 2k J
i|=exp i
n

Solucion : Si, Verdadero

n

que puestas en la forma exponencial quedan

r, =re” =rexp(pi) = l-exp(zk

que es justamente la expresion del enunciado.

Septiembre 01 1
Si zeC y Re( J= 0, entonces zeR.

z

Para dividir nimeros La afirmacién es falsa y se puede demostrar tomando como contragjemplo z=1;

complejos en forma

cartesiana se multiplica 1 1 ( i) i ;
divide la fraccién por . - - - .

il conjugado del de?lo- z=ieC vy RG[TJ = Re( : ; J = Re( > J = Re( J =Re(-7) = 0

minador que en este ! i (=) —1 -(=1)

casoes -f

pero sin embargo z =i ¢ R.

Solucion : No, Falso
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Febrero 02 . . . " _r
Cualquier z € C tiene n raices n-ésimas distintas.
Existe un niimero complejo para el que no se cumple la afirmacion. Se trata del complejo
z=0 que tiene n raices n-ésimas pero son todas iguales (todas iguales a cero). Por tanto la
afirmacion es falsa.
Solucién : No, Falso
Febrero 03 40
>i"=0.
i=1
Para hacer los célculos 40
i - . . . .3 o4 . . . . . . .
pomos tenido en cuen I T LRIy L L L L e A A A
’ n=1
l-4n =1 ©
jint _ Nir=i-l-i+l+i-l-i+o+lei-1-d+1+i-1
n=l
i4n+2 — l

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro (del 1° al 4°, del 5° al 8°, ..., del 37° al 40°).

40
Zt’"=1+i~1~i+ l+i-1-i+.+1+i-1-i=0
=0 v v R S

Solucién : Si, Verdadero

Septiembre 03

. . . 1 .
El lugar geométrico de los nimeros complejos que verifican Re (——) = (0 eseleje O
z

Fijate que si tomamos

como lugar geométrico | Para que fuese cierta al eje OY habria que quitarle el z=0+07 ya que para este niimero
el eje OY menos el

0+0i 1a afimacionya | complejo ni siquiera esta definido su inverso 1 con respecto al producto de coniplejos. Por

seria cierta. Es decir, el | tant0 |a afirmacion es falsa. Para el resto de los nimeros del eje OY si que se cumple la
Gnico punto que no

cumple la condicién del condicién del enunciado.
enunciado es el 0+0i

Solucioén : No, Falso

Septiembre 03 |} | 7| < |Rez|+|Imz| paratodo z€ C eseleje OY

Sea z=a +bi:

|z|<|Rez|+|Imz| = la+bi|<|al+|b] = Ja*+b* < |a|+|b] =
Elevamos al cuadrado

ambos lados de la des-

oo | = @+ < (lal+]b]) = @+b? <|af +|bf +2|al|b] = & +b* < +b +2]alb]

y la anterior desigualdad se cumple siempre pues 2|al|b]=0.

Solucion : Si, Verdadero
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Febrero 04

J3- 4 =£(2 - i)

Fijate que no es nece-
sario calcular explicita-
mente las raices cua-
dradas de 3 — 47

Recuerda: i =-1

Febrero 04

Recuerda:

Una progresion aritmé-

tica viene definida por
a, =a,+kd

donde,

ak: término k-ésimo

ao: primer término

d: diferencia

Febrero 05

Para hacer los cal-
culos hemos tenido en
cuenta que:

Lo mas rapido es aplicar la definicién de raiz cuadrada Ja = b < B> =g -
(2-iy =@ -0)(2-i)=4-2-2i4 =3-4i
(240 = (240)(-2+0) =4-2i—2i+i* =3—4i

Asi pues las raices cuadradas de 3 — 4/ son los niimeros 2 — i y —2 +i. Por tanto, la afirma-
cién del enunciado es cierta.

Solucién : Si, Verdadero

Paratodo z e C —{ 0} los argumentos de las raices n-ésimas de z forman una progre-

sion aritmética.

En general las raices enésimas de un niimero complejo cualquiera z = p, se calculan de la

r=’{/;>0

O+ 2knm
p=—

siguiente forma:

¥ donde

@

npg
para k=0,1,..,n-1

asi que, en nuestro caso, tenemos que los argumentos se pueden poner de la forma:

g, =22 _6 42w k=01, .n-1
n n n

que se trata de una progresion aritmética de primer término a, = 8/n y diferencia d = 27/n

Solucién : Si, Verdadero

50
b) -1 c) i

n=0

50
Zi”zio i P AP A P A T Y S Y 0
n=0

50
Zi"=1+i—1—i +1 47 -1 i+ +1+i-1-Fi+1+i-1
n=0

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro quedando los tres Gltimos ( n=48,49y 50):

50
i 1
n=0

-1 +1+i-

W
0

-

=1 4+i—-1—-i+14+i-=1—17 +..+1+ §

V]

"y
0

0

50
Ddit=1+i-1=i
=0 Solucién :

c)

www.monteroespinos
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Los niimeros complejos que verifican la ecuacién z = —2z forman:
Febrero 05 .
a) el eje real.
b) el eje imaginario.
¢) ninguna de las anteriores.
Sea z=x+)f
7=—z = (x+y)=—(+y) = x7ﬁ=—x7jg/ = x=-x = 2x=0 = x=0
O sea, se trata del eje Y (eje imaginario).
Solucioén : b)
Septiembre 05 3000
i = a) 1 b) 2¢7* c) 2¢7
n=0

Hay que tener claro

que en total hay 3001 3509; " l.2997 2998 <2999 3000
n=0

términos en el B T T L L + 72407+ PP =

sumatorio

Para hacer los céiculos

3000
Sir=l+i-l-i+l+i-l-i+.+l+i-1-i+1=
hemos tenido en cuen- | #=0

ta que:
in Y los términos se anulan de cuatro en cuatro (en total 3000/4=750 grupitos de cuatro términos)
i =1 quedando sin anular solamente el altimo ( »=3000):
l-4n+l = l-
4n+2 R
it=-1 3y =14d -1 i+ l+i-l-iv.+lbi -1 -0 +1=1
l-4n+3 — —i 7=} (w)ﬁ 6/ 3

Solucion : c)

Indique cual de estos nimeros complejos tiene todas sus raices cuartas sobre las bisectri-
ces de los cuadrantes del plano.
a) eiir/4 b) ei3n/4 C) -1

Septiembre 05

Tenemos que las raices cuartas de z=-1=1_ =15 son,

r=4/1_=1

1, = 1, donde _ 7z+jk7z _ (l+ik)7z w2 K—0.12.3
Asi pues, sustituyendo la k obtenemos las cuatro raices cuartas de —1:
k=0 = z =1, k=1 = z,=1,,
k=2 = zy=1,, k=3 = z;=1,,,

que coinciden con los angulos de las bisectrices (45°, 135°, 225°y 315°).

Solucion : c)
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Febrero 06

Nota:

El tnico nimero com-
plejo que tiene todas
Sus raices enésimas
iguales es el nulo 0 + 0

Febrero 06

Septiembre 06

Importante:

Recuerda que la fun-
cién arctgx tiene dos
angulos posibles para
cada x. jpero en la
calculadora sélo sale
uno de ellos!, el otro se
obtiene sumando .
Para saber cual de
ellos es el verdadero
argumento de nuestro
numero complejo nos
tenemos que fijar en el
cuadrante donde esta
el complejo

www.simplyjarod.com

Todo namero complejo no nulo tiene:
a) n raices n-ésimas complejas distintas.
b) n raices n-ésimas reales distintas.
¢) al menos una raiz n-ésima no real.

La respuesta correcta es la a). Por teoria sabemos que cualquier nimero complejo (exceptuan-
do el nulo 0+ 07) tiene 7 raices n-ésimas distintas que vienen dadas por la siguiente expresién

r=’{/;>0

'{/; =7 donde o)
’ ¢=M para k=0,1,....,n-1

Ademas, geométricamente, estas raices son los vértices de un poligono regular de » lados con
centro en el origen.

a)

Selucion :

Si z esun numero complejo, entonces z —Z =
a)2 Rez.
b) 2Imz.
c) 2ilmz.

Sea z = a +bi, operando:

z—z=a+bi - (a+bi)=a+bi — (a-bi) = a+bi — a+bi = 2bi=2ilmz

c)

Solucion :

Sea z €eC. Si:
a) z=—2-i2 setiene que |z| =2 yque arg(z)=Z2
b) z=

c¢) Ninguna de las anteriores.

3—4i setiene que |z|= NG y que arg(z) = arctg+

La respuesta a) no es correcta porque el niimero complejo se encuentra en el tercer cuadrante
ya que su parte real es negativa y su parte imaginaria también es negativa. Es decir, su argu-

mento deberia estar entre 7y 3’2& (es decir, entre 180°y 270°) y sin embargo nos dicen que

es arg(z) = % (que son 45°) lo cual es imposible.

La respuesta b) tampoco es correcta por que el modulo de z es 5 , Y no \/g . Efectivamente:

z=3-4i = z=+/3"+4> =25 =5

c)

Solucion :
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Sea z = re'® un numero complejo no nulo. Entonces

Febrero 07 i
a) —z=re .
b) —z=re 7.
C) - rei(a:+ﬂ/2) i
Recuerda que:
e =1 Operando: re'“™ = re®e” = re®(-1) = —re® = -z

Solucion : b)

Febrero 07 |} | o5 raices enésimas de 1+ son

iﬂ'/4+2k7[
a) 2 n ,con k=1,..,n-1
o+ 2
b) ¥2e " ,con k=0,..,n-1
/44 2kn

o) X2e 7, con k=0,..,n-1

Lo primero que hacemos es pasar el nimero complejo a forma polar:
Recuerda que la forma

polar y la forma — J12112 = _
W =1+ 2{2 I+l \/_2- } = W= \/_2-71'/4:\/—2_@”[/4

exponencial son
= atan(1/1)=7/4 (45°)

equivalentes:

Py =P o
Ahora utilizamos la férmula de la raiz enésima:

r=’{/;>0

2z = 1/ pe® = re”” donde 0+2krx
¢:————————— para k=0319"'3n_1
n

que aplicada a nuestro caso queda:

z = 2e = re'’ donde O+2kmr  wl4+2km
Q= = para k=0,1,...,n—l

n n

Luego la solucion correcta es la c).

Solucién : c)
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Recuerda queen B
con la distancia usual
las bolas abiertas son
intervalos abiertos
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2000

1. Sean 4, B < R conjuntos acotados no vacios, 4 — B, 4 # B, entonces sup(4) < sup(B)

Ponemos el siguiente ejemplo: 4 = (1,3) B =(0,3)
Estos conjuntos cumplen las hipétesis del enunciado ya que:

s A y B son acotados, evidentemente.
e (13)c(03) = AcB
e (13)#(03) = 4=B

Sin embargo no cumplen la tesis pues:
sup(4) =sup(B) =3

Por tanto la afirmacidn del enunciado es falsa.

Solucion : No, Falso

2. Existe una biyeccién entre los conjuntos Q y R.

El conjunto de los niimeros racionales QY tiene cardinal infinito numerable (equipotente a

N'), sin embargo los nimeros reales tienen cardinal infinito no numerable por lo que no
puede existir una biyecci6n entre estos dos conjuntos ya que tienen distinto cardinal.

Solucion : No, Falso

3. El conjunto A:{l: n= 1,2,3,..} escerradoen (R,d,)
n

Para estudiar si 4 es cerrado vamos a utilizar el siguiente criterio:

Aes cerrado < Fr(4d)c 4

En nuestro caso tenemos que el punto 0 € Fr(4) ya que en cualquier bola abierta de
centro el punto O hay puntos de 4 y puntos de R —A. Como O¢ 4 tenemos que
A & Fr(A). Por tanto, A no es cerrado. Asi pues la afirmacion es falsa.

Solucion : No, Falso
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4. !'z"‘!=\/;z: vzeC

Sea z=a+ bi y,portanto, z =a— bi.Operamos :

= T , I / —
Jzz = [a+bi)(a-bi) = -a® —abi+abi-b’ i? = ja®-b(-1) =-Ja’+b’ =|z|

Solucion : Si, Verdadero

5. z2+z+1=0 para z=1

Basta con sustituir en la ecuacion:

Brivl=iit+i+l=i(-D+i+l=-i+i+1=1=0

Solucion : No, Falso

Fijate que todas son
inmediatas debido a las

PLOPiftzades del valor 6. La aplicacién f:R —->R con f(x)=|x| esunanormaen el espacio vectorial R .
absoluto.

Vamos a demostrar que f es una norma comprobando que cumple las cuatro condiciones
de norma:

1) |x|>0 si x#0

2) x=0|x|=]0]=0

3) |Ax|=|4]]x], VAeR

4 |x+yl<|x|+|yl, VxyeR

Asi pues f es, efectivamente, una norma.

Solucion : Si, Verdadero

7.Silafuncién f:4cR—>R es continua e inyectiva, entonces s mondtona.

Como f es inyectiva se cumple que si X #y = f(x) # f(),y por ello la funcién debe
ser siempre creciente o siempre decreciente, es decir, mondétona. Fijate que si f tuviese un
extremo, inmediatamente dejaria de ser inyectiva al existir dos preimagenes con la misma
imagen.

Solucion : Si, Verdadero
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8. Lafuncién f:R —R talque f(x)=x+senx esuniformemente continua.

En este caso es muy util aplicar la propiedad que nos dice que si la derivada de una funcién
estd acotada entonces la funcion es uniformemente continua.
Calculando la derivada de f(x) nos queda:

f'(x) =1+ cosx
Claramente tenemos que f'(x) es acotada entre 0y 2 ya que:

—I<cosx<l = 1-1<1l+cosx <1+]1 = 0<l+cosx <2 = 0 f(x)<2

asi pues al estar f'(x) acotada podemos afirmar que S(x) esuniformemente continua.

Solucion : Si, Verdadero

9.Sa aeR y f:[a,0)—> R unafuncién continua con lim f(x)=keR

, entonces f es acotada.

La afirmacién es verdadera y bastante intuitiva (basta dibujar una gréafica continua, sin
Fijate que, al ser levantar el lapiz del papel, con una asintota horizontal para comprobar que estamos
continua, no existen obligados a alcanzar un maximo y un minimo absolutos en [a,®)). De todas formas
asintotas verticales . .y s c ;

exponemos a continuacion la demostracion rigurosa de porqué esto es asi:
Recurrimos la definicién formal de limite en +oo :

lim f(x)=k si Ve>0 IM >0 talque Vx>M, fx)-1<e

Tomando, por ejemplo & =1, se sabe que existe un M > 0 tal que si x> M :>f F(x)— lf <1
estoes, f(x) e (I-1,/+1) conloque f([M,+oo]) c(-1,1+1).

Por otra parte, como /" es continua en el intervalo compacto [a, M ], por el teorema de

Weierstrass existen y, minimo e y, méaximo tales que f ([a, M ]) < [»,¥,]. Por tanto:

fla:+0)) = f([a, M) L f([M,+=]) € (-LI+1DU [3,5,]

Lo que prueba que /" estd acotada en [a, ) .

Solucién : Si, Verdadero

.y 1" +(=1)" .
10. Sea la sucesion (a,) con a, =————~2—~—M entonces  linpo a, =0

Dando valores ala » nos queda lo siguiente:

1,/ 1yl
a=1+(1)=0

12 4 (—1)? 31\ 4 1
1 2 4= +§1):1’a3=1+(1)205a:1+(1) 1

¢ 2

Por lo que a, ={0, L0,1,0,1,0, } y claramente lima =0 y lim a, =1

H—>0 H—>0

Soluci6n : Si, Verdadero
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Recuerda que:
seng ~ €

siempre que £ — 0
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42

-3
1. nm(””j _ ¢
N ;1__1

Para calcular el limite de una sucesion lo primero que se debe hacer es el paso al limite,

sustituyendo la n por infinito :

n?+2

, (nﬂ)_;?
= lim
nao | p—1

n?+2

1 lim —

i N+ n—soc A~

= lim =1
n—r0 n—1

en este caso aparece una indeterminacion que vamos a eliminar aplicando la formula,

L=1lim a,” =17 = L=e" con

n—x

por tanto el problema se reduce a calcular 4 :

= lim (a,-1)b,

n—»w

2 2
A = lim(a,-1)b, = lim —n—ji—l L lim ntl-n+l n”+2 =
n—owo n—re n "1 N "3 n—rw n —'1 n —'3
2 nts2 2n* +4 ) 2n? +4
= lim . =lim ——————— = lim —————— = 2
noo -1 n-3 rme p’-3n-n+3 e n"—4n+3

y, una vez calculado A, el limite queda:

Solucion :

Si, Verdadero

12. lim (—Lj =1
x>0+ X

x>0+ X

I = lim (_Lj -’ asipues L= e* donde

A=1m senxln(}—j = lim xln(}—j = lim -h—l-(—l—/fl =
x

x>0+ x>0+ x x>0+ 1/x

L = ¢* =¢° =1 por lo que el enunciado es verdadero.

[L'H] = lim

x>0+

-1/x*
X _ _ fimx=0
—-]_/JC x>0+

Solucion :

Si, Verdadero
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13. La sucesion de niimeros reales (r”") es convergente si ysblosi |7 <1.

Supongamos r =1 entonces nos queda la sucesion (1)" =1, 1,1, 1,... que es una sucesion

constante y , por tanto, convergente con limite 1.
Esto quiere decir que:

La sucesion (") es convergente siy s6lo si | 7 E <1.
Por lo que la afirmacion del enunciado es falsa.

Solucion : No, Falso

14. Sea la funcién f': [a, b] —R talque f(a)<0 y f(b)>0, entonces existe
& ela,b) tal que F(&)=0.

Fijate que el enunciado no nos exige que la funcién sea continua, asi pues podemos elegir,
por ejemplo, la funcion:

f:L3]> R talque f(x):{

~1 st 1sx<2
1 si 2<x<3

Para esta funcion se cumplen las hipétesis del enunciado vaque f(I)=-1<0y
f(3)=1>0.

Sin embargo, no se cumple la tesis ya que no existe ningiin & e [13] tal que £(£)=0.
Por tanto la afirmacion es falsa.

Solucioén : No, Falso

NOTA: Si el enunciado exigiese que la funcién fuese continua entonces tendriamos el
Teorema de Bolzano y la afirmacién seria verdadera.

15. Sean la funcién f: R" — R yel punto a € R”. Si existe D,f(a) Vv eR",
entonces f es diferenciable en 4.

Tenemos que saber por teoria que la afirmacion del enunciado es falsa. De hecho la
afirmacidn correcta es justo al contrario, es decir, “Si Jes diferenciable en a entonces existe

D, f(a) Vv eR"”.

Selucion :  No, Falso
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16. Toda funcién real de n variables, diferenciable en un punto a € R” admite
derivadas parciales de primer orden en a.

Acabamos de decir en la pregunta anterior que “si una funcién es diferenciable en un punto

4 entonces existen todas las derivadas direccionales de la funcion en a”. Las derivadas
parciales no son mas que derivadas direccionales. Por tanto, por supuesto que la funcion
admite derivadas parciales en a.

Solucion : Si, Verdadero

17. Sea f:R" —>R. Si AR —> R esestrictamente creciente, entonces los
extremos relativosde fy de g = ko f sealcanzanen los mismos puntos.

El enunciado es verdadero.

Sea un punto @ € R” donde f alcanza un extremo, por ejemplo, un maximo. En ese caso
f(a) > f(x) Vxe B,(a).Ahorabien,

f(a) > f(x) = h(f(@) >h(f(x) = (he ) (@) > (he)x) = g(a)> g(x)

El primer paso de la linea anterior es cierto ya que A(x) es estrictamente creciente.

Solucién : Si, Verdadero

18. Toda sucesion de nimeros reales, alternada y convergente, tiene limite cero.

Sea una sucesion de términos positivos 4, = {ao, a,.Q,,0;, ... } .

.7 = —_ n —_
Llamamos sucesién alternada a la sucesion x, = (=1)"a, = {ay,—ay.a,,— a3,...}

Supongamos que la sucesion a, es convergente, es decir, lima, =/ € R. Entonces,

n—>w

limx, = lim(-1)"a, = £/ € R o seala sucesion alternada X, ser4 oscilante entre [ y .
n—>x B>

Por tanto, la inica forma de que X, converjaes que [/ =0.

Solucioén : Si, Verdadero
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o0 @
. . n®+4 . .
19.S8i o, f € R, laserie E —o—ﬁ—~7— es convergente siy solamente si S-a >1.
n=1 7+

Utilizamos el criterio de comparacién del cociente. Para ello tomamos como serie patrén la
serie armonica generalizada

n® +4
B B-ay a B-a+a p-a B B-a
. a . on+7 . R n“+4 /i + 4n . n”+4n
llm“ﬂ:llm_—‘—“:llm"‘-*L”—*‘)‘:llm*‘“‘*—“———ﬁ: llm’__“"-—‘—:l
n—o bn n—>o0 1 n—»o0 nﬁ + 7 n—o nﬁ + 7 Hepo0 I’lﬁ +7
nf=e

por tanto, al ser el limite finito ambas series tienen el mismo caracter. Como la serie patrén
an es la serie armonica generalizada sabemos que esta serie converge cuando el

exponente del denominador es mayor que uno. Aplicado a nuestro caso esto quiere decir que
an converge cuando S —a > 1. Por tanto la afirmacién del enunciado es correcta.

Solucion : Si, Verdadero

oD
Zanx”‘1 , endonde (a,) < R, tienen el mismo radio

n=]

—
20. Las series Zix” y
n=1 n

de convergencia.

Vamos a calcular el radio de convergencia de la primera serie:

_ 1 _ 1 _ 1
i [la] =4l Gmifla,
H—>o0 7] n—»o0 (/’;

Donde hemos tenido en cuenta que lim (/i; = 1 .(indeterminacion oo’ que hay que resolver)
n—w

Como se puede observar el radio de convergencia de la primera serie coincide con el de la
segunda, por tanto el enunciado es verdadero.

Solucién : Si, Verdadero
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Recuerda:

Un espacio métrico es
completo si todas sus

sucesiones de Cauchy
son convergentes.

El resultado del limite

es el cociente entre los
coeficientes de los tér-
minos de mayor grado
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2001

1. Sea X unconjuntoy d, ladistancia discreta. Entonces (X,d,) es un espacio

métrico completo.

Las tGnicas sucesiones de Cauchy en un espacio métrico con la distancia discreta son las
sucesiones constantes (por ejemplo la sucesion 2, 2,2, 2, ...).

Ahora bien, las sucesiones constantes son siempre convergentes.

Por tanto, con esta distancia, las sucesiones de Cauchy son siempre convergentes y esto
significa, por definicion, que el espacio métrico es completo.

Solucion : Si, Verdadero

had n
2. La serie ™!
Z( ) n+2

n=1

es convergente.,

Se trata de una serie alternada asi que aplicamos el Criterio de Leibniz que dice,

Z(~1)"an es convergente < lima, =0

n—eo

en nuestro caso nos queda que,

=1#0 < Laserieno es convergente.

lima, = lim

H—>0 n—>0 n +

Solucion : No, Falso

3.Si f,g:R— R sondiferenciables, entonces Iim—fﬁZ = lim—[—,—(-)—c—z.
x—a g(x) x>a g (x)

Se trata de la Regla de L’Hopital, pero no esté correctamente formulada ya que faltan
- algunas de las hipdtesis. Por ejemplo dentro de las hipétesis se debe exigir que

limf(x) =limg(x) =0  obien limf(x) = limg(x) =

Ademas también se debe exigir que g'(x)#0.
Por tanto la afirmacion del enunciado es falsa.

Solucién : | No, Falso
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4.Sean AcR y f:4->R talque Vxed, |f(x)|<1.

Entonces i(f(x))" = -1—?}]7(;—)-

Paracada x € R se trata de una serie geométrica y como en cada punto se cumple que f

. es menor que 1 tenemos que la serie geométrica es convergente y por tanto conocemos su
. suma dada por la siguiente expresion:

Si [rj<l = Zr” =11
n=1 -

Por tanto la afirmacién del enunciado es cierta.

Solucion : Si, Verdadero

5.En (R, du) la unién finita de conjuntos conexos es un conexo.

Vamos a construir un contraejemplo para demostrar que la afirmacion es falsa:
e Sea A=(1,2) conexoen R por tratarse de un intervalo de la recta real.
e Sea B =(3,4) conexoen R por idéntica razon.
Sin embargo la unioén de ambos conjuntos C = 4 U B = (1,2) v (3,4) no es conexo

. en R pues no se trata de un intervalo ni de un punto aislado.
. Por tanto hemos demostrado que la unién finita de conjuntos conexos no siempre es un
.. conjunto conexo, por lo que el enunciado es falso.

Solucion : No, Falso

6.Sean (X, d ), (x'.d ') espacios métricosy f: X — X' continua. Entonces, si
Ac X' esabierto, entonces f (f 7 (4)) es cerrado.

La proposicion es falsa y para demostrarlo ponemos el siguiente contragjemplo:

. (x.d)=(x.d)=(R.4,).
¢ Escogemos la funcién identidad f(x) = x.

e Por ultimo elegimos el siguiente conjunto abierto de R 4=(12).

Pues bien, con estos datos tenemos que:
Para estas operaciones

te sera muy Util una e f((2) =12
pequefia gréfica a
modo de esquema e (L2 =12

que contradice el enunciado pues transforma un abierto en otro abierto a través de
£ (f(A4)) por lo que la afirmacion es falsa.

Solucién : No, Falso
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7.8i lim f(x)=f(a) entonces f es continuaen a.
X—a

Se trata de una de las definiciones de continuidad de una funcién J enun punto a.

Solucion : Si, Verdadero

Recuerda que las 1 2k

siguientes expresiones n o . _ B

son equivalentes: 8. (1)" =exp (—“‘—n ZJ, k=0,..,n-1.
e’ =exp(x)

Se trata de ver cuales son las raices enésimas de la unidad.

En general las raices enésimas de un nimero complejo P, se calculan de la siguiente
forma:

r:%>0
p, =r donde
’ ’ ¢’=~9~i—2—k—7£ para k=0,1,....n-1
n

asi que, en nuestro caso, tenemos que las raices enésimas de la unidad son,

r=31=1
’{/§=r donde

0+2k 2k
Q= T _27 para k=0,1,....n-1
n n
que puestas en la forma exponencial quedan
py . 2km . 2k
v, =re’ =rexp(pi)=1-exp| —i | = exp| ——i
n n
que es justamente la expresion del enunciado.
Solucion : Si, Verdadero

9. Entr2 (-1,1) y R existe una biyeccion.

Esta afirmacion es cierta. De hecho existe una biyeccion entre R y cualquier intervalo de
. la forma (a,b) . Sin embargo demostrar esto no es trivial (y menos en un examen y para
. responder una pregunta de test) por lo que conviene saberlo de antemano.

Solucidn : Si, Verdadero
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Yn
. 1
10. Siy, =(-D"n,ne N, entonces lim,_,, [1 + ———‘) =e.
Yn

Para calcular el limite de una sucesion lo primero que se debe hacer es el paso al limite,
. sustituyendo la » por infinito :

1 Y 1 -1)"n
L:lim(1+——~} = lim[1+ . ) = 1°
n—ow oV, n—»w (_1) n

en este caso aparece una indeterminacion que vamos a eliminar aplicando la férmula,

L=1lim a” =17 = L=c¢e" con A= lim (a,-1b,

n—> n—w

por tanto el problema se reduce a calcular 4 -

A4 = lim(a,~Db, = lim (1+ 11 —1]((—1)%) )
14

ney o0 n-»eo n->o (—1)””

y, una vez calculado 4, el limite queda:

Solucion : Si, Verdadero

11. El conjunto de convergencia de Zn! (x=1)" es C= {1 }

n=1

Calculamos el radio de la serie de potencias dada:

! Con(n=1)-(n=2)-..-2-1

}-:ﬂ:lim’{/;a—!:lim = lim =limn =
R n—© n—w (n_l)l n—w (n_l)(n_z)zl >0
con lo que el radio queda:
A ®

Como el radio de convergecia es cero, R =0, la serie s6lo converge en su centro que, en .
_este caso, se encuentra en el punto x = 1. Por tanto el conjunto de convergencia esta for-. .

. mado por un Unico punto C= {l } Asi pues, la afirmacion del enunciado es correcta.

Solucion : Si, Verdadero
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12. Si lim f(n)=a entonces lim f(x)=a.

Ponemos el siguiente contragjemplo:

* Escogemos la siguiente funcién f(x) = sen(nr).
e lim sen(nz) = 0 (pues  solo toma valores enteros positivos donde el seno
>0

siempre es nulo, por tanto el limite es cero).
e lim sen(x7m) no existe (es oscilante pues en el infinito la funcién seno puede
X3 0l

tomar cualquier valor entre 1 y 1).

Por lo que la afirmacién del enunciado es falsa.

Solucion : No, Falso

13. La funcién f : B — R tal que f(x) = x> no es uniformemente continua en 0, 1).

La afirmacién es incorrecta ya que 7(x) = x? si es uniformemente continua en 0, 1.La

demostracion es la siguiente:
Para cualesquiera que sean los puntos x, y de (0, 1) se verifica que

/() =g = [x* = y*| = |x+y||x-y| < 2[x~y|

Y, por tanto, dado un & >0 basta tomar & < £/2 para asegurar que | f(x) - g(x)| < &
para cualquier par de puntos x, y de (0, 1) tales que |x ~ y| < &.

Solucion : No, Falso

14.Sean A< R?, 4 abiertoy no vacio,y f:4—>R.Si f € C?(4), entonces se
o’ ok

L (@)= 2L ().
Ox0y Oyox

cumple que Vae 4,

Se trata de uno de los posibles formas de enunciar el Teorema de Schwarz. El enunciado es
totalmente correcto (tanto las hip6tesis como la tesis), asf que la afirmacion es verdadera.

Solucion : Si, Verdadero

15.8ea f:R-{0}—> R tal que f(x)=x"". Entonces, f es continua en su dominio.

1 . . .
J(x) = — es una funcién racional, cuyo denominador s6lo se anula en x = 0. Sabemos
X

que las funciones racionales existen y son continuas en toda la recta real excepto los puntos
en los que se anula su denominador.
Ahora bien como, en este caso, el punto x = 0 estd excluido del dominio de la funcién

podemos afirmar que f(x) es continua en todo su dominio

Solucion :  Si, Verdadero
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16.Sea AcR. A+, y s=supA.Entonces, V6>0,3acd|s-5<ass.

Vamos a razonarlo por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un & para el cual no
hay ningtin a € 4 cumpliendo que s -8 <a. De esta forma, si no hay ningin elemento del
conjunto 4 mayor que s — & quiere decir que s - & es, al menos, cota superior de 4, lo
que nos lleva a una contradiccién pues s es el supremo de A y s—3 <s. Por tanto la
respuesta es verdadera ya que para cualquier 8 que eligamos siempre va a existir un a € 4
cumpliendo que s < s—6 < a.

Solucion : Si, Verdadero

17. La ecuacién ax =b, donde a,b,x € 1., tiene solucién tnica.

Demostraremos que la afirmacion es falsa mediante el siguiente contraejemplo:

Seaa =2, b=3 conlo que la ecuacién dada queda:

2x =3 = x=%¢Z

Por tanto la ecuacion propuesta no tiene solucion entera.

Solucion : No, Falso

x?, xeQ ,
18. Sea f:R—>R talque f(x)= . Entonce, existe f'(0).
0 , xeR-0Q

Tenemos que

f(x)=f(0) _ x, xelQ
x-0 ~lo., xeR-0Q

Asi que podemos acotar esta funcién mediante la funcion g(x) =x,

0<|/D=TOF x| vx=0
x-0

y ahora, utilizando la regla del emparedado, podemos afirmar que,

iy L=/

n->0 X

=limx =0

n->0

luego, al ser el limite finito, f es derivable en 0 (es decir, existe f'(0) )y ademis,

aunque no lo pedian, hemos averiguado su valor, f "0)=0.

Solucién : Si, Verdadero
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19.8ean AcRy f:4— R diferenciableen 4. Si Vxe 4 f(x)=0,
entonces JkeR talque Vxed f(x)=k.

La afirmacion es falsa y para demostrarlo construimos el siguiente contraejemplo:
* Elegimos el siguiente conjunto 4 = (-2,—1) U (1,2)

. . . -1 si x<0
® Y elegimos la siguiente funcién f(x) = . 0
si x>

En el ejemplo se cumplen claramente las hipStesis pero no se cumple que f(x)=k
Vx € A por tanto la afirmacion es falsa.

Solucioén : No, Falso

20. Si f:RZAR,feCI(Rz) y el sistema de ecuaciones %:0 , —=0

no tiene solucién, entonces f no tiene extremos.

Como la funcién f pertenece a C' (R*) (es decir, f es derivable y con derivadas

. . 2 e
primeras continuas en todo R?) sabemos que sus extremos s6lo pueden estar en los puntos
en los que se anulan las derivadas parciales.
Como el enunciado nos dice, ademis, que las derivadas primeras no se anulan en ningtin

5 . S . 2
punto de R? rodemos afirmar que f no tiene ni méximos ni minimos en todo R?.

Solucién : Si, Verdadero
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Nota:

También podemos afir-
mar que a es el limite
inferior de la sucesion
aunque esto no es ne-
cesario saberlo para
responder la pregunta.

Nota:

Si exigimos que el con-
junto 4 sea conexo
entonces la respuesta
seria verdadero
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2002

1. Sea (a,) una sucesion real tal que lim ay,.; = a, lim ay, = b v a < b. Entonces

ﬁ;n-an =b

Siempre que nos den las subsucesiones formadas por los nimeros pares (ay,) y por los
impares (a,,+1) sabemos que una de ellas va a ser el limite superior de la sucesion y la otra
el inferior (siempre y cuando existan los limites de ambas subsucesiones, claro esta).

En este caso nos dicen que a <5 siendo 5 el limite de la subsucesién de niimeros pares.

Por tanto podemos afirmar que el limite superior de la sucesién es b, es decir lim a, =b.

Solucion : Si, Verdadero

2. Todo espacio métrico completo estd acotado.

Sabemos por teoria que el espacio métrico que més utilizamos (R, d;) es completo y, sin
embargo, se trata de un espacio métrico claramente no acotado. Asi pues, la afirmacion es
falsa.

Solucién : No, Falso

3.Sea f:AcR - R talque f/°(x) = 0 para todo x € 4. Entonces f es constante
en A.

Esta afirmacion es falsa. Vamos a ver que no siempre se cumple mediante un contraejem-
plo:

® Sea el conjunto 4 =(1,2) U (3,4)

1 si 1<x<2

* Sea la funcion definida a trozos f(x) = )
2 si 3<x<4

Se puede comprobar que f’ (x) = 0 pero la funcidn no es constante en A.

Selucion : No, Falso
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4.8i x,ye R —Q, entonces xy e R - Q.

Esta afirmacién no siempre se cumple, por tanto es falsa. Basta el siguiente contraejemplo:

xZﬁER_@} = xy=v218=+218=36=62R-Q
y=18eR-Q

Solucioén : No, Falso

5. f(x) = €' +cosx es uniformemente continua en ©, 1).

En este caso es muy util aplicar la propiedad que nos dice que si la derivada de una
funcidn est4 acotada entonces la funcién es uniformemente continua.
Calculando la derivada de f(x) nos queda:

! _ x
Fijate que s6lo estamos fi(x) = e +senx

diciendo que ¢* esta

?g‘;t)ada enelintevalo | Tenemos que f’(x) estd acotada entre f°(0) =1 y f’(1) =e+senl. Asipues al estar
Evidentemente lafun- | J (x) acotada podemos afirmar que f(x) es uniformemente continua.
cién ¢ no es acotada

entodo B

Solucién : Si, Verdadero

x>0+ x
1
- .11 . X :
fim e = [=0] = lim Do = fim == Hopiall =
e* e*
1
: 2 : 1 1 1 1
= lim —2%*—— = lim —= ——=—=—=0
x>0+ 1 - x>0+ -~ - e’ o0
__2ex e eO
X
Solucién : Si, Verdadero
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7.81 f(x,y) = shx + &, la derivada direccional de f en el punto (0, 0) es maxima
en la direccidn (1, 1).

Sabemos por teoria que la derivada direccional es méaxima en la direccion del vector
gradiente. Por tanto tenemos que calcular el vector gradiente y particularizarlo en el punto

(0, 0):

Vf[gjgj(mx&)z V£(0,0) = (ch0,e°) = (1,1)

Asi que, podemos afirmar que en el punto (0,0) la derivada direccional de J es maxima en
la direccién (1, 1).

Solucion : Si, Verdadero

o0
8. La serie Z n"(x—1)" converge Unicamente en x = 1.
=]

Para calcular el radio R de una serie de potencias del tipo Z a,(x—x,)" hacemos:

n=0
_ 1 1 I _1_ 0
Iim{/[ a, | hm\/— hm no

Por tanto, al ser el radio igual a cero la serie de potencias converge unicamente en su
centro que es xo = 1. Asi que el enunciado es verdadero.

Solucién : Si, Verdadero

9. f:R* > R talque f(x,3) = x2~y? alcanza un minimo relativo en (0, 0).

Aplicando el procedimiento usual tenemos que:

Df=2x=0

Df=-2y= O} = (x,¥) =(0,0) tnico punto estacionario

Y el determinante de la matriz Hessiana particularizada en (0,0) nos queda:

| Hf (0,0)| = =-4 = (0,0) Punto desilla

b

Por tanto la afirmacidn del enunciado es falsa.

Selucién : No, Falso
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10. La serie i («/n +1 - \/; ) es convergente.
n=l

Si intercambiamos los sumandos multiplicando por —1 obtenemos la expresion de una
serie telescopica:

(1 - )= E (- ) < -E (ma)

n=1

En el Gltimo paso he- donde a, =+/n y cuya suma viene dada por la expresion:
mos cambiado el signo

del resultado debido al S = a - lim a, = 1-— lim\/; 100 = - - S=w

sigpp menos que apa- s e
recié en el paso ante-
rior al multiplicar por -1
Al ser la suma de la serie infinito decimos que la serie es divergente.

Solucion : No, Falso

2n+1
3n+2

11. Sea g:R — R’ tal que g(x)=(cos x, ¢) ysea a, =[ ) . Entonces

limg(a,) = (LD.

iOjotl:
En este limite no hay
indeterminacion ya que

La base tiende a 2/3. Tenemos que:

Es muy usual cometer

el error de pensar que n ©

este tipo de limites tien- . 2n+1 2 .

den a la indetermina- lim =|=| =0 por ser labase un nimero menor que 1.
cién 1* n—o \ 3p+2 3

Asi que sustituyendo obtenemos:

lim a,
lim g(a,) = lim (cosa,,e™) = (lim cosa,, lim e"") = | coslima,, e | =
71—>00 A0 n—»o0 n->0 71->0

= (coso, e°) = (LD

Solucion : Si, Verdadero

12. Cualquier z € C tiene n raices n-ésimas distintas.

Existe un nimero complejo para el que no se cumple la afirmacion. Se trata del complejo
z=0 que tiene n raices n-ésimas pero son todas iguales (todas iguales a cero). Por tanto la

afirmacion es falsa.

Solucién : No, Falso
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13. Todo subconjunto de un espacio métrico discreto est4 acotado.

En la métrica discreta todas las distancias entre puntos distintos vale 1. Por tanto el didme-
tro de todos los conjuntos de mas de un elemento es 1. Asi pues, como todos los conjuntos
en la métrica discreta tienen didmetro finito de valor 1 podemos afirmar que todos los
conjuntos en esta métrica son acotados. La afirmacion del enunciado es verdadera.

Solucion : Si, Verdadero

14. Si (x,) es una sucesion real tal que x, < x,.; y -7 <x,< 7z paratodon € N,
entonces (x,) converge.

Se trata de una sucesién mondtonamente creciente (%» < X,.1) y ademas acotada entre -1t
y © (-7 <x, <) por tanto, por un teorema de la teoria, podemos afirmar que esta

sucesion converge.

Solucion : Si, Verdadero

15. lim (cosZmr)”z”" no existe.

-0

Importante: , . L
No te confundas con la | Tenemos que cos2nz =1, VneN, asi pues el limite que nos estan pidiendo es:

indeterminacion 1*. Es-
ta indeterminacién apa- , )
rece cuando la base lim (cos2nm)™™ = lim 1" =1" =1
tiende a 1. Pero en nu- e freo
estro caso la base vale
L porlo que no hay in- | Por tanto el limite existe y vale 1 por lo que la afirmacién del enunciado es falsa.
determinacion ya que 1
elevado a cualquier nu-
mero siempre es 1. . s
P Soluciéon :  No, Falso

16.8i f:4c R — R es diferenciable en 4, entonces f € C''(4).

La afirmacion es falsa ya que existen funciones que son diferenciables pero que no
pertenecen a C ' (4), es decir, no tienen derivadas parciales primeras continuas. Un
ejemplo de una funcién a la que le sucede lo anterior es:

(x* + yz)sen———l—-—- si (x,)#(0,0)
f(xy)= x*+y’
0 st (x,1)#(0,0)

De hecho, sabemos por teoria que la proposicién correcta es justo al revés, es decir lo

correcto es:
Si f e C'(4) entonces f es diferenciable en A.

Solucion : No, Falso
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Recuerda que cuando
una sucesion tiene limi-
te tanto el limite inferior
como el superior coinci-
den con el limite de la
sucesion

Si no te acuerdas siem-
pre tienes la posibilidad
de calcular el desarrollo
de Taylor empleando la
férmula pero es
recomendable saberse
los desarrollos mas
usuales para no perder
demasiado tiempo
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17. Si (ay) es una sucesion real, entonces lim g, € R.

Existen sucesiones de nameros reales que son divergentes, o sea, su limite vale infinito y,
por tanto, también su limite superior e inferior valen infinito. Por ejemplo, sea la sucesion
(a) =", o

lima, =limn’ =0 = limg, =lima, =x¢R

Soluciodn : No, Falso

18. Si 7: R*> > R estal que existen D;f(0,0) y D,f(0, 0), entonces f es continua
en (0, 0).

Sabemos que en funciones de varias variables la derivabilidad no es condicién suficiente de
continuidad (a diferencia de funciones de una variable donde si lo es). De hecho, existen
muchas funciones de dos variables que tienen derivadas parciales en un punto y no son
continuas en él. Uno de los ejemplos més utilizados es la siguiente funcion:

f(x y):: ;i—?)—;? si (X,y)i(O,O)
0 si(xy)=(0,0)

Se puede probar que Dy f(0,0)=0y D, £(0,0)=0 y sin embargo f no es continua en
(0, 0), de hecho no tiene limite en ese punto (se prueba facilmente utilizando polares). Por

tanto la afirmacién es falsa.

Solucion : No, Falso

n k

19.Si ' = Z 2;—(-'— + R (x),entonces limR,(x) =0 paratodo x € R.
k=0 14 H=>®

Tenemos que saber por teoria que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f (x) = &*
o
es e* =Y ~— que es justamente la que aparece en el enunciado. Por otra parte
k=0 K: V
tenemos que la condicion necesaria y suficiente para que una funcién pueda expresarse
como una serie de Taylor es que el resto n-ésimo de la serie tienda a cero. Por tanto, la

afirmacién del enunciado es verdadera.

Solucién :  Si, Verdadera
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kad o
20. ( Z a,x” convergeen x, € R ) = ( Y na,x"" convergeen x, e R )
=0 n=l1

La afirmaci6n es falsa. Para demostrarlo utilizaremos el siguiente contraejemplo:

c n & 1 n s n—l1 n—1
Sea Z ax" =3y —5 X y 2 nax" =
n=0 n=0 RN n=1

M8

1
—X
n

Il
—

2

Ambas series de potencias estin centradas en el mismo punto x = 0 por tanto falta
comprobar si sus intervalos de convergencia son iguales:

Ro— 1 1 1 _ 1
17 5. . - - -
lim¢la,| lmgfa, T 1
n—w'\ g n«)oo”n
1 1 1 1
R = = = = = l
Ctmgfa fmil, T
n—w nf_2
>0 n n

para el céalculo de los radios hemos utilizado que:

/ 2 nnd/" Linn lim 0
hm n na = hm nt = hm e n = hm en = gn® noo_ 1
n—>0 Hn—>0 n—

Ya

Asi pues, ambas series estan centradas en el mismo punto y tienen el mismo radio de
convergencia R =1 pero el problema estd en los extremos del intervalo de convergencia

(-1, 1) ya que nadie nos puede asegurar que en esos puntos las dos series se comporten
igual. De hechoen x=1 resulta que:

» 1 ® 1
> —i—x” en x=1 queda —3  que es convergente por ser arménica con p =2

n=0 RN n=0 N

o0 oo
> —x" enx=1queda Y
n=0 N n=0

I |-

que es divergente por ser armdnica con p = 1

Asi pues los puntos en los que una serie y otra convergen no son los mismos y por tanto
la afirmacion del enunciado es falsa.

Solucion : No, Falso

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355



www.simplyjarod.com

TEST DE FMT2 - FEBRERO 2003

1.Si (x,)c R entonces Hn_lxn eR.

Ellimite superior de una sucesién de niimeros reales puede ser un niimero real pero también
puede ser +o0 6 —oo. Por ejemplo, para la sucesién (x,) = n* R tenemos que:

lim#* = lim #*> = lim ”* =wgR

n—wc N0 h—

Solucion : No, Falso

2.8i f:R >R esdiferenciable y creciente, entonces f'(x) >0 paratodo xeR.

La afirmacion es falsa'y como contragjemplo podemos poner la funcién f(x) =x* quees
estrictamente creciente en todo su dominio, R, y sin embargo en x =0 su derivada se anula

f(x)=3x" = f'(0)=0.

Solucion : No, Falso

3.Si Zan converge, también converge Z la,|.

n=l n=l

La afirmacién es falsa y como contragjemplo se puede utilizar uno tipico. Se trata de la serie

: 1 . I 0
armonica alternada Z (=1)" — . Esta serie converge (por el criterio de Leibnitz ya que
n

1 1

S ENE
n n
es la serie arménica con exponente igual a uno que es divergente). De esta serie se dice, por
tanto, que converge no absolutamente.

1 .
lim — = 0) pero sin embargo en valor absoluto no converge (ya que Z
-0 n

Solucion : No, Falso
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4. Existe una biyeccionentre R—-Q y Q.

Cardinal: nimero de
elementos de un con-

junto El conjunto R —Q es el conjunto de los nameros irracionales del cual sabemos por teoria

que tiene cardinal infinito no numerable (igual que R ). Por otro lado Q es el conjunto de

los nimeros racionales que tiene cardinal infinito numerable (igual que N ). Al no tener el
mismo cardinal ambos conjuntos no son equipotentes y, por ello, no pueden existir una
biyeccion entre ellos.

Solucion : No, Falso

5.8i f:R? >Ry feC(R%;R), entonces D, f(x,y) =D, f(x.y) V(x.y)e R’

La afirmacién es verdadera ya que se trata del teorema de Schwarz. (De hecho “sobran”
hipétesis pues para afirmar la igualdad de las derivadas segundas cruzadas basta con exigir

que f sea de clase (', que exista una de las derivadas segundas cruzadas y que sea

continua.)

Solucion : Si, Verdadero

ot 6.5i f:[abl—> R, existe £elab] talque [ /(x)dv=F(E)b-a)

Existe otra version de
este teorema donde
no se exige que la
funcién sea continua, | Se trata del teorema del valor medio del célculo integral pero falta la hip6tesis de
pero en ese caso . . 2
también Ia tesis es continuidad de f. Por tanto la afirmacién es falsa.

distinta

Solucion : No, Falso

w0
7. La serie Z n!(x—1)" converge tinicamente en x = 1.
n=0

Para calcular el radio R de una serie de potencias del tipo Z a,(x—x,)" hacemos:

n=0
il [t Df]  lm D o
n—>x an n—)oo ﬁ{

Por tanto, al ser el radio igual a cero la serie de potencias converge unicamente en su
centro que es xo = 1. Asi que el enunciado es verdadero.

Solucién : S1, Verdadero
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8. El conjunto { zeC/Rez-Imz= O} €s conexo.

Sea z =x + yi € C. Entonces el conjunto del enunciado es
{zeC/Rez-Imz=0} ={(x,y)e]R2 /x-y=0}={(x,y)e]R2 / x=0, y=0}

O sea, se trata del conjunto formado por todos los puntos de los ejes OX y OY incluido el
origen. Este conjunto es claramente conexo por caminos por lo que es conexo.

Solucioén : Si, Verdadero

Esta pregunta tam-
bién cay6 en el test

del curso pasado 9. lim—e * =0
(febrero 2002) x-0" x
1
1 -2 11 . x s
Iim — e * = [oo-O] = lim —.— = Iim — = [I'Hopital] =
x50+ x =0+ x - x>0+ =
e* e*
. ) . 1 1 1 1
:hm —‘*'—X“—]—-—=hm 7 = : :-—-:-——:O
x>0+ 1 = x>0+ 2 2 e~ o0
___z_ex e* eO
X

Solucioén : Si, Verdadero

10. Para cualquiera dos puntos distintos x, y € R? existen entonces U/ (), V(y)c R?
talesque U(x)NV ()= .

Esta es una de las propiedades de los entornos de un punto. Por tanto la afirmacion es
verdadera.

Solucioén : Si, Verdadero

1. Si f:R—>R esimpary f e C®, entonces f"0)=0 VneN.

La afirmacién es falsa y como contraejemplo recurrimos de nuevo a la funcién f(x)=x

que es una funcién impar y de clase C” . Se cumple que:

f(x)=3x = f(0)=0
S(x)=6x = f"(0)=0
") =6 = f"0)=6%=0

Solucion : No, Falso
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12. La serie i(\/ n+2-— \/—l;) converge.
n=1

Vamos a sumar la serie para ver si es convergente. Primero calculamos la suma enésima:

S, = (;5 —ﬁ)+(ﬁ—&)+(%—)ﬁ)+(%_ﬁ)+.__+(\/n+1_)/;Z) +(\/n+2—)%)
Ahora calculamos la suma total como el limite de la suma enésima:
S=1lmS, = ﬁmrg(—xﬁ—ﬁ +yn+l+ n+2)=oo

y, como se puede observar la serie es divergente pues su suma es infinito.

Solucion : No, Falso

13.Si f:[0,2] > R estal que fx)=x"y P={O;1;2} es una particion de

[0,2], entonces la suma superior de Darvoux S(f;P) esigualab.

S(f:P)= Zn:Mi (x,. —xH) = M, (x — %)+ M, (x, - x)

donde x, = 0, x, =1, x,=2 son los puntos de la particién y M, es el méximo de la fun-

cién f(x) en el intervalo (¥, X, ) . En nuestro caso:

En el intervalo (0,1) se alcanza el maximo en x =1yvale: f(l)= 1> =1

En el intervalo (0,2) se alcanza el maximo en x = 2 yvale: f(2) = 2 =4

De esta forma el resultado final es:

S(fiP)= M,(x — %)+ My(x, —x) =1-1=0) + 4-2-1) =3

Solucion : Si, Verdadero

14.Si lim £(x)#0, existe un entorno U(a) tal que Vx & Ula), f(x)#0.

X—>a

Al tratarse de un entorno perforado la afirmacion es cierta. Si el entorno no fuera perforado
Ja funcién podria valer f(a) = 0 siendo lim f(x) # 0 y no se cumpliria la afirmacion.
X->a

Solucion : Si, Verdadero
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La matriz que puede
_ ser simétrica bajo
ciertas hipétesis es la
matriz Hessiana
(Teorema de
Schwarz)

Esta pregunta tam-
bién es del test de
febrero de 2002

Importante:

No te confundas con
la indeterminacioén 1*.
Esta indeterminacion
aparece cuando la
base tiende a 1. Pero
en nuestro caso la
base vale 1 por lo
que no hay indetermi-
nacion ya que 1 ele-
vado a cualquier nu-
mero siempre es 1.
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15.En R" el conjunto S={xeR” /Hx[[=l} no es compacto.

, . 2 iye ., ,
Veamos como es este conjunto en R* utilizando la definicién de norma euclidea:

S={xeR2 /]]x[]=1}={xeR2/\/x2+y2=1}={xeR2 /x2+y2=l}

que se trata del conjunto de los puntos de una circunferencia de centro el origen y radio

unidad que es un conjunto cerrado (por ser una curva en R?)y acotado (por tener diametro
q 4 Yy p

finito) y, por tanto, compacto. Este razonamiento es generalizablea n>?2.

Solucion :  No, Falso

16.Si f:R> > R? esdiferenciable en @ e R? entonces la matriz de Jacobi [ (@
es simétrica.

La afirmacién es falsa. Veamos un contraejemplo:

Df, Dfi) (2x 0

Fee) =Gt = T 1) = Df, D,f,) |y 2x

que en general no es una matriz simétrica (s6lo sera simétricasi y=10).

Solucion : No, Falso

n*+3n

17. No existe lim cos(27n) :

Tenemos que cos2nz =1, VneN, asi pues el limite que nos estan pidiendo es:

lim 17" =17 =1

A

lim (cos2nz)” ™ =
n-yo

Por tanto el limite existe y vale 1 por lo que la afirmacion del enuaciado es falsa.

Solucion : No, Falso
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18. flnx dx=xInx+x+C.

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracion por partes :
ju dv=uv- jvdu

en este caso elegimos,

el g

ahora tenemos que calcular du y v. Paraello derivamos u e integramos dv ,

1
uzlnx = du=“x”dx
dv = dx = v=jdv=jdx=x

de forma que sustituyendo en la formula obtenemos

I = Ilnxdx = xlnx—jxidx = xlnx- Idx = xlnx-x+C

Solucion : No, Falso

19.Si f:R — R tiene extremo relativoen a€ R entonces f'(a)=0y f"(a)#0

La afirmacion es falsa ya que una funcién puede tener un extremo relativo en un punto donde
ni siquiera es derivable por lo que no tiene sentido hablar de si la derivada se anula en ese

punto o no. Un ejemplo es la funcion valor absoluto f(x) = | x| que tiene un minimo en
x = 0y su derivada no se anula en ese punto.

Solucién :  No, Falso

Esta pregunta tam- 0
bién es del test de n
septiembre de 2002 20. Zz =0.
pero el sumatorio i=1

llegaba hasta 50

i"= i1+i2+i3+i“+i5+i"+i7+...+i37+i38+i39+ =

40
Z,’”:i—l—i+1+i—1—i+...+1+i—1—i+1+i—1=

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro (del 1° al 4°, del 5° al 8°, ..., del 37° al 40°):

40
21”’=1+i—1—i+ 1+i-1—-i++1+i-1-i=0
=0 ) 0 0 0

Solucién : Si, Verdadero
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Recuerda que:
sene ~ g

siempre que & —> 0

Recuerda que una
matriz A es simétrica
si

A=4

Fijate que no es
necesario
calcular
explicitamente
las raices cua-
dradas de 3 — 4/

Recuerda: j° =—1
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2004

1. lim nsen—l— =1

n—>® n

. | S 1 . 1
lim »n-sen— = lim n-— =1 donde hemos aplicado que sen— ~ —
B n N0 n n n

Solucidn : Si, Verdadero

2. La matriz hessiana de la funcién f: R* - R dada por f(x,5)=2)* - x* es simétrica

D, D, -6x 0
Hf =( u D‘fj = ( ¥ J que es simétrica
Dyf Dyf 0 4

Solucion : Si, Verdadero

o0
- . n - . . .
3. Si la serie E a,(x ~x,)" tiene radio de convergencia R > 0, entonces la serie

n=0

converge paratodo x € [x, —R, x, + R].

Esta afirmaci6n es falsa pues recuerda que una serie potencias puede converger en un extre-
n

oo
mo de su campo de convergencia y no converger en el otro. Por ejemplo la serie Z >
n
n

converge en [—2, 2).

Solucion : No, Falso

4.3~ 4 =x(2 -1)

Lo mas rapido es aplicar la definicién de raiz cuadrada \/- =b o b =q :
(2-i) =(@2-0)2-i)=4-2i-2i+ =3-4i
(2+40) = (2+40)(2+0) =4-2i-2i+i* =3—4i

Asi pues las raices cuadradas de 3 — 4i son los niimeros 2 — i y —2+i.Portanto, la afirma-
cioén del enunciado es cierta.

Solucidn : Si, Verdadero
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5. Si un subconjunto de R esta acotado, entonces el conjunto de sus cotas inferiores
tiene maximo.

La afirmacion es correcta. Veamos un par de ejemplos para ilustrarlo:

importante: Sea el intervalo (a,b) entonces el conjunto de sus cotas inferiores es (—,a] que
Recuerda que una

cota inferior de A es | claramente tiene un maximo en g.

xggonr”geﬁ;{:ig Sea ahora el intervalo [a,b) entonces el conjunto de sus cotas inferiores vuelve a ser
menor o igual
todos los elementos | (—o0,a] que tiene maximo en 4.
del conjunto A.

Solucion : Si, Verdadero

6. Para cualesquiera reales x,y se verifica le - | yl < Ix + yl

Ix+yf = (x+y) =% +2p+y" 2 x[ 2x||y[+[y[ = (xl-1yD)?

Y extrayendo raices cuadradas se obtiene la desigualdad del enunciado.

El émico paso un poco mas complicado es el tercero, el razonamiento seguido es el siguiente:
Es obvio que | x[’=x" y también | y[2=y?. Por tanto se debe cumplir que 2xy> —2 x| ¥l
lo que debemos comprobar para los cuatro casos posibles.

ler caso: x,y >0
en ambos casos se cumple que 2xy > —2|x|| ¥
2°caso: x,y< 0

3¢ . 0’ <
caso: x>0,y en ambos casos se cumple que 2xy = —2|x[[y|
4°caso: x<0,y>0

Solucién : Si, Verdadero

7.8i AcR, A=R, f:4—>R esdiferenciableen 4 y f'(x)=0 para todo x € 4,
entonces [ es constante en A.

Para demostrar que es falsa veamos el siguiente contraejemplo:
Sea A =[1,2]w[3,4] y definimos la siguiente funcion:

f:4->R

x—)f(x):{ 1, 1£x<2

-1, 3<x<4

La funcién f cumple todas las hipétesis de enunciado y sin embargo no es constante en 4.

Solucion : No, Falso
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Date cuenta que
estamos buscando la
interseccion de dos
parabolas que van a
ser dos puntos
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8.Si 4 :{(x,y)eRZ:y=x2} y B={(x,y)eR2:y:1—x2}, el conjunto AN B es

conexo.

Los puntos de AN B son aquellos que cumplen simultaneamente la ecuacién de 4 yla
ecuacion de B:

1 1
= y=l-y = 2y=1 = y== = x=+——
2} ey g 772 NG)

Portanto AN B =3|-=,1),(——,1 )t . Esdecir AN B es un conjunto de R? formado
522 B2 3y

por dos puntos separados. Evidentemente 4 B no es conexo porque es imposible unir
esos dos puntos por un camino (curva) completamente contenidaen A B . Fijate que todos

los puntos que hay entre (71;,%) y (—715—, %) no pertenecena AN B.

Solucion : No, Falso

9. Si 4 ={xeR : x? >2},entonces infA = 2.

¥*>2 = |x>2 = le>\[i = x>V2 6 x<=\2

Asi pues el conjunto A resulta ser 4 = ( —0,—/2 ) U ( V2 , oo) que no esta acotado (ni

superior ni inferiormente) y por tanto no tiene infimo.

Solucién : No, Falso

10. Sea f :[L,+0) - R . Si 1gnf(n)=l, entonces lim f (x)=1.

Esta afirmacion es falsa. Lo demostramos con el siguiente contragjemplo, sea la funcion

f(x) =sen(zx).

x, = f(n) = sen(zn) = {0,0,0,0,...} lim x, = lim sen(zn) = 0

n—ro0

Donde hemos tenido en cuenta que sen(zn) =0 Vne N.Es decir x,=f(n)esla

sucesion constantemente nula.
Sin embargo,

f(x) =sen(zx) lim f(x) = lim sen(zx) = sen(®) =??  noexiste

Por tanto, dada una funcién f(x), hemos probado que, aunque la sucesion x, = f(n)
converja cuando 7 — 0, no es condicién suficiente para que la funcion f(x) converja

cuando x — 0.

Solucion : No, Falso

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355



www.simplyjarod.com

cosnx
2

o0
11. La serie Z convergen uniformemente en R
n=1

Para estudiar la convergencia uniforme de una serie funcional utilizamos el teorema de
Weiestrass:

o0 o0

cos nx 1

E 5 < E = vxeR
n=1 n nzln

De esta forma hemos mayorado la serie funcional mediante una serie numérica convergente.
Asi pues podemos afirmar que la serie funcional converge uniformemente.

Solucion : Si, Verdadero

12.Si f : R* > R esdiferenciable enun punto a€ R y tiene maximo en g, entonces
]a matriz jacobiana de f en a es nula.

Recuerda que en el caso de campos escalares f: R” — R la matriz jacobiana queda reduci-
da a una matriz fila que llamamos gradiente. Es decir, el gradiente es un caso particular de
matriz jacobiana. Dicho esto, si f es diferenciable, la condicion necesaria para que un punto
sea extremo de f es que su gradiente (es decir, su matriz jacobiana) se anule en ese punto.
Por tanto la afirmacion es verdadera.

Solucion : Si, Verdadero

13. Para todo a€ R existe una sucesién (a,) < R - Q tal que lim a, =a .

Xy oG

Esta afirmacién es verdadera por teoria y se debe al caracter completo de R . Como ejemplo

< T , , . .
podemos tomar la sucesion a, = a +-— queesta formada por namero irracionales (con
n

infinitos decimales) y que tiende a cualquier al niimero a e R cuando n—> .

Solucion : Si, Verdadero

14. El conjunto 4 = {(x,y) eR :xy = 0} es compacto.

0
Tenemos que: xy =0 = { 0’ por tanto el conjunto 4 es, geométricamente el conjunto

formado por todos los puntos del eje Y vy del eje X (incluido, claro esta, el origen). Por tanto
A no es un conjunto acotado (aunque si es cerrado) y por ello 4 no es compacto.

Solucioén : No, Falso
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15.8i f:R— R es diferenciable y creciente en R, entonces /'(x)>0 paratodoxe R

La afirmacion es falsa. Basta tomar como contraejemplo la funcién f(x) = x° que es
creciente en todo R y, sin embargo, su derivadaen x =0 es nula:

f(x)=3x = f(0)=0

Solucion :  No, Falso

16. Paratodo z e C —{ O} los argumentos de las raices n-ésimas de z forman una

progresion aritmética.

En general las raices enésimas de un niimero complejo cualquieraz = P, se calculan de la

rz’{/;>0

NPy =1, donde 0+ 2kn
¢ =—

siguiente forma:

para k=0,1,...,n-1

asi que, en nuestro caso, tenemos que los argumentos se pueden poner de la forma:

Recuerda:

La progresién aritmé- 0

-2 pr¢ . +2knr O 27

tica viene definida por @ =———=—+k—, k=0,1,..,n-1
a, =a,+kd n n n

donde,

a; : término k-ésimo | que se trata de una progresion aritmética de primer término a, = 9/ n y diferencia d = 277/ n
a, : primer término
d: diferencia

Solucion : Si, Verdadero

17. Cualquier sucesion f: N—>R escontinuaen N .

Aplicamos la definicion de continuidad, f es continuaen a e N si

Una forma un poco

“extrafia” de utilizar la Ve>0, 3650/ vxeN__Ix—aI <6 = If(x)—f(a)l <&

definicion de
continuidad. ..

O bien

Ve>0,36>0/ VxeN.xe(@a-65,a+6) = S e(f(a- ¢, fla)+ &)

Que se cumple siempre pues para cualquier epsilon basta con escoger un delta menor que
uno, & <1, de forma que el tinico niimero natural en el intervalo (a=6,a+ ) esel

propio a, por lo que su imagen, obviamente siempre va a estar en (f(a)—¢ , f(a)+¢) .

Solucion : Si, Verdadero
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3 w3 L2n+l
18. senx-——x—%? + 1;—;— +(—1)n(;n+l)!+ paratodo xeR .

Vamos a comprobar si el desarrollo en serie de Mac Laurin (Taylor en x =0) coincide con
el del enunciado:

f n) f"(g\ ) f'”m) M0
fx) =0+ “x+ R
2! 2! n!

f(x)=senx = f(0)=sen0=0
f'(x)=cosx = [f'(0)=cos0=1

A partir de la cuarta ") = —senx = F7(0)=-sen0 =0
derivada se empie- f (x) f ( )
zan a repetir f"(x) = —cosx = f"(0) =—cos0 =-1
1 0., 1 P
j(x)—0+ —X+— f =X+t =X+ =Xt X
2! 3' 4! 5! 3t 5!
Por ianto ia respuesia es verdadera.
Solucion : Si, Verdadero

19. Sea f:R> - R. Si lim f(x,0)=1, entonces ( %in(lo 0 f(xy) =L
x—> x,y) >0,

El que una funcion de dos variables tenga limite a lo largo de una direccién concreta no es
condicion suficiente para asegurar que existe el limite de la funcién. Como contraejemplo
sirve la siguiente funcion:

x? .
e 2T 8 (x,)#(0,0)

0 si(x)=(0,0)

2
lim f(x,0) = lim Y —liml=1 l
+0 x—0
- 3 Im £y v)
0 . =007 N7
hm fO,y) = 11 m ey = }{1_1)130: 0

Solucion :  No, Falso
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n+l
20. Iim( " J - L
> |t 1 e

Para calcular el limite de una sucesion lo primero que se debe hacer es el paso al limite,
sustituyendo la » por infinito :

n+l
L=1im( 1 W -1
nel n+l

en este caso aparece una indeterminacion que vamos a eliminar aplicando la férmula,

L=1lim a" = 1" = L=¢* con A= lim (a,-1)b,

>

por tanto el problema se reduce a calcular 4 -

A = lim(a,-b, = lim(—-—n—- I)(n+l): lim A=A (n+1) = lim =1
n—ya n-»0 n+1 n—w n+1 A0 n+1

y, una vez calculado A, el limite queda:

Solucion : Si, Verdadero
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2005

1. Todo subconjunto no vacio de Q acotado inferiormente tiene:
a) minimo.
b) supremo.
¢) ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la ¢)
Para demostrar que la a) y la b) son falsas basta tomar como contraejemplo conjunto

[V2,90) NMQ que no tiene supremo (por que no esta acotado superiormente) y tampoco
tiene minimo por que tan cerca como nosotros queramos de +2 hay numeros racionales

pero V2 es irracional.

Solucioén : c)

2. Todo subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene:
a) minimo.
b) supremo.
¢) ninguna de las anteriores.

En este caso la respuesta correcta es la a). Esto es debido a que Z no es denso.

Solucion : a)

3. Los niimeros complejos que verifican la ecuacién Z= —z forman:
a) el eje real.
b) el eje imaginario.
¢) ninguna de las anteriores.

Sea z =x+)j
Z=-z = (x+)y)=—-(x+y) = xﬁ:—xﬁ = x=—x = 2x=0 = x=0

O sea, se trata del eje Y (eje imaginario).

Solucién : b)

50

4.3 1" = a) 1 b) -1 c) i

n=0
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50

. . . . . . .5 K .7 . . . . . . .
ZZ"zzo L INC LI L LT R AR LIy Ly i i =
n=0

Para hacer los cal-
culos hemos tenido
en cuenta que: 50 ) ] ) ] )
Sit=1+i-1-i +1+1 1l —i++1+i-1-i+1+i-1=
i4n =1 n=0

Y los términos se anulan de cuatro en cuatro quedando los tres Gitimos ( n=48,49y 50):

50
D Y e T e B e St St e S i o+ 1+i-1=
n=

l-4n+3 — —l P 0 3

50
Zi”: l+i-1=1i
n=0

Solucion : c)

5. Elconjunto 4 =, [0,%) es

a) vacio
b) abierto
¢) compacto

A= [0%} =[0,1)n [0, é—] N [0, %) A e = {0}

Por tanto el conjunto A4 es acotado y es cerrado (por que su complementario es abierto). Asi
pues A es compacto.

Solucion : c)

2senl si x#0
6. Si f(x):{x seny S X el conjunto {xeR/f(x)zO} es

0 si x=0
a) cerrado.
b) abierto.
¢) ni abierto ni cerrado.
x=0
x*senl=0 = 1 ] 1
sen—=0 = —=n1r = xX=—"
X X nrx
1 1 1 1
Por tanto: {xeR/f(x)zO} ={t— t— T— L E— .. U{O} que se trata de
7 2r 3z nrw

un conjunto formado por los puntos de una sucesién convergente que incluye su limite. Por
tanto se trata de un conjunto cerrado.

Solucién : a)
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2

2 n
7. lim (”f:z) a) 1 b) o) e

mo |\ p” +1

Para calcular el limite de una sucesion lo primero que se debe hacer es el paso al limite,
sustituyendo la » por infinito : '

2

2 n
I = ﬁm(_”_“Q_J - 1°

H—pcO 2

n +1

en este caso aparece una indeterminacion que vamos a eliminar aplicando la férmula,

L =lim a™ = 17 = L=¢" con A= lim (a,-1)b,

i —300

por tanto el problema se reduce a calcular A -

2 2 2 2
A = lim(a,~1)b, = lim| 232 _ 1 ],2 = i A i PR, MRS
n—rc0 n—ol pe 41 n—>ao n+1 o p© 4.1

Yy, una vez calculado A, el limite queda:

Solucion : c)

) 1 si xeQ ) .
8. Dada la funcién D(x) = . se verifica que lim D(x).
0 si xeR-Q ¥l
a) =1
b) =0

¢) no existe

La respuesta correcta es la c). EI limite no existe por que x =1 es un racional y tan cerca
como nosotros queramos de ese racional hay infinitos irracionales. Por tanto la funcién en las
“cercanfas” del x=1 oscilaentre Oy 1.

Solucion : c)

1
9. Lafuncién real f(x) =~ definidaen R — {O} es
x

a) decreciente. b) acotada. c) continua

La respuesta correcta es la c).

La funci6n del enunciado es una hipérbola equilatera y no es acotada yaque lim — = o,
x>0+ x

Y tampoco es decreciente por que, aunque su derivada es siempre negativa en todo el

dominio, al pasarde x=0" a x=0" crece.

Solucién : c)
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10.Si f:[a,b] & R escontinua en [a,b], derivable en (a,b), y f(a) = f(b)

entonces
a) existe £e(a,b)/ f(&)=0
b) existe un tmico & € (a,b) / f(§) =0

¢) ninguna de las anteriores.

Se trata del teorema de Rolle pero ninguna de las dos primeras es cierta. Basta tomar como
contraejemplo la funcién constante f(x) =2 enun intervalo cualquiera [3,5].

Solucion : c)

11. Laderivadade f(x) = arcsenx es
a) (1 + x2 )—11’2 b) (1 _ x)—1/2 C) (1 _ x2 )—1/2

La respuesta es directa y se obtiene de cualquier tabla de derivadas

Solucion : c)

12.Sea f:(a,b) > R derivablecon f'(x)# 0 Vx € (a,b) . Entonces f es
a) mondtona creciente
b) inyectiva
c) sobreyectiva

La respuesta correcta es la b)

Para ver que la a) es falsa basta tomar como contraejerplo f(x) =—e” que cumple la
hip6tesis del enunciado pero es monétona decreciente.

Para ver que la b) es falsa basta tomar como contragjemplo f(x) = e que cumple la
hipétesis del enunciado pero que no es sobreyectiva (ya que los nimeros negativos no tienen

preimagen mediante /)

Solucion : b)

13. El gradiente de  f(x,y) =senx + e” en el punto (0, 1) vale
a) 0
b) (2,0)
c) (0,2)

D, f(x,y) = cosx + ye”' = D f(0,1) =cosO + ¢’ =2
D.f(x,y)=0+xe” = Df(0.)=0

Por tanto V/(0,1) = (2,0)

Solucién : b)

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 81 548 31 78,619 142 355



www.simplyjarod.com

<0
14. Sea Zan una seriereal. Si  lim @, = 0, entonces
n=0 >0
a) la serie es convergente.
b) laserie es divergente.
¢) Ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la c)
. .o 1
Para ver que la a) es falsa basta tomar como contraejemplo la serie Z — que cumple la
n=0

hipétesis del enunciado pero que diverge (es la serie armonica).

. |
Para ver que la b) es falsa basta tomar como contragjemplo la serie E — que cumple la
n=0 n

hipétesis del enunciado pero que converge.

Solucién : ¢)

15. Siendo Zan y an dos series reales con a, < b,, VneN :

n=0 n=0

oo o0
a) si Z a, esconvergente, entonces Z bn €s convergente.
n=0 n=0

<0 <0

b) si an es convergente, entonces Z a, esconvergente.
n=0 n=0

¢) ninguna de las anteriores

Se trata del primer criterio de comparacion.

La respuesta a) es claramente falsa porque que la minorante converja no da informacion
sobre la serie mayorante.

La respuesta b) puede parecer cierta pero realmente también es falsa por que en ningan sitio

nos dicen que las series sean de términos positivos (es decir, no nos dicen que 0 < a,<b)

asi pues, aunque b, converja a, puede estar sumando —oo y por tanto ser divergente.
Por tanto, la respuesta correcta es la c).

Solucién :  ¢)
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Repetida del test de
febrero 2004

Importante:

Recuerda que una
cota inferiorde A es
todo numero real
menor o igual que
todos los elementos
del conjunto A.

Nota:

El tnico nimero com-
plejo que tiene todas
Sus raices enésimas
iguales es el nulo
0+0i

www.simplyjarod.com

TEST DE FMT2 - FEBRERO 2006

1. Si un subconjunto no vacio de R est4 acotado, el conjunto de sus cotas inferiores
tiene:

a) maximo.

b) minimo.

c¢) ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la a). Veamos un par de ejemplos para ilustrarlo:

Sea el intervalo (a,b) entonces el conjunto de sus cotas inferiores es (—o0,a] que claramente

tiene un maximo en a.
Sea ahora el intervalo [a,b) entonces el conjunto de sus cotas inferiores vuelve a ser (—0,a]

que tiene maximo en q.

a)

Solucion :

2. El conjunto de niimeros irracionales es:
a) infinito numerable.
b) infinito no numerable.
c¢) acotado.

Sabemos por teoria (pagina T-1 de los apuntes) que el conjunto de los nimeros irracionales es
infinito no numerable (y por tanto equipolente a R ).

b)

Solucién :

3. Todo niimero complejo no nulo tiene:
a) n raices n—esimas complejas distintas.
b) n raices n—esimas reales distintas.
¢) al menos una raiz »—esima no real.

La respuesta correcta es la a). Por teoria sabemos que cualquier nimero complejo (excep-
tuando el nulo 0+ 07 ) tiene 7 raices n-ésimas distintas que vienen dadas por la siguiente

expresion
r=2p>0

donde 6 + 2kn
p=—"

para k=0,1,..,n-1

Ademds, geométricamente, estas raices son los vértices de un poligono regular de # lados con
centro en el origen.

a)

Solucion :
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4.Si z esun namero complejo, entonces Z—Z =
a)2 Rez.
b) 2Imz.
¢) 2ilmz.

Sea z = a +bi, operando:

z—F=a+bi—(a+bi)=a+bi - (a—-bi)=a+bi —a+bi= 2bi=2ilmz

Solucion : c)

5. Sea 4 ={1/n, ne N} U {0} cR, donde R est4 dotado de la normal usual. Todos

los puntos de A4 son:
a) puntos interiores de 4.
b) puntos de acumulacién de 4.
¢) ninguna de las anteriores.

El conjunto es 4 = l,l,—l-,—l—,...,l—,...,O )
2°3 4

Si tomamos, por ejemplo, el elemento 1€ A y definimos una bola abierta alrededor suyo que
en R con la distancia usual no es mas que un intervalo abierto centrado en el 1,
B (1) =(1-¢,1+¢), se observa claramente que el intervalo no esta contenido en A, luego el

1 no pertenece al interior de A. Ademis tomando & <1 también se observa que
B.(1) - {1} = (1-¢,1)uU(1,1+ &) no contiene ningan elemento de A por lo que el 1 tampoco

es punto de acumulacion de 4. Por tanto la respuesta correcta es la c).

Solucién : c)

6.En R con la norma usual, la frontera de Q es:
a) R
b) Q
) O

La respuesta correcta es la a) ya que, siguiendo la definicion de conjunto frontera,, si nosotros
centramos una bola abierta (que no es mas que un intervalo abierto) en cualquier nimero real,
sabemos por la teorfa del tema 1 que en ese intervalo (por muy pequefio que sea) siempre estan
mezclados nimeros racionales e irracionales. Por tanto, todo nimero real cumple la definicién
de punto frontera de QQ pues cualquier intervalo abierto centrado en ese nimero contiene

elementos de Q y elementos que no son de Q.

Solucion : a)
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75 Dy=q S0 f(x)=x D (x), severifi

. X)= Xl= s

i 0 sixcR-Q y X x), se verifica que
ﬁmx—)(} f(X)

a)y=0.

b)=1.

¢) no existe.

x sixeQ
0 sixeR-Q

que es discontinua en toda la recta real

La funcién fes f(x)= {

salvo en el cero.
En x =0 la funcién es continua ya que los irracionales son todos nulos y los racionales
tienden a cero:

SixeQ, ljn(}f(x)= lirroxx=0

Solucién : a)

2

n
i n+2 B
Este limite ya sali¢ en 8. m, ) -

el test de febrero n+1
2005 a) e?‘.

b) e

c)e+2.

Para calcular el limite de una suce<ién lo primero que se debe hacer es el paso al limite
sustituyendo la n por infinito :

-4

2

2 n
I = lim(_.’}_i..z._] = 1°

o pt 4]

en este caso aparece una indeterminacién que vamos a eliminar aplicando la férmula,

L=lim a” =1 = L=¢" con A=lim (a,-1)b

n—w

por tanto el problema se reduce a calcular A :

2 2 2 2
A = lim(a,~Db, = lim| 222 _ q]p2 = | 2T
n— n>ol 1 +1] / n—w no+1 n—o p1° 4]

vy, una vez calculado A, el limite queda:

Solucion : b)
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9. Si a,<b,<c,VneN ytanto (a,) como (¢, ) son sucesiones convergentes,

entonces (b,):

a) es convergente.
b) es divergente.
¢) ninguna de las anteriores.

Se trata de la regla del sandwich pero no han dicho que (a,) y (c,) tengan el mismo limite,
por tanto (b,) podria ser oscilante. Por ejemplo:
1

a,=-1-— cn=1+}— b, = (1)
n n

Solucién : c)

-1 si x<0

si x=0

o

10. La funcion real f (x)=sg(x)=

[o—y

si x>0

a) es continuaen R.
b) es continuaen R — {0} .

¢) ninguna de las anteriores.

Se trata de la funcion signo que la tenemos definida y dibujada en la pagina T-2 de la teoria.
La funcion signo es continua en todo punto salvo en el origen x = 0 donde tiene una
discontinuidad de salto.

Solucion:  b)

y si x>0 .
entonces Hm,, ,,_, 0.0y S (%)

11. Si f(x,y)={
a)=0.
b) no existe.
¢) ninguna de las anteriores.

-y st x<0

Este limite no esta indeterminado pero hay que hacerlo en dos partes:

Si x>0 lim f(x,y)= lm y=20

No hace falta polares, . +
ni rectas ni nada por (x.3)=>(07.0) (x)=>(00)
que no hay indetermi-
nacién . . .
' Si x<0 lim f(xy)= lm -y=0
(x,5)->(67.0) (x,y)->(07,0)

Por tanto el limite existe y vale 0.

Solucién : a)
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12.8i f:R*— R es diferenciable en R> , entonces:
a) las derivadas parciales primeras de f existen y son continuas en R?.

b) las derivadas parciales segundas de f existen y son continuas en R,
¢) ninguna de las anteriores.

La opcion a) es falsa ya que es justo al revés, es decir: Si existen las derivadas parciales prime-
ras de f y son continuas entonces J es diferenciable (condicién suficiente de diferenciabili-
dad). De hecho existen funciones que son diferenciables con derivadas parciales no continuas
(septiembre 2006 ejercicio 2).

Solucién : c)

13.8i f eC'(R* R) yel sistema de ecuaciones —g{— =0, —2-];— =0 no tiene

solucidn, entonces:
a) f no tiene maximos relativos.

b) f no es continua en ningan punto.
¢) ninguna de las anteriores.

Si feC '(R?,R) entonces f es diferenciable en R’ (condicién suficiente de diferencia-

bilidad) y por tanto continua en R?, luego la opcidn b) es falsa.

Sabemos, por tanto, que los unicos puntos candidatos a extremo de J son aquellos donde se
anula el gradiente. Ahora bien, como el enunciado dice que el gradiente igualado a cero no
tiene soluci6n entonces no hay candidatos y si no hay candidatos no puede haber extremos.

Solucién ; a)

14. La funcién f:R* — R definida por f(x,y)=x’ — y* alcanza en 0,0)
a) un maximo relativo.
b) un minimo relativo.
¢) ni maximo ni minimo.

La funcion es claramente de clase uno, f € C'(R?, R) por tratarse de un polinomio, por

tanto f* es diferenciable en R” (condicién suficiente de diferenciabilidad). Sabemos que los
nicos puntos candidatos a extremo estin donde se anula el gradiente:
Df=2x=0

= x=0, y=0,portanto (x,y) =(0,0) es el tinico candidato a extremo
D,f==2y=0

Pero el (0,0) no es extremo de f ya que :

£(0,0)=0
fLO) =17 =0°=1> £(0,0)
0.1 =0"-1=~1< 7(0,0)

Solucion : c)
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15.8i Re R - {O} es el radio de convergencia de una serie de potencias Z: o X,
entonces la suma de la serie es derivable en:

a) (—R,R).

b) [-R.R].

o) R.

Recuerda que en los extremos del intervalo la serie de potencias no tiene porqué converger.
Por consiguiente, sien x =R la serie no converge, no existira la suma (es decir, la suma
serd infinito) v al no existir no puede ser derivable, lo que hace falsas las opciones b) y ¢).

Solucion : a)
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TEST DE FMT2 - FEBRERO 2007

1. EI conjunto de nimeros irracionales en el intervalo (0, 1) tiene el mismo cardinal que:
a) N.
b) Q.
c) R.

Sabemos por teoria que cualquier intervalo de R tiene cardinal infinito no numerable, es decir
contiene el mismo nimero de elementos que toda la recta real. Por ello la respuesta correcta es
lac).

Solucion : c)

2. El conjunto {x eQ/xX+1> 1} tiene

a) infimo.
b) supremo.
Las raices cibicas de c¢) ninguna de las anteriores.
-1 son:
z =err/3
' : Operando: x*+1>0 = x* >-1 = x> ¥°] = x>—1
Z, ==
2 = 53 Por tanto: {x eQ/x*+1 >1} = (-1, 0) "Q cuyo infimo estd en el —1.
L=
pero en este caso
s6lo nos interesa la Solucién : a)
raiz real

3. Sea z = r¢* un ntmero complejo no nulo. Entonces

a) —z=re™.

b) —z = pe'™™)
C) —z = rei(a+7z/2)
Recuerda que:
e’ =-1 Operando: re'™™ = e — re*(=1) = —pe™ = —;

Solucion : b)
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4. Las raices n-ésimas de 1+ son
wld+ 2km

a) Q/Eel n _con k=1,..,n-1
7+ 2k

b) whe " , con k=0, .., n-1
i:r/4+2k7t

c) X2e " ,con k=0,..n-1

Lo primero que hacemos es pasar el nimero complejo a forma polar:
_ 2,12 _ ,
= 1ei :{g = Pl =2 } o e B =B

= atan(l/D)=n/4 (45°)

Ahora utilizamos la formula de la raiz enésima:

r={[;>0
3z = \"/peig = re’” donde o= 0+ 2%r ;

n

ara k=0,1..,n-1

que aplicada a nuestro caso queda:

) n\/_izm " r::.’{[;:,"’\/i:Z\n/i
Yz = {2e™" = re” donde g 02k _xl4+2kn

n n

a k=0,1,..,n—1

Luego la solucién correcta es la c).

Solucién : c)

Si nos dicen 5. Sea 4 R no vacio, cerrado y acotado. Si a= inf 4, entonces

“acotado” a secas ..
entendemos que esta a) a es el maximo de 4.

acotado superior e b) a es el minimo de A
inferiormente ¢) ninguna de las anteriores.

Por el teorema del infimo sabemos que por ser un conjunto acotado tiene infimo, que
llamamos a, pero ademas nos dicen que se trata de un conjunto cerrado lo que quiere decir
que su frontera también es parte del conjunto y por ello el infimo debe pertenecer a 4 que es la
definicién de minimo. Por tanto @ es a la vez el infimo y el minimo de 4.

Solucién:  b)
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6. El conjunto A={(x,y)eR2/x2—y2:1}

a) es abierto.
b) es compacto.
€} no es conexo.

Para resolver esta pregunta conviene saber que lo que nos estan dando es una curva llamada
hipérbola cuya grafica es mas o menos asi:

El conjunto 4 no es abierto por tratarse de una curva en R? (las curvas de R? son siempre
Y p p

cerradas y no abiertas).
El conjunto 4 no es compacto porque no esta acotado (la curva se va hacia el infinito)

Finalmente el conjunto 4 no es conexo porque no es conexo por caminos ya que por ejemplo
no se pueden unir los puntos (1,0)e 4 y (~1,0)€ 4 con un “camino” que esté totalmente

contenido en 4. Dicho de otra forma para ir del primer punto al segundo hay que salirse de 4.

Solucién:  ¢)

7. Los limites inferior y superior de una sucesién real convergente (a,) verifican:
a) lim inf a, < lim sup a,.
b) lim inf @, = lim sup a,,
¢) lim inf @, > lim sup a,,.

Los limites superior e inferior s6lo son diferentes cuando la sucesién no es convergente. En el
caso de las sucesiones convergentes se cumple que

liminfa,= limsupa, = lim a,

Seluciéon:  b)
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n/2
) n+l
8. lim| .[— =
N0 n

a) el;’2 .
b) el/4
c)e.

Para calcular el limite de una sucesion lo primero que se debe hacer es el paso al limite,
sustituyendo la n por infinito :

nl ) pe )Y Ly
L = lim( —-——} = lim (————} = hm(—n—-——} = 1%
>0 n N—po n H—>c0 n

en este caso aparece una indeterminacion que vamos a eliminar aplicando la formula,

L=1lim a” =1 = L=¢e* con A= lim (a,-1)b,

n-»o0 n—yw

por tanto el problema se reduce a calcular 4 :

A = lim(a,-1)b, = 1irn(”“ P h0 e A LTI O A
>0 n—w0 n 4 n—»0 n 4 n»eopn 4 4

y, Una vez calculado A, el limite queda:

Solucién: b)

9. Sea Zan una serie real divergente. Entonces

a) necesariamente lim,_ a,#0.
b) necesariamente lim,_ a, =0.
¢) ninguna de las anteriores.

1 . . .1
La serie Z— es divergente y sin embargo lim— = 0 con lo que hemos probado que no es
n n

necesario que se cumpla lim,_,_ a, # 0. Por tanto a) es falsa.

La serie Z n’? también es divergente y sin embargo limn? = w # 0 con lo que hemos

probado que no es necesario que se cumpla lim, ., @, = 0. Por tanto b) también es falsa.

Solucioén : c)

Nota:

Fijate que ninguna de p . : : —
eotas dos versiones | L@ teorfa lo que dice es que sl zan es convergente = %1})2 a, =0

es la que preguntan .
en este test Lo que en la practica significa que si lim a, # 0 = 2 a, esdivergente
n—
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10. La funciénreal f(x)=In|x|, xe R—{O} , €8s

a) es creciente en su dominio.
b) es continua en su dominio.
¢) ninguna de las anteriores.

Si la expresamos como una funcién a trozos:

f(x)=In|x|, = {

Y la representamos observamos que es continua
En todos los puntos menos en x = 0.

Solucion : b)

11.Si f:R* - R no es continua en (%55 ¥,) € R?, entonces

a) no puede existir ninguna de las derivadas parciales %(xo, Vo) %(xo, Vo) -

b) necesariamente existen las derivadas parciales %(xo, Vo) ¥ %(xo, Vo)

¢) ninguna de las anteriores.

La respuesta correcta es la ¢). Como contragjemplo para a) y b) podemos coger la funcién:

2

f(x,y) = ;2%.';5‘ si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

Esta funcion no es continua en el origen (0,0), se puede probar por polares. Ademas su

derivada parcial con respecto a x, % {0,0) no existe en el origen pero la derivada parcial con

respecto a y si existe y vale %(O, 0)=0.

Solucién : c)

12. La derivada direccional de f(x, y) = 3x + ¢ enel punto (1,0) es maxima en la
direccion del vector

a) (3,0) b) (3,2) ©) (4,1

Sabemos por teoria que la derivada direccional es méxima en la direccién del vector gradiente.
Por tanto tenemos que calcular el vector gradiente y particularizarlo en el punto (1, 0):

vf :(%’ -gyf.] =(3,2xye”) = Vf(3,0)=(3,2-3-0-¢") = (3,0)

Asi que, podemos afirmar que en el punto (0,0) la derivada direccional de / es méxima en la
direccion (3, 0).

Solucion : a)
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13. La funcién f(x,y) = x2+y

a) no posee extremos absolutos en R2.
b) tiene un extremo relativo en (1, 0).
¢) ninguna de las anteriores.

La funcién es claramente de clase uno, f € C'(R?,R) por tratarse de un polinomio, por

tanto f es diferenciable en R? (condicion suficiente de diferenciabilidad). Sabemos por tanto
que los tnicos puntos candidatos a extremo estan donde se anula el gradiente:

Df=2x=0

= es decir, no existen puntos donde se anule el gradiente
D,f=1#0

Por tanto f no tiene extremos en RZ.

Solucion : a)

7
. . w X

14. La serie de potencias E . converge puntualmente en
= n

b
—1—=fir_ﬁ~———-!a"”! — lim-2*L — im-"- =1 > R=1
R n—» ! a, i n—>0 l n—wo g4+ 1
n

Ahora probamos con los extremos,

© 1" o 1 ) .
Para x=1: Znﬂ; = ZM; es divergente porque es la serie armonica.
Con esto ya hemos descartado las opciones a) y ¢) por lo que no hace falta seguir probando
con X=-—1.

Solucion : b)

15. La serie funcional Z_l—w—s—f—?—)—,
1 P

a) converge uniformemente en R .
b) converge puntualmente pero no uniformemente en R.
¢) ninguna de las anteriores.

Utilizamos el criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de series funcionales:

o COS(nx o 1
2—1 3(/2 ) s 2_1 75 vxeR

1= n H= n

Hemos encontrado una serie numérica convergente (armonica con exponente mayor que uno)
que es mayor que la serie funcional dada para todo Vx € R, por tanto la serie funcional

converge uniformemente en R .

Solucion : a)
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Febrero 99 xz yz
Ejercicio 2 y . - si ( x, y) * (0,0) o
Dada la funcién  f(x,y) = {x“+y , se pide:
0 si (x,y)=(0,0)
o) Esludias b conts anidad  de %4 en RZ
a) Estudiar la diferenciabilidad de f(x, y) en R
b) Determinar los extremos, si existen, de f(x, y) en R’
¢) Justificar la existencia de maximo y minimo de f(x,y) en el conjunto:

M ={(x,y)e R*: x>+ y* =1} y calcularlos.

0} E;sii,\ai\@\f len conki raidadd  ohe f{x,ﬂ) en TRZ
e &n [R% ilo,0)¢, S(Y,g) -mj.;_zj.: es divisién de funciones

ww( cle e
conti s con danomi ncaci ¢ ne °, Pves €5 se 2

cere en (o,0) £ R™{le0)} v
¢ En (00) acudimos o lo ohfg’\‘n‘ic\\on e continuidecl

ﬁ(xfﬁ} = continmier en iﬁﬁzﬁ!}éz& ?i‘ﬁf‘j} = f{afé}
}wj}} ~>§a 2’3}
aplicando poleres: :
Qim ?(,,j) . Qiw PEecstO plsen © = G n’@co;('}‘
[“.J)»(a,oj PO ('z/(ws?9§ sen’®)  p20 T T4
= iag:n{‘ﬂ&s%mc . adrodo = O
,Q\m g(,v,‘j) gw o) = continuo en (0,0)
\3)6[@;0)

j*.‘j) = conhinua en WZZ}
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2.2

5 si (x,y)#(0,0)

( Representacion graficade f(x,y) = {x* +)?
0 si (x,y)=(0,0)

Alberto Montero de Espinosa Clases de FMT2 Tfnos 91 504 65 04 - 646 35 61 36
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ngreyq 00 xz
Ejercicio 1 y 5 : si (x, y) " (0,0)
Dada la funciéon  f(x,y) = sx"+y ;S

5 0 resto

e pide:

a) Estudiar la continuidad en R’

b) Estudiar la conexion y la compacidad de f Ty,

¢) Estudiar la existencia de primeras derivadas parciales en R’.

d) Comprobar que la derivada en la direccién del vector v =(x,y) esnulaen R2- {0,0}.
e) Estudiar los extremos relativos de f(x,) en R

% ES"L"*CQ%\CK‘( (C}\ C@ﬂi N YW%;CiG&Oﬁ en m’l
o fo erpresion 5 es v divisidn, oy poc hands, dacd

fﬁk\ﬁmg UANCAO %7432:,0 , e sea, €n ﬁ(C’;O) g €5 Y
Snd to ‘/my\*\\m— ve proveco esto, De ah! 4 hos QXCQ‘_M
©,0) Jda (o ‘Qfxfb‘fcs‘fc::n'

° 3(@,9‘) se celcuwlan tx{cu’k 3 wvole O,

e en fR%_{100)f 3(&,3’): %z se dralo de wna division

“ . *
unciones <ontinuas 3cc:m dene mineelo s no Mo/

pues ést-e sélo es o en (O,G)'é Rz ’(0,03} =

“““““““ e en (RE-1lo e)?}

S g o ot

A;;,g? niCién M condd m(‘ob@!

o (;‘@3 = o o (o
Q P o b= Gim fg{f:ia;};
gj(?{j} - @QLM& o (Qié)é‘;éfgj}%f&,%ﬁ lgg 35 . { } . ;
*’?gm\ MEZ&{ el Qi;m?ife anlecior ﬁgxﬁfﬁﬁ?mﬁg &,3}\@;&%@%
m{{&mégﬁ% o @ Ll tes red terades
OO : . o X T D X
a4y f:’; [:f;g g{‘ﬁ;:ﬂ = SE\% ?-;:a ;2:':2]@3:"\0 > i
5 P ; 3 XZ 3
by O [ 2 g« Gm [ v Stw © _ 0o

5o LXPO 20 | 350 Rayr 20 42
} :) 1«%?{;{{4{3‘:’3 D ‘j

Andlisis Jda (s (twniles ret
I) St sOaune o los des (Tniles ceilerados no ;QKE&léf.
£ gw Q‘}i%g&*l?ﬁﬁiﬁ &m%@g{ ’Sﬂi&s VQ§@{@$ LT Cﬁx&’iiﬁ%i}g;
‘?@O{émﬁﬁ asegurns ove  H Um Alxy) o ﬁf&x’é}%.

y con ello coficduiriames g §O< v) = discont. en (ab)
“ ™ ?_ N . \ﬁz {NMW
‘ oem| Cim T G [ i ] NG —
CC}MO g‘_:;‘ ‘3“’?3 'Xz.ng] % :).,.;@ %70 x2+jz '*>E G j) es \
. o . & \ ‘ - %
:EI} S amb@? ({mites Q%ES}!’S’.”? A SUS M@ wﬂlm &
valores coinciden, entonces No~godk cemos | en (0,0)
&%?3&,&?&1’ noclon enc e ccon oAe (e« exishencie 3@%~§th%
iAol No obslante, si el Bimile iniciad exisliese
sin valor secia e di los Limibes rei berados.
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Febrero 00 el 2 Dx?
Ejercicio 2§ Dada la serie Z nxe™ — (n-Dxe "D || sepide:
n=l

L a) Calcular la suma parcial n-ésima, S,.

b) Determinar la funcién suma, S(x), indicando su campo de convergencia C.

¢) Indicar si dicha serie converge uniformemente en C o en algiin subconjunto no
acotado de R.

Sevie {6(‘65 Co ?i‘ca

ol ‘2 . L2
—ax ~{rn-1y¥% -2 2
- - * -~ % g 14 -
E [nxe (n~4)xe ]: *Ece - J*b[erzx,-X'S J+
fiz g

s
e} 2 ) 2 . ; ™3
% . ~b-4) x et & L Wl f i 7
> [""”“‘3 ~(n-i)xe ]g % e ~@)+(2we — )* o N ~{N~}}g€{”"$)),
ool .
| xe ~2x? = kg 2
|27 2ne e a2
b Savne PO %éi Bodsy oy . P

M.. (N-2 ~EN-2) g2 U2 .
+ Nxe™ (gaareel
= i
~A) %2
= Nx% 65\3%7

e

by

¥ e -
Furncien Sume s S 0x) =3 [mce e - (n~1)%?J 2

~(n-1)xe
Na= i

N o

A S

nei N Do

N
= fim 2 [nxe"‘"‘z_ (r-s)x e-—(n%)x“lj _ G Salx) = Stay= Gim Swx)

S(x)= Sl:o Snim= 4\?.:; NxeNnt_ w Gm ( Ny

N S _—'e;,;xz =0

° E’[mm?@ ok CﬁnV‘CFS%C}\Q eS‘iﬁi gc:sr Meodla Po [“3‘}?

valpres M« g povocan g (a Sumo ol
(&Se{“{e &ﬂxe,fiﬁr S€o 3{?1?“‘&, coMe hemes

V‘ig\~@ g L {wmile anlertoc exttle vale ©

Stemepre, wncduimos g (x serle &2 fontlq

gvv{\.e ce o potron oo x ; 3 PeC eso e Campo
conve cag et s R |

S TA—=T]
Stxy =0, ¥xeR
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Febrero 2000
Ejercicio 2

Cuando aparece en
el limite la expresion
4 y2 el cambio a
polares suele ser el
método mas directo
y sengillo.
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2

Dada la funcién f(x,y) = { x> +)* st (6 )#(0.0)
0 st (x,1)=(0,0)

a) Estudiar la continuidad en R>.

b) Estudiar la conexién y la compacidad de f .

, se pide:

c) Estudiar la existencia de primeras derivadas parciales en R2.
d) Comprobar que la derivada en direcci6n del vector ¥ = (y,—x) es nula en R*-{0}.

e) Estudiar los extremos relativos de f(x,y) en R%.

a) Estudiar la continuidad en R?

Vamos a dividir el estudio en dos casos :

e V(xy)eR’- {(0.0)}.
En esta region la funcién f es un cociente de funciones elementales claramente continuas con
denominador no nulo.

Por tanto la funcién f es continua en R* — {(0,0)}.

e Si(x,)=(00).
Este caso ya no es tan evidente por ello debemos aplicar la definicién de continuidad en
un punto,

f(x,y) escontinuaen (0,0) <« Iim  f(x,y) = f(0,0)

(x,5)-(0,0)

por tanto pasamos a calcular el limite. De las distintas formas que hay de resolverlo vamos a
utilizar en esta ocasion un cambio de variable a coordenadas polares,

) x2 x = pcosf i plcos?
lim s = = lim 2. 2 2 2 =
(.)-(00) X" +Y y = psend >0 p-cos” @+ p-sen” 0
2 2 2
cos” 6 ) cos” G )
= lim —; ,02 5 = lim > S = lim cos’@ = cos’ @
0 p(sen” @ +cos” ) /-0 sen” @+cos” @ =0

asi pues, tenemos que el limite no existe ya que su valor depende del angulo €. Al no existir el
limite decimos que f tiene una discontinuidad esencial en (0,0). Por tanto ya podemos afirmar
que la funcién f no es continua en el punto (0,0) .

Solucién:  f(x,y) es continua en R*-{(0,0)}

NOTA:
Para calcular el limite se pueden utilizar otros métodos como por ejemplo calcular los limites
direccionales (limites por rectas):

2 2 2 2
X . X . X 3 X 1
lim 5 [y: ﬂx]z lim ————— = lim ———— = lim =
(=)=>(0.0) x2 4y (= A0)->(0.0) %% +(Ax) =0 x212%% x50 (1+A4)x? 1+4

Como en este caso el limite depende del valor de 4 podemos afirmar, al igual que antes, que el
limite no existe.
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ecuerda que la
expresién:

(xyef (ah)

es equivalente a

fey)=a

Ojo: lo primero no
implica lo segundo

Recuerda:
las notaciones

D)fg'g‘;:

son equivalentes
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b) Estudiar la conexi6n y la compacidad de 7' ({1}).

El conjunto 7~ ({1}) debe ser un subconjunto del R? que es el dominio de la funcién. Vamos a
calcular este subconjunto:

x2 2

(xa}’)efnl({l}) = fxy)=1= 2—7'—:1 = X
x2 4y

=x2+y2 = y2=0 => y=0

por tanto el conjunto buscado es:
iy = { (x,00e R/ x¢0}

que se trata del eje y quitandole el punto del origen (0,0).

O sea, dicho de forma sencilla, debemos estudiar si una recta (que en nuestro caso es el eje y) a la
que hemos quitado un punto (que en nuestro caso es el origen) es un conjunto compacto y conexo.

Compacidad:
Sabemos que en R? los conjuntos compactos son equivalentes a los conjuntos que son cerrados y

acotados. Nuestro conjunto ' ({1}) no esta acotado (de hecho, una recta no puede estar contenida
en ninguna bola con la distancia usual de R?). Portanto 7~ ({1}) no es compacto.

Conexidn:
Este conjunto no es conexo por caminos ya que a la recta le falta un punto. Ademas f D)

tampoco €s Conexo.

Solucién:  f7'({1}) no es compacto ni conexo

c) Estudiar la existencia de primeras derivadas parciales en R2.

Vamos a calcular primero la derivada parcial D, f :

o V(x,y)eR’-{(0,0)}
Para calcular la derivada en esta regin basta con aplicar las reglas usuales de derivacion sin
olvidarse de tratar a la variable y como si fuera una constante,

2xy2

(x* +y*)?

2x(x*+yH)-x*(2x)  2x° +2xp° -2x°
(x*+y*) (& +*)

le(x,)’) =

e Para (x,y)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion calcularemos la
derivada utilizando la definicion,

S((0,0)+A(1,0)) — £(0,0) lim £(0,0)+(5,0)) - 7(0,0)
h T 0 h
ThiT -0
= lim -+ 0 =
h->0 h

D,f(0.0) = lim

=lim

h-0

f(10) - 7(0,0)
h

Por tanto D, f(0,0) no existe por que el limite diverge.
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Pasamos ahora a calcular la otra derivada parcial, D, 1 :

g‘/ . . V(x, y) = Rz _ {(0’ 0)}
Para calcular la derivada en esta region volvemos a aplicar las reglas usuales de derivacion pero
esta vez es la variable y la que trataremos como si fuera una constante,

0-(x*+y*)-x"(2y) _ -2x%y
(& +y%)? (x*+y?)’

DZf(xsy) =

o Para (x,)=(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion calcularemos la
derivada utilizando la definicion,

n SO0 +AOL) - 700 _ . f(0,0+(,h) - £(0.0)
= uam

D2f(030) = £f—>0 h o h =
02
s — ()
=lim /O.n= 100 =lim—02—+—kj————-—— = lim 0-0 =lim0=0
h—>0 h h-s0 h a0 h B0
2xy2 ) ~2x%y )

—_— ,¥) # (0,0 _— , ¥) #(0,0

Solucién: Dy f= 1 (x? 4 y7)? si (x,y) #(0,0) Dyf =12 1%y st (x, y) #(0,0)
2 si (x,) =(0,0) 0 si (x,y)=(0,0)

d) Comprobar que la derivada en direccién del vector ¥ = (y,—x) esnulaen R*>—{0}.

En el enunciado de este apartado hay otra errata. Donde pone ¥ =(y,—x) debe poner v =(x, y).
Esta vez la errata si es relevante ya que cambia el resultado de este apartado segtin cojamos uno u
otro vector. (De todas formas se informé de este error durante el examen).

Asi pues vamos a resolver el apartado utilizando el vector correcto v =(x, ) :

2xy? -2x%y
D,f =Df-v = (D f,D,f )(x,y) = , (%, y) =
of =Df-v = (D fsD,f )-(x,) ((x2+y2)2 (x2+y2)2)(x ¥)
_ 2x2y2 _ 2x2y2 o
(x2+y2)2 (x2+.V2)2
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_os puntos en los
que se anulan las
derivadas parciales
se llaman puntos
estacionarios o
puntos criticos.

El método de calcu-
lar el determinante
de la matriz hessia-
na es muy sencilio
pues es fotalmente
mécanico, Sin em-
bargo, hay ocasio-
nes, como ésta, en
gue no nos propor-
ciona informacion
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e) Estudiar los extremos relativos de f(x,y) en R*.

Los extremos pueden presentarse solo en los puntos en los que las derivadas parciales D, f y D, f

se anulan o bien en aquellos puntos donde alguna de ellas no existe.
Vamos pues a calcular los posibles puntos extremos:

2

2xy
733 = 0 2
le(x,y)=0}:>(x +%) _, =0
D f(x,y) =0 —2x2y —0 —2x2y=0
(x> +y*)

el sistema obtenido cumple ambas ecuaciones cuando x = 0 o bien cuando y=0.

Asi pues tenemos que las soluciones son los pares(x,0) y (0,y). A estos puntos hay que afiadir
ademas el (0,0) ya que en ese punto no existen las dos derivadas parciales. Asi pues los posibles
méximos o minimos estan entre los siguientes puntos:

x2

(x,0) donde la funcién vale f(x,0) = ——— =1
x°+0

2
(0,y) donde la funcién vale f(0,y) = — 0 -0
0" +y

(0,0) donde la funcién vale f(0,0) = 0 por propia definicion.

Ahora se trata de comprobar si los posibles extremos que hemos calculado son méaximos, son
minimos o no son nada.

Para ello, siguiendo el método general, tendriamos que obtener la matriz hessiana, particularizarla
en los posibles puntos extremos y calcular su determinante. Pero, en esta ocasion el determinante
sale cero en todos los casos. Es decir, estamos en el caso dudoso y este criterio no es capaz de
decirnos si estamos ante un maximo un minimo o ninguno de los dos.

Por tanto en este caso debemos utilizar un método algo mas sutil como es el de intentar acotar la
funcion. Esta vez tenemos suerte ya que podemos comprobar facilmente que la funcion estd acotada
entre 0y 1.

Efectivamente f(x,¥)>0 V(x,y) € R? ya que tanto el numerador como el denominador son

positivos al estar elevados al cuadrado.
Por otro lado tenemos que:

2
<t +y? = —EZC—»—{SI = f(x,y)<1
x“+y

de esta forma tenemos que
0< f(x,y) <1
y por tanto podemos afirmar que :

f alcanza un minimo en los puntos de la forma (0,y) con y € R donde f(0,y) =0
f alcanza un méximo en los puntos de la forma (x,0) con x € R—{0} donde f(x,0) =1

Solucién :  f alcanzaun minimoen (0,y) con y € R
f alcanza un méaximo en (x,0) con x € R—{0}
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Septiembre 00

Ejercicio 2 six+ y# 0

Sea f:R?>—R talque f(x,y) =< x+y
0 si x+y=0

{

a) Estudie la continuidad de £ en el primer cuadrante A = {(x,y)eR* /x>0,y >0}
b) Compruébese que f no alcanza extremo en el interior de 4.

¢) Calcilense los extremosde fen S = {(x,y)eR*/0<x<1,0<y<1}.

d) Estidiese la convergencia puntual y uniforme en R de 1a sucesion de funciones

g, (x) = f(x,n), neN.

a)
A“” ﬂc‘%ﬁ}’éﬁ?\q | x7o, 35’6; = ?f;‘m“?f’ m&c&é}fﬁﬂ‘fé

X2 £ o e -
j(*irj} = XY R R

o s{’%j;‘:é& jz-—ﬁc

miendces gve wn ?vm'i% (%, 3) f&"‘gLf

situode en of primed éfwﬁ&@&f&niﬁ
no es kg 9?1&&&@i‘3 sobre Lo

t tHelda

TéC“’Q\ = =~ p Q&

serd coddinmo pod SO
tvision de nelenes CG??‘L raLes

sin dMrnominader nad o
estd en ol primer curadyran e
(oo ecta ==X, Y ese Pmr’t*@ es

, o | \
DO\ (?\ v c o 5 en (0,0) {enemos Ae N mi ne «
el ®(§3€7’!~ AsT pves : romine
‘rw\ﬁs o okt oS m@xf\ejav“ (v ex recion j[xrj),
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Febrero 2001
Problema 1

Estamos aplicando un
teorema importante de
la teoria

El interior de cualquier
conjunto siempre es
abierto

Recuerda:
las notaciones

son equivalentes

L3

12 L1

www.simplyjarod.com

Sea f:R* >R talque f(x,y)=x>-xy+)°.

a) (4 ptos) Encontrar los valores méaximos y minimos de f en el conjunto 4 definido
por A={(x.y)[[x[<L]y[<1}.
b) (3 ptos)Siendo g:R*> > R tal que

JEDED (1,1)%(0,0)
gx,y)=1 x*+y?
0 (x,)=(0,0)
estudiar la continuidad y la existencia de derivadas parciales de g en R2.
¢) (1 pto) Comprobar que x%ﬁ- + y%}g—- =+g paratodo (x,y)#(0,0).

d) (2 ptos) Calcular grad( g° = f) para (x,y)#(0,0) yladerivada direccional

de g2 — f en(l, 1) en la direcciéon de h=[

a)

Tenemos que:

- El conjunto 4 es cerrado y acotado. Por tanto, A es compacto en R.
- Lafuncién f es continua en todo R por tratarse de composicion de funciones ele-
mentales continuas.

Asi que podemos asegurar que:
- La funcién f alcanza méaximo y minimo en A.

Ahora bien, estos extremos se pueden alcanzar en el interior de 4 o en la frontera de 4
asi que habra que estudiar el comportamiento de la funcion en estos dos conjuntos:

o Interiorde 4, 4

o
Por tratarse A4 de un conjunto abierto y ser f € C”(R) podemos asegurar que los pun-
tos estacionarios se encuentran unicamente deade se anulan las derivadas parciales:

Dif =2x-y=0 =
Jo=2x-y=0] _ 2w=y]
D,f=-x+2y=0 2y =x

Asi pues, en el interior de 4 so6lo hay un punto estacionario quees a, = (0,0).

e Fronterade A4, Fr(4)

La frontera de 4 se compone de los cuatro vértices del cuadrado y de sus cuatro lados
que, matematicamente, los podemos expresar como sigue:

a=(-1-1) a,=(0-1) a=(-L) a =D
L={x=1, -1<y<1} L={x=-1, -1<y<l}
L={y=1, -1<x<l} L={y=-1, ~1<x<1}

Calculamos los extremos de la funcién f restringida al conjunto L, :

o(y)=FfLy)=1-y+ ¥®  que se trata de una funcion de una variable de la que
podemos calcular sus puntos estacionarios igualando su derivada primera a cero:
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p'y)=-1+2y=0 = y=~;~ = aﬁ(h%}

y procediendo de igual forma con los otros tres lados del cuadrado nos queda que,

’

Ewomode fsoreol | y) = f(-1y) =14y +)F = @O)=+142y=0 = y=—1 = %{’L'}'}
lado L2 2 2

: 1 1
Extremo de / sobre el @(X)=f(x,1)=xz -x+1 = ¢gx)=2x-1=0 = x=— = a, =[_.,1)
lado Ls 2 2

1 1
Extr d b | foncsd —_ = 2 { = = = —— = ———
ladoem° e fsobreel | gy = f(x-D)=x" +x+1 = @x)=2x+1=0 = x 3 = a, ( % 1}

Por tanto, una vez examinados tanto el interior como la frontera de 4, tenemos que los
méaximos y minimos de la funcion sélo pueden estar en uno de los nueve puntos que
hemos localizado( uno en el interior de 4 y los demas en la frontera).

Asi pues s6lo nos queda evaluar la funcion en cada uno de esos puntos y ver donde se
encuentra el maximo y el minimo de la funcion:

a, = (0,0) = £(00)=0

a, =(-1,-1) = f(-1-D)=1

a, =(1,-1) = f(1-D)=3

a, = (-1,1) = f(-1,)=3

a, =(1,1) = f@ =1

a; = (1,1/2) = f(1,1/2)= 3/4=0,75

a, =(-1,-1/2) = f(-1,-1/2)= 3/4=0,75
a, =(1/2,1) = f(1/2,1)= 3/4=075

a, =(-1/2,-1) = f(-1/2,-1)= 3/4=0,75

De esta forma tenemos que [ alcanza el minimo en A en el punto (0,0) donde f vale O
y alcanza el méaximo en los puntos (1,-1) y (—1,1) donde f vale 3.

Solucién : Minimo de f: 0 en (0,0) Méaximosde f: 3en (L-1) y (-L1)

b)
Lo primero que tenemos que hacer es simplificar la funcién g(x, y):

2 2 2 2
fle,y)y+xy  xX*-xy+y +xp  x"+y° [—‘“‘xz+yz

g(xay) = - - -
/x2+y2 /x2+y2 /x2+y2
Asi pues podemos poner que,

Fijate en que, tal y

/ 2 2
como queda g{x), no g(x,y)={ ¥4yt (%y)#0.0) = glxy = w/x2 +y2 vxelR

tiene sentido definirla a - —
frozos 0 (l’y) - (O’ 0)

De esta forma, al ser g(x) composicién de funciones elementales continuas podemos
asegurar que g(x) es continua en todo R .
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Vamos a calcular ahora la derivada parcial D, g :

e Y(x,y)eR>-{0.0)}

Para calcular la derivada en esta region basta con aplicar las reglas usuales de

derivacion sin olvidarse de tratar a la variable y como si fuera una constante,

2x x
D, f(x,y) = =
240x° 4y x“+y

e Para (x,y)=1(0,0)
Como en este punto no podemos aplicar las reglas usuales de derivacion calcularemos
la derivada utilizando la definicion,

[(00)+r10) - f00) _ . [(00+(R0) = 00 _

D,f(00) = lim

h B0 h
Fij_ate que el limite no
G den | SO = FO0) AR 4070 i |h|_[~1sih<0
Si h es negativo el - h B h T 5o h T a0 h - 1si h>0

limite es —1 pero si s es
positivo el limite vale 1

Procediendo de manera analoga con la derivada parcial con respecto a y obtenemos que:

2
o D f(xy) = ——— = ———  Y(x,»)eR*-{00)}
24x°+y X +y

e D,f(0,0) no existe.

Por tanto podemos asegurar que g(x) tiene derivadas parcialesen R ° —{(0,0)}.

Solucién : fx) es continua en todo R y posee derivadas parciales en R>~{(0,0)} l

2 2

x=2+y—= = x- 2x + y- 2y = X b2
x dy 24x* +y° 2% +y? \/x2 +y? \/x2 +y?
X2+ (x* + y*)x? +y? (x> + Y )yx* +y? =
= 2 2 = 2 2 2 2 = 2 2 i P
\/x +y \/x +y \/x +y Xt 4y

d)
Primero obtenemos la funcion g° — £

g-f= (\/x2+y2)2—(x2—xy+y2) =4y =x"txy -y =y

Ahora calculamos el gradiente de la funcién,

Las notaciones

grad / =V 1 grad (1) = V(g*f) = (—%(gz N —f)] = (%)

son equivalentes
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Grafica de la funcién
2
Jxy)=x"—xy+y

2
restringida al recinto 4.
En el dibujo se puede
apreciar como los
maximos se alcanzan
en(-1, )y (-1,1)

donde f vale 3. El
minimo se alcanza en
(0,0) donde la funcion
vale 0.

Grafica de la funcion
2 2
g(x,¥)=qx"+y

Fijate que se trata de
un cono con vértice en
(0,0).

Se puede apreciar, por
tanto, que no es
diferenciable en (0,0)
pues en ese punto la
funcién posee un “pico”
por el que se puede
pasar mas de un plano
tangente.

www.simplyjarod.com

Y ahora, para calcular la derivada direccional que nos piden utilizamos la siguiente
expresion,

D, f(x4,¥0) = Vf(x4,¥0)h

que en nuestro caso queda,

D,(g -/ = V(&g - LDk = a,n.%,%jz Lol 2op

Solucién : Gradiente: V(g’-71) = (¥, x)
Derivada direccional: D, (g’ - f)(L1) = 2

Grificas de las funciones utilizadas en el ejercicio:

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 915483178 , 619 142355
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2
Febrero 2001
Praoblema 2

Sea g:R—>R tal que g(x)=1+x4.

a) (4 ptos) Comprobar que existe a € R tal que g(a)<1 y g(x)<g(a), para
todo x € R.

b) (3 ptos) Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion funcional (7, ),
siendo f, = (g(x))" paratodo xeR.

c) (3 ptos) Estudiar la compacidad, conexion y completitud del conjunto g(A), donde
A= (-o0o,-1]U[L+0x).

a)

Al tratarse de una funcion racional con denominador siempre distinto de cero podemos
asegurar que su dominio de definicién es toda la rectareal R.

, 1 . -
Ademas como g €C’ sabemos que sus maximos y minimos se encuentran en los puntos
donde se anula su derivada primera.

C2x(l+xt) - xP4x® x4 2x° —4x° 2x-2x7  2x(1-x")
(1+x*)? (1+x*)? (1+x*)? (1+x*)?

g'(x)

que igualando a cero da como soluciones,

x=0

2x(1-x) =0 =
( ) {1—x4=0 = x'=1 = x=%41 = x=+1

asipues x =0, x =1, x = —1 son los puntos estacionarios (o criticos ) de g.

Para comprobar si son realmente maximos o minimos calculamos la derivada segunda,
Existen otras formas

iscuiowiie . (2-10x*)1+x*)? = (2x-2x")2(1+x*)4x® _ 6x°—24x* +2
quizés sea la mas g (x) = (l+x4)4 - (1+x4 )2

familiar para todos

y sustituimos los puntos estac:onarios en ella obteniendo los siguientes resultados,

e g"(0)=2>0 = x=0 esunminimo donde la funcion vale g(0) =0

e g"(1)=-2<0 = x=1 esunmiximo donde la funcién vale g(1) =—;—

e g"(-1)=-2<0= x=-1 esunmaximo donde la funcion vale g(-1) =—;—

Para poder esbozar la grafica de la funcion ya sélo falta saber que pasa cuando la funcién
tiende a infinito, o sea, si tiens asintotas horizontales,

2 2
: X
= lim = (
x> ] 4 x*

lim

e 4 x*

lo que significa que y =0 es una asintota horizontal de la funcién.

Por altimo, es interesante darse cuenta que la funcion es siempre positiva, es decir, esta
siempre sobre el ejex (g(x)20).

Con todos estos datos ya podemos hacer un dibujo de la grafica de la funcion y, basan-
donos en ella, contestar al primer apartado del problema.
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0.5+
g(x)

%,

AN

N\~

-1 1 ¥

Tomando la grafica como referencia vemos que haciendo a=1 tenemos que
gla)=g(1)=05<1 y g(x)<g(a)=0,5 paracualquier x yaque se trata del
maximo de la funcién. Igual conclusion obtenemos si hacemos a = —1.

Con esto queda resuelto el primer apartado del ejercicio.

Solucién: a=1 , a=-1

b)
e Convergencia puntual:
2 n
Recuerda que: lim £, = lim (g(x))" = lim ( a 4) =0
Si I ¥ I < l’ H~>0 >0 B0 1 + x
lim " =0 ya que
n-»0 2
x
0 < - < 1 para cualquier xeR
1+x

Solucién : La sucesion (f,) converge puntualmente en R ala funcién f(x) = 0.

e Convergencia uniforme:

Para estudiar la convergencia uniforme utilizaremos el procedimiento habitual basado
en siguiente proposicion:

£ es uniformemente convergente en B <> lim sup } f.(0)-f (x)} =0

Esta es una proposi-
cion muy Util de conver- | Vamos a ir construyendo la expresion por partes:
gencia uniforme que

conviene saberse muy

bien. 5 n 5 »n
fn(x)-—f(x)=[ a } —0=[ - }
1+ x 1+ x

El valor absoluto no modifica la expresion en este caso pues nuestra funcion es siempre
positiva:

fo®) = f(2)] = (“ﬂc}
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Los extremos de esta funcion se alcanzan en los mismos puntos que en el ap 0 a) por
tanto:
1 n
supl £, 1] = (5]

Por taltimo calculando el limite nos queda que:

: (1Y
Volvemos a utilizar que lim sup fn (x) - f(x)i = lim| — =0
si [r]<l: e ol 2
imr" =0
e Por tanto la sucesién (f,) converge uniformemente en R a la funcién nula.

Solucién : La sucesion (f, ) converge uniformemente en R a la funciéon f(x) = 0.

En la siguiente grafica puedes observar la convergenciade (f,) hacia f(x)=0:

puede observar la
funcioén (g(x))" para
distintos valores de 7.
En concreto hemos
ufilizado # =1, n =2,
n=5y n=20.

Fijate como la funcién
tiende a cero
confundiéndose con el
ejex

c)
Tomando como referencia la grafica de g(x) que hemos dibujado en el apartado a) po-
demos ver que el recorrido de la funcion es [0, 1/2]. Ahora bien, el tnico punto donde la
funcién vale cero es en x=0y este punto no pertenece al conjunto A. El resto de los pun-

tos del recorrido se alcanzan en algin lugar de A. Por tanto, tenemos que,
g(4) = (0.4]

o Compacidad:
En la recta real los conjuntos compactos son aquellos que son cerrados y acotados. En

este caso g(A) es acotado pero no es cerrado pues el intervalo es abierto por la

izquierda. Por tanto g(A4) no es compacto en R.

¢ Conexion:
En la recta real los conjuntos conexos son los intervalos y los puntos aislados. En
nuestro caso g(A) es un intervalo. Por tanto g(4) no es conexo en R.

s Completitud:
Para que un conjunto sea completo es condicion necesaria que sea cerrado. En nuestro

caso g(A) no es cerrado por lo que podemos asegurar que g(.4) no es completo.

Solucién : g(A4) es conexo, pero no es compacto ni es completo.
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Septiqmb_rg 01 ©
Ejercicio 1§ Se considera la serie Z f,(x), donde f (x)=

{zﬁ% n=0 s L1 (1+x2)" )
a) Determinese su campo de convergencia C. .
b) Calculese su suma S (x) y sureston-ésimo R (x) = S(x) — S,(x) en C.

c) ¢Es cierto que

2
X

-
H

lim M, =0).

Had

(Z f,(x) converge uniformemente 4 < R ) = (

n=0

donde M, = sup R,(x)?

xed

d) Estudiese la convergencia uniforme de la serie en los conjuntos C, C —{ 0 } y

C —[—a,a] con a>0.

«;; [ I S
1 , ; s
(%) = L % R S . _ Sucesdn dAe
nt = (44%)" i/ 4% i(i*X?)? / - unciones

B ol - | LA g Z

a2
> f*‘(‘" = ?ﬁg’*‘ jf"* ooy J 00 B oserte ol
fz ¢ . b
Z
$

juﬂc;é}ﬁfj

x* x> w2 < x?

W{ir& 2)n:: * ;i‘?- W’z?ﬁ&“%%\ Qﬁﬁ»_‘.___&ﬁﬁk%{“
( = % d4% éj;»f»x (j«@)() (j+)‘s)

serie = Smon

) E( campo ok convegencia de (o serie (suma) ole
g%ﬂiiéﬁﬁﬁ e el amniun de valocres ol x g~<

: EliidasYen (o e i8n e la sert
AT, VB F Sead i A al-1y e 5’\ ExPresion ¢ a secie
hacen Gre e? volet¢ e dicho suma sea 55;&?{&5

. ,ier«firm LF\'P€§M¢ {;éYm x (*C\%én
N AL B 5 =
LP Seri¢ R Lt g‘frmi ne X . oL %2 é
Sec,mé'-lr 1 co, . i S(") *""Z 5n[k)> : = 1+ x°

ro.Zon =iz — Ao S

€ if J4x? 4 o i iﬂ—x;\ﬂ?t%é..

(R S6ie ol PouTen E r f < i
: = - o : 2
X=C QS( *) :SCO) = Z‘S)n(e) = SG(G).;}:L(QJ* . Iric s <.“>[i*)(’z,< 13 1-;;7<' 1 4<i+x'@ X£0
nsG R
Sushhivendo x=0 en Z040%---=0 come vemes, o (Femala anlerio -

N (! & rs
(a sETL e unc‘\cna‘i O< 0 ::; W\(&“’i&, ‘3 (=14 ‘i‘ar‘\{o (0&3‘@‘(‘;6
eg&\rcdc;{ At cha serie b*écctm?e convesq. < Cenye fﬁen"& paren XKAOC
es O Cgi"‘{%), %é3@ o - =© Ro

Seiie es cc‘n\fei’isen&f.

Tanmes o Fa(le

Yox Smbfmmcj q v X#£0C ?mmcaba Yenec (r| <4, o 4e
gw (e serie también gvese converqgenle. Ast
es Convef’Se,q\-é s empce,

s C=1R

N n\‘)hcaiaq
2 pres, ecserie
3 pof ef(o SAA campo A ccnvefjeﬁc:‘q
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l?) \fa(e%’ de (« StUma Sf”ﬂ*‘*f 55’;&(}

14X st X #o
o st X=0 9 . S |

NES e

S = Syw + R (%)

N
Sw 00 = -
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Febrero 02 cos? nx
Ejercicio 2} Se considera la sucesién funcional (f,) donde f,(x) =

nx

a) Encontrar la funcion limite / = lim f, en [0, o), y estudiar la convergencia uniforme de
() en [0,) y [a, ) con a>0.

b) Estudiar la convergencia uniforme de la serie funcional Z f,(x) en el conjunto [1, ).
n=l

¢) Calcular una cota de error R,(1) que se comete si la serie se aproxima por la #-ésima

w0 2 2 2
cosl  cos”2 cos“ n
suma parcial, o sea, Efn(l) ~ '2 + P +..+ o
. n=l

d) estudiar si tiene minimo el conjunto { R,(1), n € N }.

2 .

x [ ‘22 z

/) _ocosT X jces'x s 2x  cos 3x “'%
jfﬂﬁg) - ,__,,:2-——;1-;—@ % 2?‘ sz 7 ZBK »

é expresién en l&gue, 3 [ sucesién Ax Swﬂ&\oﬂeﬁ —
qwf\ec,er\ Xnn

A) Ccﬁvergeaf:"\& ?uﬂ‘“‘w& ol e 5ﬁcﬁsqu¢3 e n i@{q o)

=0 = & cos® © i
Biyn coSM® x=0 R R
n% - ;
n-=>w 2 j x>0 _. Qmoc Eé;-ws?nx = vnfralés . acoledo =0
Y\-—>
‘)(g,ci&c\fce o
e pavramete ~
. Q‘m COSQﬂY i 51 X0 5h(\£) COQW‘BQ ?un‘xvxﬁﬁmn%
X(xy = T =
j(.) R <) ’an o St xy»o o XL\C) en [o/ +c0)
Mxﬂ '

Covno 35(:&) eg discon Yoo en [o, =0}, 3 dado S(vﬁ(onj
nlx) son CeﬂL\v’\MQ(S en LO, 0) {ae&mvs asejcxmf ﬁ\«i
S (o NNe  conveige mni‘g@(memen\rﬁ A SUC) en [o,o0).
h -

En [a,0) con A>C Su«) dejen e ser disconti nua,

"\ f » N
Q}/‘Q o WNo ?OO’L@m@S @\?&?CO\’( Q& i‘@(}f\ﬁmﬁ\ hﬁL\ LM,Q ‘j )
35?-&&0«05 ﬁm?(em’ (e Apyfm ciSa ok ccn\mrj.unrﬁ

nece
?
oS ilnxy S Leostn®) (nx)
S %fhw(‘)i = A -olf = ?‘
Xe('etﬁ) | fatx) f * 5 X Cla,n) ‘ 2"x ? el 20T
2 3
_ sn SE:.S._.:_;‘_"_. = sUp anx . cosInx)
X€[a, ) Z w&fa =) \ ¢
i £ e’
?Qﬁﬁf) PI&- Zm‘
i 5 Paike = |
3 =
i | [ + o
‘ ?( ) i‘ 7 G\ZO Ck ii
S m— COF (AX) m e . ) ¢ N
sz\ ? Swa cosihoy £ o = conveioye Mn\jg smemenle

a JeoTen saleo)
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b) Converaencia mn”igc} cme éjéf en [«;,sﬁs)
e,os?x_‘ cosi2x, . cos? N¥ . “‘"SCX}
PLE

< = Ly
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n (_ Soma N-ésima Sy ()~
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Za secie 3 fn(X)c =
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“ nes .
c’\sc")zs‘ :) 55(0 SX Q& gacest én cie SUMaS ?arn\ajes 5,\; {x)

converqe V\n‘iS@{memen‘e a S (xs en [31,=) Y sslo wWlHieme
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Septiembre 02 2 2

Ejercicio 2 X - si x=0
1. Sea f(x,y)=

X
0 si x=0

{

la) Estudiar su continunidad.

1b) Caleular D, f(0,0), D,f(0,0), D, f(11), D,/(1,0).

1c) Hallar el conjunto de puntos donde la funcién f es diferenciable.

1d) Estudiar si el conjunto [ - ({0}) es abierto, cerrado, conexo y compacto.

2.Sea f:R’ >R talque f(x,y) = x*—x—y+»*. Encontrar los maximos y los

minimos de fen el conjunto 4 = {(x,y)e R*/ x* +)*< 2} .

4a) E;siﬂwhaa' S C(‘}f\l\m&, alqcl

A& i {
-ET\ T’RLA ?(*,\)} e ?*resen'*& (:reb\—emod Fofg—% eﬁ ohnomw\a\olbr

es Nno o Vewer % #0 pof es“ic\r gvc fe A = 3(*( )eS
Alvisicn Az guncwnes con\ nuas en ‘W:z A con dine minac

no YV\A,Q_D =D (x,4) conYinuo. en PR
¢ Lo contirmaidad  en ?\Ar\‘\os Ae A (con[a Sorma\ Lo, \jo‘)) s-e€

Q,Ss-v»c\.\o\ CON (0\ \vuc,\@h

! »E:g € g% . %

\V . T - Q* j ;\_i«’ _ i - Q}m X] wm
Vg;:\“’f‘ao) x“ ’W‘)\):“’fsﬁ‘ N "‘) I,Lq%% gologer X

MO conLrww&
en A con e

2 \ o
O"%‘ s 36:#0 = Qim o0 > A lm =

L—o S< 9 =0 = G 3)( (*)

(5.,3) - (0,0)

foose‘

Puesto qve no Aspoaemes Ae wn mf‘m be'si me
5_03_2_%_ . po un ocotade (&=, ?mmco\ wn o) ne

pQ";g cos & podumos o sequrer nodo. AU {mike anlerior.
cudimoes o ceirermdeos : )
AQ‘ e\m G S(%rj)} i X gt ’Oz =0 ;Ptif:io?{:t:: 1o mtsiei
‘e ﬁlk' ) - \3 e ¥>0 )( Fuciemc»s ag\ rmae § 3w

oc,))~>(o,0) '
Q\mfch = i __2_ o0 : >Z (ff‘:‘(qo)gfx,;) '&xrnf&w

L*,3)~>(c.e) 8 Yy = 3"’0 x>0 y»° © ewsle, 30»—@)

‘% no es cof\“\w& €eén A

R am
g Cof\“‘L\YVV’LO\ en “l“A
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. v
e%rféfci?fg Sea f:R* >R tal que f(x.)=(£(x7)./2(x%»)) con f(x.y)=e""y f,(xy)=x+seny

y sea g:R>—> R tal que g(u,v)=u-v.
a) Estudiar el cardcter abierto, cerrado, conexo y compacto de la preimagen A=/ ({l}) cR* .

b) Estudiar los extremos de f, y calcular el valor de la expresion:

2 : 62 62 62
0 f‘-[ f1+ i ﬁ]enelpunto[—g-,—g-].

8y | ox* oxdy 9)°
. . e o 2 O0F ©OF
¢) Estudiar la diferenciabilidad de la composicion F=gof:R*— R y calcular e y P
x y
d) Calcular la diferencial de F en un punto (a,b)e R* y la derivada direccional de F' en (0, 0)
seghn el vector v = (%, —%) .

R~ R
(xey) —=> (/555‘{"3) / fz (xeji)
(ij} T Léibr
ay gs;&»ie«iicxf‘

7 X 4 Sen

&‘CC&(&C\’Q‘&’ abler %‘@; C‘ét“mzvzc}f conL€re j 5@??;?@@6‘1(3 c;is

f:‘(‘i“t g(rtjjéﬂl":yﬁéhj')rj.{ | =%
§ 4o
§:50(440

]

{lxcy)€ R: e*™% 1

g 2 - — =3 X
j(x, 5)€M2 - X-3 =0} / - cerado
s CONERD
o ne Ccfmeacj‘*@

by £studiar tos exbeemes oo §, o aledlar o veuto ol i
S ANE TR
9y® ORY OxaM =
‘i’;’;} Szcxij) = X*Sey\a
C&f\é’izi&f“@3 o extremos ok 32&‘;((%3): (nec. , no %}

# vV 52&43} =({p, ©) —b No o\?er’la candidedos 7 Por sec neces;(i?i\s Y
* X d grt y) — No qre‘f«{a C“‘AGLCO{O\LOS‘}’M hoy candidatos

i

z

‘ ﬂno tiene CX“rem'é??
v 2rd .y T 1A
K
T tvegr = {
8,%92): cos 4 3& ¥eg)= (4, Cosj) # (90) ""(C"ﬂa)ém‘l.py:&@&;
P

# Por oice lade, podemes eshudlias lev “’tge""g cle §, de cionO*'mqs:
— Az €5 Ax erenc*\ah\vﬁ PO ses suwre e ju.nc;\‘anés e
> e5 J\"\ eﬁenc?o«!g\'e ?e(‘gve SAAS o(as oleré far(; Son Con"h *
€n chg}ni&?m{ 87 es A‘\gergncie‘.b({ en TR?, ¢ qo (o Oitfémﬂca‘a\
exis\e siem?vq ) (a conolicidnm ol ¢ no «?s{a low

DQ (a Sesuncko\ conokl cion no QK\‘f&@méi Conmd(QoLo\'Lej

-
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S es | Sea fiR® >R tlque f(x,y)= (x+y) cos(x—y) + (x=y) cos(x+y)

Ejercicio 1

a) Estudiar la diferenciabilidad de f en R® 'y calcular la diferencial de f en (0,0).
§ b) (Presenta la funcion f extremo en (0,0)?.
‘ ¢) Estudiar la continuidad de la funcion

ffx’yz) si (x,y) = (0,0)
glx,y) =9 x" +y

2 st (xy)=(0,0)

donde f(x,y) eslafuncion del enunciado.
d) Estudiar el caracter de abierto, cerrado, conexo y compacto del conjunto de puntos de
discontinuidad de la funcién g(x, y) del apartado anterior.

§ R*- R
j(x,j} = (w4 3)? cos (}(‘-3)«4~ (*“j)? ces (x4 9)

A)
) z
@ BY[x, 9 2(%*’3) cos (x-4) = (+g) senlx-y) « 2 (x-9) cos (x+y) 4
% = (%-9)*sen (x+4)

2o
22 - ©

M = L0y €05 (-y) 4 (¥ 4V 56 0xy) = 2(x-y) CosCxry) —
8’2) ”C\t~3 )7’59‘\ ()(4-(3)

O Nte,0)

)
Zo\s olgr{mcg;ﬁs ?Q@&Lﬁ; c;LL g ST Ceﬂi%wag € /i \l@c[c @Zj

pet le gre o;ﬁirmalm@} gre 8 eﬁazata(qyg ct enm?s

Roe¥ «e,((es S %erenci‘a;blug en ﬁRz

@ Fancio n ok’\gef‘?nc”iaf en (0,0)
dfn, ¥) (.0 = BJecer )y, 9
S —"
dx A
, G\j(k,k}(ep} -e “f-Q— = Cuncidn rw;(o\? \
la ok‘xgefenc:*wi o] g en < @0) es (a ifmna%‘én W(C\
NOTA: /o Alerenciobilidodd da 53 en P2 f@(jrf& JWS‘(i‘f?Caﬁ‘e
cen L gl wleabe m‘%oﬂayﬁ?éfﬁci N es s Ty,
‘?{OCLU\Q,X\@ a@M‘?Gﬁ?(ﬁéﬁ Hy iv&’mc)cﬁc&ﬁ
ety e
G\»&gﬁréﬂ erebbtes en

= O
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@/;O : % .o
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<
j(x,*;ﬂ = (x+y)® cos (x-4) + (x-y) Pcos (x+y)
?(%23 £ ¢
3("&~j) = xl_‘é:)"l (ij) &)
2 { % yr = (o,a}

Eﬁ TR?‘... 5{@,0){} 3(%;5) es stama, Préri,u\c*gcf; y wmf,gg‘gc“iéﬂ
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Q Am

« i . .
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01y : - . .
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Za defnilive, q es onbivva en todo R?

. S—— s

d
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Febrero 2004 2
Ejercicio 1 Sea f: R—>R talque f(x) =

1+x7
a) Construir la graficade f(x)
b) Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesién ( A ), donde f,(x) =[ f (x)]" Vxe R.

c) Determinar el conjunto de convergencia y la serie funcional ' f,(x)

n=1

_ o~
d) Siendo xﬂ:int;jr n+,11 y g R>R*talque g(x)=(f(x),senx), calcular ,111_{?0 g(x,)
w2
o AVCG Ag 53(:() =
= 3 ‘?‘S 1+ %2
e numeradoe: Xt o S.ﬁz o0
2 7
. kacmtsr\o\cjar: 16X > 1 »e o !.j)év)<i

2 ot 2 T . _:(}_
¥ >0 =DJeKE> X = protie 1
L4 SEme}rTa : PAR (ms?fecb o¥)
- L‘X)z _ X%
S(_ —%) = X2 - Ren)

‘{ i*(-x)
TS i B s bl
)‘ >oc gCy) = Yl;n"e e b= 3;

e cyecimien (’.’)
{ - . -
5(*) (i— xzjl P S;aﬂ[f(")-]
¢ corte con los e€s:

X =C =2 j{):‘ffxl =0 } (6,0 cor Y& on o\mlz:n; ejes

356 = Yzco = K =0

@ X >0 c)Cfec\eﬂLC
‘ SO => aﬁt&f‘e& eg‘\_le

d

§(:¢) S e ]

C..?
So(r;r\\mmré en (R CQWg@ C&l’\{}n“«e en (o 0))

gae fiene  plee” en €0,8) => entra cSncava en el ori
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Febrero 2004
Ejercicio 2

Sea la funcion f:R—R, tal que

) Xy cO§ —— a six+y=0
f(xy)= xX+y
0 six+y= 0

a) Estudiar la continuidad de f

b) Calcular las derivadas parciales de f en (0, 0) yen (0, 1)

¢) Estudiar la diferencialidad de f en (0, 0)

d) Calcular la derivada de f en el punto (0, 1) seglin la direccion del vector (-1, 2).

con i nnidedh 0193

i
4

1 3[\;,3) sesa conv\wwm én A <=> i %Cs,j) = 3(*0,"*0);'@
(xig) > (%, ~%o)
e Crq) = Bm Xy cos 2 = - Xo
) R e =
(e, - %ol
5V Ke=C

O td =0 -—>wn~l en (0,0)

En ¥ Aefli m\\\m \'EV\emoS gve:
* 5(*,3\ contipia en RE-A

# Gm () = © = -
(ij)~>(0,a)g K j(o,o) =>

:>jtx,3) ok nmen en le0)

%a

\ W4 peRr?:
) X () continmne. en J
* Q\M o) y(y'j):g S x#’a=> 3 .X,,j = co:’\X#O)

b Y) = (Xe,
= 3@,,3} no conL en A- {(o,a)’
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12) Calewlar las decivades ?@rciai«sﬁ en (00) 4 (o, 1).
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Septiembre 2004 2
P Eereicio1 | Sea f:R*—>R, talque
'x2__y2' )

si{x,y)# (0,0
flx,y) = Y 1y (x,y) = (0,0)

0 st (x,y) =(0,0)

a) Estudiar la continuidad de f en R*.
b) Caleular Z(0,0) y Z(0,0).
¢) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).

o) £ sludiar len cc:eﬂ“hrw&?&aj ole 5 en RZ
o En M- {1000 ,§0xy) s conlinma pos sec suma, pwokucte

« N “ ) ’ s -
Qom{?es‘\caév\ wnes enes ol pmas con Aunomineslor ne

Anlo. Adermds, en R2-lo,ot poolrel ser Ae e Y voda SCSmier\Ao
leey notMas dect vacidn habi duales,

e &n (6,0) eshtucdliocemes (& cond\ pmai chael ! Ae  va bt i doot
acos e o {as o&gé‘n\‘c\\9ﬂ6’3,

gw;j}m conk en lap)es Qe foxy) = Jiacd)

@gﬁ%ﬁ&'
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. . ) .1
Fetgggi%o? I. Demuestre, mediante el uso de la definicién de limite, que lim — =0
n—ow© P
2

. .y X
IT. Considere la funcién f(x,y) = 5 3 + )
a) Estudie la existencia y, en su caso, el caracter (maximo o minimo) de los extremos relativos y

absolutos de f en RZ.
b) Estudie la existencia y, en su caso, el caracter de los extremos absolutos de f en

4={(xyeR /0<x<3,0<y<x]

A\ ngfucﬁ%ie ifx QK}S“?!”\CX& ;€N SR casoe, é( mf‘@{g#\we( (mg;;,(/m;n}
QK( fc;;; ex%‘rtﬁf%& Y“e(o\‘li\!"é?ﬁf _j aég“&(.m“ke:& G{( f @;pfip?
C&vx&i?aj&jr@ﬁ o extremes: (condkiciones neces. peceo re Wf)

¥ Vf{x@‘z =(0,0)

¥ ¥ sijiésﬁfgg}
o ("Ie‘j) - x-1 T
. = 3 dX(x 9\ _ [, _ o z
x 2 vgcy,,;,(a ;;‘”;—%5—1) =(x5%-29%5)
.2

K= ©C
x»vzse pr=gt L Sy

g (-2y+3) =0 3 >
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Septiembre 2005 | 1- Desarrolle en serie de Taylor en torno a cero (serie de MacLaurin) la funcion
Ejercicio 1 f(x)=arctanx

empleando operaciones con series de potencias.

2. Considere la serie

@ np
2 LW
m (m+1) (n+2)(n+3)
a) Estudie si es compacto el conjunto de valores reales de p para los que la serie (1)

converge.

b) Calcule la suma de la serie (1) para p=1. [Sugerencia: calcule la suma parcial n=
ésima mediante descomposicion en fracciones simples. ]

¢) Calcule la suma de la serie

- 1
,,Z;‘(n+2)(n+3)'

[Indicacion: si resolvié el apartado b), puede utilizar el hecho de que, para p =0, la serie
(1) suma 1/12.] ‘

1
—) Come sq\yemes, el ?olinomic de Talo ¢~ MQCLMFN’? Se

CG’\& (O\ YMA\\O\Y\\Q (0\ C:VY‘Y\M(.A J{Scf‘?*cx &N Q,( ’Lemaﬁ
- hewce con 2 vaciables). Pero en es ke

(en el 4R e ‘ ;
problema vie nes ckJain em F%arj\ciﬁt‘éfcﬁim[qj
n o~ mo&nejoxr S e tCS f’ necias,

nes ebllqa »
505?63\0\\%‘05 3;-& ‘”&%6 &Lerem&s "lou’;ee' con
Ve ONCR \\,mnsgorma\(“\io € ot cen S‘Aﬂcgofﬂ
- Gon fwm,a wne Serce Ae e\rer‘lc\fct_s C’Dﬁﬂc}c{o‘
- {a serie ob ‘endremes 3N §>aﬁnom?e

a s

es

gve
ciaS &
QL ;ijb[op Ae artxg X.

{
i £ 1 o KRS «F K3 PE 4
N 2\ dx = \Ta-xCexexé . ldy =2 - ZeX X %7 sy 2
@ H(y) Si-ﬂ& g SB Jax 2 7 9 é‘;“ Zn+i
. A )'(zmi :
5&“ . \ " N A (-3ex<
w&ara/ a\“f\ﬂ()()»nz;g i) yyer
t .t - £~ w2 +xT_ g6, ¥
4% i"(”‘z)1
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sede pendl o] oo 1K< 1. i<
ST - 2
am%h): X-2'3 2 XD . +Q s
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= P

2y & o
__X 2; (n+4) (n+2)( n+3)
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'i;:l B (n+3)(n+2)(n+3) nss0 Dn ne-e (ﬂ“"i»)(z*i)lz*i)} n->o
Q\mﬁ n?+°i*'3
n->
'Ecmancio P =0 Qi::\o f; 4 H40o _..>2°’c,r§\er§c> >Zan 3 Sb ‘cg‘rj;?ier
X = 3&?
i i i ) —
2 an 32 i = ;\—é—:f’)‘—— g-—r-),-g-:P mnvetjenle<w> 3-P > 1

P <<

o n? "“‘“\j
‘gi. (na) [n+2)(n+3) C"’“W“Smle <> P <? /é—) P € (~o0,2)
n=s

|

nNe ac qucjo

NDO Ccom ?cxcﬂqﬂ k

{ =SS

113 Cct‘c&d«é (0\ SAATY ?c\m& ?’&ﬁi

" +C(n4tf(n+2)
o4 n A B . Ane(ns)+B(nts)(n43) +
{’) = 2 = 4 4
5 (ns)(nr2)(n+3) (v () (ne2X(n43y nsg  Ne2 | ones O+ (n+2)(n+3)
\—-——*1.,———-&—.—5
’E?@mpfii:\&} n _ N2 (A+B+c )+ n(5A +4B+3¢)+€A +3B+ 2¢
gmccm S st me 5 (n-ri)(me)(nﬂ)“ 1) n ez ) (n+3)

i:SA‘TWB”‘Bc B= 2

O = At B C E A=V
O =CA3Bc) <=V

e s ) 3
gw}w*z) 2 2

[ —4-: - j‘.‘— + + - _4:'- - j:. +Z,.\
N->h YU 6 3 Nvz N2 Z(ne3) H
S s St AN
[,F& i = 2 4] R J‘ Zim*a)(ma) ‘i: (ned)(n+2)(nv3) T~
= = = =
Py (net)(n+25Cra33 L1 »»Wg 2 _
= (m»,()(m»e)(m-a) =, (n+1)(n+?)(n+§) -
QQQQQQQ —— « 3
L/

i i “

- 4+ - St

“ iz 12




www.simplyjarod.coma

FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1T — Febrero 2006 P2

2.1 punto) Demuestre, utilizando la definicién de limite de una sucesion, que si 0 < a, < b, Vn € N, y limp_eo by = 0,
mmtonces lim, .o an = 0. , .

2 (0.6 puntos) Estudie la convergencia de la serie
o<
n 1
Z(-—l) sen .
n=l
*.3 (1 punto) Determine el campo de convergencia (o conjunto de convergencia) de la serie de potencias
o<
1
Z <sen —-) z".
n
na=1
.4 (0.6 puntos) Calcule el limite puntual de la sucesién funcional

falz) = cosg-, z€[0,1], neN.

puntos) Analice si la convergencia de la sucesi6n funcional del apartado 2.4 es uniforme en [0, 1].
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eTsi| | Considérese las funciones f: R? > R? y g:R?> — R definidas como sigue:
Telecomunicacion 2

f(x,y)=(f1(x,y),f2(x,y)),con fl(xsy)zx—ys fz(x’y)zxzy—y3 Yy g(xsy)zeJH

Febrero 2006
£ Ejercicio 2

a) Calcule la diferencial en (1,1) de la funcién F:R* - R dadapor F =go f.

b) Aproxime g mediante el polinomio de Taylor de segundo grado en el origen, y utilice dicho
resultado para aproximar el namero e.

¢) Si x(f)=cost,y() =e'y h(t) = f,(x(),y(t)), calcule 2(0) utilizando la regla de la

cadena.

a) Lo primero que hacemos es obtener la funcién F' como composiciénde /'y g:

F(x,y) =gof(6y) = g(f( 1) = g(/f ), /(6 3) = g(x -y, ¥y-y') =

— g5 O D L ST 248 -2x2yt

Por tanto:
F: R? > R

4.2

X-y+ Xy +y6—2x2y4

(x,y) > F(x,y)=e

—65—1—;-()5, ) = (L+4x’y? —dxy*)err+ 77t 2t %5-(4,4,) =(1+4- 4y =1

%f—(x,y) =(-1+2x'y + 6y’ —8x2y3)e"’y”4y2+y6"2x2y4 = %—f—(ﬁ,i) =(-1+2+6-8)¢’ =-1

%5(1,1)-1: =1h+(-1)k = h—k

d

Asi pues la diferencial de F' en (4,4) es:

OF
dF g k)=~ 4)-h +

dF, ,: R > R
(B k) —> dFy y(hK)=h—k

b) Para este apartado lo mas cdmodo es hacerlo con series de Taylor de una variable:

En el ultimo paso
hemos multiplicado

: 2 4 2
las dos pofinomios | 5 ) = & =t = (1 +x + -)—;T +...J-[1 +y + %T +J =l+x+) + —;—'+

de Taylor y nos
hemos guedado
solo con los
términos hasta :
segundo grado donde hemos utilizado la serie de Taylor de la funcion e*:
2 3
e =l+x+—+—+
21 3

Para la serie de Taylor de ey2 hemos sustituido x = »* en el desarrollo anterior:

252 2\3 4 6
e =1+y2+(y—)—+(y—)—+... =1+t + 2+
2! 31 2t 3!

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355



& ‘Yemos puesto:

21=2

Recuerda:
e=2,71828182...

www.simplyjarod.com

Por tanto el polinomio de Taylor de g(x,)) en el origen es:

2
x
g(x,y) ~ py(x,y) = 1+x+)° +_i_

Nota: También se puede obtener este resultado utilizando la serie de Taylor en dos variables pero no
es estrictamente necesario.

Para aproximar el nimero e basta sustituir el polinomio obtenido en el punto (1,0):

2

1 1
1,0)~ p,(L0) = € 2 1+14+0°+— = e ~ 1+14= = le = 2,5
g(1,0) = p,(1,0) 5 5 e = 2,5]

¢) Dibujamos el arbol de dependencias:

X t
S \
y t
calculamos las derivadas que vamos a necesitar:
a-ﬂ af 2 2
=2 (x,y)=2 =2 (x,y)=x"-3
. (x,y) = 2xy o (x,¥) y
dx dy .
—(f) = —senft -—({)=c¢e
7 ® dt( )

Y ahora aplicando la regla de la cadena queda:

dh o, dx of, dy 2 28t
DD & DD g (csens) + (5 -3
e d T oy w s @ =3ye

ahora si particularizamos para ¢ = 0 hay que tener en cuenta que:

x(t) =cost = x(0)=cos0=1
)= = y0)=é& =1

Es decir, cuando ¢ =0 tenemos que (x,y) = (1,1). Asi pues, sustituyendo:

@y = L& Dan Yoy = 211 2 3190 = 2.0 4 (-2)] = —
dt(O)_ax(l,1)d(0)+@)(1,1)d(0) 2-1-1-(=sen0) + (12=3-12)e = 2.0 + (-2)-1 = -2

Por tanto:

dh
— ) =-2

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT2 - Tfnos 91 548 31 78, 619 142 355
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Septiembre 2006 | 1. Demuestre quesi f :R — R es continuaen x, € R,y g:R — R escontinua en

Ejercicio 1 .
! f(x,),entonces F=go f escontinnaen x,.

&
£
H

IL. Considere la sucesioén de funciones f, :R — R dadapor f,(x)=31+x cos .
n

a) Estudie la convergencia puntual y uniforme de la sucesiénen R.

b) Estudie la derivabilidad del limite puntual f(x) de la sucesion funcional anterior.

c) Indique si es abierto el subconjunto de R donde el limite puntual f(x) es derivable.

3 3
.5 X x 3 .
I[' gﬂ(x)z i*f}(CC?.Sn-—:-<%;i+xCoS X, Vdtx cos 5 | Vi+x cos X . &

. ma\-ucxr& come marametro
N fye la posicidn de la faneién en lo scesion
Cé%@&;‘ééﬁ:j@ac‘iga ?uan

L ey

s 3
B Qe = Rem = Gm 7, x (% %) -
im {aw) S = i+x o5& o {f1ex cos Ts"r'f) -

PR < h"%&

\/i:-; Cp/(/)“ Lax = g(x‘)\
A mcesi n gu\nc\@ﬂ.es 5,\(&) cea-ffﬂ? Q\Anl—%&'orr\ﬁﬂ,(

£ A e KL 53»55
gC\C) = i‘t\c €en lP\ig i ¥ $ fi s

e
o

‘n (%) converge

LAY éa%’!"tﬁ'méf
a S’{x} = Tix en R

z\:w [@TSHC*) jm) }’]#@ => NO can\/@raé’

Scz(ucién‘a 4 n(x) mo c:onvéle o Sij en TR

Ang S@€ Nﬂ\e
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Septiembre 2006 | Considere la funcién  f : R*> — R dada por

Ejercicio 2
(x*+ yz)senwzl-—w—- si - (x,y)# (0,0)
f(xay); X"+ y2
0 si (x,y)=(0,0)

a) Estudie la continuidad de /' en (0,0).
b) Estudie la existencia de las derivadas parciales primeras de f en R’ y, en su caso,

su continuidad en (0,0).
¢) Estudie la diferenciabilidad de f en (0,0).

Ay ég’l’iﬁ\&iEe (o @ﬁliw{g@é Ae ‘%Gn (o,0)
En ’R"..{(oro)}lgtk.sj) es SUaMmae, ?\”ootu»c*@ wmyoﬁcﬁém

de neiones ceontiames con dinomiaed®e ne nudo
(pves éshe sélo es ceso en (0,0)“é rpj*{(o,o\ﬂ.

Aoy o5 continue en MR- Foop
6 n ole eor\‘\ivu/&o\&oli

En (00) acudimos o (e @ﬁ.r.&‘in\c\on

. A4 , Vo e Qe ty, 4y = Ale,b)
§uxy = comtinaa en Eagé;4w>@\;é{%§} Rergy = Jte,

A \iC‘oxnC\® lo ces: i
A - & X . & s @ i ptsentl ) S€N —————r
\&;\ S ;{C;‘iﬂ & Lxﬁ)r:( 6,) g e j) B P“’Z (? “ e ) m

jf,s,j:” fu | é? }/b‘/ , i 4__ \‘ ™ 2 ) e .,...—J;- -
\{g _ Qe (piefosente) sen e PQ“’O > Vo= e

= p0

(*) = Uim (:"Z@ sen ?3:— = \n%‘;ni\é‘;sime raco’*o{olo = O

Gm Sy = © = jco,c) = gcow\‘iw fL(Q@

Ww‘ﬁ es Coﬂ"‘fEWO\ en TRPZ’”
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Febrero 2007

Ejercicio 1 1. Demuestre, utilizando la definicion de limite, que

; 1
hmxsen—-z- = (.
x50 x

II. Considere la funcién f :R? — R dada por

1 ]
F(xy)= ysenm si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)

a) Estudie la continuidad de f en R?.
b) Estudie la existencia de las derivadas primeras y la diferenciabilidad de f en (0, 0) .

c) Estudie si f alcanza un extremo local en (O, 0) )
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Febrero 07 | Considere la serie de potencias
Ejercicio 3

= 1
_S_anx" con a,=——,neN

n

n3

n=1

a) Determine su intervalo de convergencia. Indique si la serie es convergente en los
extremos del intervalo.
b) Indique el conjunto de puntos donde la suma S(x) de la serie de potencias es derivable

y calcule §'(/3).
¢) Para x =3, calcule lim f(a,x") siendo f:R — R’ la funcién f(¢) = (e',cost+sent) .

ey
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( UNDAMENTOS MATEMATICOS II — Septiembre 2007 P2
Apellidos ... ... Nombre ......................
DNI e Grupo ....ooeieiiiiiiaaa.

« Puntuacién de este problema sobre el total del examen: 4 puntos.

2.1 (1 punto) Demuestre que toda sucesién (z,) monétona creciente y acotada superiormente es convergente.

2.2 Considere la funcion f : R2 — R dada por

Ho si(zy) #0,0)

v = {0 s (2,1) = (0,0).

2(a) (1.5 puntos) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f en R2.

2.2(b) (1.5 puntos) Justifique la existencia de extremos absolutos de f en [0,1] x [0,1] € R? y calctlelos.
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o ) |
~UNDAMENTOS MATEMATICOS II — Septiembre 2007 P3
Apellidos . ......coo i Nombre ........cccvviin. ..
DN Grupo ........ccooiiiiiiiiin..

= Puntuacién de este problema sobre el total del examen: 3 puntos.

3. Sea 1
falz) = T rzeR.

3.1 (1 punto) Estudie la convergencia puntual (y, en su caso, el limite puntual) de la sucesién funcional (fa(z)) en R.
3.2 (2 puntos) Estudie la convergencia uniforme de (f.(z)) en los intervalos:
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Considere las funciones f:R* - R y g:R — R? siguientes:
Febrero 2008
Ejercicio 1 )
Xy
— (x,y)=(0,0
Pey)=iayt o w200
0 , si(x,y)=(0,0)
g(t)=(at. 1)
donde @ y £ son constantes reales no nulas.
a) Estudie la continuidad de f en R?.
b) Estudie la diferenciabilidad de f en R?.
c) Enuncie la regla de la cadena para la diferenciacién de &, oA, con A :R" > R" y
h :R™ > R”.
d) Calcule las matrices jacobianas f° '( g(O)) y g'(O).
e) Calcule la composicién F = fog .Estudie si F'(0)= f '( g(O))- g'(0) y comente
el resultado.
oy C@ﬁ'{‘i w&w g
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, j

1 ::Cbﬂ*‘ﬁ \"\/\on en (\RZ@
5,\ ﬂlq o, 0f es sama, compesicica g precucle ol functones
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xn
Febrero 2008 1.- Sea fn (x) = 1+ x" para x 20.
Ejercicio 2
{ Demostrar que f, (x) es acotada.
2.- Estudie la convergencia uniforme de la sucesion funcional ( A )nEN en los intervalos:
a) [0,c] con O <c<1.
b) [b,0] con b >1.
c) [Leo].
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS II — 3 Septiembre 2008

P3

Apellidos ......... .. .. i Nombre ......................
Df€ ............................................. Grupo ... ...

= Puntuacién de este problema sobre el total del examen: 3 puntos.

3.1 (1 punto) Estudie la convergencia uniforme de la serie funcional -
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> "
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n el intervalo (—1,1).
3.2 (1 punto) Calcule el conjunto o campo de convergencia de la serie funcional
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