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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA .

L. Conceptos basicos de circuitos (0,5 ¢)

Variables y elementos de circuito: activos (fuentes, fuentes controladas, A.Q.) y pasivos (R, C,
L). Lemas de Kirchhoff.

I1. Anadlisis elemental de circuitos (0,7 c)

Analisis elemental de Circuitos. Equivalencia de circuitos. Thevenin y Norton. Circuitos con
Amplificador Operacional. Movilidad y transformacién de generadores.

II1. Analisis en el dominio del tiempo (1,0 c)

Caracterizacion de circuitos de ler. y 2° orden. Condiciones iniciales. Respuesta a las sefiales
escaldn, sinusoidal y a otras excitaciones.

IV. Analisis de Circuitos en Régimen Permanente Sinusoidal (1,0 c)

Analisis de circuitos en régimen permanente sinusoidal mediante fasores e impedancias.
Superposicién. Analisis sistematico de circuitos (nudos y mallas). Ejercicios.

V. Acoplamiento magnético y transformadores (0,5 ¢)

Acoplamiento magnético, transformador perfecto, transformador ideal.

VI Potencia, Energia y Resonancia (0,8 ¢)

Energia en L's y C's. Potencia activa, reactiva y compleja. Adaptacion de impedancias.
Resonancia en circuitos RLC serie y paralelo.
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TEMA 1: CONCEPTOS BASICOS DE CIRCUITOS .

1.1 Resistencias

Las resistencias son dispositivos lineales que cumplen la Ley de Ohm: Una resistencia man-
tiene entre sus bornas una tensién proporcional a la corriente que la atraviesa. La unidad de

resistencia es el ohmio (£2).

Por tanto en una + V —

resistencia la relacion V
entre la tension y la V=R-1 fe— R = — (Q)
corriente es lineal 7" I

Esto no es mas que . . . .
una aplicacién directa | Importante: En una resistencia por la que no pasa corriente no cae tension.

de la ley de Ohm

La conductancia se define como el inverso de la resistencia y tiene unidades de mhos (U ):
6=~ (V)
R

En el caso de las conductancias la ley de ohm se enuncia de forma inversa:

En ocasiones los cir-
cuitos pueden venir Ji
dados con conduc- V = -~
tancias en vez de G
resistencias

I
= 6—7 ©O)

Asociacién de resistencias

SERIE PARALELO

1 1 1 1
R =R +R, +R, E=F+§a—+]€
1 2 3
L=I=1I
b I=1L+1L+]
VEhrhh V=V, =V,=V,
— 1T 2773
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Excepto en el caso
de variacién de
parametros que
veremes mas
adelante
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1.2 Bobinas

Una bobina es un cable de cobre enrollado entorno a un nicleo cilindrico macizo.
La caracteristica fundamental de una bobina es su inductancia L que se define como:

Y @ -

T

donde ¢ es el flujo a través de la bobina e I es la corriente que circula por el cable.

(Henrios)

. I

A la hora de resolver circuitos debemos tener en cuenta tres cosas sobre las bobinas:

1. La relacién entre tension y corriente en bornas de una bobina es:

W© = 1 [0

2. Pnnc1p10 de continuidad de corriente a través de una bobina.

La corriente a través de una bobina es una funcién continua del tiempo. Matematicamente
queremos decir que:

L) =i,t)
3.Una bobma en corriente continua (CC) se comporta como un cortocircuito (para hacer esta

suposicion se supone que ya se ha dado por finalizado el régimen transitorio).

Asociacion de bobinas

Las bobinas se asocian en serie y en paralelo siguiendo las mismas reglas que las resistencias.
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Excepto en el caso
de variacion de
parametros que
veremos mas
adelante

La asociacién de
condensadores es
al revés que las
resistencias
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1.3 Condensadores
Un condensador es un conjunto de dos placas o armaduras (conductoras) separadas por un

dieléctrico (no conductor) donde las armaduras estin en influencia total, es decir todas las
lineas de campo nacen en una de ellas y mueren en la otra.

La capacidad C de un condensador se define como:

v -
]
o |

donde Q es la carga de una de las placasy ¥ es la tensién entre las dos placas.

C 2 (Faradios)
%

A la hora de resolver circuitos debemos tener en cuenta tres cosas sobre los condensadores:

1. La relacién entre tensién y corriente en bornas de un condensador es:

@ = = [

2. Principio de continuidad de tensién en bornas de un condensador.

'La tensién en bornas de un condensador es una funcién continua del tiempo. Matemética-
mente queremos decir que:

ve(ty) = ve(ty) v,

3. Un cendensador en corriente continua (CC) se comporta como un circuito abierto (para
hacer esta suposicion se supone que ya se ha dado por finalizado el régimen transitorio).

Asociacion de condensadores

SERIE PARALELO
+Q -Q +Q - +Q - 1 2
'z" ML L +Q, Q]
C _____”.___
+Qzl -Qz
|} C.

1 ! +Qn| I"Qn l
Cn

1 +Q -Q 2
.-—__”_——.
c

C=Ci+Cp+...4C,
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1.4 Generador de tension ideal
Un generador (o fuente) de tensién es un elemento circuital que mantiene una tensidn deter-
minada (que puede o no variar con el tiempo) entre sus bornas independientemente de la

corriente que lo atraviese. Su simbolo circuital es:

+

\%

Observaciones

¢ Cuando asociamos dos o mas generadores de tension en serie lo que hacemos es sustituir-
los por un solo generador cuyo valor es la suma de todos los generadores. Para el caso de

dos generadores en serie:

L - +
a asociacion en
serie de genera- V +
dores de tensién es 1 :
igual-que la de las &> V=V,
resistencias +

VZ

¢ No se pueden asociar generadores de tensién en paralelo (Fijate que habria un nudo que
tendria dos tensiones distintas a la vez, cosa que es imposible).

e Anular un generador de tension significa sustituirlo por un cortocircuito:

Generadores de tension dependientes

Puede suceder que en nuestro circuito encontremos generadores de tensidon que dependan de
alguna magnitud del circuito (la corriente de alguna rama o la tensién de algiin nudo), a este
tipo de generadores se les denomina generadores dependientes.
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1.5 Generador de corriente ideal

Un generador (o fuente) de corriente ideal es un elemento circuital que mantiene una
corriente determinada (que puede o no variar con el tiempo) a través suya independientemente
de la tensién que haya en sus bornas. Su simbolo circuital es:

€

¢ Cuando asociamos dos o mas generadores de tensién en paralelo lo que hacemos es susti-
tuirlos por un solo generador cuyo valor es la suma de todos los generadores. Para el caso
de dos generadores en paralelo:

¢ No se pueden asociar generadores de corriente en serie (Fijate que la rama en que estuvie-
ran los generadores tendria dos corrientes distintas simultaneamente, cosa que es
imposible).

Observaciones

¢ Anular un generador de corriente significa sustituirlo por un circuito abierto:

3 -

Generadores de corriente dependientes

Puede suceder que en nuestro circuito encontremos generadores de corriente que dependan de
alguna magnitud del circuito (la corriente de alguna rama o la tensién de algiin nudo), a este
tipo de generadores se les denomina generadores dependientes
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1.6 Leyes de Kirchhoff

Los lemas de Kirchoff van a ser nuestra herramienta fundamental para este curso de analisis de
circuitos. Las utilizaremos en la practica totalidad de los ejercicios. En teoria de circuitos estas
leyes son axiomaticas, por consiguiente son aceptadas sin demostracion.

Primera ley de Kirchhoff. Ley de los nudos

Se enuncia diciendo que:

La suma de las corrientes que confluyen en un nudo es siempre igual a cero

O también:

Esto sera lo que La suma de las corrientes que “entran” en un nudo es igual a la suma de las corrientes que

nosotros utilicemos “ ,,
habitualmente salen” del nudo

Por ejemplo, consideremos un nudo genérico de una red cualquiera como el mostrado en la
figura. En este caso tenemos que:

s ;LL?»
S D
A A M‘CEQ Ag Ii *"‘L’S = "I:;Z»?”‘LL{
+ &57 T‘TS nudo B¢ I, = X +05
“+
X B

A -
Segunda ley de Kirchhoff. Ley de las mallas

Se enuncia diciendo que:

La suma de las caidas y subidas de tension a lo largo de una malla es siempre cero

O también:
Esto sera lo que , ‘s . .
nosotros utilicemas La suma de las caidas de tension en una malla es igual a la suma de las elevaciones de
habitualmente tension en esa misma malla

Para aplicar esta ley fijaremos un sentido de recorrido de la malla (por ejemplo, el que se
sefiala en la siguiente figura) y partiendo de un elemento recorreremos el lazo en el sentido

indicado:
e Silos signos de las tensiones de los elementos son primero signo +y luego signo — se
considera caida de tension
e Si los signos de las tensiones de los elementos son primero signo —, y luego signo +
se considera elevacion de tensién
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1.7 Nudo de referencia. Concepto de masa de un circuito.

Lo primero que debemos tener claro para entender el concepto de masa, es que las tensiones o
potenciales en un circuito son magnitudes relativas, no absolutas.

Por tanto, es posible decir: “En esta resistencia hay una diferencia de potencial de 5 voltios”.
Eso significa que entre un extremo y otro de la resistencia hay una diferencia de potencial de 5
voltios. Fijate que estamos midiendo la diferencia de tension entre dos puntos del circuito.

Sin embargo no es posible decir: “En el punto A del circuito hay 5 voltios”. Lo que podriamos
decir seria: “En el punto A del circuito hay una diferencia de potencial de 5 voltios respecto al
punto B”.

Pues bien, en la practica, por comodidad se suele definir un punto del circuito al que se le
asigna un valor de tension de referencia de 0 voltios. A ese nudo del circuito se le denomina
nudo de masa.

Si se ha definido un nudo de masa en el circuito, si se puede decir: “El nudo A del circuito esta
a 5 voltios”, porque automaticamente se entendera que lo que se quiere decir en realidad es:
“Elnudo A del circuito esta a 5 voltios respecto a masa”, o lo que es lo mismo: “Entre el nudo
A del circuito y el nudo de masa, hay una diferencia de potencial de 5 voltios”. :

Veamos ahora algunos ejemplos de como representar el nudo de masa en un circuito:
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Para aplicar esto las
resistencias tienen
que estar en serie
{debe circular por
todas ellas la misma
corriente)

Para aplicar esto, las
resistencias tienen
que estar en paralelo
(todas ellas con la
misma tensién)

iOJO! los
generadores de
tension ideales (sin
resistencia en serie)
no se pueden
transformar

iOJO! los
generadores de
corriente ideales (sin
resistencia en
paralelo) no se
pueden transformar

www.simplyjarod.com

TEMA 2: ANALISIS ELEMENTAL DE CIRCUITOS :

2.1 Divisor de tension y de corriente

Divisor de tensién ) { {
Fésmula generalizada:

R
y, ! , v Ri
R + R, U‘ — ,
Rz ‘ Z Rﬁ
Al

v, = —=—V
R + R,

acias

valido pafe M W?@\f

Fé el o j€ ne rc&\:i%acé& :

s A W ot P

1 2 [

A I =60

' R+R \;*4;\101\0 parmes n ‘4’95:“5&&&&3

— iﬁ; Ce n(i}iC’i& T\C}CX)
G=% (

2.2 Equivalencia de generadores reales

Un generador de tensién real (es decir un generador de tension ideal v, en serie con un

resistencia R ) es equivalente a un generador de corriente real compuesto por un generador de

: v
corriente ideal de magnitud 7, = 7? y una resistencia R en paralelo.

A
+ {=>
g
B

Reciprocamente, un generador de corriente real (generador de corriente ideal de magnitud i,

en paralelo con una resistencia R) es equivalente a un generador de tension real compuesto
por un generador de tensién ideal de magnitud v, = i, R y unaresistencia R en serie.

3

3
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Vemos un ejemple de
esto en el ejercicio de
clase 2.2

jOJO! Un generador
dependiente puede
ser equivalente a una
resistencia
“negativa”. El
significado fisico de
esto es que dicho
generador se esta
usando para
representar un
dispositivo activo

Un ejemplo de esto
también aparece en
el ejercicio de clase
22

Esto se usa mucho
en la asignatura
CEAN de segundo
curso
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2.3 Equivalencia de generadores dependientes

Se hace de la misma forma que con los generadores independientes pero hay que tener cuidado
con la variable de control. Esta variable se debe conservar al realizar la transformacién a la
estructura equivalente, o de no ser asi, obtener una ecuacién que relacione esta variable de
control con las variables del nuevo circuito resultante de aplicar la equivalencia.

2.4 Generador de tensién dependiente como resistencia

Si un generador de tension de magnitud v, = @i esta controlado por la corriente que lo

atraviesa, entonces se puede sustituir (es equivalente) a una resistencia de valor R = .

(| g
+ . A
o« s ‘2o

2.5 Generador de corriente dependiente como resistencia

Siun generador de corriente de magnitud /, = v estd controlado por la tensién a la que esta

. . . o 1
sometido, entonces se puede sustituir (es equivalente) a una resistencia de valor R = —

gﬁ\r; + W& e - + -
U = 2z |V - Lyt 25
V'<>- < <V \r{::} *‘;Z\V - K

S

2.6 Resistencia en paralelo con cortocircuito

Cualquier estructura resistiva que esté en paralelo con un cortocircuito se puede eliminar
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2.7 Movilidad de generadores de tension y de corriente

Debido a las propiedades de los nudos v de las mallas los generadores ideales de corriente y
tension se pueden “mover” de las siguientes formas.

Generadores de tension

malle ne @“Zu\;j -Vy =0
Se sustituye un

generador de tensién
por otros de igual
valor en otras ramas
de manera que no se
modifiquen las
ecuaciones de las
mallas

m&@& m: -\ -r\ﬁ:j +V4y =0

mca\écx c -y -V 20

mx&ffg: g : ﬁ""i 3 =

Generadores de corriente

Se sustituye un
generador de
corriente por otros de
igual valor en otras
ramas de manera
que no se modifiquen
las ecuaciones de los
nudos
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Observa que basta
con calcular dos de
los cuatro parametros
para poder obtener
todos los demas.

Ffjate que estas dos
ultimas relaciones no
son otra cosa que las
de equivalencia entre
generadores reales.

El método 3.b) sélo
vale si no hay
generadores
dependientes en el
circuito. Un ejemplo
se ve en el ejercicio
de clase 2.4

www.simplyjarod.com

2.8 Equivalentes de Thevenin y Norton

Un circuito formado por generadores vy resistencias, como el de la figura:

(M\{C,&;\\“%C‘

de

&
e - :
.Wl [ S o F S 'i@
4
'

cor GerneYnane
Y feSsS%?fg‘ﬁ> &
3 (cxsi“\w!wi ) {C;‘r&;}\
L opas C}

<j€’i“=a§2\<:ic€€3 Li) ’{ii‘?\"?f"zék&s = cwcm\{f} (‘{‘é“[

siempre se puede hacer equivalente a:

b) Circuito equivalente de Norton

a) Circuito equivalente de Thevenin
Parametros a calcular: iy, Ry

Pardmetros a calcular: vy, Ry

¢
e .
cif L.
”’/;‘/Z/ de
3 RQJ 'Ur CE T en
Ly - j

Calculo de los pardmetros:

1) vp,: tension en circuito abierto { {=0) 2) iy. corriente en cortocircuito (v=0)

(Q%{w;*? - W G cive CU\\“{& b
Linea Vi }EW‘E& -
c&ciig@’, - Th gg{w’i Cid

3) Rp=Ry. Hay varias formas:
— Y

3.a) A partir de vy, e iy Ry, =R .
Iy

3.b) Si se desconectan los generadores mde endlentes la resistencia equlvalente del
circuito resultante es Ry =Ry ( sole vali £ ne axsgiezn %{?ﬁ er. de pendien es)

3.¢) Se desconectan los generadores independientes y se utiliza un generador auxiliar
(de tension o corriente). Entonces se cumplira:

circuido -
xg LAk
Ginea

El método 3.c) vale ?:;: l\gi +
siempre. Un ejemplo s v
de su uso esta en el . nesadoces Vaux RTh = RN =5
ejercicio de clase 2.5 “%’%C‘iégf‘”ﬂfi‘ e

: O‘}j .«5‘ iay\x {‘eﬁé S Gve S<>a§

g‘ ! Qi{}i ?Q_,EQ ?c;zga Wi O 3@
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E! ampilificador
cperacional ideal
2s una muy buena
aproximacién al
funcionamiento del
amplificador
operacional real
para simplificar los
célculos

Esta caracteristica
es importante a la
hora de obtener re-
laciones en el
circuito

Un amplificador
operacional real
tiene una ganancia
e impedancia de
entrada muy
grandes {peroc no
infinitas) y una
impedancia de
salida muy
pequefia {perc no
nula)

Ver ejercicio .18

Ver ejercicio 1.16

www.simplyjarod.com

2.9 Amplificador Operacional Ideal

El amplificador operacional ideal es el Gltimo elemento circuital que vamos a utilizar en los
circuitos de esta asignatura. Su configuracién basica es la siguiente:

Tw ey

—Vee

Las entradas se llaman entrada inversora (la del signo menos) y entrada no inversora (la
del signo mas). La salida es siempre una salida diferencial, es decir:

Vo= Ay, =4,V - TV)

La funcién de transferencia (salida en funcién de las entradas) es la siguiente:

f;c;;}v( (acio

— i (’Viﬁ - Vo)

Sc{i‘k& Yeicidn
Caracteristicas principales de un AQO ideal

- Mientras el AO se encuentra no saturado se cumple el principio de “cortocircuito virtual” lo
que quiere decir que se considera que las entradas inversora y no inversora estan a la misma
tension:

- Si el AO esta saturado no se cumple el cortocircuito virtual (perdemos una ecuacién) pero a
cambio conocemos el valor de lasalida V|, = +V/. (a cambio ganamos otra ecuacion).

- La corriente por las entradas inversora y no inversora se considera siempre nula:

- La ganancia de un AO ideal es infinita.

- Laimpedancia de entrada de un AO ideal es infinita.

- La impedancia de salida de un AO ideal es nula.

- Un circuito con AO ideales siempre se estudia utilizando la ley de Kirchoff para nudos

(nunca se hace por mallas).

- El nudo de salida del AO nunca se pone como ecuacion (a no ser que te pidan la
corriente que sale de dicho AQO), ya que introduces una ecuacién mas, pero también
una incognita mas.

- Nunca se debe plantear la ecuacion del nudo de masa en circuitos con AQOs

www.monteroespinosa.es - Clases de IACR - Tfnos 91 544 5377 , 619 142 355
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En ingenierfa se utiliza
“/” en vez de “i”

Fijate que en realidad
son s6lo dos formas:

- Representacién con a
yb

-Representacion con o
y &

Usaremos principal-
mente la forma
binémicay la
exponencial

Forma binémica a
forma polar

Forma polar a forma
binémica

Recuerda que

ji=t=-1

No es necesario apren-
der de memoria esta
formula. La regla préac-
tica consiste en multipli-
car y dividir la fraccién
por el conjugado del
denominador.
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APENDICE A: NUMEROS COMPLEJOS .

A.1 Definiciones

e Un niimero complejo z es un par ordenado (a, b) de nameros reales donde,
a= Re(z) = parte real de z
b =Im(z) = parte imaginaria de z
¢ La unidad imaginaria (designada por ) es el nimero complejo (0,1). Ademas
tenemos que j = +v-1.
e El afijo de un complejo z es el punto del plano cartesiano de coordenadas (a, b).

A.2 Formas de representar un niimero complejo

Forma cartesiana: z=(a, b)
Forma binémica: z=a+jb
e Forma polar: z= p,
e Formaexponencial: z= pe’®

e Forma modulo-argumental: z= p(cos@+ jsiné)

Para pasar de una a otra forma hacemos:

_ \/‘ Z b2
z=a+jb ={P TVNEF = z=p-ef
@ = arctan(b/a)
, = o
z=pe? = ? pc'os = z=a+jb
b = psiné

A.3 Operaciones con niimero complejos

Suma: z+z, = (a+jb)+ (a,+jb) = (aq +a,)+jb +b,)
Resta: zy-2z, = (q+jb)- (a,+jb) = (aq—-a,)+ jb-b)
Multiplicacién:  z, -z, = (a, + jb) - (a, + jb,) = (aa, — bb,) + j(ab, +a,b)
7.2, = plejgj ,p2ej‘92 — (pl ,p2)ej(‘91+‘92)
Division: 5 _ o+ ]"b1 _(a + ]b, Na, - j'bz) =a1a22 + blzb2 .azlb22 —a22b1
z, a,+jb, (a,+jb)a,-jb,) a;+b a, +b;
a _ Plejia' — [_&Jem-m
z,  pe” P
Elemento inverso: z~' = —1—= ! = (@-jb) =— a i b 5
z a+jb (a+jb)a-jb) a +b a +b
1 .
-1 _ S Ly -
- ejg - (p )e !

A.4 Complejo conjugado

Forma bindmica: Sea z = a+ jb, su complejo conjugado es z=z7=a- Jjb

Forma polar: Sea z=pe’® , sucomplejo conjugado es z=z = pe '’
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Propiedades: 1) (z;,+2z,) =2z +

N
[®)

N

+ z—
v Re(z)="=  Im(z)= -
2 2j
A.5 Modulo de un complejo
Sea z = a+ jb, llamamos médulo de z al niimero real no negativo |z| = a* +b*

Propiedades: i) |z]| = |z| = \/Z-—Z-:::>Z-z:=!zi2
i) sioz#0 ozt o= =
2

iv) |7 20, |7=0 solo si z=0

V) lzz,| = 1z]lz2]|
z z
| |z

A.6 Potencias y raices complejas
Sea el namero complejo z = p- e,

e Potencia enésima:

Férmula de Moivre "= pnejmg

e Raices enésimas:

r=’{/;>0

Un niimero complejo Q/_Z‘ = re’* donde 0+ 2k

tiene n raices enésimas para k=0,1,.,n-1

n

Observacién
Es conveniente manejar con soltura las potencias de la unidad imaginaria j :

==L === L7 =

4n+2 4n+3

+4n +4n+1

yen general : ] = 1 = 1,]

A.7 Exponencial compleja

La formula de Euler se ”
admite sin demostra- | Férmula de Euler : e’
cién

=cosé + jsend, OGeR

Esta férmula se puede aplicar a cualquier numero complejo de laforma z=a+ jbeC:

& = e = ¢%”® =¢“(cosh + jsenb)
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Como resolver este
tipo de problema
matematico es algo
que se veen la
asignatura FMT4
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TEMA 3: ANALISIS DEL DOMINIO DEL TIEMPO.

3.1 Régimen transitorio y régimen permanente
Las técnicas que vamos a estudiar en este tema, nos van a permitir analizar:

e El régimen permanente de un circuito: como se comporta el circuito cuando lleva un
tiempo “largo” funcionando, es decir, una vez se han estabilizado las variables
(corrientes y tensiones) del circuito.

o El régimen transitorio de un circuito: como se comporta el circuito durante periodos
“cortos” de tiempo, en los momentos posteriores a que se haya producido un cambio
en el circuito

Mediante la técnica de analisis fasorial (tema 4 y posteriores), podiamos analizar el régimen
permanente de circuitos con generadores de tipo sinusoidal.

Esta técnica por tanto es mas general que la de analisis fasorial, porque permite analizar
regimenes permanentes cualquiera que sea el tipo de generador (es decir, no tiene que ser
necesariamente sinusoidal), pero sobre todo, permite analizar regimenes transitorios, lo cual
era imposible con el método de analisis fasorial.

Veamos un ejemplo grafico que nos ayude a entender el concepto de régimen transitorio y
régimen permanente:

J*kéﬁ} f < En t=0 se éni‘zeﬂc’i@

& eﬂ@?{%@%&f de
- jkm» Sc&v’ii‘{m*

En + =t, se ach\m

5 {q ; + & ccmwvﬂ"ﬁ&ii
iééj'%rcms?f@gié Rég - Péq. IReq , o inkecrnp
: ?es' cmm&t’ toang. ?Qim@nc’-“ﬁf
con+inme Con A WMG,

4;‘\\5@{?{}
En f;@ s¢ éfic??ﬂé’i‘z

A S genecade
/\\/\jg\/\/\/\/\/\/\ 3@%3‘@ ;iaﬁ

jo‘ {ansi torio ?55 perm. SE‘WE‘:};&CA&G

El precio que hay que pagar al utilizar este tipo de andlisis (que nos aporta una informacién tan
completa del circuito) es que hay que resolver problemas de valor inicial (PVI), o lo que es
lo mismo, ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales. Las ecuaciones diferenciales
que nos apareceran seran EDOs lineales y de coeficientes constantes.

A continuacion nos centraremos en como resolver dichos PVIs, distinguiendo entre los
distintos casos que pueden aparecer
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Este es el caso mas
habitual en esta
asignatura

Lo primero que
haremos siempre es
expresar la EDO de
esta forma

En este caso el
término independien-
te de la EDO es CF
que es un valor cons-
tante

i0JO! La formula
solo es valida si la
condicidn inicial es
y(0). Sies y(T)
veremos en los
ejercicios como
hacerlo.

Este caso tan sencillo
se puede resolver
directamente median-
te una fomula, pero
también se puede
aplicar el método
general, que es el
que se ve en FMT4,y
es el que usaremos
para el resto de
casos.
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3.2 PVIs con EDO de primer orden.

Este tipo de PVIs es a los que vamos a llegar siempre que nuestro circuito contenga bobinas o
condensadores (pero no ambos simultdneamente) ademas, por supuesto, de resistencias y
generadores.

3.2.1 Término independiente constante

Las EDO lineales con coeficientes constantes de primer orden y con término independiente
constante se pueden expresar siempre de la siguiente forma:

)
T +y(t)=CF
dt (e ’
donde los parametros 7 y CF son constantes reales que llamaremos “constante de tiempo”'y

“condicion final " respectivamente.

Ademas, a la EDO siempre le acompafia una “condicion inicial ” (nos la daran como dato o
tendremos que averiguarla nosotros) de la forma:

- y(0)=CI
donde CI es una constante real que llamaremos “condicion inicial ”.

Es decir, el PVI (ecuacion diferencial + condiciones iniciales) que tendremos que resolver en
este caso sera de la forma:

ri‘%{l—k y()=CF

y(0)=CI

Para este caso tan sencillo la solucion de sistema formado por la EDO y la condicién inicial es

de la forma:
[9(6)=(CI-CF)e " +CF |
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3.2.2 Término independiente no constante (dependiente del tiempo)

Si al analizar el circuito, llegamos a un PVI de la siguiente forma:

T@d§2+y<f>:f<f)

w(O)=CI
En este caso ya no existe una férmula general que nos devuelva directamente el resultado de la
EDO como sucede en el caso anterior. Ahora tendremos que aplicar la técnica aprendida en

FMT4 para obtener la solucién de la EDO. Esta técnica consiste en obtener la solucién general
de la EDO homogénea (SGH) y sumarle una solucién particular de la EDO completa (SPC):

5 y(t) =yy(0)+ Ve )
Veamos los pasos a seguir:

ay(t
17 paso: Calculo de la SGH (solucién general de la EDO homogénea 7 J;Z(t )

+y(1)=0)

La constante X se ;

determi | . it
qﬁiﬁ{? g;asﬁ';iamr Cuando la EDO es de primer grado, la SGH siempre va a tener la forma: y, (f)=Ke *

de la condicién inicial

ay(t
2° paso: Cilculo de la SPC (solucion particular de la EDO completa 7 ):15 ) +y(H)=f(1))

En cuanto a la SPC se puede demostrar que tiene siempre la misma forma que el término
independiente f(f) . Por ejemplo:

Si f(t)=at+b 1a SPC tendré la forma: y,(f)=At+B

Si f(t)=e™™ la SPC tendra la forma: y,(f)=4e™
Etc...

3% paso: Cilculo de las constantes de la SPC

Las constantes A4, B,... se calculan sustituyendo y,(f) en la EDO completa e identificando

coeficientes.
4° paso: Cilculo de la SGC (solucién general de la EDO completa SGC)

La obtenemos como:
Y=y, (O+y, @)

5° paso: Aplicacion de la condicién inicial

Por ultimo, particularizamos la SGC para obtener la solucion que nos interesa, usando la

i0JO! La CI siempre | condicion inicial y(0)=C/, lo que nos permitiré obtener el valor de la X, que alin estaba por

se usa en este paso y .
no en el primero determinar.

Nota: si no la dan como dato, la condicion inicial y(0)=CI se obtendra de a partir de las
condiciones de continuidad de corriente en las bobinas o de continuidad de tension en los
condensadores.
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3.3 PVIs con EDO de segundo orden

Las EDO lineales con coeficientes constantes de segundo orden se pueden expresar siempre de
la siguientes formas:

L0 26HO
T g T = 10

&y HO) | o
2L+ 208 P2 4 0}y = £

donde los parametros que aparecen en la EDO son los siguientes:

Habitualmente utiliza- .. .
remos la segunda de | @, = Pulsacion propia (rad/s)

las formas . . . . .
£ = Coeficiente de amortiguamiento (adimensional)

Nosotros resolveremos siempre PVIs (problemas de valor inicial) que son el conjunto de una
EDO y unas condiciones iniciales como se muestra a continuacion:

d’ y(t) dy(t) 2
P + 20,8 dr + oy y(1) = ()
»(0) =C11 -
Y O=¢r

Para resolverlo aplicamos, al igual que en el apartado anterior, la técnica aprendida en FMT4.
Esta técnica consiste en obtener la solucion general de la EDO homogénea (SGH) y sumarle
una solucién particular de la EDO completa (SPC).Mas en detalle:

1% paso: Calculo de la SGH

SGH puede tener distintas formas y la vamos a
tica:

Cuando la EDO es de segundo grado, la

De esta ecuacion se obtienen tres casos:

= Amortiguamiento supercritico: si ¢ >1
En este caso las dos raices de la ecuacion caracteristica son reales y distintas. Considerando
5, =0y, 5, =0, € R la SGH viene dada por:

vy (@) = Ke®' + K™

Las constantes K y | Amortiguamiento critico: si ¢ =1
K, se determinanen | En este caso tenemos una raiz real doble de la ecuacion caracteristica que, ademas, sabemos

el 5° paso a partir de . .
1as cc?ndicion%s inicia- | que siempre es §,, =~ @, € R y la SGH viene dada por:

los (@) = (K, + Kyt)e™

= Amortiguamiento subcritico: si &' <1
En este caso obtenemos dos raices complejas conjugadas de la ecuacion caracteristica
5, = A% j6 ylasolucion viene dada por:

yy () = e¥ (K, cosbt + K, sen 6t)
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2° pase: Calculo de la SPC

En cuanto a la SPC se puede demostrar que tiene siempre la misma forma que el término
independiente f(¢). Por ejemplo:

Si f(#)=ar+b 1aSPC tendra la forma: y,(f)=Ar+B

Si f(f)=e " la SPC tendré la forma: y,(f)=Ae™

Si f(t)=A 1aSPC tendrd la forma: y,(#)=B
etc...

3% paso: Célculo de las constantes de la SPC

Las constantes 4, B,... se calculan sustituyendo y,(f) en la EDO completa e identificando

coeficientes.

4° paso: Cdlculo de la SGC

La obtenemos como:
Y=y, (O+y,(1)

{0JO! Las 5° paso: Aplicacién de Ia condiciones iniciales

condiciones iniciales

siempre se usan en ;1o . . .z .
este gaso ynoenel | Por tltimo, particularizamos la SGC para obtener la solucién que nos interesa, usando las

primero condiciones iniciales y(0) = Cl, ¢ y'(0) = CI, lo que nos permitira obtener el valor de las X;

y K> que ain estaba por determinar.

Nota 1: La primera de las condiciones iniciales, siempre la obtendremos a partir de las
condiciones de continuidad de corriente en las bobinas o de continuidad de tensién en los
condensadores. La segunda la obtendremos a partir de la ecuacién de un nudo o de una malla

particularizada en ¢ = 0", como veremos en los ejercicios.

Nota 2: Por tltimo, para expresar la solucién final conviene tener en cuenta que:

K, cos6t + K,sen6t = Kcos(6t + @)

donde:

K =K} + K} qoz—arctan%

1
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3.4 Variacion de parametros

Hasta ahora para obtener las condiciones iniciales de primer orden nos hemos basado en los
principios de continuidad de tensidn en los condensadores y de continuidad de corriente en las
inductancias:

@)= @) 0)=50)

Sin embargo, podemos forzar discontinuidades en la corriente en una inductancia o en la
tension de una capacidad mediante conmutadores o interruptores. Por ejemplo, si abrimos un
interruptor que esté en serie con una inductancia, la intensidad que pasa por la inductancia se
interrumpira bruscamente. De modo similar, ocurriria en el caso de un condensador que se
cortocircuita cerrando un interruptor que lo pone en paralelo con un cortocircuito, la tension se
hace cero bruscamente.

Tampoco se cumple la continuidad de la tensién en un condensador si al cerrarse o abrirse un
interruptor, se pone en paralelo con otro condensador, ya que entonces varia la capacidad del
condensador resultante. De la misma manera no se cumple la continuidad de la corriente en
una bobina si al cerrarse o abrirse un interruptor la bobina se pone en serie con otra, ya que la
autoinductancia de la bobina resultante sera distinta de la original.

Es decir, en estos ejemplos y otros, las condiciones iniciales primarias en f =0~ son

diferentes de las condiciones iniciales en £ = 0" :

v (07) # v (07) i,(07) #i4,(07)

A continuacion explicamos como determinar en estos casos las condiciones iniciales en
t =07 en funcién de las condicionesen f=0".

Circuito con capacidades

En el caso en que se produzca variacién brusca de v, en dos condensadores utilizaremos la

Ley de conservacién de la carga ¢(07) =¢(0%):
Esta ecuacién es fa- C'l VC1(0+) -+ C2 VC2(0+) = C’l Ve )+ C2 ch(()“)

cilmente generaliza-
ble a mas condensa-

En el caso en que se produzca variacion brusca de i, en dos bobinas utilizaremos la Ley de

conservacion del flujo magnético ¢(07) =¢(0"):
Igualmente esta ecu-

T aeiont s C oty T s e .-
qeneralizable a mas Liy @) + Li,(07) = Ly (00) + L, 1,(0)
bobinas

Hay que tener cuida-
do con los signos de
tensiones y corrien-
tes, como veremos
en los ejercicios
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A lo largo de estas
hojas ¢, se refiere
Ve 0 Ig indistinta-
mente, segun se trate
de una fuente de
tension o corriente

En caso de que exis-
; tan generadores con
’ distinta pulsacién ten-

dremos que aplicar

superposicién

—;f’ Recuerda gue:

A veces interesa
trabajar con
admitancias. La
admitancia de un
elemento pasivo es el
inverso de su
impedancia:

I 1
Y=t=—(Q"
y=z )

)
- sena =Cosj ¥ ——
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TEMA 4: REGIMEN PERMANENTE SINUSOIDAL .

En este tema vamos a estudiar el Régimen Permanente Sinusoidal, abreviadamente RPS.
Durante todo este tema vamos a suponer que el régimen transitorio ya ha acabado (o sea,
“hace mucho tiempo que empezé a funcionar el circuito, o conmutd el Gltimo interruptor o se
produjo el Gltimo cambio en un generador”). Ademés todas las fuentes del circuito, tanto de
tension como de corriente, deben ser de tipo sinusoidal de la forma:

e (1) = Acos(at + @) = AcosQrfi+p) 6
e (1) = A sen(ot+¢p)=A4 sen(2x ft + @)

Si se cumplen esas condiciones, podremos sustituir el circuito por su “circuito fasorial”
asociado y analizar éste. En el circuito fasorial, las tensiones y corrientes se sustituyen por su
fasor correspondiente, y los elementos pasivos (resistencias, bobinas y condensadores) por su
impedancia asociada. Més adelante veremos qué es un fasor, y qué es una impedancia.

nalizar el circuito fasorial todos los generadores deben tener la misma pulsacion

(la misma frecuencia). Recuerda la relacion entre la frecuencia y la pulsacion:

2
o=2rf= ?ﬂ donde T es el periodo de la sefial sinusoidal

Definicién de fasor

Antes de nada, es importante dejar claro que un fasor es un niimero complejo.

En el caso de un generador tipo coseno obtendremos su fasor asociado de la siguiente forma:

€, (t) = Acos(wt + @) =Re[A cos(ot + @) + jAsen(wt + ¢)] -
= Rel:A(cos(cot + @) + jsen(wt + q)))] = Re[Aej(a)t+¢)] _
- fterer]-Re o]

Resumiendo, podemos concluir que:

Para una fuente ¢, (¢) = Acos(at +¢) su fasor asociado siempre es E, =Ae’”® ;

En caso de que la funcién sea de tipo seno la transformaremos a coseno de la siguiente
manera:

e (1) = Asen(wt + @) = Acos(wt+go—%) = Acos(wt+¢') con ¢’ =§0-—72-[-

Impedancias de los elementos pasivos en RPS

Sean V e I los fasores asociados a las sefiales sinusoidales v(r) e #(f) (tensioén y corriente
sobre el elemento pasivo correspondiente). Definimos la impedancia Z' de un elemento
pasivo en un circuito en RPS como:

z=L

(€2)
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Muy importante:

La impedancia es

un nimero com-
plejo en general, al
ser ef cociente de dos
nimeros complejos

Fijate que la asocia~
cién de impedancias
en un circuito fasorial
cumple las mismas
relaciones que fa
asociacién de re-
sistencias. De hecho
en un circuito fasorial
se trata a las impe-
dancias de la misma
manera que en el
tema 2 tratdbamos a
las resistencias.

Esto es lo que se
utiliza en la practica

www.simplyjarod.com

Impedancia de la resistencia:  Z = ZI_ = R
. . 14 1
Impedancia del condensador: Z = — = ——
I joC
. . ~ Voo
Impedancia de la bobina: Z = 7 = jwlL

Asociacién de impedancias

La impedancia equivalente de la asociacién en serie de N impedancias, es:
L= +Z,+.+2Z,

La impedancia equivalente a la asociacién en paralelo de N impedancias, cumple la regla:

1 1 1 ZZ
1 = —+—+...+— y en particular para sélo 2 impedancias: Z, // Z, = —2—
zZ Z, Z, N 174,
Analisis de circuitos fasoriales

Estos circuitos en que las tensiones y corrientes se han sustituido por sus fasores asociados, y
los elementos pasivos por sus impedancias asociadas, se analizan exactamente igual a cémo
hicimos con los circuitos con sélo generadores y resistencias, y es aplicable todo lo que
aprendimos entonces (Tema 2). El tinico inconveniente es que al ser los fasores y las
impedancias nimeros complejos, en las cuentas aparecen niimeros complejos.

Una vez resuelto el circuito fasorial (obtenemos el fasor de la tension o corriente que nos

pidan) obtendremos las sefiales deseadas en el dominio temporal aplicando la relacién entre un
fasor y la sefial temporal que tiene asociada:

e(t) =Re[ Ee’ ]

Para un fasor de la forma E = Ae’? su sefial en el tiempo asociada es: e(f) = 4 cos(wt + @)

Observaciones

Fijate que aunque haya que trabajar con complejos, resulta mas cémodo que tener que resolver
ecuaciones diferenciales. Pero hay que recordar que este método sélo es valido para circuitos
con generadores sinusoidales, y ademas so6lo nos da informacién sobre el régimen permanente,
y no sobre el régimen transitorio (intervalo de tiempo desde que se produce el ultimo cambio
en el circuito hasta que las tensiones y corrientes se “estabilizan”, ya que una vez estabilizadas
el circuito esta en régimen permanente).

En resumen:

e Circuitos con s6lo generadores y resistencias se analizan siempre en el dominio del
tiempo independientemente de cdmo sean los generadores (Tema 2)

Circuitos donde aparezcan bobinas y condensadores y donde nos interese el régimen
transitorio, se analizan en el domino del tiempo y apareceran ecuaciones diferenciales
(Tema 3)

Circuitos con condensadores y bobinas donde los generadores sean sinusoidales, y
s6lo nos interese obtener las variables del circuito en régimen permanente, se analizan
usando el circuito fasorial asociado y obteniendo después la sefial deseada en el
dominio del tiempo usando la relacién entre el fasor de la sefial y la sefial en el

dominio del tiempo (Tema 4)
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Estos métodos sélo
sirven en circuitos
fasoriales (tema 4) o
en circuitos con solo
generadores y
resistencias (tema 2)

N

Fijate que una vez
conozcamos las
tensiones en todos
los nudos, sera muy
sencillo calcular la
tension o corriente en

cualquier elemento
del circuito. Por eso
se dice que las

7 tensiones en los
nudos son variables
generadoras.

| I/i E Admitancias conectadas al nudoi ~~ 2 I/_, « Admitancias entre los nudosiyj = E Corrientes que entran al nudo i (generadores)

www.simplyjarod.com
4.2 Analisis sistematico de circuitos

En general se puede afirmar que un circuito que tiene B elementos y N nudos, tendra:

N - 1 ecuaciones de nudo linealmente independientes, que se pueden obtener usando
las leyes de Kirchoff de las corrientes.
‘BN + | mallas independientes, de las que podemos obtener B — N + 1 ecuaciones de
malla independientes aplicando las leyes de Kirchoff de las tensiones.

Por ejemplo el circuito de la figura:

‘2 N"Swo’og => N-1=2Z2
Z ecuaciones de Y\«\Ac{o “"Olf’Pf’ﬂA\‘é’n48g
8z & R = 4 elementos => B-N+1=2

2 ecuaciones He malla \«nolff(aé’ﬂohelﬂey

Existen dos métodos de anélisis sistematico de circuitos, que permiten resolver de manera
mecanica cualquier circuito. Las desventajas de estos métodos es que son poco intuitivos (el
significado fisico de lo que se estd haciendo queda algo oculto), y, ademds en muchas
ocasiones las operaciones requeridas para resolver los sistemas de ecuaciones que se obtienen
son bastante tediosas. En cualquier caso es un método ideal para que lo usen los programas de
ordenador que resuelven circuitos, ya que es sistematico y mecénico.

Método sistematico de andlisis por nudos
Los pasos a seguir son:

Se debe tomar un nudo de referencia (masa) al que se le asigna un valor de tension de

0 voltios.
@ Al resto de los nudos del circuito se les asigna una tension (incognita).
# La ecuacion genérica del nudo i-ésimo sera:

Se puede ver en el siguiente ejemplo:
N=H=> 3 couaciones de nudo inde P
Nudo Ax Va (% ¥2) = Vg, - Ve 2 = Ty
Nudo B: Vg (¥i+ ¥a) - \pYs -O % = g2

Nudo ¢+ Ue (Yt V) =Un Yo -0~ Yy = 132

Ve

S\S\'P Ma ) Decs
S céj
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Si en el circuito hay generadores de tensidn, hay que tener un poco més de cuidado, como se
ve en el siguiente ejemplo:

A% Va2 ’ ; .
r m% M“CLQA‘\K&C‘%%*E)~U%?~C}-ErL7<
1

' i BN | i
Nodo c: Vi +L)- ek 0t - T,

exlra i VA - Uz = V3o
\ i . % U ecaacones
LIS TeVY A L e
77T A Cc:jm bex
N = 4 mudes
N-1=3 ec {,m{e‘p-

Método sistematico de analisis por mallas

Los pasos a seguir son:

Fijate que una vez N . « . » . . .
conozcamos las ® Se asigna a cada malla una “corriente de malla” (corriente circulatoria). Todas deben

“corrientes de malla’, escogerse en el mismo sentido (todas a derechas o todas a izquierdas).

sera muy sencillo " .. o . - .
calcular la tension o ¢ La ecuacidn genérica de la malla n-ésima sera:
corriente en cualquier 4 :
elemento del circuito. |

Poreso se dice que | ] n E Z j enlamallan — E I m Z k (comunes a las mallasmyn) — E elevaciones de tension (generadores)
7 .

las corrientes de
malla son variables
generadoras

resto
mallas
adyac.

Se puede ver en el siguiente ejemplo:

E@Mé“_ i¢ 13(21’*?2“??3)~12‘ z, ~ 1,230

mﬁ\\(& 25 I (?5%2%%2%) ~TIy 2?2 ~1,24=0

mai@? AEY (53{ ?@@ B SR T :“\51

C o
\ \ 3 ecuaciones

SiSsemae ‘Z < L cdan Y s

[

BR=6 clementes
N = 4 ndlos

5 & CUOC AN ES &;6 \5.,
i‘m\%\ incke Pe Oce 1 S
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Sx\ en @& cfa(‘;::mi"%@ \ftéﬁﬁ 3»@@\{’{\&5&3{‘?$ c?(g f:c}i*ri“sgniei Lléibé
qve lenec wn poco mas oAe mggi&@f@( comp se obgerve en

=

los g‘igv’&:@“ be s <)

i
-+ ) .
i il

A}:Sm«f}@s } %*f\}“ﬁ*i; Zscg‘ml{& ?‘f"?éi??
v =6 elementos

Pm? f@"Sf?

I ) . ) L \;\ . ‘
Yﬁ;{{g\wj‘& ii(?j% ?2*%3)“:/&'2.23“\}?‘ “3%73 x 26‘6
W}a\\a?; 3«2(«?’3%?q)—- Ij%irj\fx% %Eﬁ&{%&

%ﬁ{é} N = Z2-+41
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En el caso de bobi-
nas sin acopla-
miento magnético
(sin punto) la
tensién viene dada
exclusivamente por
el primer término

. Esto serd lo que

¢ utilicemos habitual-
mente, ya que este
tipo de problemas
nos los suelen
plantear en RPS

Estas dos expresio-
nes no se suelen
utilizar en la practi-
cayaque L suele
serdato y para M
existe una férmula
practica mas abajo
N es el numero de
espiras de la bobi-
na

Esta es la formula
practica para calcu-

lar M,

K suele ser dato
por lo que esta
férmula tampoco se
utiliza
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TEMA 5:BOBINAS ACOPLADAS. TRANSFORMADORES

5.1 Bobinas acopladas

Hasta ahora las bobinas con las que hemos estudiado trabajaban de forma independiente, es
decir la existencia de otras bobinas en el mismo circuito no afectaba a una bobina concreta.
Sin embargo esto no es cierto en la realidad ya que, en los circuitos en los que hay més de una
bobina existe influencia de unas bobinas sobre otras. Cuando en un problema quieren que
tengamos en cuenta el acoplamiento magnético nos lo indicaran dibujando un punto en una de
las bornas de la bobina.

La caida de tensién en una bobina (la llamamos bobina 1) acoplada con otras 2, ..., &k bobinas
vendra dada por la siguiente expresion en el dominio del tiempo:

v, () = I, di (1) + di, (1) di, (f)
L1 - 12 e = 1k
dt dt dt
LS | S ——) | U A —
tension tension inducida tension inducida
autoinducida por la bobina 2 por la bobina k

sobre 1a bobina 1 sobre la bobina 1

Y en trabajando con fasores en RPS:

joM I,
N e
tension inducida

por la bobina k
sobre la bobina 1

joM I, *..*
(R

tension inducida
por la bobina 2
sobre la bobina 1

V= joL 1 £
[

tension

autoinducida

Li — ]Vi¢ii
I,

Autoinductancia de la bobina i (Se mide en Henrios, H).

_ N,

i

M, Inductancia mutua de la bobina i sobre la bobina 1 (También se mide en H).

Ademas para dos bobinas i y j cualesquiera se cumple que su inductancia mutua en la misma ,
es decir: M, = M . La inductancia mutua entre dos bobinas se calcula de forma practica

como:

siendo:

K = (JK,K, Constante de acoplamiento entre dos bobinas i y j (si K=1 entonces
decimos acoplamiento perfecto).

Regla del punto

Una vez calculada la magnitud de cada término de ¥ (tension autoinducida y tensiones
inducidas) falta por determinar el signo de cada una de las tensiones inducidas por las otras
bobinas (los signos = que estan puestos en la formula). Pues bien, para determinar cada uno de
estos signos se utiliza la denominada regla del punto que se enuncia como sigue:

 “La tension inducida por una corriente tiene el signo positivo (+) en la borna homéloga por la
que entra la corriente inductora”

Dicho de forma coloquial: por donde entre la corriente en la “otra” bobina (por el punto o por el
no punto) es donde tenemos que poner el signo mas (+) de la tensién inducida en “nuestra”
bobina.

www.monteroespinosa.com - Clases de IACR - Tfnos 91 549 67 56 , 619 142 355

T-5.1



www.simplyjarod.com

5.2 Transformador ideal

53.2.1 Definicion

Ahora vamos a definir un nuevo elemento circuital que llamaremos transformador ideal y
cuyo simbolo y nomenclatura vienen representados en la siguiente figura:

i,® i, ()
e : .
+ +
v1 (t) vz(t)
Puerta 1 Pueria 2
primario secundario

El transformador ideal es un elemento de “dos pares de bornas” o “dos puertas” llamadas
primario y secundario. Por tanto involucra a cuatro variables circuitales. Tomando como
referencias de tension y corriente las que se muestran en la figura anterior se cumplen las
relaciones siguientes:

Importante: . .

Estas relaciones se . ‘

siguen cumpliendo en _ViQ_ = . _’ﬁl = _1__ . ae R- {0}
. . s

Régimen Permanente v, (t) i (t) a

Sinusoidal (Fasores)

Fijate que n puede | La constante real a recibe el nombre de relacién de transformacion.
ser cualquier nimero | Gj cambiamos el sentido de circulacién de #; e i, las relaciones se siguen verificando, pero el

real pero: . . . .
a#0 y aw#c |Primariopasaaser secundario y viceversa..

5.2.2 Transformacion del nivel de impedancia

Supongamos un transformador ideal en cuyo secundario se conecta una 1mpedanc1a Z,.El

circuito equivalente visto desde el primario, seria una nnpedanc1a Z =a Z

| 1
a. 1 2} Q-i_l_*-—.
l + +
D 2
ideal ‘ ©

En efecto, suponiendo RPS (fasores) tenemos que:

Vo=aV, I =XI dedomde 2z =0=_ _ph_ p2;
1 2 1 a 2 1 I 1 I 2
1 ;]2 2
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5.2.3 Transferencia de impedancias al primario

Baséandonos en las relaciones entre las tensiones y las corrientes de un transformador ideal es
inmediato demostrar la equivalencia entre las dos estructuras siguientes:

> , &1 » AR »

ky

T
T3

\ 4

a1

h 4

>
ideal *
habiéndose pasado las impedancias del secundario al primario del transformador, previa
multiplicacion por la relacién de transformacién al cuadrado.

Obsérvese que R y L se multiplican por & pero C se divide entre &”. De todas maneras,

trabajando con impedancias, es mejor pensarlo de la siguiente manera, que es mas facil de
recordar:

‘Al pasar ﬁﬁpédahcias del secundarxo éi‘p‘ryi}har‘io de un tranSformédor ideal; el valor de |
| dichas impedancias se multiplica por & (relacién de transformacién del transformador ideal)

R - d’°R

joL = joad’L

1 a
_..)

joC

www.monteroespinosa.com - Clases de IACR - Tfnos 91 549 67 56 , 619 142 355 T-5.3



www.simplyjarod.com

5.3 Transformador real

Un transformador real de dos arrollamientos es el conjunto formado por dos bobinas acopladas
magnéticamente, pudiendo acceder a cada una de ellas por un par de terminales, tal como se
muestra en la siguiente figura:

Donde M es la inductancia mutua entre las bobinas que, como ya sabemos, viene definida
por M = K,/L L, donde K es la constante de acoplamiento.

) Se puede demostrar que un transformador real se puede modelar mediante un transformador
ideal y tres bobinas de la siguiente forma:

l|{t) Lf aM & L,-aM g(t) a1 i Z(t)
Circuito equivalente J@HOTWO————-z J——W
de un transformador + + +
real. )
v,(t aM v v,
o - , L
IDEAL

5.3.1 Transformador perfecto

Entre todos los transformadores reales nosotros solo vamos a estudiar un caso especial y es el
que sucede cuando la constante de acoplamiento entre las bobinas es K = 1. En este caso
decimos que tenemos un transformador perfecto y el circuito equivalente anterior queda
simplificado de la siguiente manera:

V% 01 2

. K=1 »
" M=JLL, ‘2

O i o @)
. + ! +
Esto es lo que
realmente nos v = L Y
interesa v i A
b
C ] O
IDEAL
TRANSEORWMADOR
PERFECTO

 Es decir, el transformador perfecto se puede modelar como un transformador ideal con
a = \JL,/L, en“paralelo” con la bobina del primario L.
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TEMA 6: POTENCIA, ENERGIA Y RESONANCIA .

6.1 Definiciones

Para definir los conceptos de potencia y energia vamos a suponer siempre que los circuitos
trabajan en Régimen Permanente Sinusoidal (RPS). Por tanto, la corriente y la tensién vienen
dadas por las siguientes expresiones:

i(t) = I,cos(wt + 6) v(t) = V,cos(wt +y)
donde I =|I,|e””, V =|V,|e" serin los correspondientes fasores asociados a la
corriente y a la tension.

Recuerda que w es la | Sabemos que la expresiones generales de la potencia instinea y potencia media son :

pulsacién y se mide

‘ 5 1
en rad’s () = v()-i(r) P, = = J‘T p()dt
T Veamos ahora como se particulariza en RPS para cada elemento circuital.

Resistencia

La potencia instantdnea en una resistencia es :

Al ser V un numero
comiplejo (fasor) las . 1
barras significan mo- p(t) = v(t)-i(t) = 5] VIl (1 +cosQRat + 0 + l//))

dulo.

Estas férmulas para e
:f;?‘;’;g‘;;":éi";im La potencia media disipada en una resistencia viene dadapor: F,, =
cables a una impe-
dancia Z cualquiera, ) . . .
Recuerda que una La energia media entregada a una resistencia en un periodo 7' se expresa:
impedancia, en
general es un nimero
complejo.

. L {Inductancia
_ Z=R+jXdonde: |
La potencia instantdnea en una inductancia es :
. R=Re[Z] resistencia |
. X=Im[Z] reactancia dl(t)

p(t) = v(t)-i(t) = i) = - La)ll [ sen(2wt +26)

Recuerda de fisica la . . . . :

relacion entre energia | La potencia media de una inductancia es cero: P, = 0

instantanea W(t) y :

potencia instantanea
p(t): Es decir, por término medio, la inductancia no absorbe ni disipa potencia. Solo almacena

energia para luego devolverla.

()—

La energia magnética instantanea en una inductancia viene expresada por:

T(t) ——Lz (t)
A la energia en una
bobina se la suele

denotar conlaletra T y su valor medio;
en vez de W :

; 1 iy
T . =—|T@Wdt = =L|I|*
o TI’ ® 4 H
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A la energia en una
capacidad se la suele
denotar con la letra U
envezde W

UnaredRLCesla
formada por resis-
tencias bobinas y
condensadores

Es lo mismo hablar
de potencia activa,
potencia media o
potencia disipada. Se
mide en W (vatios)

La potencia reactiva
se mide en VAR
(voltio-amperios
reactivos)

La potencia vectorial
se mide en VA
(voltio-amperios)

Fijate que las poten-
cias activas y reac-
tivas son nimeros
reales, pero la poten-
cia vectorial es un
niimero complejo

www.simplyjarod.com

Capacidad

La potencia instantdnea en una capacidad es :

P =v()-i(t) = - %Ca) IV 1? sen(Rat + 2y)

La potencia media de una capacidad es cero:

P, =0

Al igual que la inductancia, la capacidad no absorbe ni disipa potencia. Solo almacena energia
que, luego, devuelve al circuito al que estd conectada.

La energia eléctrica instantinea almacenada en una capacidad viene expresada por:

v =teve

y su valor medio:

U, == [U®td = =C|V|*
Uni =7 fuwa = zcvi®

6.2 Potencias activa, reactiva y vectorial

En el apartado anterior hemos visto cual es la potencia y la energia de cada elemento por
separado. Veamos ahora como estudiar una red RLC de forma conjunta.

Para ello supongamos una red RLC en Régimen Permanente Sinusoidal y vista desde unos
terminales AB. Supongamos también que la tension y la corriente en las bornas AB vienen

definidas otra vez por:

i(t) = I,cos(wt +0) v(t) = V,cos(at +y)

donde I =|1I,|e”, V =|V,|e” seran los correspondientes fasores asociados a la
corriente y a la tension.

La potencia instantanea que recibe el circuito es entonces:

p@) = v()-it) = P, +%IV|II|cos(2wt+9+x//)

Donde hace falta definir los siguientes conceptos:

1 e 1
= —Re[V'I} = —|V||I|cos
5 [ ]1 2! || I]cos g

Potencia activa: P,

Potencia reactiva: Q , = lIm[V*I] = %I VilIlsenp o Q,,=20U,,-T,)

2

1. .
Potencia vectorial:k EV I =P,+jO.,

Factor de potencia: ' cos@p =cos(d —y) donde O=argl] y=argl

si @ =0 entonces la potencia reactiva es nula, es decir, Ve ] estan en fase.
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Recuerda que la
impedancia es un
nimero complejo.

El asterisco se refiere
al conjugado del
complejo

En ocasiones es mas
sencillo operar con
admitancias

Recuerda que la
admitancia es la
inversa de la
impedancia:

1
YV =—

Z
y en general es
también un ndmero
complejo.
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6.3 Teorema de la Maxima Transferencia de Energia

Consideremos un circuito activo conectado a una impedancia de carga Z. Se trata de determi-
nar las condiciones bajo las cuales el dipolo activo (red activa de dos bornas como la del
dibujo) entrega la méxima potencia activa (potencia media) P,y a la impedancia Z, conectada
en sus bornas. Para ello, calculamos el circuito equivalente de Thevenin del circuito activo, tal
y como se indica en la figura de la derecha.

Zn 1

) S—
1 o

ACTIVA . .

Entonces, podemos afirmar que:

“La méxima transferencia de potencia de un dipolo activo a una carga conectada a sus bornas,
| se obtiene cuando la impedancia de carga es la conjugada de la impedancia del dipolo activo”.
Es decir: b

Equivalentemente, también se puede enunciar el teorema para admitancias diciendo que “La
méxima transferencia de potencia de un dipolo activo a una carga conectada a sus bornas, se
obtiene cuando la admitancia de carga es la conjugada de la admitancia del dipolo activo”.
Es decir:

Y(jw) =1, (jo)

Cuando se verifican las anteriores condiciones (que son equivalentes) se dice que existe

adaptacién conjugada de impedancias entre generador (dipolo activo) y carga.

En general no es posible la adaptacién de impedancias a todas las pulsaciones (frecuencias). Si
se ha conseguido la adaptacién conjugada a una determinada pulsacién (frecuencia), no esta
garantizada la adaptacion para otras frecuencias.

6.4 Adaptacion de impedancias

Es frecuente encontrase con que al conectar una carga a un generador real, no se cumpla la
adaptaci6n conjugada de impedancias. Por consiguiente, es necesario intercalar circuitos
(estructuras L-C puesto que no disipan potencia) con el fin de forzar la adaptacién conjugada a
algunas frecuencias, tal como se sefiala en la siguiente figura . Se trata de que en B, mirando

hacia la izquierda se vea una impedancia Z~ que es la conjugada de Z.

z* it 4 ¥

|

Z
A
GENERADOR |< >

Lo

A

LC

Teorema de Everitt

El teorema de Everitt afirma que:

“En una estructura en cascada (como la de la anterior figura) si conseguimos adaptacién de
impedancias entre dos puntos cualesquiera entonces en todos los demas puntos también habra
adaptacion conjugada”
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Recuerda que la
impedancia y la
admitancia en
general son nimeros
complejos:

Z=R+jX

" donde:

 G=Re[Y]

_ conductancia

B=Im[Y]

- susceptancia

Donde % es una
constante cualquiera

www.simplyjarod.com

6.5 Resonancia

En la mayor parte del tiempo el generador suministra potencia a la red RLC. Sin embargo, hay
intervalos en los que el sentido del flujo de energia se invierte, recibiendo el generador parte
de la energfa (energia que retorna al generador), es decir p(r) < 0 .Una situacién muy
interesante se produce cuando €os@ = 1. En este caso no hay retorno de energia hacia el
generador, solo hay un sentido de suministro de energia: del generador hacia el circuito.

Ademas, cuando cos@ =1, la potencia reactiva es nula (es decir, Q_, =0). Enesta
situacién se dice que el dipolo est4 en resonancia.

En estas condiciones, de la expresién Q,,=2a(U,, —T, ;) se deduce que la energia

eléctrica media almacenada en el circuito es idéntica a la energia magnética media
almacenada, U, =T ,.

Por ultimo, cuando el dipolo est4 en resonancia la impedancia es resistiva (la reactancia X es
nula), o sea, la impedancia es un nimero real (parte imaginaria de la impedancia nula).

é ‘R‘ke‘sm'ni‘éndo‘todd lo ‘a‘nte‘ri‘o‘r‘, tenemos vanas definiciones eql‘i‘i\‘/alkentes‘de resonancia |
| paraun circuito RLC (formado por R’s, L’s y C’s):
| * 0,=0

. Umd =T md

e Impedancia real o Reactancia nula, Im(Z)=0

s Admitancia real o Susceptancia nula, Im(Y)=0

¢« cos(M)=4 —= 20 s Y B Y n =

Por ultimo hacer notar que la resonancia solo se alcanza a una %ermmada pulsacién
@, que llamamos pulsacién de resonancia, que normalmente nos piden calcular.

Funcién de transferencia

La funcion de transferencia (en su expresién candnica) se define como:

RESPUESTA

- TUO) = xcrmacion T o
e BT a0t jo
donde los parametros que intervienen son: 1K (JW” N Wes « Wey son
@, = Pulsacién de resonancia (rad/s) Trodnd— _ho swhe wred las puXcacion€s
% o a P %
Q= Factor de calidad (adim.) Tongx | I coCre a polentid
s Ve mid o (d - 34n)
=—> = Ancho de banda (rad/s
Wed (g, Wez
Casos particulares importantes wg@“‘

e Circuito RLC serie
En este caso la funcién de transferencia viene dada por la admitancia del circuito:

T() = 2 = ¥(jo)

¢ Circuito RLC paralelo
En este caso la funcién de transferencia viene dada por la impedancia del circuito:

TUe) = - = Z(jo)
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Casos particulares importantes
Describimos ahora con detalle los casos particulares enunciados en la pagina anterior por su
especial relevancia y su frecuente uso practico:
Circuito RLC serie
En este caso la funcién de transferencia viene
dada por la admitancia del circuito: R C
—|
7 1 . H ‘
T(jo) = = =Y(jo)=—— = =V L
v 2GR+ jor+ L
joC
JjoC .1
3 1 3 joC 3 IC 3 JOT
joCR—0’LC+1  joCR-0’LC+1  joCR-a*LC +1 o R_ .1
joC LC L LC
.1
,) Jo7 Jjok
Abhora, identificandoen: T(jw) = 7 7= -
— -0+ jo= 0} -0+ jo—=L
IC J 7 o J
Recuerda que: Obtenemos que:
o 1 R w, 1NIC L 1]
B =0 Wy = —p=== Bw=——- Q:———-:: = = |
“ Q0 NLC L B, R/L RVLC RNC
Circuito RLC paralelo
En este caso la funcién de transferencia +
viene dada por la impedancia del circuito:
I § R g Le=—= TV
. 14 . 1
T(jo) = — = Z(jo) = = o
] 1 1 . e
—+ —+ joC
R  joL
JoLR .
_ ! __ JjeIR CLR _ e
joL+R-0’CLR  joL+R-0*CLR  joL+R -a*CLR ja)~L R .
JoLR CLR CR CL
Jo C jok
Ahora, identificando en: T(jw) = 7 = .
— -0+ jo— &} -0+ jo—2
IC Pk P /
Recuerda que: Obtenemos que:
® 1 1 w, 1/JIC RC C
B =0 a)():————--—— Bm::———- Q::———-:: = =R |—
¢ Q0 NLC RC B, 1/CR  LC L
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.:fé_ii) S 2408 210 ‘ - CiS( mj\Ej T’T)%@ }

lz) C«J’L(m(e de Reaal. Mé‘oaﬁo Al jener*acio( Ae me_ba;
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PROBLEMA [-14
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El circuito de la figura estd formado por dos etapas.
a) Calcule la rélacion vy, /vi, en la primera etapa, y relacion vo/ve en la segunda:
b) Para vi(t) = 10° cos(lOGt) V; Ry= 100 Q; R;= 100 KO Re= Re= | KO; Re= Re= 2.2KC;
calcule la expresion temporal de la sefial de salida vo(t).
¢) Explique la funcién que realiza el circuito.

R,
RI
:D"’;n
v, =h
1
Rz !
. e
A |
[ Al rRy O
4] R A LL)| pu—
B =i~ /’V‘“ | '
+ . I
y C> NoSE PIANTEA
fn R RR poR sERSAUIA -
TEAD .
7 :
1 emen :
a)
--1“emm-.
Vin = Va Vor—Va = 5 1) Vin . Yol = O ; Vin . Vey
« NDD A = =y ~
: Ra + Rz | R4 Rz Pa R
. .E_Cy. L va=0O (ZS . Vf_.‘. = — E.E
Vin Ra
e 79 emPA
. . -V {4 = OEE_-
,’\i.p_&..' Ve Rs+Re Vor Rs+ Re
v oy Voo (2) Voo 4y Re
. Vot Rs
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\.’i = p\z' A+ &) --—-b V — - (4—]— __)an
in B R\ ( R‘S 'e
5 L]
— \{o-:.--gi—-’[,{;oé (J,.;_{):—ZOOOVU\

o (1) = — 2000 - Vin ()
¢

Somn&‘q

- ' 6‘
Vo L£) = - 2000: 1O 3_. cq.s( 07 ) W)

Volky = — 2. cos (10%&) (V)

)

Vo () SALIDA
/

e INVIERTE
- @ AMPUFICA

Canoncio = — 2000

|Gansaea | = 2000 > —B AMPURCACOR INWRUACACOR. IAERSOR.

Ganok <O —B (ANERSOR.
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Pro blema T~ 45
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PROBLEMA |-16 (SEPTIEMBRE 1996)

Calcular 1a resistencia equivalente (R.) 2 la derecha

A

QUA j %
N Q Ry
Noux.
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de {os terminales AB.

Uklinouos @ weliodo dol gen. omlios ~
o) Towsteckauos s o hel,
b)Y Foremos un oA de pueba

Voux,

RQ;‘—;.__.

Loux

*‘\Ja{o.me\l.o _n'\_:\_\i

T e OEM!  Voux = RS- laux
—Npn P‘qﬁz Vo, _2s.

jonax

MNONCA =2 debe ?h\kem‘ lon ecuauiay
ol nwdh R wenos es do o
am?u PCDdOreA oe@quono}w

> o

71— —Vee

& ANDO A‘. (.QU.-,;‘ __:-le)kévc- {4y
1
- - ¥
Carop: Vel = sV

s DD F Ve-Ve - \/F—O (31
Ry R<

e CV4 o= Vo (Y)

s coV2: Vo= Ve D
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Ve PR
Loty

e qd s Vou Ve vaun ¢ Suk en CY: law zﬁ‘%gﬁi @D
(2) B Ve~ Vauy, Vaux — Ve @
Re R
(3): Ve -vaux - Vaux )
Ry £,

R 0D e gy

-~ ! Ry +Rs
+. L) . +
RS le) - VQ‘.LX

ok, en (D)

S——

Rs
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Vo mVoux  pux— Vaux DUEAS
- T TR
R2 Rs

= + - - Ryres ::}(\faw. .R_LE%-{-R%}%;-—- CR‘H%)R:*.
. - Res &_/Rg. Rs =

> Ve R vau (”L- ]

= Vaux Mi@_‘”@ﬁ‘

Ve RaRs — R, Ry
RaRe R3Rs
S Ve en @)
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PROBLEMA -1

o) Redwnco &} Sraudio & o figsa, o la . e i,
medlionte 11oNS formationea Q?;‘mh% ivquiade, d oy Rimnalen AR, a un gengados

Y Colwle e\ wior e A (en furcoh de Rg, Ry y R2) porOL consegpis o diche Sam‘b‘ faros idal,
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Rq R A
+ Bl En
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&
APV o) :
: —»
VW
{_G__' . Re. A M Pdo_n QR \o (Cdumq:
§ Qﬂ s R, A
; + AL Ra VWM

| s
P
&

f

% FAY o/ ' 8
clo forrath  por gureradones y RIS cho de coneps
: L
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e MM D
goncnem Ra
— | G Rs//a, >
&
R/ Ra R La L
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+ A N ' A
P .
(_Vé-&——ﬁs)(ﬁej//?\-i) —_— ﬁ) (!3- +[5;)(Q3// Ra)
B ®
—iret é .

o) ,
| IMPORTAATE &+ e dodavo. 1 eo @l circuto vkt do Thewnn, pg @ Grezodbr

o

de fenscd eo Copendion®, iy enun drado ecfuualm’t@. k. Thowemn o\ Sm(bf deko
P trﬁkemd\w\k&
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P2+ (RUR) s

!
! Qg(aguet)u_ge, B

PRVl e SO TR

L BN Re+(Ry/ R ) (4=
Tt —e GaRAr
gy L A
' JR) — +
% - () Y& (Rslfﬁ\)
,IE_ ﬁCRSl/Qa)}e, ) .

o = es o) eguivabnte da_ "Therenin R .
Vi = _V_&_ (Rﬁ//k\) - 13_ % R _ VSQ‘
"8 % Ry +R. | R%+Q\

Rrh = Rz« (QS//R;B(,{-[&) = Ro + (4-2) RaR; -
R8+Q\

Afﬂroccb S
Genelator, 1®ER. ¢ Rm= O

R+ (4-g) -RoR_
- RgRy

Ro = Rk
RS*-R«‘([E’ 4

RZ(QS*‘QI)

TRy T A
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PROBLEMA |-18 (JUNIO 1998)

En el circuito de la figura, calcular el valor de la corriente de salida del amplificador operacional 7,(¢):

- >
+ = v {i)

§() r\;

Como es un AO ponemos las ecuaciones de los nudos:

ng =V

V.-V
NudoA: -8 € = [1]

V.-V
Nudo O; 22
R

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas: i ¥ vo

Ahora despejamos vy de la ecuacion [1]:

v,,—V Vo,V
gl g2 _ g2 9 _ —
= = V=V, TV

z - —Vy = Yy = 2y, v,

g2

y, a continuacidn, sustituimos en [2]} y despejamos i

v,V i v, =0 V,—V ) v v, =V _ v, + 2y, — 2y
g2 0 -E-Io — 0 + 0 g2 = i, = _9+2 0 g2 — ID - 0 0 22 =
R R R R R R
3v, —2v 32v,,—v )-2v 6v,, ~3v -2y
= io — 0 g2 — io — g2 gl 22 = ig — g2 21 g2
R R R

Asi pues, la solucién es:

Av, (0 ~ 3v, (0 0

Solucién: i (1) = R

NOTA IMPORTANTE:
Fijate que no es habitual poner el nudo de salida entre las ecuaciones pero en este caso es totalmente necesario
pues la incOgnita es, precisamente, la corriente de salida del AO
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PROBLEMA |-20 (SEPTIEMBRE 1999)

En el circuito de la figura, suponiendo amplificadores operacionales
ideales, obtener la relacion que debe existir entre las resistencias Ry y R, para que la tensién de salida
v, (t) sea exactamente la tensién de entrada v, (1) invertida (cambiada de signo).

vt Wi ) R,
[: v
) .
.2 -
SOMJCION j/\/

¢y
Sistewstn kb B eouoti®s Con D ineglypitos (.Vn,\/e,,\lo)
(®en () ya=Ye
= Ve Vo
Sukiludwns  @n (A) - Vg - ¥o -2 A :
"3—“—}-.‘_\’0 z-;.o-—b\g"!g-{—_yi‘io"—b
& R2 B 2R 2Rz '
—m Vo 1 _ 1 = — VYo —_ 2N
Z.R.z.g,) (21_“"\{‘3"'-—' ‘3‘ '""bVo_-—?"V% —t
R,(R_.___) Ri-Q2
t R & e
2R =2
— - — Vj
Ri—Re
2R
2R pao: Vo=—Vg = Vo< 4.V > Y} = -4 B Rz = Pa-R
Vo = h_u\/g R
A ! )SR'Z-: Rﬂ k
S:rmcéo.
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PROBLEMA i1

En el circuito de la figura se cierra el interruptor en ¢ = 0. Determinar las corrientes #) ¢ ia.

T@ZQIﬂOSZVEfEJUJGQoSClLM
M t<o
@ tro

Anadizamee @ t<0. En QQ-}:LOJ-LJL U:ItQTLQMJE-—O El do enare m's.JCwJEa
-Q)?CM.A en ’?Qq.m‘lm’i P%Ylomrﬂl dacam,mw __fa’zr\ x

Hauas 104 O)"‘SLA (0)=400

L,.(o)--"i"i_ 22y

so. A LE MM o= s (i) OL R @)

| o MALAZ: 101.{)= vl 1oL (2
O

BaBWA Vilty= 'Zd't L ()
3ecs. BU’!cocd, @L-ﬁ.) Vit)
De (@) laft)= L)+ 1 W8, Sueditiimes on ()

o0 = 51.:(.‘.)4- L)+ Vf-(f)]+ L) wWilE) — 2041)+ 2 \/:_ ()= Ioo (1)
Sust. @)en (1) 2oc4(£)+ 3dulb)
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HSCaurros d_lt L,{{)_

DW@-’ZLU’-‘-’- 3: 3 dji., 4 LH;)_S‘ E'DOJ-:LA“ o‘zJ.an Cean'{'qim.t}u\-]?fe&e' '

Z0
la CT o L, (0" ) Lilo)= (A)
4 'E.) Gdz.‘ftl.m‘lfe.&n\ocloma

As! qute d FVI &

a%@“&) @ Li)= (CI—CF)Q +c+- t>0
| L(o+)=. uﬁ-)u( '5)8 +5 >0
iﬁ({;):fbé?.e“? +5 (A),b—»ol |

En cunrio a Lz&) Sal;mnqg FOZ (2) juo_:

PN . '-__.&
Lalt)=i, 'l:)+ V‘-(t) =Lt)+ = 2 d-;f) =-0,555& +5’, £>O |
o ~ *
W Lt No‘lEL &mmzﬁt"ipf’m}b ju_q,)ﬁ,-e—bm‘l-a.
Q de le croriadn, porune bina
>t
ot
NOt’— L?.UHOQ@MEEQ_.@-LLOLLV@;
= I o E@nmmwz [mﬂ%gmrwnb
wsr por-que Ao, comtinlla, o 2o,
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PROELEMA 1i-4 :

En el circuito de la figura: ‘
a) Formular la ecuacién diferencial con ex(t) como variable. . 5 .
b) Suponiendo que el condensador esta inicialmente descargado, calcular la tension de salida

en t=5 ms, y =20 ms.
DATOS:C =1{ uF)
o =099
R, =100(Q)
R, = 100(Q2)
107 (6} b
4 %C’t)
)
: § =
0"4s)
CAOA D 0= LD 4 Ay + S22 €43 : Tdewa & > aua,
N Ra = ch{%m'kL'&:
¢ . ) -0 - A Lo (€Y = 1 D (=2
%T + AU+ el = > Jexcod), i ey, tetey
* Comershtor, & ) = C e (zy
-_ ac
(3Yen ey -
doatt 0 Lo rexdono ¢
. ced
o= C = + olig Y + z
: gt Ry O C R | @l yuw= o
dt Ry
Gl | iy + fd® iy @
Rt dt
De ® despejo LLo
b= _ C deat®  exto
A dt ARz

Susttuisuos en @) :

C dealt) | eg(e) _ gy (_ € detn g
cc R4 d ohR2

deatey -
- 1+ QSC{-.) _ (A1) ( c des (Y C2 )
di R o ab +
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C deaty _ a4 £, ) = — QL,_M Baxcauwwes e fomo, estondor —a-
oL Tde Rz o ‘
-  Muthficawos X e
A= N
Rz €9 Ly
RaC deatt) | o, oy = _FRR
1-d dt Ca~1) R

€00 on €z2C) oo vanable.




PROBLEMA I[I-5
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En el circuito de la figura, el condensador se encuentra inicialmente descargado. Obtener la ecuacion
diferencial con v (f) como variable. Calcular el ancho del pulso 7, para que en

t=T latension vp(f) seael 20% de E.

R R
AL
vo(t) c v § R vty
- - - pt
' T
= ‘Vo(.'t}
+ E
Volk) C
+
tzo =T

TATO.  condenmdor inicialm. desma:do'.
= OV,

Ve(e=0)

d Ve ey
at

+

BLL&Cth.DS n

S _Tveusnl=

R
w [vee) l—; CF o lo 9 mulipico gor 2;‘2’:_

R,
- e (5
de

€

2R AVete)
3 ot

+ Vel =

2€

3

N Alraues (D . 0<% <T

ey, OteT?

ANDO AW E— Vel |
DR B Ve kw0
. Y
@
d Velry

CONTENSAROR, & (el = C < @

. ) \ NUNE S] PO
Sistewo. de 2 ocuocionen \_12_(:1:%\\\05..

Veesy , e td

e Vel , £37T 2

(29 en (1)
£ Ve® Ny | veld
/ L — _— - C +
(2N 2N do 2R,

—_— Cdkﬁt\_&_ \_/_C__E_t) (_‘7__.1_.1)=E
TS R 2.

EDO o pruet orden con Ietmwo wdep. cle —B FHRMULA

Nexenato lo,

cr= Vele=0%) = O (pAT0) !
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PROBLEMA 1I-9 (FEBRERO 1995)

El circuito de la figura estd en regimen permanente en £<0. En el instante =0 el interruptor conmuta de la
posicién 1 a la 2. Se pide:
a) La ecuacidn diferencial para ¢ 2> 0 en funcién de v, {#).
b) Calcular las condiciones inicialesen ¢=0% para v,(f=0") y dv, (f)/dt|r=o+
¢) Calcular la pulsacién propia y el coeficiente de amortiguamiento. Escribir cualitativamente (sin hacer
célculos) la expresion de v, (¢} y dibujarla,
d) Suponiendo Ja bobina cortocircuitada (£=0), calcular v,(f) para {20 y dibujarla.

DATOS: R, = R, =100Q; L=20mH; C =1pF; E=20V

PR

— = T T w

Temmcs ZGiBon.\.OS Aa-hn_m[?o

@_ t<o

@ t>o

Q)Ahoﬂkzm3®£>o VLl

e Yo Ly @) )
Rl L) M"’L({) TR i
AT . * Coud: (D= CCLV‘-“&) (2) L
e+ () Rewd SR & |
i ) —r-— MALA S B4R L)+ Vi) 16 (8= (2
" BoB: Vi) = L D) (u) ]

at
Sust. (2)2n (D y Wen (2)
Va {)"*C&:fm (+) St 2 ezs. 200 ANAD)
Ra o

MAUA: E, SR+ z_o%%)wo(f):o (21)

Nubo: @) =

. N dvalt) . s dift)_ ~d2lb
Despayiras (k) de (102 [L(t) = c el e Rlv() it =CEe 41{_:%5_)
Sust an (@): B4R, [Co‘kgf‘@ *‘w"z‘av°(*)]+ [C el F'e?.&fﬂ%&)_
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R
R ()] A Eﬂ%lﬁh i Vo (O ) = E ZR = ]dt\/)
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PROBLEMA 1i-10 (FEBRERO 1996)

En el circuito de Ia figura se pide calcular:

a) Condiciones inicialesen f=0" para v,(f) y su derivada respecto de f.
b) La ecuacién diferencial para la variable v, (f) .

¢) v,(¢) para 120.

| _Jﬂmm_‘ | Bl
R
0 _ C. ' o t
> ° vty |

- | ‘ : @ t<o -%\[.('t):-E
Cowarizamss oblaniondo b EDO envolt), Tesemes ZUMGLS {@ %> O'*%({)'-"E

B) Ameim.mgS . '&-’O
- " Nubo: E{; )+ )=0 ©

o VQ,H'_) CoND: ‘:c.(t)'—‘cik"\f;‘é"a‘ @

BoBINA G w(t)= L‘M)
| dt

!
L) {jvamu. ®

20
4 d2wl) | A _
%}*C gD + LVa('l:) O C d\;z@}%\/ ({)-O
Ewy.:amos Lo k—a\m@ Qdii';\c!.n{_ : CLZ:("D..}., m%dyﬂ I\ cw\/i,{{) %_({)
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'PROBLEMA _1I-15

La red de |a figura estd en régimen permanente con el interruptor cerrado. En =0 se abre el interruptor.
Hallar las corrientes por las dos bobinas y la tension v(r) para t > 0.

sa 0

] + 2H () liu(t)
25V, viD) SH
50 o=

Ha%.zaw:twﬁcs dafunpo: @ <0 @ >0
Anclizames @ £5© pone. oettney Lo EPO

O

- S o, Lot
| © T b {le®
?SVM:}:“_— Ly L> ' =
R, R,

.
En e idzwelo das zbomemm,}m&aWﬂlm e

Cdvﬂ}!-\:i\:e L D= Lioft)=-Lu (\/%WJ@@&?Q

MALA * R, (k) + VDA Ra (1) =0 ()] () en (4):

WA cLu_
BOBINA: 1) el ) deld) (o - (ReR L)+ (Lo, )5
dt
Buscames  z dUE) b=
dt |
Dividimes pere Ri+Ry : L 1;2 &‘I‘t&) L(t)=0— ﬁsd-jj"{@-bl.t.@ o)
Ero de A ¥ndan
Con'\bf?.m.u%&?ﬁd:m

A m.mitwas foo CIs. e, oterrml.aA ,m@ﬁlog uhog«u?.cuz el Llicmbeﬁﬂ |
teo  En Fwi&qdm. t=o”
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Lt L ( T):‘"L I(O“ L, L.
Blo) = - L, L)+ La Lia (&) (Lt ‘JL‘"G ulO7 )L+ Ly (S)L,

Asﬁqﬂat lti.L{O-"):: LLZ(O&)LZ“LL‘(U)L‘_ 45-22 @

Litly K
ED. PVI o
°“”9 {f):@ Llb)= (e1- 626 tcr tso
LL(of)=@ Lit)=<e 7 1o
e .

/\g{c_\uo,: LL|(£):‘“LL({):_%€ ,Eso

-5

lolt)= =52 7 1s0

Lo que ma fichzn avt) tso. Mirande ol clo del enunciado semes e

L
E“ (0= Lkl Rip=z( By B s
vit)

\5 t i 15-":.

_ Q;:ﬁ.ﬂ. +5_(_%>éﬁm=(§%_i)€ﬂ .




PROBLEMA 1l1-3

www.simplyjarod.com
Caleular v,(f) en el siguiente circuito:

L, DATOS:

() = 0,05 cos(2 10°) (4)

v (0 + vﬁ';’ R éh ; g(f) v () = 100cos(2 10%- 7/6) >
g

L, =0,25(H); L,=2H, R=500(Q)

Los fasores asociados a las fuentes son:

v, ()= 100cos(2-10°t—7/6) = V,= 1000 ¢ = 100cos(-7/6) + 100sen(-z/6)j = 86,6 — 50/
()= 0,05¢c0s(2-10°1) = I, = 0,05¢" =0,05+0j = 0,05

Hacemos la ecuacidn del nudo:

vV, -V, — - vV
Nudo: -£ °+Ig=V° 0+K’ 0 = —f =V0_1_+._1_+-1
Jwl, R JwL, wl, ¢ R jwLl, jwi
Despejando el fasor Vy, sustituyendo los valores y operando nos queda:
V _ .
: B +Ig 86,6 50] +0’05
Vo= Jwly _ j2000-0,25 _
| 1 11 1 1 -
—+ + + +
R jwl, jwi 500  j2000-2  j2000-0,25
86,6507 86,6—50/ -86,6,—50
———=+0,05 2O 0,08 22 40,05
_ 500, _ s PO ey S
2.107 - 0,25-107 j ~2.107j

2107 -2,25-107;  2.107 —2,25.107;
_ -173:10%j-0,1+0,05 _ —-50-10°-173.10%/ _ (-50-173))- 165 _ =50-173f
2.107 —2,25-10% 2:10°-2,2510%7  (2-2,25/)- 107  2-2,25]

 50-173j2+2,25) _ —100—112,5] —346; + 389,25 _ 289,25 - 458,5)
2-2,25] 2+2,25) 2 2,25 9,06

=31,92 - 50,61/

p = /31,92% +(~50,61)* = 59,8
V, =31,92-50,61j = (_50 61
at —

= ¥, =59,8¢/%3%"
= atan = —1 = —0,327 (-57,3°)
31,92

Por tanto el fasor es ¥, =59,8¢"/**" y pasandolo al tiempo nos queda:

v () = Re[lf(}ej“"] = Re[59,8e"19'32"ej2‘1°3’} =Re[59,861(2'*03‘"°’32”)]

Asf pues, la solucién es:

Solucién: (1) = 59,8 cos(2-10*1 - 0,327)
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CaL’ {."/&-‘([ & Ve (+) = I3, ,C,
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” a . E R I Ak
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= - 42 = _ 0'98 oiiﬁC

28'8co Z8'seo Y v JLULI J e iO 10 (298%‘( ZKEOOM>
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, T \ado
287500 ) Newhoou o YO A Sm/"*\“”L/
ot bt - o5 M= ( <
b<o
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Calcular la impedancia de entrada del circuito de 1a figura,

~M4R}w—’:‘— |

Sl

+

vV

F - %
ZGo) B

/PG\VO\ C‘ck.OCULiQf [ou ‘\mi)(onanC\i& oL( en‘t FOLJC’\ wmeare mos e/Q
mé‘[oolo Al generador auxiltar:

- decconexidn de gen. ]nOQG’fIDf’nc;L\\erL“e\S 2, - Veorox
Taux

- (;olocctciorﬂ de  un Sen‘ cu/\xtpiaf“
TR

A
Ri 4 ___)"* i
V\A/V—'::- ‘ l Z_a = 'RZ //5:5(.'2
+ ﬁ"::\x ywc + ,—R ..,_é_w ’R
Veun Vs g Khg  Zp= it o
- Rz +“:;;j'_‘5 1 '*"JW'P\ZCQ
J Z
| ot Py Tawux + Vap = Vux ) sisboma
. - 2ecs.
Me)\(k Z: 22IWX4‘ O(VI_\‘Tb = VMB 2-‘6:1653‘
TR, €2 Launx - e T Z> V.,
amx Rg T e = Y T2 Sk ('Ra*;id ) = YAk
P el ax Z :’““:f)\r.?_ T
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PROBLEMA [I-8

En el circuito de la figura, calcular vap(t).
10 A ~sent B 14

Vaa T = VA () ~ Valey

cost +C) C b '.
1Q 12 E 119

.+
cos 2t

eq, (&)
ashia
i A ~onk [N i

e,,(£;+ <D os + 8g, () = CORT —> (= radA e
+ VA | QF L
19 '

s . 937,&3 =-snt —h W= wdls ) soPeRRoNeLS)

Wel —_—iF
=
e
LWT : l * guley = C.os?-{——b (o= 2radls

+ (B2 =840 (k)

cTo SERIE o N e i — Vaslt)-
FASCRIALS o | e LFE
s > of J FAIORES. * |
+ ] . B . ) . -J
R I NZE oy = Al 2 AV
3+ 1) —=-ze) E ogoy=cak — &y, = 4e = ,
. T i ey = —sen!—-_ _oosec—E) —_ Eﬂz S
i) | N o= con -T2

JM?emmﬁs.,-.
m| N I B
_ = ‘ Jwt - il ..—.zd(_g_')
] z
+ E o
A 32 - L2 (A or e
P < & -2 (4-@—_._&(_23_: 2] - 2§ -
; ' T ARy A=
& é 28 & 2 _ 2D o)
= T sy |
v A BB g
2//1 = E(&)
JESHES o
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—
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PROBLEMA 111-9

En la red de la figura determinar vq(t) sabiendo que R=10° (Q); C=I(uF) vy

‘ eg(t}=1-!~25f:nt+10}:{&5(103 t) (V).

e, (0

+-
Vel
eqee = {4 2ok + 0-cos(i0%t) oy T
= el -eplt)
¢ o )= A0-eoS(I0%y ) 1ad ‘ .
33 | : W= l0%wd/s | Moy sgroadoes e
¢ €g, )= 2N — B o= 14 fadry disfintos pubaciores —-
. E&l = { —¥> 7(,0—— O rod/s ._; a\y?e;mo%\uogl
AR

—

A)e‘nm\ho gpratadionte Con L) £ O fadry. Sdo dyo ke e Weren wW=0. Rowels ¥ o&etﬁp Vi
2) Binino scmacodarea con W71 tedls, Sob &jo loy qe Henen =~ 4. Roselo ﬂeucn&o Voo (4)
2) Ehnino grecodore <on w7 (0% rad/s. So oo los g dionn (o= (0% rads. Rasaele y obkengo

VC5 ced. .
E) SoperEOticwd ¢ Vet = W Ve C6d o Vea () JHOTERvisWi Y AD , S D
o
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= I " -
k_() 1 MAULS, RO 4 'Vca-.: 531 L% ’-""H_*C”" % . ° \
.!;gL T 0{2) % ce.

7
-V;‘:E&t-'a 4V
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PROBLEMA 1li-21

Dado el circuito de Ia figura en fasores, se pide:

a) Reducir el circuito a una sola malla sin modificar los puntos de interconexién A yB.
b) CalcularI; y Vo :

R A 1,
It
. = T\ i .
1
VB C - ﬁlg C____ R vo
B

,\r\(
ma“(;lt _Z.i:t.i -+ '22-1\1 = '{9‘?‘ 2;{_

‘?lrfjj"m Vg - 22 Ny 1 _ = ¢ eo :iﬂ@wﬂ
U227 RE 2w Rz s -) (zep) =¥ jwCR

E— = €1 (p+4) Ty = R({5+i) \f%
[V (Lo 5
.
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PROBLEMA lil-23 (FEBRERO 1998) www.simplyjarod.com

En el circuito de la figura, trabajando en régimen permanente sinusoidal, y con el amplificador

operacional ideal, se pide:

a) Sin realizar ninguna transformacién circuital, escribir las ecuaciones resultantes del andlisis por
nudos.

b) Suponiendo que se cumple Ry=R,=R;=R,=R, calcular la funcién de transferencia del circuito,
expresada como Ve¢/V,.

¢} Con Ia condicién del apartado anterior y para los valores vy(t)=2 sen(10’t) V; R=1KQ; RQ—ZKQ

= |uF; @= 10’ rd/s, calcularla tensién de salida en el dominio del tiempo, ve(t).

R,
N W
5 A
= v{t)
F | l >_‘_°
vg(t) R,
R,

B
Ay ecilaciones re raaeles:

VS—VL\ N Vo - Vi B Ua-0O
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' = tone S
nudo B e Vg = 0 Je Uy Vel S eanactons
Pt A - 1) WRyC 3 \nt ccSBn‘\ -laS

3 ch

Ve

Vo VA V- UN VA (2.0 . Y8, Yo
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] \[ = -
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V;\ = v}g
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PROBLEMA 11I-26 (JUNIO 1998)

En el circuito de la figura, sabiendo que vy()= I + cos(w ¢ te 1
ideales, calcule la tension de salida va(®). £ (@9 (V) y que los AO. son

v®

v —

\eed= 1+-cosluk) Cv)

chi 2 grmadofeg: . \5‘ = {= {-co5(ot) —w pulsaton = O od /s w R RO
‘ \‘B'L: costy —m—m > ?ui.sgg'cr’}' = (.HTQC!/S —_—
RS
A —m \g(:-t

@ Al = 0 rod/s —W wiw
@ fulsocion = wiledss —p FQ{WC;/& _..\5:_ — \oz ()

@ Volk) = Vou Vo &ty

V.

wistewa do Y euotiores

¢ ‘nedqm Fas: .\K:\E,:\E,@;q
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PROBLEMA IiI-27

Considerando el circuito de la figura en régimen permanente, y siendo v 4t} = Vycosw t, caleular:
a) La expresion de la corriente por la bobina ir(t) en funcién de los elementos de} circuito: Vg RV
R,oyL. '

b) Bl valor de i(t) para los siguientes
R=1(Q); w=1(rd/s); B=1 (Q) y L=1 (H).

valores numéricos: V,=0,5(V);

V=0,5(V);
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PROBLEMA 1V-12

En el circuito de la figura, hallar:
a) La funcién de transferencia definida como la relacmn V,/V,(jw), enrégimen permanente sinusoidal.

b) Calcular las expresiones de la pulsacién de resonancia y del factor de calidad a partir de fa funcion de

transferencia hallada en el apartado anterior.
¢) Calcular la potencia disipada en la resistencia R, y la energia med:a almacenada en el condensador C, ala

pulsacién de resonancia.

DATOS: V., 1, B, Re, L, L, C.

Nota: Se recomienda sustituir el transformador por su circuito equivalente.

I, K=1
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PROBLEMA 1V-21

En el circuito de la figura, calcular;
a) La funcidn de transferencia E,/E .

b) La potencia entregada a R, . ;A qué frecuencia es maxima dicha potencia?. ;Cuédnto vale el valor méximo

de la potencia?.
c) Calcular el factor de calidad y el ancho de banda del circuito.
Se recomienda sustituir el transformador por su circuito equivalente.
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PROBLEMA 1

El circuito de la figura incluye un Amplificador Operacional representado mediante un modelo
no-ideal. Se pide:

a) Calcular el circuito equivalente de Thevenin en terminales AB.

b) A partir del resultado anterior, calcular el equivalente de Thevenin cuando se emplea el

modelo de A.O. ideal, es decir Rg —» 0 y p — . Comente el resultada. ;Qué funcion
realiza el circuito si Ry > R, 7.
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JUNIO 2008

PROBLEMA 2 (2,5 ptos)
En el circuito'de la figura, considerando o=1,p=2,
a) Obtener la ecuacion diferencial que gobierna el circuito, para la vanable@ en cualquier

instante de tiempo.
b) Calcular los valores de tensién vo(0) y vi(w ).

c) Calcular la expresién de la tension v(f) en cualquier instante de tiempo y dibujarla.
Considerar que se cumple la relacién T'=10RC/ .

R o, Bi
O _ [ N g | w0 E
+ i + —— [
v(t) i R C g® R (1) T 5 g
I I‘
]
b L ]
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Problema 2.
En el circuito de la figura el interruptor S se encuentra inicialmente en la posicién 3 y el condensador C,

completamente descargado. El transformador se perfecto ( K =1), siendo equivalente, en bornas de primario, a

L

la autoinduccién L, en paralelo con un transformador ideal de relacion de transformacion n= fzz— .En ¢=0,

S conmuta a la posicion 1, y en el instante /=T, S conrmuta a la posicion 2.
a) Calcular la tensién v (f), en bornas del condensador, en todo instante de tiempo.

b) Escribir la ecuacidn diferencial que gobierna el circuito, en la variable v, (¢), para £>7T .

¢) Calcular los valores de la tensién v, () y de su derivada vo' (t), en el instante 7™ .

d) Con el interruptor S en la posicion 2, escribir la expresion de la tension v, (f) para £>T, indicando el tipo

de amortiguamiento y ¢l procedimiento a seguir para calcular las constantes involucradas. Datos para este
apartado: R=1Q), R, =1Q, C=ImF , E=10V, L =1mH , L,=0,25mH , T=0,1s.
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JUNIO 2003

PROBLEMA 2 (2,5 puntos),
1) Obtener la ecuacion diferencial que gobierna el circuito de la figura, en la variable v, (1), siendo el

generador de tensidn v, (t) constante e iguala V, para t<0, y cero para >0 (ver figura).

2) En el circuito del apartado anterior calcular los valores de a tension vy (1) y su derivada dvg (t)y/dten el
instante =0", es decir, vo (0% ) y v’y (0%). Indicar si puede producirse oscilacién para algin valor de fos
_pardmetros del circuito R, g, C;, C; obteniendo la constante de amortiguamiento y Ia pulsacién propia,

A

R .
'WW]( ¥ I _ + v 4 vg(t)
+ T —)
V(D ¢ g V(D R — ¢ vV
— ' | t
B | |
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D <o —b ygr =V
@ 70 Y= 0
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) < B0 W0 Wi cowo tnoc@qm?,
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de o

]
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gviey = + lea ) gucy ~ \,:_%3*’
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ezlty=C — + ¢ dyolty
ae

Doepep VOB on (25;'-
%4-%%@ Sistwo, d 2 eaacioen v 2 jedanifos: (2)
' Vc,t\,t\fo(.t\!
Bsk, e W) : Nocesibo dhley |
dt
A a Ve (Y Cz dz"VOU:‘
T T

VieY =

' ._ dWerty d Ve ey L6152
. G T, (Ut 1 Votey =
Al (inal q.»ndo. ._5__- e T = + gRE 2
d% el dVo L&y 2 Volty = [
Buscouos t ——— 4 200 % 4+ Wo Vo
dr*- at
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2 G4+Cz Ayt { SR
Matiip. pos &+ | SV — -+ » =T e
Clz de* iR v Cilz Rl Ca
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SEPTIEMBRE 2007

PROBLEMA 3 (2,5 ptos)
En el circuito fasorial de la figura, se pide: _
a) Escribir el sistéma de ecuaciones que resulta de aplicar el método de anlisis por nudos.
Justifique el nlimero de ecuaciones necesarias.
b) Escribir el sistema de ecuaciones que resulta de aplicar el método de anélisis por mallas.
Justifique el ntimero de ecuaciones necesarias, o
¢) A partir del sistema de ecuaciones mis sencillo, obtener una expresidn para el fasor de
tensién V.

+ 0

N N = C nmados = N~AL:_=S ecmaciones dhe YWLAO \tvlo(f(:enol\\e’ﬂ]“f’_?

.'\_)_E\_QLQ__E\: U = \I'é sis Lemc\
N U 4 A _ L+ L i
N\,\D}\O D UB ( Ry "‘jwé_i) Va ' V(' J'u&f.iw (:- gb eC,
4 1\ WL A S § - S O = e
M,@AQ’ Ve el * R f)bUC) UB Jwiy D Ry \’EJ‘UC © ”COJ

A T S LY o N S S
}l)_‘i‘lo_vb Ub(ﬁz+J‘w£1J Ve R o JWL, ©

L\LLQO o 'U‘;(.,;,g v jwe) - Ve jwc —o-%; =O

13“5 R-N+d=7-6+1 = 2 ecunciones e mo’u“Ot ind e P encli ;ﬂ““ﬁ’.‘i
mc\“&__i Ty (’Ri-tjwjl 1+ Re +jWLz) - Iz(ﬂzﬂj\w&z): \fa S-.zs- ﬁ;‘m

-5 _L— a - H f ? = o .
Mcl“_?\,,z Fody (L)Wéz*(\lz-r jwce Ro) - T4 (Jwé‘z *Re) = 0 2in Coﬂ‘
9 J\e ‘mo{Ha 2 @L\‘f’ﬂ@f"?osl-’ ;
N = jwéz + MRy 3%3*6'*110 T, q e %\3'\?'\1\3(’&10‘0 €n mqm\ 1 jveda .
A ; -
)Udé¢ +r.RZ 7 t
Re2 -t-\')wf-zd %/WC +j}i '.1:.1<(R\*jwl\"”RZ*\]WL2) -5 (R, +\'3sz) ;:U:j
?\'L't'j\)\) L P |
o Bl e 1R (r jur e (80T (i) - (1259 | < Vg
Re +juuL,_ -
(e + w06 ¢ fac+Re) (Ratjwdi) v (Port Fluc) (Rosjwia)
Te ——— Raijwi, J
- - s ) R e _ .
U‘) ('p\a‘ﬁ)w 2 ) ] 0::‘—\10,_\_2{

12 - (Rz +j wiy -sjl—t‘(* ’ROJ(R:; “err" i') + (T?o )‘jujc ) (Qz**j wiz) L R
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JUNIO 2007. Solucién parte final del Problema 3,

Calculamos los determinantes:

Vv VF_ 1]

A = — = — +—.
"B R&MP R R
NN S A A 4 N S
27 22 2 - 212
Royl? R eyl R| oy’ Rwl "
v v i vl 2
Ay == ——s Y B 1= T —
Raoyl’ R @l R| oI’ RolL |
f’g;—.f ;";:-1
IR SO SN A U S Y S N
R (0L) (0l R(@Ly R(wlL)} R(al)
1,1 3 1. 03 _2j1_
B Y@L R@aly B Raly (@l)
--_1.. ._1._+ 3 -7 2
R B @l? | @Ly
Y aplicando las expresiones deducidas anteriormente:
1 __J
L L A R| @y’ Ro,L _
I L A-VA y[1 1 if1 3 o2
e ol Rl et oo T Ty
Rl R* (»,L) RLR®  (w,L) (w,L)
vy 1 VI 1
R| (oL Rao,L _R| (@l) R(aL)]
vV v 1 v/ 3w . 2 2 ]
e~ + +j
ﬁ% R (@,L) %Z Rty o [R(%L)’ g (moLf]
1 —R - jo,L.
1 (@l ReL 1 R@IY ol -R-jol _
R__ 2 ny 2 R Z2a,L+j2R R 2(jR-w,L)
R(a,L 7 (@,L)’ R(o,L)*

_olj “R-jo,Ll jol —R-jol _jol BR—9%L joL

R j (jR-oL) R jR-jolL R -R—gwL R

L.

-1

I

: I . :

Finaimente, como —Il = —Ii =11, = I;| Ademds me preguntan sil;, [, e I; podrian ser iguales. Para ello

1 1

, I, I

deberia cumplirse: 2=2=1 = 1=
1 1

necesariamente tiene que ser distinto a las dos corrientes anteriores.

@, L
J %, lo cual es imposible. Asi que en conclusién L=1; pero I
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JUNIO 2005

PROBLEMA 3
En el circuito de la figura y considerando régimen sinusoidal permanente
a) Determinar los elementos circuitales simples (R,L6C) 1y 2 indicando su tipoy
valor numérico.
b) Obtener las expresiones temporales de i)(t) e iz(t).
c¢) Calcular la potencia media entregada por el generador,

_ 10sini0r+ % i
v(t) = 10sin(10f + 4) 1 (t)

() = 200 cos(10 +%) i1(t) i5(t)

+
v 1 2
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JUNIO 2005. P3 (Solucion)

(.I) Lo primero calculamos los favores asociados a las sefiales en el tiempo v(¥j e i(1):
v(t) = 10361{101‘4—%) = 10003[10t+§~-§) = 10005(101‘— -Z-)(V) = ¥ =10¢ 1) (fasor)
i(t) = 200cos (l Ot+%] (4 = I= 2003’{E (4) (fasor)

Ademés podemos observar que la pulsacién de las sefiales es @ =10 (rad / 5)

Por otra parte, es conveniente recordar el concepto de impedancia, que no es otra cosa que la inversa de la
impedancia. Es decir, que dada la impedancia Z(£2), podemos trabajar si nos interesa con su admitancia;

1

@)=

Z(©)

En este ejercicio, lo més sencillo precisamente, es trabajar con admitancias (en vez de impedancias) ya que
para hacer el paralelo ¥ de dos admitancias (a las que lamaremos ¥, e ¥,), no hace falta mds que sumarlas.

Esto es ficil de ver ya que para el paralelo de dos impedancias Z(Q) = Z,(Q)// Z,(), se cumple que:

L _ 1 1
ZE) 72(Q) 24,

= Y(@Q@)=KOQ)+5LQ™)

En nuestro caso, la admitancia resultante del paralelo de los dos elementos de Ja figura valdré:

i L. . S5
y=L_ 200 21%0 e'se’1 () = 206675 (@) = 2067 (1) =
10¢ 7 (v)

14
=20[ cos(37) + jsen(32)](Q™) = 5,176 + ;19,318 (@)

Como la admitancia nos ha salido la suma de dos cosas, cada uno de los dos sumandos se puede identificar
facilmente con la admitancia de una resistencia y con la admitancia de un condensador, asi que:

1
—=5,176 (Q
n Q)

19,318

JjoC = j19,318 () = R=0,1932 (Q)) , C
@ =10 (rad/s)

=1,9318 (I
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b) Simplemente aplicando la ley de Ohm:

- = - L
Y 10t 10e T 10 T g g6 () = i() = 51,76c0s 10:—3J (A)
R 01932 01932 01932 4

10e747.10.1,932 = 193,2¢ 74/ = 193,2¢ "*¢’? = 193,2¢" (4)

I

=
g
Q
I

= i) = 193,2003(10t+—§—) (4)

C) La potencia media entregada por el generador es la potencia activa en terminales del generador ideal, y se
calcula como:

Pm _ }"RS[V[‘] — iRe[l 09—1(#/4)2008‘1'(”!6)] — lRe[zoooe—j(Sx!u):[ -
2 2 2

=1Re[20003“f(5’f“2>] — LRe|2000c0s 5-”} + j2000sen 5-”} = lZOOOcos(S—ﬂJ =
2 2 12 12 2 12

= 1000-0,2588 = 258,82 ¥

Nota: A lo largo de todo el problema se ha utilizado cuando ha sido necesaria la conocida férmula de Euler:

e’ =cosx+ jsinx
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