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Primer Tema:

Preliminares (Geometria)

Contenidos:

1. Curvas planas en coordenadas cartesianas y polares. Conicas y otras curvas

planas notables.
2. Superficies en coordenadas cartesianas. Cuadraticas y otras superficies notables.

3. Curvas espaciales en coordenadas cartesianas. Métodos de parametrizacion

de curvas en el plano y en el espacio.



Problemas:

1. (Primer Parcial Tarde 2011 - Problema 2)
Sea C' la curva definida por la interseccién de las superficies
F: 2*2+y*+22=R* R>0
{ G: r+z=R
Se pide:

a) Hallar las proyecciones Cy, Cy y C3 de C sobre los planos coordenados z = 0, y = 0

y z = 0, respectivamente, en coordenadas cartesianas.
b) Apoyandose en el apartado anterior, parametrizar C.

¢) De la ecuacién vectorial de C, 7 = 7 (t), hallar las ecuaciones vectoriales

de (', Cy y (3, respectivamente.

d) De éstas hallar sus ecuaciones en coordenadas cartesianas, comparando el resultado

obtenido con el del apartado a). Razénese la respuesta.

Solucion:

a) Sobre x = 0, eliminando la = a partir de las ecuaciones de F' y G se tiene:

(R—2+y*+ 2> =R*=|y* +22* —2R2 = 0| ELIPSE

Sobre y = 0:

lz+2z=R, 0<z<R| SEGMENTO DE UNA RECTA

Sobre z = 0:




b) La proyeccién de C sobre z = 0, C3 también se puede escribir como:

R? R?
2&:2+y2—2Rx:0:>2(3:2—Rx+§>+y2=7

2
Y 1
i

(%)

que se trata de una elipse centrada en (%,0), de ejes las rectas x = %,

y=0y
semiejes a = %, b= \%. La parametrizaciéon de C5 es por tanto:
)
r = —+ —cost
22 t €0,2m)
Yy = —=sent
V2 )
Considerando ahora que para C', z = R — x, obtenemos la parametrizacion de C"

)

x:§+5008t
i sent t €[0,2m)
= — s T
TV
R R
z = — — —cost
2 2 J
c)
Ti(t) = (0,%8%1&,%—%00%) t €[0,2m)
TS (t) = (g—l—gcost,(), 5 —Ecost) t € 0,2m)
RO <§+§cost,%sent,0) t €10,2m)

R
= —=sent
T(t) { Y= = Eliminando t: |y* + 22> —2Rz =0
z

— xz%—%%%ost Elimi do & —
T3 (t) __&_ & = Eliminando ¢:
2 T 2

R R
T =5 + 5cost
(1) { 202 = Eliminando t: |2z% +y? — 2Rz = 0

que son la ecuaciones de Cy, Cy y C3, halladas en a).



2. (Primer Parcial 2012 - Problema 1)
Sea (' la curva dada como interseccién de las superficies:

S; = {(z,y,2) €ER*: 3z —+2yz =0}
Sy ={(z,y,2) ER®: y? — /22 =0}

a) Parametrizar la curva C.

b) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a C' en el origen.

c¢) Calcular la longitud del arco de la curva C' comprendido entre los puntos A = (0,0, 0)

— (11 2
y B - (37 17 2 >

Solucion:

a)

52:>Z: 2

1
V2’

V2 1y

Si=r=—yz=—
1 3 Y 3y
Tomando y como parametro, y = t, se tiene:
x = 58
7 =422

o bien, en forma paramétrica vectorial:

13 \/52
T(t) = (gt t, 775) t € (—00,00)

404\)(
30

2Uj

-40\



b) Recta rp tangente a C': 7 = 7 (t) en el punto Py(xo, yo) < 74 = 7 (to):

ri(u) = 7 (to) + 7' (te)u  u € (—o0,00)

T(t) = (1t3, t, Qﬁ)

3 2
T(t) = (tz, 1,\/575)
En el origen ¢y = 0:

7 (to) = (0,0,
R

o bien: o bien:

z =0 _0
y=t » t€(—00,00) x_O}ejey
z=10 B

Por lo tanto, el plano normal a C' en el origen sefa:

¢) La longitud del arco vendra dada por:
tp
Lap = / 7 (1)) dt
ta
Dado que:
7'(t) = (tQ, 1,\/§t)
7] =t 14262 = (24 1)°
A(0,0,0) = t4=0

1 V2
B(—,l,%) S oty =1

El resultado es:

L #7104
LAB:/ (£ +1)dt = {—th] = _
0 3 . 3

4
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Segundo Tema:

Calculo diferencial

Contenidos:
1. El espacio R"™. Generalidades de las funciones de R™ en R™ (casos n, = 1,2, 3).
2. Funciones vectoriales de una variable escalar: interpretacion geométrica (curvas).

3. Funciones de varias variables (n = 2, 3).

Topologia de R2. Limites y continuidad.

Derivadas parciales. Derivadas direccionales. Gradiente.

)
)
c¢) Regla de la cadena y aplicaciones.
) Diferenciabilidad. Interpretacién geométrica.
)

Aproximaciones de Taylor (de primer y segundo orden). Méaximos y minimos
relativos, absolutos y condicionados (n = 2).

4. Campos vectoriales en R? y R3. Matriz jacobiana. Transformaciones (coordenadas

polares, cilindricas y esféricas).



Problemas:

1. (Primer Parcial 2011 - Problema 1)
Sea la funcién f : R? — R:

foy) = L P @) #(0.0)
0 si (z,y) = (0,0).

a) Estudiese la continuidad de f en todo su dominio.

c

)

b) Calctlense (en los puntos del dominio donde existan) f.(z,y) v f,(z,y).
) Calctlense las derivadas direccionales D, f(0, 0) para todo vector unitario u = (cos @, sen 0).
)

d) Estudiese la diferenciabilidad de f en todo su dominio.

Solucion:

a) En el abierto R = R? — {(0,0)}, f estd definida como funcién racional, cociente de
polinomiales, cuyo polinomio denominador no se anula en ningin punto de R, por
lo que es continua en todo R. En el punto (0,0) hay que analizar:

2
, , ry
lim r,y)= lim ———.
(x,y>a<o,o>f (z.9) (2:y)—(0,0) 2% + ¢
Para ello, realizamos un cambio a polares (x = rcosf,y = rsenf), de manera que

estudiamos la existencia del limite:

m ——— 3 zhm—2:limrsen290089:0,
r—0r2cos2 60 + r2sen?d r—0 r r—0

uniformemente en 6

lo que implica que

lim  f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)
Por lo tanto, f es continua en todo su dominio de definicién.
b) En el abierto R = R? — {(0,0)}, f, definida como funcién racional, tiene derivadas
parciales, que vienen dadas por:
y2 (22 + y2) — 2a%y?
(22 + y2)? ’
2zy(z* + y?) — 22y
(22 + 2)?

folz,y) =

fy(l'?y) =

Y



mientras que en (0,0) tenemos

Alglcrgo Ax _Alggo Ax =0=£(0,0),
Algl/rEO Ay _Alzlglo Ay =0=14(0,0)

Por lo tanto, la funcion f tiene derivadas parciales en todo su dominio.

c) Las derivadas direccionales en (0,0) son, en funcién de 6:

0+t 0,0+t 0) — f(0.0
Du‘f((]’o):D(COSH,senQ):lim f( + tcos ? +tsen ) f( ) )

t—0 t
tcosf t2sen?
. Peo g een?d — U tcosf t*sen’ 0
= lim = lim
t—0 t t—0 t2t
= lim cos f sen® = cos @ sen? 6.

t—0

d) En el abierto R = R? — {(0,0)}, f, definida como funcién racional, tiene derivadas

parciales continuas, por lo que es diferenciable. En (0,0) se tiene que, para 0 ¢

{0,%,m, 37“}, se cumple Dy, = Dicospseng) = cosfsen®d # 0 = f,(0,0)cos6 +
f4(0,0)sen . Por lo tanto, f no es diferenciable en (0, 0).



2. (Primer Parcial Tarde 2011 - Problema 3)

Dadas las funciones:

_zy(z+y)
f($ay)_ x2+y2
( ) .TQ—yQ
Xz = —
9@y) = o

a) Estudiar la continuidad de f(z,y) en R?. ;Existe algin punto de discontinuidad de

la funcion f7 ;Es evitable? ;Cémo? Razone la respuesta.

b) Estudiar la continuidad de g(z,y) en R2. ;Existe algin punto de discontinuidad de

la funcion g7 ;Es evitable? ;Cémo? Razone la respuesta.
Solucion:

a) f es continua V(x,y) € R?* — {(0,0)} por ser el cociente de polinomios, que son
funciones continuas V(z,y) € R? y (0,0) es el tinico cero del polinomio denominador.
El tnico punto de discontinuidad de f es el (0,0). Para ver el tipo de discontinuidad

calculamos el siguiente limite haciendo un cambio a coordenadas polares:

) zy(r+y) ., pPcosfsenf(cosf + send)
lim —— =1lim

@y)—(00) x2+y2  p>0 p?

= lim pcosfsenf(cosf +senfd) =0
p—0

/

vV
acotado

Por tanto el punto (0,0) es un punto de discontinuidad evitable.
Para que f sea continua en R? se puede redefinir de la siguiente forma:
zy(z+y) ; 2
22 51 (x,y) eR _{(070)}
flxy)=q =" ‘
0 si (z,y) = (0,0)
b) g es continua V(z,y) € R?* — {(0,0)} por ser el cociente de polinomios, que son
funciones continuas V(z,y) € R? y (0,0) es el tinico cero del polinomio denominador.
El tinico punto de discontinuidad de f es el (0,0). Para ver el tipo de discontinuidad
calculamos el siguiente limite haciendo un cambio a coordenadas polares:
2 2 6 — 2 0
Y P (cos sen® 0)

72— y2
(e)(0.0) 22 + = p?

= h’r% cos(20) : # ya que depende de 0
p—

Por lo tanto el punto (0,0) es un punto de discontinuidad no evitable.
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3. Sea la funcién f : R? — R:

[ S sy £00)
“L”_{of ity = 00 T

Para los dos diferentes posibles valores de a € {1, 2}:
a) Estudiese la continuidad de f en todo su dominio.

b) Calcilense f,(z,y) y fy(x,y) en los puntos donde estén definidas.

c) Estudiese la diferenciabilidad de f en todo su dominio.
Solucion:

a) En el abierto R = R? — {(0,0)}, f estd definida como funcién racional, cociente de
funciones polinomicas, cuyo polinomio denominador no se anula en ningin punto

de R, por lo que es continua para ambos valores de a. En el punto (0,0) hay que

analizar:
a, 3
, -y
lim lim ————.
(2.y)— (oo>f( v) = (2:y)—(0,0) 2% + ¢S
= Para a = 2 se cumple
w2 22
= < s <Pl
|f(z,y)] pepny ] I ey $2+y | < |y’

Por lo tanto

0< lim x, < lim 31=0
~ (z)—(0,0) F(@y) (z,y)—(0,0) Iy

de donde se deduce que

lim T =0,
(z,y)—(0, O)f( y) =

lo que demuestra que la funcién es continua en todo R2.

= Para a = 1, estudiamos el limite relativo en el conjunto
B={(r,y) €R: v =y

de manera que

3,3 1

vy
1 —1 — 1 :
S pg) = lim f( ) = Jim g = S

de donde se deduce que la funcién es continua en R y discontinua en (0, 0).

11



b)

En el abierto R = R* — {(0,0)}, f, definida como funcién racional, tiene derivadas

parciales, que vienen dadas por:

az® L3 (a? + b)) — 2za®y?
fx(l‘7y) - ( 2 6)2 )
(2% +4°)
3$a2$2+ 6 —65Q3a3
f(2y) = ye( 2y)62y v
(2% +y°)
mientras que en (0,0) tenemos
. f(0+Az,0)— f(0,0) . 0-0_
dim, A = 4y Ry = 0= L0
A, Ay = Alm TRy T 0= 0.0

Por lo tanto, la funcién f tiene derivadas parciales en todo su dominio, para ambos

valores de a.

Para ambos valores de a € {1,2}, en el abierto R = R? — {(0,0)}, f, definida como
funcién racional, tiene derivadas parciales continuas, por lo que es diferenciable.

Solamente queda por estudiar la diferenciabilidad en (0, 0).

Para a = 2 se tiene que

:172y3
@+ VTP

Para ello, realizamos un cambio a polares (z = rcosf,y = rsenf), de manera que

lim
z,y)—(0,0)

f(y) - £(0,0) — 0z — Oy' _
I )l (

(z,y)—(0,0)

estudiamos la existencia del limite

r? cos? @ r3sen? 0

2 a2 6 con6 = 1l
r(r2cos? 0 +rsenb0)| r—0

lim
r—0 cos2 6 + rtsenb o

r? cos® A sen® 6 ‘

No sabemos como seguir, pero si damos valores a 6 el candidato a limite es el 0.

Demostremos que efectivamente es 0 aplicando la definicién:

{L'Z 3 2
Y < vy ‘ 2‘ 0
(22 4+ )22+ 2| ~ (V22| (z,y)—0

lo que implica que f es diferenciable en (0,0).

Para a = 1, f no es diferenciable en (0,0) ya que no es continua en dicho punto.

12



4. (Primer Parcial 2011 - Problema 2)

Sean

g(z,y,2) = 22 +yiz + 2%z

h(u,v) = (hi(u,v), ha(u,v), hg(u,v)) = (u+ v,u — v, uv) .

Calctilese 2 (goh) en (1,1).

Solucion:
En primer lugar, h(1,1) = (2,0, 1).

Por otro lado, si denotamos las funciones componentes de h como (hy, he, h3) y aplicamos

la regla de la cadena, tenemos que

0 89 3]11 89 8]12 89 8]13
1,1 1,1 1,1)+ =(h(1,1 1,1)+ =(h(1,1 1,1
Seaem(L D = 10T + Lm0 ) T2 + FEna ) FE.
Ahora bien,
Vg(2,0,1) = (22 + 2%, 2yz,4° + 2Z$)| =(5,0,4),
(2,0,1)
y por otro lado, % ah? =1y 95 ‘%3 = v, luego

0
— h)(1,1)=5-14+0-14+4-1=9.
S(goh)(1,1) =5-1+0-1+

13



5. (Primer Parcial 2011 - Problema 3)

a) Supongamos que la trayectoria de un movil en el espacio viene dada, en coordenadas

paramétricas, por la funcién r : [0, 00) — R3:

r(t) = (cost,sent,t).

2

Calctlense la velocidad 4r(t) = r/(t) y la aceleracién v (t) = r'(t).

b) Dada la superficie z = z? + y? calcilese el plano tangente a dicha superficie en el

punto (3707 Yo, ZO) - (]" 27 5)

Solucion:
a) Dada r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), se cumple que
r'(t) = (2'(t),y'(t), 7' (t)) = (—sent,cost, 1).

Asimismo, r"(t) = (2" (t),y"(t),2"(t)) = (— cost, —sent,0).

b) Siguiendo la sugerencia, si definimos F(z,y,2) = 2 + y* — z, la superficie del enun-
ciado es la superficie de nivel F'(z,y, z) = 0. El punto (1, 2, 5) verifica F'(1,2,5) =0,
luego estd sobre la superficie. El vector gradiente de F' en dicho punto,

VF(1,2,5) = (2z,2y, —1)‘ = (2,4,-1),
(1,2,5)

es perpendicular a dicha superficie. Por tanto, el plano tangente a la superficie en

dicho punto es:

2z —1)+4(y—2)—(2-5)=0 = [2w+4y—z2—5=0

14



6. (Segundo Parcial 2011 - Problema 1)
Dada la funcién f(z,y) = sin(z + y), se pide:
a) Desarrollar el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor del (0, 0).

b) Calcular los extremos absolutos de la funcién en

— 92

D=[0.5]x[0.5={(ry) eB: 0<2 <5 0<y

IN
S
——

Solucion:

a) El polinomio de Taylor de f en un entorno de (0,0) tendra la expresion:

F(r.) = F(0,0) + VF(0.0) (2~ 0,5~ 0) + 3, [H F0.0)](x ~ 0,y ~ 0) =

-0+ 0,0 )+ ) (0 0 (1)
=z+y
Sabiendo que:

[H f(z0,y0)] (x — 20,y — y0) =

?f(zo,y0) 8% f(x0,0) o
_ (.I‘ —r _ ) Ox? Oyozx L — To
- 0:Y = Yo) | 02f(zomo) 924 (zo.m0)

0zdy 0y2 Y — Yo

b) Para calcular los puntos criticos de f en la regién D = [0, 7] x [0, 5] estudiamos si

existen puntos criticos en su interior y posteriormente comprobamos si tiene extremos

en su frontera.

Buscamos los puntos criticos de f y vemos si se encuentran en el interior de la region:
Vi(xz,y)=(0,0) < (cos(x+1y),cos(z+y)) =(0,0) & cos(z+y)=0 <
™
& x+y:§+kz7r, kelZ

Restingidos a la regién dada, los puntos (zo,yo) que verifican esta condicién son

tnicamento los que verifican que zg + yo = 5.

15



Para estos puntos el discriminante seria:

2 f 02 f 02 f ™

T
D = @(zo,yO)a—yg(ﬂﬂo,yo) - (m(fﬁo,yo))z = Sen2(§) - Sen2(§) =0

que no nos aporta informacién, por lo que comprobando las curvas de nivel

sen(z +y) = f(x,y) con (z,y) # (zo, %) y (¥,y) € D, vemos que:

F(o,y0) = sen(zo, yo) = sen(5) =1 > sen(x +y) = f(z.y)

Pasemos a ver si en la frontera D existen extremos:

La frontera viene dada por las curvas:
s
Gy ={(x,0)lx € [0, 3]}

Co={(5.9)ly € 0. 51}

Oy = {(@, e € 0,5}

Gy ={(0.y)ly € 0,51}

En Cy se cumple que sen(z + 0) = f(z,0) = sen(z), luego f alcanza un minimo en
(0,0) y un maximo en (7,0).

En C; se cumple que sen(§ +y) = f(5,y), luego f alcanza un minimo en (3, %) vy

un maximo en (7, 0).

16



En C3 se cumple que sen(z + 7) = f(z, 5), luego f alcanza un minimo en (3, 3) vy

un maximo en (0, 7).

En Cy se cumple que sen(0 +y) = f(0,y) = sen(y), luego f alcanza un minimo en

(0,0) y un maximo en (0, 7).

Por tanto, para cada (zo,y0) € D tal que 29 +yo = 7§ la funcién alcanza un maximo

absoluto y alcanzara el minimo absoluto en (£,%) y en (0,0).

17



7. Sea la funcién f : R? — R:

5
fz,y) =2° — gxg + 92

a) Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién en todo R2.

b) Justifiquese si f podrd alcanzar o no extremos absolutos en la regién R = {(z,y) :

18—5x4 + y? < 16}. En caso afirmativo, calctilense dichos extremos.

c¢) Escribir el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1, 1). ;Qué tipo de superficie

geométrica genera la grafica de dicho polinomio?
Solucion:

a) Debido a que f es analitica en R? los puntos criticos deben cumplir el sistema de

ecuaciones

f1<x7y) = 51’2(132 — 1) =0
fy(x,y) = 2y = 0,

cuya solucién viene dada por los puntos (criticos) (0,0), (—1,0) y (1,0).

Para clasificarlos, calculamos la matriz Hessiana asociada a f en dichos puntos:

Hy(e.4) = [ 102222 — 1) 0 ] |

0 2

que, evaluada en ellos da

H,(0,0) = [8 (2)] Hy(—1,0) = [ _;0 g] Hy(1,0) = [ 100 g]

Este andlisis permite concluir que f tiene un punto de silla en (—1,0) y alcanza un
minimo local en (1,0). El punto (0,0) puede ser un minimo o un punto de silla. Es
facil comprobar que si evaluamos la funcién en puntos de la forma (x,0) se cumple
que f(z,0) = z° — 22*, polinomio impar, lo que implica que debe tomar valores
positivos y negativos en puntos arbitrariamente cercanos al origen. Por lo tanto,

(0,0) es un punto donde no se alcanza ni maximo ni minimo relativo.

b) Debido a que f es continua, debe alcanzar extremos absolutos en el compacto (ce-
1
rrado y acotado) R (ndtese que R C [—a,a] x [—4,4], donde a = (£28)1 ).
El estudio se desglosa en analizar el interior y la frontera. El estudio de puntos

criticos en el interior ya ha sido realizado (nétese que los puntos criticos obtenidos

18



en el apartado anterior se hallan en el interior de R): debido a que no hay méximo
relativo o local en dicho interior, el maximo absoluto debe alcanzarse en la frontera.
Asimismo, buscaremos el valor minimo de la funcién en la frontera para compararlo

con f(1,0)=1— g, unico minimo relativo en el interior.

El estudio de f en la frontera se realiza parametrizandola y evaluando f como funcién
de una variable (pardmetro). En nuestro caso, elegimos como parametro la variable
x de manera que la frontera se descompone en dos conjuntos:

15

Fy=A{(z,y):y= 16—§x4 —a<z<a}

15
Fy={(z,y) :y=—/16 -~ ot ~a<w<a}

Debido a que f es par en y basta con analizar la funciéon en uno de ellos:

1
fF1<x) = fFQ(x) = x5 — gl‘g + (16 — ;%4), —a<x< a;

15 3
2 2’

(nétese que la otra raiz x3 = 2 > a). Evaluando al funcién en dichos puntos y

los puntos criticos interiores cumplen 5z* — — 522 =0y son x; = T =0

en los extremos del intervalo de variacién, se obtiene que maxg fr, = fFl(_%) =

5
S ming fr, = fr(0) = ()7~ () ~ 6,26

Por lo tanto, la funciéon f definida en R alcanza un méximo absoluto en los pun-

tos (—%,—V;\%g) (—3, V82\9§ ) de manera que f(——,—V82\%’3) = f(-3, VSQ\‘}%Q”) —

85, Asimismo, f alcanza minimo absoluto en (—a,0) de manera que f(—a,0) =
5

—(B) ) <1-3 =00

El polinomio de Taylor en (1, 1) viene dado por

Tan (k) = F(LD) + fo(L,1) - h+ f,(1,1) -k + %fm(l, 1)h?
(1, 1Bk + %fm(l, 1)k

1 1
:§+2k+5h2+k2=5h2+(k+2)2+§—4.

La superficie engendrada por la ecuacion z(h,k) = 5h* + (k4 2)* + 3 — 4 es un

paraboloide eliptico: para valores z = cte > % — 4 las secciones son elipses; para

valores h = cte o k = cte las secciones son parabolas.
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8. (Segundo Parcial Tarde 2011 - Problema 1)

Sea la funcién f(z,y) = 2* + y* para (z,y) € D C R? siendo

a)

b)

c)

D={(r,y) €R2: 2?4y <1}

Hallar y caracterizar los puntos de D donde f alcanza sus extremos y el valor de

éstos.

Hallar y caracterizar los puntos de D donde f alcanza sus extremos y el valor de

éstos, condicionados por la restriccion
r+y—1=0

Desarrollar el polinomio de Taylor de orden 2 de f alrededor del (0, 0).

Solucion:

a)

Claramente, 0 < z? + y*> < 1. Por tanto, como f(x,y) = 0, sélo se verifica en
(0,0) € D, alcanza el minimo absoluto en (0,0) y su valor es 0. Por otro lado, en
0D = {(x,y) € R? : 22 +9y?> =1} C D se cumple que f(x,y) = 1y, por tanto, en
estos puntos la funcién alcanza su méximo absoluto, cuyo valor es 1. (Obsérvese que

en los restantes puntos de D se cumple que 0 < (z,y) < 1).

Imponemos ahora la condicion adicional y = 1 — z. En consecuencia, tenemos que

optimizar la funcion
g@)=fr,1—2)=2*+(1—-2)*=22" —22+1

cuyo dominio es [0, 1] pues sabemos que z < 1y si < 0, entonces y =1 —z > 1,

lo cual no puede ser por la definicién de D.

11
272
de 22 es positivo, el minimo absoluto se alcanza en z = % (que corresponde al punto

(3,3) € D) y su valor es %

xr =1 (que corresponden, respectivamente, a los puntos (0, 1), (1,0) € D) y su valor

Dicha funcién es una parabola cuyo vértice es (5, 5). Por tanto, como el coeficiente

. El maximo absoluto se alcanza en los puntos z = 0 y

es, en ambos casos, 1.

Puesto que la funcion es un polinomio de segundo grado en las variables x e ¥y, su
polinomio de Taylor de orden 2 alrededor del punto (0,0) es dicha funcién, es decir,
2?2 + 2.
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9.

a)

b)

Hallar el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién f(z,y) = cosz seny en punto

(70, 90). Determinar sus puntos criticos en el plano R?.

Hallar el punto del cono z? = x? + y? que se encuentra mds cerca del punto (3,2,0).

Solucion:

a)

Teniendo en cuenta que:

fe(x,y) = —senzseny  fp, = —cosxseny

fy(z,y) = cosx cosy fyy = —coszseny

fry(%Q) = fyz(x,y) = —Senxcosy

se tiene que el polinomio de Taylor de orden 2 es:

cos(xg + h)sen(yy + k) = coszgsenzy +

{—senxzgsenyoh + cos xgsenyok} +

L (h k) H f (20, o) ( ! )

donde H f(xg,yo) es la matriz Hessiana de la funcién f en el punto (xo, yo):

—Sen Ty cosyy — COST(sen iy

Hf(xoayo) = (

— COSTpSenyy — Semn xropcCos Yo )

La distancia al cuadrado de un punto del cono de coordenadas (x,y, z) del punto

(3,2,0) es igual a:
(=32 +(y—22+2=(@-3"+@y—-27+2"+¢
Por lo tanto, el punto pedido es el minimo absoluto de la funcién
d(z,y) = (= 3)" + (y = 2)* +2° + ¢

en R% Puesto que d,(z,y) =42 —6 y d,(z,y) = 4y — 4 el dnico punto critico es

el (%, 1). Este punto critico es un minimo ya que

w(z)-(00)

es claramente definida positiva. Se concluye que el punto del cono a menor distancia

del punto (3,2,0) es el (3,1, @) o alternativamente (3,1, —@)
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10. (Primer Parcial 2012 - Problema 2)

Sea la funcién

fla,y) = \/fzyTya (z,y) # (0,0)
| (

a) Estudiar la continuidad de f en (0,0).

b) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (0,0). ;Son continuas en (0,0)

las derivadas parciales de f? Razonar la respuesta.

c) (Es f diferenciable en (0,0)? Razonar la respuesta.
Solucion:
a) Sabiendo que:
f @ continua en (xg,y) <= lim f(z,y) = f(xo,v0)
(2,y)—(0,0)

Calculamos el limite pasando a coordenadas polares (p, ¢):

l{m it

(z.y)=(0,0) /22 4 92

Por tanto, f es continua en (0,0).

= lim pcospsen¢ =0
p—0

b) Las derivadas parciales de f en (0,0) valen:

f(h70)_f(070) ’ 0

0.0 = = =iy =0
T f(Oak)_f(an)_ ¢ 0_
L T

La derivada parcial de f respecto a x para todo punto distinto de (0,0) vale:

R v ;
fx(way):y 2 2 il = y 3
e +y (:U2+y2)2

El valor del limite de la derivada parcial anterior cuando (x,y) tiende a (0,0) no

coincide con el valor de f,(0,0) ya que, pasando a coordenadas polares:

1f (x,y) =1 3¢ . AL
o (#,y) = lim sen” ¢ #

Por tanto, f, existe, pero no es continua, en (0,0). Andlogamente para f,.
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c) f es diferenciable en (zg,yo) siy solo si:

[f(zo + D, yo + k)] — (fo(0,90), fy(T0, %0)) - (M, k)

lim =0
(h,k)—(0,0) vV h? + k2
En (z9,v0) = (0,0) tenemos:
hk
hk)—0l—=0-(h,k T hk
lfm [f(h, k) — O] (. k) _ lfim 2 g . no existe
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (hk)—=(0,0) /hZ + k2 (hk)—(0,0) h% + k?

Por lo tanto, f no es diferenciable en (0, 0).
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11. Dada la funcion

se pide:

a) Estudiar su continuidad.

b) Calcular f,(x,y) en todo punto (z,y) € R

Solucion:

a) En todo punto de R*\{(0,0)} la funcién es continua por ser cociente de funciones
continuas (el numerador es producto de funciones continuas y el denominador es
suma de funciones continuas) y no se anula el denominador, pues el tinico punto

donde se anula es el (0,0), que no estd incluido en la regién de estudio.

En (0,0) también es continua pues se cumple la definicién de continuidad:

2,2
lim " = y7) = lim 7% cos 0sin f(cos* @ — sin? @) = 0 = £(0,0)
(z,y)—(0,0) T2+ y2 en polares VQTEB,(Q)W)

b) Calculamos ahora f,(z,y) (utilizamos la definicién para calcular f,(0,0)):

22—y 22 022y (22 —2
Fony) — 4 R+ o+ S (@) #(0.0)

0 (z,y) = (0,0)
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12. (Examen Extraordinario Julio 2011 - Problema 1)

a) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad en R? de la funcién

Fl,y) = 21 = (2 )0
siendo 7= (z,y) y r = |||

b) Expresar el campo F en la forma

F=[P(z,y),Q(z,y)]

y demostrar que es un campo potencial o de gradiente.

¢) Calcular la funcién potencial U(z,y) de F tal que U(0,0) = 0. Expresarla en funcién
de r: U(r).
Sugerencia: En la primera integral para el cédlculo de U(x,y) hagase el cambio:
t = .’I]Z + yQ
d) Identificar y dibujar las lineas de campo de F y sus lineas equipotenciales ; Qué propiedad

geométrica relaciona estas dos familias de curvas entre si?

Bien a partir de U(z,y), bien a partir de U(r):

e) Calcular todos los puntos criticos (o estacionarios) de la funcién potencial calculada
U.

f) Hallar los puntos donde U alcanza sus extremos relativos y absolutos, y los valores
de dichos extremos.

Solucion:

a) Como f(z,y) = h(z,y) g(z.y), siendo h(z,y) = 2(1 — («* +4°)) y g(x,y) = e+
y tanto h como g son funciones con-ti-nuas y diferenciables en todo R?, también lo

es su producto.

Otro razonamiento: Como las derivadas parciales de la funcién f son continuas en

una regién abierta R?, la funcién f es diferenciable en R2.

x}ﬁ:PﬂQ}'
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—

F(x,y) es un campo potencial en R? si:

ap aQ 2 2 _ (2 2
= I Yy {2 — (% +y?)
9y = on wy{2 = (a"+yye
¢) AU(z,y) : VU = F
ou

e P(z,y) = U= /(1 —t)e tdt

Ulz,y) = (2 + y?)e ) 1 Y (y)

0

Q(x> y) = a_y = 2y€(x2+y2) — 2y(l'2 + y2)2e(x2+y2) + Y’(y)

= Y'(y) =0 = Y'(y) =cte = U(r) =r’e™"

d) Las lineas de campo de F' son rectas que pasa por el origen.

Las lineas equipotenciales son:
Uz, y) = (2% +2)e @) = cte
x? + y2 = cte

Familia de curvas ortogonales a las lineas de campo de F'.

e) Puntos criticos de U:

ou

o = of(ey) = 201 (@ + 7)) =0
X
aU x2 2
3y = Y@y =20 @y =0
» (0,0)
Los puntos criticos son

Identicamente se obtiene:

Los puntos criticos son
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f) Estudio del punto critico (0,0):

Si calculamos el Hessiano de U, que es el determinante de la matriz Hessiana, se
obtiene |H(0,0)| > 0y U,.(0,0) =2 > 0 luego el punto (0,0) es minimo relativo.
Equivalentemente, como los autovalores de la H(0,0) son estrictamente positivos,
asumiendo que las segundas derivadas parciales son continuas, el punto (0,0) es

un minimo relativo. También es minimo absoluto por ser la funcién U(z,y) > 0y

U(0,0) = 0.

Estudio de los puntos criticos: 2 + 3% = 1:

U'(r) = 201 =5/ +2r)e™
4

U'(1) = ——<0 = Mazimo relativo
e

vy = -

Los puntos 22 + 42 = 1 6 r = 1 son méaximos relativos y absolutos por ser U una
p Yy y b

funcién continua, acotada y tender a cero cuando r — oo.
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Tercer Tema:
Integracion de campos escalares

y vectoriales

Contenidos:

1. Integrales dobles y triples. Propiedades.

2. Célculo de integrales multiples: cambio de variables.

3. Curvas en forma vectorial: vector tangente, curvas regulares.

4. Integrales curvilineas o de linea: propiedades. Circulacién. Funcién potencial.

Teorema de Riemann o de Green en el plano.
5. Superficies en forma vectorial: vector normal, superficies regulares.

6. Integrales de superficie: propiedades. Flujo.
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Problemas:

1. (Problema 2 - Segundo parcial 2011)
En una esfera de radio 4 se han practicado dos agujeros circulares de radio 1 que pasan
por el centro (ver figura). Calcular razonadamente el volumen y el drea de la superficie

exterior del sélido resultante.

Solucion:

El volumen pedido, V' es igual a:

V=V, -2V, +V;

donde V, es el volumen de la esfera, V, es el volumen de uno de los agujeros y V; es el
volumen de la interseccién de los dos cilindros. Calcularemos cada uno de estos volimenes

por separado. El volumen de la esfera es sencillo de calcular:

2m s 4 44
V, = / / / p* sen o dpdpdh = =7
o Jo Jo 3

El volumen de uno de los agujeros es igual a:

Va:2// 16 — 22 — y2 dA
D

donde D es el circulo en el plano xy de centro el origen y radio 1. Utilizando coordenadas

polares tenemos:

2T 1
va:2// \/16—x2—y2dA:2/ / \/16—r2rdrd0:47r(%—5\/ﬁ)
D 0 0
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El volumen de la interseccion es igual a:
Vi:2// vV1—22dA
D

donde como antes D es el circulo en el plano zy. Por lo tanto:
1 V1—x2

1
%:2//\/1—9:2(1/1:2/ \/1—x2dyda::—6
D —1J-V1—-22 3
Por lo tanto el volumen pedido es (sin simplificar):

447 64 16
V=—"_87—=—-5/15] +—
3 s (3 ° 5) 3

El area exterior del cuerpo es igual al area de la esfera de radio 4 menos el area de los cuatro
agujeros practicados. Asi, vamos a calcular el area de uno de estos agujeros. La superficie
de uno de uno de estos agujeros es la grafica de la funcién f(z,y) = /16 — 22 — y? en el

dominio D, teniendo en cuenta que:

fw(xvy):_ xQ 5
V16 — 2% —y
fy(xuy):_ Y

Jo—w—p
obtenemos:
. 2 2 . 4
So= [[ Vel slhnria= [ ot —as

Utilizando coordenadas polares tenemos:

27 1 474
S, = — — _drdf =321 — 87V15
/0 /o V16 — r?

El drea de la superficie esférica de radio 4 es:

27 1 47,,
S. =2 T rdo = 64
/0 /0 JI6 2 "

El area pedida es por tanto:

S = Gdr — 4 <327T—87r\/1_5> — 37 <\/1_—2>

Sz327r<\/1_—2>
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2. Calcula el volumen de la region sélida acotada por las superficies S; y 5o dadas por las

2

ecuaciones z = 2 — 22 —y? y z = 2 — x respectivamente. Se pide:

a) Dibujar la region.
b) Definirla formalmente.

c¢) Calcular su volumen.
Solucion:

a) El dibujo de la regién es el siguiente:

b) Calculamos la frontera C; de la regién D en el plano zy, proyeccién de todos los
puntos de la regién sélida acotada eliminando la variable z a partir de las dos ecua-

clones:

2 _ 2 1\’ 2 _ 1
2—x" -y =2—1 < T35 +y =1

1 2+2 1
T — = = —
2) TV Ty

Y la region D que delimita en este plano seria:

1 2+ ) _ 1
$—_ —
o) TV =1

Ahora, para cada (z,y) € D la variable z variard entre el plano z =2 —x y el

Entonces, restingiéndose al plano xy:

C, = {(x,y) € R?

D= {(x,y) € R?

paraboloide z = 2 — 22 — 3%, ya que 2 — 22 — y> > 2 — x, pues:

1\? 1
x2+y2§x<:>x2+y2—x§0<:><x——) +y2§z_1

2
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Formalmente la regién volumétrica sera:
W = {(x,y,z) e R3 ‘(x,y) €D, z€[2—x,2—27 —y2]}

c¢) Para calcular su volumen vamos a usar coordenadas cilindricas, simplificando asi el

calculo de la integral:

1
xr = =+ rcos(t)

2
y = rsen(t)
2=z

siendo
re {0, %] Ctel,2m, s e [2 5 reos(t),2 (% T rcos<t>)2 ~(r sen<t>>2]

Por lo tanto la region W quedara expresada, por la transformacion de las coordenadas

cartesianas a cilindricas en Wx siendo

Wk = {(r,t, z) € R?

re {0, %1 , te0,2n],z € E —TCOS(t)»Z —r —TCOS(t)”

4
con lo cual:
27 1 T _r2_p cos(t)
V:/// d:cdydz:/// Mdrdtdz:/ // rdzdrdt
w W 8(7”, i Z) 0 0 %—r cos(t)
1
V = ﬁﬂ'
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3. (Segundo Parcial Tarde 2011 - Problema 2)

Calcular el volumen de la figura limitada inferiormente por 2 + 3% + 22 = 25, superior-
mente por z = 8 y lateralmente por z = %«/ﬂ + 2.
Solucion:

El cono z = %Vﬁ + 92 corta al hemisferio superior de la esfera en la circunferencia
centrada en (0,0, 4) y radio 3, dentro del plano horizontal z = 4, pues 922 = 16(x? + y?),

lo que al sustituirlo en la ecuacién de la esfera queda
922 + 9y* + 162% + 16y* = 25(z* + 3*) = 259

es decir, 22 + 3% = 32, de donde obtenemos también que z = 4.

Por otro lado, la secciéon del cono con el plano z = 8 es una circunferencia sobre diho

plano, con centro en (0,0, 8) y radio 6.

El volumen del cono con vértice en el origen que delimita el plano z = 8 es % = 967.

Ahora restamos el volumen de la seccién de la esfera que queda dentro de dicho cono.

Para calcular dicho volumen, utilizamos coordenadas esféricas:

2 5 arc cos % ) 5071
/ / / r<sen ¢pdodrdd = —
0 0 0 3

Asi, el volumen pedido es:

507 2381
Vo=96r — - = =
L 3
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Cuarto Tema:
Teoremas Integrales del Analisis

Vectorial

Contenidos:

1. Operacionales diferenciales (gradiente, rotacional, divergencia y laplaciano):

definiciones, propiedades, expresiones en coordenadas cilindricas y esféricas.

2. Teorema de Stokes y teorema de Gauss (o de la divergencia). Particularizacion

a campos planos.

3. Caracterizacién de los campos conservativos, solenoidales y armonicos.
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Problemas:

1. Sea el campo vectorial F : R3 — R3:
F(r,y,z) = (%, 2%),
y sean la superficies en R3:
Sy ={(z,y,2):a* +y* =42 A 0< 2z <1},
Sy ={(z,y,2):2® +y*=(2—-3)> A 1 <2<3}.
a) Calcular el flujo de F a través de S, (con vector normal orientado hacia arriba).

b) Aplicando el teorema de Gauss, calcular el flujo de F' a través de Sy (con vector

normal orientado hacia arriba).

c¢) Explicar si existe algin campo G tal que V x G=F.
Solucion:

a) La superficie Sy es un paraboloide de revolucién de eje z. Dicho paraboloide definido
mediante z = g(z,y) = (2 + y?) puede ser parametrizado de manera natural

1@+ ), (5) € D= {(9) s+ <4}

donde D es la proyeccién de Sy sobre el plano zy (z = 0).

(r,y) = (v,y,

Calculamos

. 1 . 1
rm(x,y) = (1707 5%), Ty<l',y) = (07 17 §y)>

2,1). Por tanto

/S/F NdS = //ﬁxy (7w, y) % 7, (x, y))dA
:/D/(‘“y%(f +y>)-(—§,—%,1)d,4

- %/D/(—S(:B3~I—y3)+(I2+92)2)d95dy

Si efectuamos un cambio a coordenadas polares

I 1 2w 2
/ /F - NdS = —/ / (—8p*(cos® 6 + sen® ) + p*) pdpdf
S1 16 0 0
2m

1 2
=1 / (—8p>(cos® 0 + sen® ) + p*) pdpd
o Jo

12 p62 4
= —21 | — = —7T
16 61, 3

de manera que 7 (z,y) x 7y(z,y) =
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b) Para calcular f % f F-NdS aplicamos el teorema de la divergencia, que dice

/Sl/ﬁ-(—N)dS+[qg/ﬁ-NdS:///‘/V-ﬁdV

donde —N corresponde a la direccién hacia abajo (hacia afuera del volumen). Por

//ﬁ-ﬁdsz///v-ﬁdv+/ /ﬁ-ﬁds
SQ |4 Sl

Calculamos V - F = 2(x +y+ 2), por lo que

///Vv.ﬁdvzz///V(x+y+z)dv:2///V(a;+y+z)dxdydz
:2/[)/d$dy/:52(w+y+z)dz

_2//dxdy[ x+y)z+;z)1 Ve

1(@?+y?)

lo tanto

—2// T+y)(3— 22+ 42— le(x2+y2))+%((3— \/x2+y2)2—%(m2+y2)2)]dxdy

y realizando un cambio a polares

///Vv-ﬁdvz

1 1 1
—2/ / (cosf +senf)(3 — p — Zp2)+§p[(3—p) ~ 167 Ydpdo

2 3 4 6 72 9
of _g |3
2 3 4 16-6), 3

_27r/ (9p — 6p° 4 p* — f6dp—27r
0

S o 2 4
/ /F-NdS=3—7T+—7T:127T.
Sy 3 3

¢) Siexistiera G(z,y, ) tal que VXG = F entonces necesariamente V- F = V - (V x G) = 0.
En nuestro ejemplo, V - F 2 0 por lo que no puede existir G.

Por lo tanto
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2. (Tercer parcial 2011 - Problema 1)

Sea C' la curva interseccién de las superficies:

a)

b)

St ryt=1

So: z=ar+ by
Calcular el trabajo realizado por una fuerza F = yi+(z—xz)j—yk en el desplazamiento
de una particula a lo largo de C, es decir calcular Wy = fc F - dr.

Calcular el valor de a y b, para que el trabajo antes calculado sea nulo. jQuiere decir

esto que el campo vectorial F es conservativo? Razone su respuesta.

Solucion:

)

La curva C se puede parametrizar como:
r(t) = costi+sintj+ (acost + bsint)k

Calculamos la integral de linea pedida:
2
W(;:/F-dr:/ (a —1)dt =2(a — 1)7.
c 0

We se anula si y s6lo si a = 1; b puede tomar cualquier valor real pues no afecta al

valor de la integral.

Por tanto la integral de linea del campo vectorial F se anulara para cualquier curva
que sea interseccién de un plano de la forma z = x + by, b € R y el cilindro 22 +1y? =
1. Observamos que dichas curvas son cerradas, pero podemos construir otras curvas
cerradas para las que la integral de linea no se anula, como por ejemplo la elipse
interseccién de z = 2z y 2% + 3> = 1, en este caso la integral de linea vale 27 (# 0).
Concluimos entonces que el campo vectorial F no es conservativo, pues si fuera

conservativo la integral de linea sobre cualquier curva cerrada debe ser 0.
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3. (Tercer Parcial 2011 - Problema 2)

Sea C' una curva cerrada simple y suave contenida en el plano Il : x +y 4+ 2z = 1. Mostrar

que la integral
/ zdx — 2xdy + 3ydz
c

depende solamente del area de la region del plano II que encierra C' y no de la forma de

C ni de su posicién en dicho plano II.
Solucion:

Sea S la superficie contenida en el plano =z + y 4+ z = 1 y limtada por la curva C.
Supongamos que la orientacion de C' es positiva respecto de la orientacion del plano. Por

el teorema de Stokes se tiene:

/ﬁ-dF://(Vxﬁ-N)dS
C S

siendo, en nuestro caso ﬁ(m,y, z) = (z,—2x,3y). El rotacional del campo vectorial F'
esta dado por:
J k
_ 0 o 0

F=|— —|=3i+j—2k
VX or dy 0z t+J

z —2x 3y

Puesto que \/Lg(l, 1,1) es el vector normal unitario “exterior” del plano z +y + 2z = 1

tenemos que:

//S(Vx “.N)dsz//S%(:sﬂ—z)dsz%//sdsz%fl(g)

donde A(S) es el area de la superficie S. Equivalentemente,

a2
/CF~dr_\/§A(S)

Lo que demuestra que la circulacién del campo F sobre C depende solamente del area de

la regién del plano que encierra C'y no de la forma de C' ni de su posicion.
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4. (Tercer Parcial 2011 - Problema 4)

Considérese el campo vectorial F(z,y) = <

)
b)

—y .
4x2+49y2 7 4x2+49y? > :
Calculese la integral de F a lo largo de la elipse % + % = 1 orientada positivamente.

Calcilese razonadamente la integral de F' a lo largo de la curva de la figura, que

O
al

contiene a la elipse anterior.

U/

Solucion:

a)

El campo estd definido en R~ {(0,0)}, que es una regién abierta y no es simplemente
conexa.

Parametrizamos la elipse como 7(t) = (3 cost,2sint) con t € [0, 27]. Su velocidad es
7' (t) = (—3sint,2cost). Entonces,

21 : 2 2 27
t t 1
/F-dr:/ 6 sin +6COS_2dt:/ —dtzz.
. o 4-9cos?t+9-4sin“t o 6 3

Orientamos la elipse negativamente y definimos los caminos By, By, By , By . Defi-

nimos las curvas cerradas suaves a trozos:
Ai=Bf+Gt+Bf+D; ; Ay=DB, +G + B[ + Dy,

ambas orientadas positivamente. Obsérvese que ambas curvas encierran sendas re-
giones simplemente conexas, que a su vez estan contenidas en sendas regiones abier-
tas que no incluyen al (0,0) y por tanto son tales que las componentes del campo
vectorial F tienen derivadas parciales continuas en tales regiones. Por tanto pode-
mos aplicar el Teorema de Green en cada una de dichas regiones. Como en ambas

regiones se verifica

oP 0Q  9y* —da®
Oy  Or (422 +9y2)?"
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tenemos que

Por lo tanto,

:/ F~dr—|—/ F'dr:—/ F~dr—|—/ F -dr,
N Cc+ ~t c+

donde hemos usado que si cambiamos el sentido en el que recorremos la curva, la

integral de linea cambia de signo. Por tanto, tenemos que

/ F~dr:/ F-drzz.
c+ yF 3
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5. (Examen Extraordinario Julio 2011 - Problema 2)

Dado el campo vectorial en R?

F, = [P(z,y,2),Q(x,y,2), R(z,y, 2)] = r*i, kel

=313y

con r = ||7]| y 4, = £ siendo 7 el vector posicién: 7= (x,y,2z) y r # 0

a) Hallar la expresién de div F en funcién de k y de r.

b) Demostrar que rot F =0 vk y r#0.
Sea la esfera E; de ecuacion
P+ =R? R>0

el campo vectorial

—

— — uT
Fo=f= - r#0
T
c) Hallar el valor F; del flujo a través de la esfera F; ;Se puede aplicar el teorema de
Gauss? Razone la respuesta.
Sea la esfera E, de ecuacién

2 +y*+ (2 —2R)* = R? R>0

y el semicono S, de vértice el origen de coordenadas y z > 0, circunscrito a la esfera Ej.
Estas dos superficies determinan una circunferencia ', conjunto de los puntos de contacto

(tangencia) entre ambas, de plano horizontal z = z; y radio Ry.

d) Dibujar, sobre los mismos ejes: Fs, S.y C.

e) Hallar 2y y Ry
Sugerencia: Trabajar en el semiplano z = 0 (z > 0) con las secciones de Es, S,y

C.
f) Parametrizar C'.
g) Desmostrar que la circulacién de f a lo largo de C' es nula.

h) Hallar el valor F, del flujo de f a través de la esfera Fs.
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Solucion:
F, = r*ij, = 7”“% = k=l

Fy= (22 +y*+2%)"% (z,y,2) = (P,Q,R)

a) divF, = P, + Qy+ R,
P, = (x2+y2+22)% +x%($2+y2+22)%—12x

Po= (22412422 T [1+ (k- 1Da2(2® + y® + 22) 7]
Qy= @2+ +22)7 1+ (k- Dy?(a® +y* + 22) 7]
R.= (2> +y? + 227 [1+ (k- 1)22(a? + 32+ 2%) Y]

(Simetria de permutacién circular)

divEF, = (2 + 12+ 22) 7 B+ (k= 1)@+ 12+ 2@ + 2 + 227

divF, = (z* + > + zz)%(Q + k)

divE, = (2 + k)r*

i 7k R,—Q.=A
b) rotF, =| 2 2 fZl=q P.—R.=B ;=(AB,0)
P Q R Q.,—P,=C
R, — zh=1(,2 2 2)551-19
y Zkzl(l“ +y +Z)k: y e AR —Q.=0
Q. =y (2 +y*+ 277 122

Por simetria de permutacién circular:

A=B=C=0

Luego:

rotﬁk =0
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Otro método:

Fo = (zr" ' yr" 1 2 = (P,Q, R)

Las derivadas de P, Q y R respecto de las variables x, y 6 z, se calculan teniendo en

cuenta que r es funcién de x, y, z:

r’ =24y + 27

or or x

2r— =2z — =

Ox dr r

y analogamente:

or y
oy
ar 2
0z r

Por tanto, calculando, a partir de las expresiones anteriores, las derivadas parciales

de P, Q v R, y teniendo en cuenta que:
TOtF;f = (Ry_Q27Pz _RmQr _Py)

Se obtiene:

rotﬁk =0

f: FjQ = d“}f: 0 V(I7y7 Z) 7é (07070)

Como la esfera (sélido), 0 < r < R, contiene el punto (0,0,0) < r =0, que es un
punto singular de f no se puede aplicar el teorema de Gauss.
Entonces:

F=()pf dS

El ext
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Para E; oz

dS=dSni,=dS? fzu_;:t
r
PO &
f=—
-~ 1, ds
1
F1 = ﬁ EdS = ﬁ AT€GE1 —247TR2 =A4r
d) El dibujo que se pide en el enunciado es:
V4
Sc: cono
E2:Esfera

C: curva de tangencia entre E2 y Sc
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e) Semiplano x = 0 (z > 0) con las secciones de Ey, S¢y C:

=

Y

P’(x¢, Yo, 20): punto de contacto de Ey y S

M (0,0,2R): centro de Ej

N(0,0, 2p): centro de C

PN = yy = Ry: radio de C

OPM: angulo rectangulo = sina = % = %
o =% =30°

coscy:%:%g = OP=RV3

OPN: angulo rectangulo

: _ PN _ Ry __ 1 _ \/§
SlIlCY———;F = F\/?:__Q = lio——li
COS ¢« oN =0 —\/§:> Z -R

OBSERVACION: La ecuacién de S¢ es 22 = 3(z2 + 4/2)

f) C esté en el plano z = zy = %R y, sobre éste, su ecuacion es:
2, 2 p2_ S
+y =Ry = 4R

De aqui, una parametrizacién de C' es:

r = \/TERcost
= YRsint p t € [0,2m)
2 = 3R

2
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o en forma vectorial:

7e(t) = <£Rcost, ?Rsint,gR) t € [0,2m)

re(t) = <§Rcost,§Rsint,gR) t € [0,2m)

g) Primer método:

Resolviendo la integral curvilinea que define la circulacion:

CirC:j{f-dg
C

Como no se indica el sentido de recorrido de C tomamos la orientacién dada por la
parametrizacién hallada en f).

Clire = /0 " [F1rm]- 7o)} di

F=5 S Frew) =l

(chost —Rsint, 2R> t € [0,2m)
9
r.? 4 2 cos t+4R2sm t+4R2—3R2 = rC:R\/§

7 (t) = (?Rsint, ?Rcost,O)

1 2w
Cirec = ro(t) -7 () ]dt =0
ey OREA0)

Segundo método: Aplicando el teorema de Stokes e un dominio D C R? que con-

tenga a C y no al origen; por ejemplo la esfera Fy como sélido. Como f es irrotacional

en D, simplemente conexo, y C' es una curva cerrada:
Circ://rotf-dgzo
S
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siendo S un casquete de superficie regular contenido en D que se apoyeen C'; por
ejemplo la parte de Ey por encima del plano z = zp, la parte de Fy por debajo de

z = zg o el circulo definido por C.

By = ﬁ{ 7.d8
E2 ext

Como existe un dominio D C R3,que contiene a F,, simplemente conexo y que

—

no contiene al origen (punto singular de f) se puede aplicar el Teorema de Gauss.

j28 :///defdv

siendo V' la esfera (sélido) encerrada por Ey. Y como f es adivergente (solenoidal)

en D:
divf=0 =

Entonces:
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