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11.

2.1 Funciones de variable compleja

Para las siguientes siguientes funciones de variable compleja, halle su dominio de defi-

nicion y su recorrido, sus ceros, estudie su paridad y su periodicidad:
a) e* b) cos(z) c) sen(z) d) cosh(z) e) senh(z)

Compare las imagenes dadas por una funcién elemental de variable compleja y por la |
correspondiente funcion real en el caso de que ambas se apliquen a un mismo valor real.

Pruebe que la férmula cuadratica usual en R resuelve formalmente la ecuacién
ez’ +bz+ec=0, a#0,

cuando los coeficientes a, b y ¢, y la variable z, son complejos. Como aplicacién, resuelva

en C la ecuacién
2Z24+224+1—4i=0.

Halle las cuatro raices de la ecuacién z? -+ 4 = 0 y tiselas para factorizar (2* + 4) como
producto de dos polinomios en z con coeficientes reales.

Estudie para qué valores de z € C se cumple que +/z con la determinacién [0, 2), es igual
a (z!/2); con la determinacién (—, 7).

Halle la expresién de las siguientes funciones como funciones inversas:
a) arctan(z) b) arccos{z) ¢) arcsenh(z)

Compare las ramas de z'/? con las de 2%, para w = 1/2,

Calcule, para una rama cualquiera y en funcién de la determinacion, los valores de:

)@ 5B o ogi1447] 2081 +4)

2.2 Limites y continuidad

Sea f(z) = 4z/2 definida tinicamente para |z| < 1. Demuestre que

' _3
limg £(2) = 3
Calcule los siguiente limites:
' - iz + 3 2z +1
lr 2 s iz s p) .
) limtea’ b Jimn T 9 lmITE ) limariCety)

| 1 z
2z . ] 2 _ 2 2 2 _ P =
e) lliI(l) [:r/ysen (—_:c2 n yz) +i(ze! +3° —y )] h zllgi!_z z4+10 g) ljm
_2 2 -
., 2 N s 2 w o, 2 —z41-—1
Mlin s Aimaad ) e e
Estudie la continuidad en C de las siguientes funciones:

a) zy” +i(2z — y) b) €™ + isen(z® — 2z9°) c) f(z) = {{%’ ;j(?

i )
22 1 € sen 2

2

d) f) tanh z




12.
13.
14,

15.

16.

17.

- 18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

2.3 Derivabilidad y holomorfia o
Calcule la derivada de f{z) = 22 utilizando la definicién de derivada.

Demuestre que f(z) = |2|? sélo es derivable en z = 0.

Estudie la continuidad y la holomorffa de la siguiente funcién

- G z#0
o-{ s,

Estudie para qué valores son holomorfas las siguientes funciones, y de la expresién de la
derivada cuando exista:

1
a) €*cosy +ieYseny  b) - e, acC d)7°

22+ 1 1+ 22
Vv D@tz

Deduzca las expresiones en forma polar de las condiciones de Ca.uchy—Rlemann y de la
derivada y apliquelas al estudio de las funciones 2? smndo pEZ.

Halle las partes real e imaginaria (u y v) para las mgwentes funciones y estudla.r donde
son holomorfas: 1

a2 b)z+ p oz d)(2)*+ 2z
Estudie si es arménica la funcién Re(z%e?).

Sean las funciones u(x, y) = 2? — y%, v(x,y) = 2zy. Compruebe que ambas son arménicas
Y que v es armoénica conjugada de u, pero no al revés.

a) Estudie si es arménica la funcién: u(z,y) = 2* — 3zy® — 622 + 6y + 12z + 6y.
b) Encuentre una funcién f entera tal que Re(f) = u.
¢) Halle los valores z tales que f(z) = 0.

Encuentre una funcién entera f(z) tal que Re( f’(z)) = 32% — 4y — 3%, con f(1+14) = 0.

Dada la funcién u(z, y) = 2zy + y, se pide:

a) Pruebe que es arménica en R2.

b) Halle f(z), holomorfa en C, tal que u = Re(f) y £(0) = 0.
¢) Exprese f en funcién de z y calcule f(z).

Estudie en fodos los casos si 4 es arménica. Cuando lo sea, construya una funcién v
armonica conjugada y la correspondiente funcién de z entera:

o) u(z,y) =y’ — 3% b u(z,y) =y’ — 627’
cu(z,y)=2x(1-y) d)u(z,y)= 2z — 2%+ 3zy?

Estudie si las signientes funciones son enteras:

W

)3z+y+iBy—x) b)e®* (-2 dyzy+iy e)e
3




25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

2.4 Series complejas _ o

Estudie la convergencia, de

Indique en qué regiones del plano complejo convergen las siguientes series:
o o 1
A D (140 =y )Z(ZZ+1 ) AT
Indique pa.rd qué valores z del plano complejo convergen las siguientes series:
22" - o e (z— 1)
a) ZH b) Zn!z" c) Zn!(z—l)" d) Z__n?_

n=0 n=>0 n=0 n=1

I

e indique dos puntos de la frontera

Calcule el radio de convergencia de la serie Z (= ;z)

n=1
donde la serie sea, respectlvamente convergenie y dlvergente

Obtenga razonadamente el desa.rrollo en scrie de Laurent de f(z) =e® en 2 = 0.

Utilice el resultado anterior pa,ra expresar el desarrollo en serie de Laurent en 2z = 0 de
1(2) = 2.

Obtenga los desarrollos en serie de Laurent en =0 de las siguientes funciones:

a) senz b) cosz ¢) coshz . d)senhz

Obtenga los desarrollos en serie de Laurent en zg = 0 de las 51gu1entes funciones; e indique
las regiones donde son validos:

1 1 1 14222
b - o
a)l_z )1+z c)z d)zs+zs

Calcule las series de Laurent en torno al origen de las funciones:

o) eV 1 ) 1
) D75 96

Pruebe que es entera la funcién dada por

senz .. ‘
f(z)={ = stz #0

1 si:z=0

4




36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Calcule el desarrollo de Laurent en z, = 0 para : o4

2 — cosh(iz
g 2ot

ef ) 1
142 22 senhz

a)

Obtenga, cuando sea posible, un desarrollo en serie de potencias de z para las siguientes
funciones:

a)e  b)Log(l+ 2z},  c¢)Log(l+ 2),  d) (V 22— "')2,”

Obtenga el desarrollo en serie de potencias de z— 2 para las siguientes funciones, e indique

- para qué puntos del plano complejo es vélido:

1 144
a) Log{cos z)x, 29 =0 b) 2—Z_L0g ( + zz) , 20=10
' 2w

C) Q0 20 = 1 d)
z
Desarrolle en serie de Laurent en torno a z; = 0 la funcién

1(2) = 2 cos (-;1;)

e identificar la singularidad que tiene en z — 0.

Halle las diferentes series de Laurent en potencias de z para la funcién

1
f(z)= 2yz-2

Halle, cuando sea posible, el desarrollo en serie de Laurent en torno a zo = 0 de las
siguientes funciones con las determinaciones [0, 27) y [—m, #): |

| 122 1 1—2? 1. [4—2z 1 1+ iz
L, B = - L - —
°) Og(1+z2) )z3L0g(1_+z2) 9% Og(2+z) 4 2iL0g.(1—iz)

e) Log G +z) f) Log (1 +z2) g)_zlaLog (i J_r z)

Sea la funcién
z—1

/()= 224322 —2-3
a) Desarrolle f(z) en serie de Laurent vélida para 1 < 2] < 3
b) Desarrolle f(z) en serie de Laurent vélida para 0 < |1+ 2| < 2
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