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TEMA 1 : SERIES DE FOURIER -

1.1 Espacios funcienales

En este tema vamos a trabajar con los siguientes conjuntos de funciones:

* C([a,b]; R) es el conjunto de las funciones f': [a,5] — R continuas en [4,5].
Fljate que los elemen-
tos de todos estos con-
juntos son funclones,
ho nimeros

. CTA([a, b];R) es el conjunto de las funciones f: [a,b] — R que cumplen :

- f escontinua en [a,5] salvo en un ndmero finito de puntos x, €(ab) i=1,.,n

- En los puntos de discontinuidad x; ( que son siempre de primera especie o de salto
finito) el valor de /' es:

\ _SGD)+ ()
( } f(xf)_ 2

A este tipo de funciones las llamaremos “funciones continuas a {rozos con valores asigna-
dos en las discontinuidades®.

» CT ([a,b];]R) es el conjunto de las funciones f': [a,b] — R que cumplen :

- f es continua en [4,5] salvo en un niimero finito de puntos donde la discontinuidad es
de primera especie o de salto finito,

A este tipo de funciones las lamaremos “funciones continuas a trozos”.

* R([a, b];R) es el conjunto de las funciones f: [4,6] — R que cumplen :

i

( ¢ A este conjunto
también se le denota;

- f es continua en [a,6] salvo en un ntiimero finito de puntos donde la discontinnidad es

de primera especie o de salto finito.

L ([a,51;R) |
- f puede tener discontinuidades de segunda especie (salto infinito) en los extremos a y/o b.

- f 2 es integrable en el sentido propio o impropio.

A este tipo de funciones se las suele llamar “cuadrado integrables”.
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1.2 Espacios euclideos. Producto escalar. Norma. Sistemas

Importante:

Por ahora nos reslringi- orto g0 nales.

mos a espacios vecto- ( .

3:'?;;’,22:2:' Cutrpo e Sea E un R- espacio vectorial, Un producto escalar en £ esuna aplicacién de la forma:
<> ExE->R

u,y — <u,vy>
que cumple las siguientes propiedades:

. <u+u,v> =<u,v>+<u,v> Vuu',vekE
<u,v+vV>=<u,v>+<u,vV> Vuvvek

2. <qu,v>=a<u,v> Vu,ve E VaelR
<u,pv>= f<uv> VYu,veE Vel

3, <u,v>=<v,u> Vu,vek

4 <u,u>>20 Vuek ,ademss <u,u>=0 < u=0

¢ Llamamos espacie euclideo y lo notamos como {E, <,>) a todo espacio vectorial £ sobre
el que se ha definido un producto escalar.

» El espacio euclideo mas conocido ¢s el de los nimeros reales R" donde esté definido el
producto escalar de la siguiente forma.

Este no es mas que el Sean (X,...,%,),(3>-»¥,) € R", suproducto escalar es:

producto escalar que
se estudia en el bachl-

llerato <(Xppees Xy (Ve V) > = X%+ e X,

¢ Sin embargo, nosotros en este curso no vamos a utilizar el espacio euclideo R” ni sn
producto escalar. Nosotros vamos a trabajar todo el tiempo con los conjuntos de funciones
definidos en la pagina anterior. No debemos olvidar que los elementos de estos conjuntos son
funciones.

s Todos los conjuntos de funciones expuestos en la pigina anterior:
(Cla,5], R) , (CTAa,b), R) , (CT[a,b}, R) , R.({@,5;R) ()
tienen estructura de espacio vectorial con dimensién infinita (se puede probar),

¢ Sobre todos estos espacios vectoriales vamos a definir un producto escalar de 1a

siguiente forma:
<f.g> = [ () g(x)dxl

se puede probar que esta funcién es un producto escalar. Y por tanto tenemos que los
cuafro conjuntos:

(Cla,b], R) , (CTAla,b} R) , (CTla,6], R) , (Rla,b], R)

son espacios euclideos con el producto escalar asi definido.

¢ Dicho de forma simple, durante todo este tema calcularemos productos escalares haciendo ] '
integrales definidas. Esto se debe a que hemos definido el producto escalar que vamos a (!
utilizar como una integral definida.
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Norma euclidea

Sea (E,<,>) un espacio euclideo, una norma definida en E es una aplicacién:

- E—> R

u— Ju =J<u,u>

Propiedades

1. VuekE, uz0 < J|ul| > 0
VueE, u=0 < |u||=0
YueE, VYAek, J|Au)| ={A] |||
VYuve E  jlutv|] < |lu|| + |Iv]
VuveE |<uv>| < |lullfvi]

AN o

Yu,ve E  2<uv> = lusv|f =|ulf - ||v|}

En el contexto de este tema calcularemos la norma de la siguiente manera: -

|I|fl|=J<f,f> = 1L r@ rwas= [ f’(x)atxl

Sistemas ortogonales y ortonormales

Sea un espacio euclideo (£, <,>).

‘| Sedice que dos vectores nonulos #,v€ E son ortogonales si su producto escalar es nulo,
es decir:

<u,v>=10

e Sedice que el sistema {u,,, ne N} es un sistema ortogonal si todos sus vectores son

ortogonales entre si, es decir: Cha, Ma) 20 )
51 pvede cef
<u,, u,>=0 Vam eN/ nzm

» Sedice que ¢l sistema {u,,, ne N} es un sistema ortonormal si ademés de ortogonal se
cumple que:

Ju, il = 1 VneN
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En este caso al sistema
tiene infinitos elemen-
tos

A la mejor aproxima-
¢lén tamblén se le
denomina proyeceldn
ortogonal

En este caso el sistema
tiene un nimero finito
de elementos

Importante:

Estas expreslones, una
vez calculadas, son
nomeros

Esto es s6lo una
explicacion Intuitiva
nada rigurosa

1.3 Series de Fourier

Sea (F, <,>) un espacio cuclideo {donde E es el conjunto de funciones C, CT4, CT 6 R).

Sea { f,, neN} un sistema ortogonal de elementos de E.

A todo elemento f € E se le puede asociar una serie de Ia forma:

S<f,f> /i <fofi> " <fuf> <fifi>

foShd> o <hhe o <SE> o <BA>

denominada serie de Fourier de f respecto al sistema { f,, ne N},

Si la serie de Fourier es “cortada” en el término » obtendremos una aproximacién de ésta, es

. < [ f;>
decir, f =~ Y ——1—
§<f,,ﬁ>

mediante el sistema { Siseees j;,} .

-/, que denominaremos mejor aproximacién de

Al conjunto de escalares:

AT I 2
&= <15 ie N
sl

se les denomina coeficientes de Fourier.

Si el sistema es ortonormal { e, ne N} la serie de Fourier queda:

"

Observaciones

La serie de Fourier de una funcién f{x) no es mas que una representacién de la funcién f{x)
por medio de una suma ponderada de las funciones que constituyen el sistema ortogonal,

La ponderacién de esta suma viene dada por los coeficientes de Fourier. Es decir, cada
elemento de la serie tiene mas o menos peso en funcién del coeficiente que se le asigne.

Calcular una serie de Fourier consiste, por tanto, en obtener los coeficientes de Fourier.

La “representacion” de la funcién f(x) mediante su serie de Fourier sera tanto més

precisa cuanto més términos tenga el desarrollo en serie.

()

Se suele decir que la serie de Fourier “aproxima” a la funcién f{x). Pero, jqué significa

esto? Se puede entender de forma intuitiva diciendo que, segiin vamos afiadiendo términos
a la serie de Fourier su grafica tiende a confundirse con la gréfica de la propia funcién. Es

decir, ambas gréaficas toman los mismos valores en todos los puntos del eje x.
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Estas son las serles
qua mas nos
Interesan en este
tema

Recuerda que este
conjunto esta formado
por Infinitos vectores

Ojo, el sistema trigono-
métrico no es oronor-
mal

La integral del
denominador vale T’

La integral del
denominador vale 7'/ 2

La integral del
denominador vale 7'/ 2

1.4 Series trigonométricas de Fourier

Dentro de las series de Fourier en general existe un caso particular de especial importancia,
Este caso se produce cuando tenemos una funcién f(x) periédica de periodo T’y elegimos
como sistema para obtener la serie de Fourier al conjunto formado por:

6
COS=ZE, ... }

{1, senZ=, cos2E, sen 42X cosdEL, senS2x,

que habitualmente denotaremos de la siguiente forma:

{1, sen 2= cos 2, neN}

este sistema se denomina sistema trigonométrico y se puede comprobar que es ortogonal y

completo en [-£,L].

Las series de Fourier desarrolladas con este sistema se denominan series trigonométricas
de Fourier y son las més importantes de este curso. En las series trigonométricas los
coeficientes de Fourier quedan definidos de la siguiente forma:

/2
<f, 1> _ me(x)-l dx
<1, 1> . ji’; 1-1 dx
< f,senzﬂ > I:Zf(x)sen 27mxdx
I == n=0,12,3,..
2mmx 2mmx T2 2 27X
< sen ,sen _[ sen” ——
T ~T/2
<f,c032m> I:Zf(x)coszmdx
I = n=1273,..
2mnx 2mnx T/2 » 27X
< CO8 ,COS j coS dx
T -T/2

Sin embargo, a pesar que la teorfa sobre este tema es bastante extensa, la forma practica
de calcular una serie trigonométrica de Fourier es bastante mecanica.

De todas formas no se debe olvidar que la serie trigonométrica de Fourier no deja de ser un
caso particular de la serie de Fourier general.

La forma préctica que utilizaremos en los ejercicios para calcular series trigonométricas de
Fourier se explica en la siguiente hoja.
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Muchas veces en lugar
de trabalar con f{x}, se
trabaja con f{t).

El término independien-

te slempre se pone
dividido entre dos

Fijate que en el coefi-
ciente del senolan
comienzaen 1

Fijate que el (inico
cambio con respecto
al caso anterfor esta
en los Indices de
integra-cion,

Fljate que en el coefi-
ciente del senolan
comienza en 1

Calculo prictico de la serie trigonométrica de Fourier
La serie trigonométrica de Fourier nos permite, bdsicamente, expresar cualquier funcién (
periddica como un sumatorio infinito (serie) de senos y cosenos. '

Sea una funcién f(x) peri6dica de periodo 7. Entonces su serie de Fourier viene dada por
la siguiente expresion :

donde T es ¢l periodo de la funcién y {1, cos 2’;’“ s senz—’;ﬂ s NE N} es un sistema

ortogonal y completo en [--772, 7/2] 6 [0, T].
Por tanto, para obtener el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier lo tnico que hace
falta calcular son los coeficientes a, y b, de los cosenos y de los senos, asi como el tér-

mino independiente a, . ( .

e Si f(x) viene definida en el intervalo [-7/2, 7/2] los coeficientes se calculan con Jas
siguientes de expresiones:

ay = %IWZ S(x) dx

-T/2

2 pri2 2mnx

a, =?_[_H2f(x)cos s n§0,1,2,3,
2 p72 2anx

b, = ?Iﬁmf(x)sen B n=123 .

o Si f(x) viene definida en el intervalo [0, 7] los coeficientes se calculan con las siguientes de

expresiones:
2
a, = T f (x). dx

2 27znx
= = dx = 0,1,2,3,...
a, T f(x)cos 7 n
2 27nx
b = — x)sen dx n=1,2,3,..
! T.f( ) T
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" Una funclén no puede
ser par e Impar al
mismeo tiempo

Utilizacién de las simetrias

La utilizacidn de simetrias es muy util a la hora de calcular el desarrollo en serie de Fourier ya
que, la mayor parte de la veces, ahorran mucha labor de calculo. Las funciones de R en R
pueden tener dos tipos de simetrias:

Si se cumple f(—x) = f(x) se dice que la funcién es par (simétrica respecto al eje Y)
Sisecumple f(—x) = —f(x) se dice que la funci6n es impar (simétrica respecto al origen)

De manera que una funcién puede ser par, impar o ninguna de las dos cosas.
Ejemplos de funciones pares son: x%,x*, cosx, ...

Ejemplos de funciones impares son: x, x°, sen x, tgx...

Ejemplos de funciones que no tienen simetrias son: e‘,\/J—c, Inx, ...

» Propiedades de las funciones simétricas

- La suma, resta, multiplicaci6n y divisién de funciones pares es par.

- Lasumay laresta de funciones impares es impar.

- La multiplicacién y divisién de funciones impares es par.

- La suma y la resta de una funcién par y otra impar es una funcién que no es ni par ni
impar.

- La multiplicacién y la divisién de una funcién par y otra impar es una funcién impar.

- Si f es una funci6n par en [—T v ] se cumnple que:

[Lro) @ = 2[ i) a
T 0
- Si f es una funcién impar en [— 7.T ] se cumple que:

[ /s = 0

e Funciones pares f(—x) = f(x)

Si la funcién que vamos a desarrollar en serie trigonométrica de Fourier tiene simetria par
enfonces:
2mnx

dx n=0,123,..
T

4 s112
a, = E’-Io J(x)cos

b, =0|(pac)

con lo que la serie trigonométrica de Fourier queda desarrollada solamente en términos
coseno mas el término independiente: :

2anx

f(x) = “ Za,, cos
2 n=1
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o Funciones impares f(—x} = — f(x)

Si la funcién que vamos a desarrollar en serie trigonométrica de Fourier tiene simetria

impar entonces:
[ZN = O

4 (12 27nx
y = f, S@sen T = n =125,

con lo que la serie trigonométrica de Fourier queda desarrollada solamente en términos
seno sin término independiente:

2xnx

f(x) = ib,, sen

» Funciones que no son pares ni impares

Este caso es el més general donde hay que calcularse todos los coeficientes.
En algunos gjercicios donde la funcién viene deﬁmda entre [0 r ] nos plden de forma

explicita que obtengamos destenigedaediai
estos casos 10 que tenemos que hacer €S uaiaN aeapidnmde i
G Aesnsiaoniunsiémpamen cl mtervalo [—T T] segun queramos que el

DSF contenga solamente Senos o CoSenos.

)40" X= 01.50

51 piden dsom &)ma,) 23 otz Fhosers)

£ \ £xaren: S}fﬂi
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Cambio lineal de variable

1 Sabemos que el sistema trigonométrico { 1, sen22= cos2Z= peN } es ortogonal en [-Z,T

pero resulta que si cambiamos el intervalo por otro distinto el sistema anterior deja de ser
ortogonal.

Donde el intervalo [a,5] El cambio lineal de variable nos permite obtener un nuevo sistema ortogonal en cualquier

yano tiene porqué ser |intervalo de la forma [g,b] partiendo del sistema que ya conocemos

simétrico
2

{1, sen22=, cos22=, ne N} que ortogonal en {1,

El proceso es el siguiente:

1. Partimos del sistema { 1, sen2Z= cos™ peN } que es ortogonal en [-L,Z].

2. Hacemos el cambio x = at + £ , donde falta determinar o y §.

3. Hacemos la signiente identificacidn:

[-1.3] = [a0]
x - t

4. De donde obtenemos el siguiente sistema;

B e T ]

=qaa+ f
=ab+ p

A

De aqui calculamos las incégnitas o y B. El nuevo sistema seré:

{ 1 sen an(aHﬁ) , COS 2:m(ar+ﬂ) . ne N}

que es un sistema ortogonal (y completo) en el intervalo [a,b].

En la practica los espacios utilizados en la casi totalidad de los ejercicios son:

- I([-1.51.R)

- I{[oT]R)

y resulta que tras el cambio lineal de variable ambos tienen el mismo sisiema trigonométrico, es
decit, ¢l sistema { 1, sen®%= cos2™, neN } es ortogonal en [-L, L] y también es ortogo-

nalen [0,7'], lo cual es una casuahdad bastante util a efectos practicos.
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Todo lo dicho en esta
pagina también es
aplicabte sl 1a funcién
viene definida en el
intervalo [0,77]

En el examen hay que
susiituir T por el valor
correspondlente en
cada ejerciclo

Todo. Su@RIGN
f{ Y] Qrgenle es

de Gudny, o0
N oo (o rNerso

1.5 Convergencia de la serie trigonométrica de Fourier

Sea una funcién [ : [—%,%] — R ysea F(x) su serie trigonométrica de Fourier (DSF). (

Convergencia en norma (en media) de la serie de Fourier

Por ser el sistema trigonométrico {1, sen = cos 2%, ne N}ortogonal y completo en el
espacio Lz( —%,%],IR) , la serie trigonométrica de Fourier F(x) converge en el sentido de la

norma (en media) a la funcién f(x) en el intervalo [~%, 3] (y a su extensién periddica en R).

Lo mismo dicho de otra forma:

La serie trigonométrica de Fourier F(x) converge en el sentido de la norma del espacio
I ([—T T],IR) a la funcién f (x), pues dicha serie ha sido calculada respecto a un sistema

227
ortogonal y completo en un espacio euclideo completo. MNSNEESHORNERRIEHSN ISR NCIqU®
Hvusesibned s UMBEPREISIRlsswaindmimes s SRUTHERUEITDS G s SAR SYSAGRIR, al ostar

trabajando en un espacio completo dicha sucesién de Cauchy tendrd un limite en tal espacio. Y
aseguramos que ese limite sea precisamente f (x) imponiendo la completitud del sistema.

Convergencia puntual de la serie de Fourier (
Teorema
Si se cumple que (hipdtesis):

- [ eCTA([-%,%].R)

[+ 1)
2

-fE =D =
- f'eCT([-%,5L.R)

Entonces (tesis):

La serie trigonométrica de Fourier F (x) converge puntualmente a f(x) en -£.Z1.

Forma prictica de interpretar el teorema

La serie trigonométrica de Fourier F(x) es siempre una funcién CTA, asi pues convergera (
puntualmente a f(x) en aquellos punios en donde f () sea continua. En los puntos donde
f(x) sea discontinua habra que estudiar cada caso concreto (es decir, puede converger o no).

Convergencia uniforme de Ia serie de Fourier

Teorema
Si se cumple que :

- La serie de Fourier converge puntualmente a f(x).

- feC((ab],R) con [a,5] < [-3.5]

Entonces (tesis):

La serie trigonométrica de Fourier F (x) converge uniformemente a J(x)en [ab].

Forma préctica de interpretar el teorema

La serie trigonométrica de Fourier F(x) converge uniformemente a f (x) en cualquier intervalo
cerrado donde exista convergencia puntual.
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Esta graficaesla
funcioén original
(extensién periddica)

Estas cuatro grificas
son desarrollos en serie
de Fourler al cortar la
serie para distinios
valoresde k=3,5, 15y
160.

Observa que por
mucho que
aumentemos los
téminos de |a serie da
Fourier la amplitud del
rizado de Gibbs no
tiende a cero.

Observacidn

Siempre se cumple que:

Si F(x) converge uniformemente a f'(x) = F(x) converge puntualmente a /(x)

Pero el reciproco no es cierto, es decir, existen puntos donde hay convergencia puntual pero no
hay convergencia uniforme.

Fen6émeno de Gibbs

En las cercanias de los puntos de discontinuidad de la funcién f{x), la serie de Fourier no
converge uniformemente a f{x).

Esto se debe a que en esos puntos cercanos a una discontinuidad se produce un rizado conocido
como “Fenémeno de Gibbs”. Por mucho que aumentemos los términos de la serie de Fourier la
amplitud de este rizado no tiende a cero. Por eso la convergencia no es uniforme en los puntos de
discontinuidad. Veamos un ejemplo:

=

-1 —-w<t<0 4 &, sin(2k — 1)¢
£(t) = s =25 =D
1 O<t<n T k=1
£(t) S
YRS CAA

i(t)

:i\naﬂl:
u\l'ﬂh’

SIDO
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Anexo al Tema 1

A continuacién se tienen algunos ejemplos de funciones comunes y sus desarrollos en serie(

—~—

trigonométrica de Fourier correspondientes. Algunas aparecer4n en los gjercicios de clase o de

examen.
Funcién f(t) Serie
_ n+1
fty=t —r<t<w Z( D) sinnt
n=1
B 7 4~cos{2n—1)t
f)=[¢] —r<t< T E—T—T-gw
. sinnt
fy=r—-t O<i<2mw 2; —
0 —m<t<0 cos{2n— 1)t
t) = +
1o {t o<t Z (2n—1)?
°°( 1)""‘1 .
12
+§=:1 —— sinn

—1 —m<t<0
f(t)=
O<it<a
0 —rm<t<0
1) =
1) {1 D<t<m
f&)=|sint] —w<t<w
f(ty=lcost| —mw<t<m
0 —mr<t<0
o-{°
sint D<t<m

4 < sin (2n — 1)t

(it 2n—1

1 2 sin(2n — 1)t
2+1rn2=:1 2n—1

9 4. cosnt

T 7 4n? -1
n=1

4 i (—1)*cos2nt

in2 — 1

1 2 cos2nt 1
— —sint

T T An?2—1 2
n=1

~~
:
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Anexo al Tema 1

Producto escalar con funciones de valor complejo

Trabajando con funciones de valor complejo, el producto escalar se define de la siguiente manera;

(f.g)=

..,_""—-Ir»' | =

- . * ’ _—f.d
2 =g'() ,.f( )g(1)dt
represenla el complejo
conjugado,

1]

Lo que en el caso habitual de funciones de valor real, se traduce en Ia definicién a la que estamos

mas acostumbrados, ya que E(f_) =g(h

(f.8)=] fingar

]

Serie de Fourier exponencial

i
| Dado el sistema ortogonal y completo {ei T ’},k eZen I} ([—5,4-%},@), a la serie de

Fourier de f{7) relativa al sistema anterior se le denomina serie de Fourier exponencial y se

escribe:
Esta serd la méas
utilizada en fa
asignatura SSIT de 2°
curso y otras
posteriores.
w2 et ,
f('f)!e ! f(’)ae ! 1 5 k?‘”
2 T
donde ¢, = L=t L=~ [f(e " dl, VkeZ
2 L =z T
%I, 1k Tr th T’ 7
e ! e N )
Convergencia

: Se estudia igual que en las series trigonométricas ya que este sistema también es ortogonal y
completo.

Relacion con la serie de Fourier trigonométrica

€y =—-

2
| ,
¢ =—2—(ak—jb,(), k>0

c, :%(ak +jb), k>0

Sif{1) es una funcién real y par, se cumple: ¢, =c¢_, = _c_;&_
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Identidad de Parseval

W = 5 b < T - S el
k=0 , o
I =(r0= if(f)f(f)df Hf(r)l di
2 2

! [ 1

e:rng';’: =< e‘k; e k%’ff >= j. " f’e‘k;;fdl = j- em)’”re g j di=T
) ; )
2 2 2

HL"-"—_""""’

[Irofa- PEEE O 5 laf
T
2
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Anexo al Tema 1

Otras formulas de interés

Desigualdad de Bessel

s Si {fn, n eN} es un sistema ortogonal:

<f,f,>2

It = 5L

i=]

< fi, f; >

e Si { e,ne N} €s un sistema ortonormal:

n
I = X< sve of

i=]

Identidad de Parseval

o Si { S ne N} es un sistema ortogonal y completo:

2

<f,fi>

bt = 2 27

x|

<fo.f>

* Si {en, ne N} es un sistema ortonormal y completo:

I = 2 l<re 5

i=l
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Anexo al Tema 1

Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Dada una base cualquiera { f, 1 ne N} = { fis S35 s fn} de un espacio vectorial existe un
método para obtener una base ortogonal. Es decir, una base en Ja que todos sus elementos son

ortogonales entre si.
Este proceso se llama “Método de ortogonalizacién de Gram-Schimdi” y ¢s el siguiente:

u(x) = A

< [t >
R

1%

< fyoth > < foothy >
W) = f - BT o ShiZo,

<wu,u > <iy,U, >
u(x) = f — i‘f_‘;’u_lz Y — ﬁﬁﬁﬁ U <j;’u3> U
¢ ! <u,u > Uy Uy > Uy >

W) = f, - 3 SlemZ oy

o <u,u >

Una vez obtenida una base ortogonal {u,, Ine N} = {ul N 7 P un} a partir de la base
{ f, 1ne N} = {fi» [ s £} de partida puede que necesitemos normalizaria. Para ello
basta dividir cada elemento de Ia base ortonormal entre su médulo:

Ca®  h)
“() = 1l T o>

y asi obtenemos una base ortonormal {en ‘he N} ={e,,e, ,.n 0, }
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En ingenierla se utiliza
nj-" en VeZ de I'l!!!

Fljate que en realidad
son sdlo dos formas:

- Representacion con a
yb

-Representacién con p
yée

Usaremnos principal-
mente {a forma
bindémicay la

- exponencial

' Forma bindmica a

forma polar

Forma polar a forma
binémica

Recuerda que

jj=j=-1

No es necesario apren-
der de memoria esla
férmula. La regla prac-
tica consiste en multipli-
car y dividir 1a fracclén
por &l conjugado de)
denominador.

Es iitil r

REPASO NUMEROS COMPLEJOS .

Definiciones

¢ Un nimero complejo z es un par ordenado (a, b) de nimeros reales donde,
a = Re(z) = parte real de z
b =Im(z) = parte imaginaria de z
* Launidad imaginaria (designada por j) es el niimero complejo (0,1). Adem4s
tenemos que J =+/—1.
* El afijo de un complejo z es el punto del plano cartesiano de coordenadas (a, ).

Formas de representar un nfimero complejo

¢ Forma cartesiana; z={a, b)
Forma binémica: z=a+jb

¢ Forma polar: z= pg

o Formaexponencial: z= pe’

* Forma médulo-argumental: z= p(cosé + jsin8)

Para pasar de una a otra forma hacemos:

Y JERAY) .
z=a+jb ={P~ a+b = z=p-ef
8 = arctan(b/a)

. = [
z=pef = {a pc.os } = z=a+jb
b = psinf

Operaciones con niimero complejos

Suma: Z+z, = (aq+jb)+ (a,+jb) = (9, +a,) +jb +5)
Resta: z,—-2z, = (a+jb)- (a,+ Jb) = (e —a,) + j(b—-b)
Multiplicacion:  z,-z, = (a, + jb) - (a, + jb,) = (a,a, — bb,) + j(ab, +a,b,)
212y = pleﬂ’l 'P;!"*"m2 =(p, 'pz)ejw'wﬁ
Divisién: z o+ b (@, + jb)a, — jb,) _aa,+bb, .ab,—ab
vision: = — = ; .~ 3 2 2 2
z, a+jb, (a,+ jb)(a,— jb)  a, +bh a, +b,
4 _ pet o _ (ﬂ]em_eﬂ
z,  pe’ s
Elemento inverso: z~' = l= ! = (@ jo) =— a > - j—z—baz—
z a+jb (a+ jb)a—jb) a*+b a“ +b

1
-1 _ PP Ny
zZ = pejg - (p )e

Complejo conjugado
Forma bindémica: Sea z =g+ jb, su complejo conjugado es 2=z =a- Jjb

Forma polar: Sea z=pe” |, su complejo conjugadoes z = z = pe
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Propiedades: i) (z,+2z,) =2 + 2z,

Modulo de un complejo
Sea z = a+ jb, llamamos médulo de z al nimero real no negativo |z| = Ja? +b?
Propiedades: i) |z|= |;| = Nz zzz= ’h

iy s z#20 z' = Z
I

iiiy |7 20, |g=0 soélo si z=0

iv) | 2,2, | = | 2|1 2, |
o (Alal
A RREA

vi) |Re(z)| < |z‘ |Im(z)| < |z|

]zl +22| slzll + ]zz|

o \Fl; = \Fl A= ‘)'2 Potencias y raices complejas

L - t()‘ 7 Sea el namero complejo z = o+ e,

Férmula de Molvre z" = p"ej

e Potencia enésima:

¢ Ralces enésimas:

r=ﬂ;>0

Un niimero complejo al. _ e
tlene n ralces enésimas J; =re donde o= @+ 2km

para k=01,..,n-1
n

Observacitén

Es conveniente manejar con soltura las potencias de la unidad imaginaria j:
. .3 ;s . 4
Pl =-pjt= LS =

dn dn+l sdn+2 dn+3

yengeneral: = 1 = 1, =-1,j =—J
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Este tipo de funciones
se estudian en
profundidad en los
primeros temas de
AVEC.

No existe una prople-
dad equivalente para el
argumento

Ver apartado A.4

TEMA 2: VARIABLE COMPLEJA

2.1 Funciones complejas de variable compleja

El objeto de estudio de este tema y de fos siguientes van a ser las funciones complejas de
variable compleja:
[ C C

z=xt+jy - f(z)= f(x +J¥) = u(x,y) + v(x,y)j

—>

donde tanfo  u(x, y) como v(x, ¥) son funciones reales de dos variables reales. Es decir:

W

R > R
(xy) = u(x,y)

R - R
(%)) - u(x,y)

u.

8i representamos los nimeros complejos z como puntos de un plano Z) y los ntimeros
complejos w como puntos de otro plano W), la funcién w=f{z) puede interpretarse como
una transformacién de puntos (x,y) del plano Z), en puntos (u,v) del plano W)

APICERS I W2V

oL _
' W= ° T Wo= u°r|jv°
o T e Zex Xt |
7 202Xy |

W

i

Re wza

2.2 Limites y continuidad

2.2.1 Limites

Las funciones complejas de variable compleja cumplen las mismas propiedades en cuanto a
limite de la suma (suma de los limites), producto (producto de los limites) y cociente
(cociente de los ifmites, siempre que el limite del denominador sea distinto de cero), que
las funciones reales. Aparece sin embargo una nueva propiedad relacionada con el médulo:

s lim /(=1 = Jim| 9 =|2

Relacidon con limites reales

Sea una funcién compleja f: C —» C, [f(2) = u(x,y) + v(x, )/ :

limf(z)=l=a+jbeC & ("-y)_-’(-tn-}’o)
32y lim v(x, y) =)

(x.¥)>(x.5)

Los limites de las funciones u(x,y) y v(x,y) se calculan con los procedimientos
aprendidos en AVEC para funciones de dos variables (limites por polares, radiales,...).
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2.2.2 Continuidad
Definicion
(
Sea f: C — C,decimos que f es continua en ze C si 'y s6lo si: '
Ves0 3650 / %eC . |z-z/<é = [f@-f@)<e
Teorema para estudiar la continuidad
Sea una funcién compleja £ : C = C, f(2) = u(x,y) + v(x, y)j:
Haciendo el limile Tf es continua en z;, < 3 lim f(Z) =f(20)
directamente en 7
variable complgja
Relacionandolo con ’ i = i i
R e ¢ s continua en z, = X, + Y,/ < u(x, y) v v(x,») soncontinuas en (X5, %)
Al igual que los Jimites, la continuidad de #(x, y) y v(x,y) se estudia con los
procedimientos aprendidos en AVEC para funciones de dos variables. (i
2.3 Diferenciabilidad
2.3.1 Definicién de derivada
Sea f: C — C,suderivadaenunpunto ze C viene c}‘ada por:
f
. — , +Az)~
f'(zo) = hm f(Z) f(zl)) — hm f(zo AZ) f(zo)
SR =T Az0 Az
¥ANEC! supuesto que este limite exista.
R* > defvoke
o 28 1 rRND Goe 2.3.2 Teoremas para estudiar la diferenciabilidad C
. . f
M Serencolde Condicién necesaria y suficiente de diferenciablilidad en el campo complejo
*lj': :ﬂfoUfﬁOfES Sea una funcién compleja £ : C — C, f(2) = u(x,y) + v(x, Y)Ji: exsen d,o,m!c_\cbs
decir que una funcién : ‘ FQ(C&U‘S
es derivable y es dife- , di i
B B o ot u(x,yy vy ¥(x,y) sondiferenciables
f es diferenciableen z,€Cr & § ou _ o oY
Paraversluyvson —_—= y —=——
diferenciables ox Oy ay ox
usaremos los teoremas
del apartado A.2
Las condiciones Lo
Fijate que si no se Wi = My uU = W
cumplen las
con:ﬁciones de G-R _a_u - Ev_ % — _@
puedes asegurar ¢ue * -
la funcién no es Ox ay ay ox
derivable
se llaman condiciones de Cauchy-Riemann
-
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Condlclon suficiente de diferenciabilidad en el campo complejo

Para que f(z) = u(x,y) + v(x,y)j sea derivable’en un punto z=x + jy es suficiente que

’
existan y sean continuas las derivadas parciales de u(x,)) y v(x,») y que se cumplan en ese*
punto las condiciones de C-R-
Condicién necesaria de Diferenciabilidad en el campo complejo
Si f(z) es diferenciable en z = x, + y,j = f(z) es continua en z = x, + y, j
Esto es igual que en Jas
funciones reales de una
variable X
Condici6én necesaria de diferenciabilidad en el campo complejo {uc’h*'g“m\ fﬂ‘m d:l‘
2 — Si f(z) esdiferenciable en z = x, + y,j = u(x,»)eC” y v(x,»)eC” en (x,,¥,)
|Culdadol La condicién
enunciada es exclusiva | () | que es lo mismo:
del campo complejo y ’
no lie.me correspon-
dencia en el campo real | g yy(x, y)g C° 6 v(x,¥) & C° en (X,; Vs)=b~/(8) no es diferenciable en z =Xy + Yo Jr
( | La forma prictica de utilizar esta Gltima condicién es la siguiente:

Estudiaremos la sentinwidadrdedesprimsimsdvrnaiasgiron

s de u(x, ¥) y de v(x,y)

menaswble pues se trata de una cond1c16n que, como acabamos de enunciar, es necesario
que se cumpla para que f(z) sea diferenciable.

2.3.3 Calculo practico de la derivada

Fljate que al ser f
derivable, v y v
cumplen las condics,

Si la funcién viene definida como f(2) = u + v j se puede demostrar que su derivada es:

de CR:
u =v
- : v -, ou ,
Uy =V obien  fi(z))= > “15 = VT Juy

rltiy) *J\&b(,j )
Y todas las combinaciones existentes usando las condiciones de C-R

2.3.4 Coordenadas polares

En algunas ocasiones nos pueden dar la funcién f(z) en coordenadas polares de forma

= g
que /(z) = u(p,0) + jv(p,0) donde {" PEs
y=psin@

En este caso se puede demostrar que las condiciones de Cauchy-Riemann quedan de la

ioui . _ 1. .
sigulente manera: WP‘(T'VB 2 ug — Vf

fu 1ov 1 ou ov
op pod © pod op

y la derivada de f'(2) en este caso queda expresada de la siguiente manera:
¥ N
fl5y=e” (au + J—} = e (u,+v,)
op op
O expresada en forma de las otras posibles combinaciones que existen usando las

condiciones de C-R
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2.4 Funciones holomorfas o analiticas

Ambos términos son
equivalentes

Sea una funcién.compleja f : € — C. Se dice que f es holomorfa o analitica en zo si
existe un entorno de zo en el que f es diferenciable. {y e Zo) (

Es importante resaltar que para que una determinada funcién sea holomorfa en z no basta
con que sea diferenciable en zo. Tiene que serlo en todos los puntos de un entorno de z,.

El conjunto de las funciones f:4 - C, 4cC queson holomorfas en A se llama

HA) = {f:4->C/ f es holomorfa en 4 }

y tiene estructura de espacio vectorial sobre C.

Se dice que f: C —> C--esventera si es holomerfa Vz € C - ‘

Veremos una

g:f;ﬂﬁﬂg%;"ﬁ; Los puntos en los que una funcién es holomorfa se denominan puntos regulares, y aquellos
puntos singulares en | €n los que la funcién no es holomorfa se llaman puntos singulares.

apartados slguientes - | |
G ﬁtt) e ekt Y oo = gw).—_c}e{\eom de. Lwnv[\le}

Propiedades de las funciones holomorfas

(con denominador no nulo NS AestceR

Estas propledades son ® La sonspdiforenoinpprodauonssoise
muy importantes de funciones holomorfas es también una funcién holomorfa.

u')( = V5

* @ Siffz) es holomorfa => se cumplen las eondioionsse@eRapara ¥y v ’\ \'“3:- -V
}: u,b(,j) |—J N| (7('3)

*O Sif(z) es holomorfa = FEKEEA -

| - L

%@ Sif) esholomorfa=> f{z) nexdepsndesdesga(es decir gft=0) O: G tPf‘J depende- de
Z

9 9({) NO hopmolte

O lo que es lo mismo:

{
2
f%\\\\‘{ Sisfa)rdependesdesza(es decir % #0) = flz)meswisiomerit _
Y ) Z }
l\‘ > Fa— o S{ drfecencalde en D abiecto <:>£ holowor@ en D abierts (
{ (S D fuese CERRALS Mo R cumple)
Nz, € D, exsen | Regla de L’Hopital
pUNYos rodeonddto
en s g es dA~
abole

Si f,(z) y f,(2) son funciones holomorfas en un dominio Dy si para z, € D

— — ' e
R”r%ﬂ;ta e o se puede fi(z) = £,(2) =0y f,'(z,)*#0, se verifica:
0
aplicar al caso —
o
porque en ese caso las li S(2) - 11'(2,)
funclones no serlan 1oz, f2 (Z) f2 |( Zﬂ)

holomorfas en Z,
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‘5 ¢ '_’d: g,hﬂom(
w! R R 7 heorsifa?
V! R""‘TP-.}Mméni&?
(

Un dominio es un
conjunto abierto y
conexo

r|_0J0! Si S(x,y) es una
arménica conjugada de
T{x,y), no es cierto en
general, que T{x,y) sea
armdnica conjugada de
S(x,y). Ver el slgulente
ejemplo:

T(—":J’)=x2“y2
S(x,y)=2
() (x,3)=2xy

Ty = X TU:_zt)
‘Sx:Zj 53:
TA:SJ Y ’T:‘j:"Sx
=, Cen'\uaad& de T
r® ol vengs

Esta sera la que mas
utilicemos

Fd }wﬂﬁtm-‘)

2.4.1 Funciones arménicas y Arménicas conjugadas
Definiciones

* Sea T(x,y) una funcién de dos variables reales definida en un dominio Dy que

admite primeras y segundas derivadas continuas en D. Se dice que 7'(x, y) esuna
8 armémion en D si se verifica la ecuacién de Laplace:

o'T T
+ —

=7 PY =0 o L,+71,30/

e Sean T(x,y) y S(x.») dos funciones arménicas en D. Si se verifica que:

oa’_=x , A_B V(x,y)eD

ay sax Ax = Vﬂ

==y T = "0 Ry

Entonces se dice que S(x,y) es arménica conjupada de T (x ¥). —'\ U‘J - TvK
N

&

Propiedades

-Si T(x,y)=keR V(x,y)eD entonces T(x,y) esarmoénicaen D,
-Si T(x,y) esarménica en D entonces k-7 (x,») esarménicaen D.

-8i I(x,y) y T,(x,y) sonarménicasen D entonces 7;(x,y)+7,(x,y) es arménica
en D

~8i Zj(x,y) es arménica conjugada de 7,(x,y) y,asuvez, T,(x,y) esarménicacon-

jugada de 7[(x, y) entonces tanto K(x,y) como Z;(x,y) son funciones constantes:

Consecuencias en variable compleja

Sea una funcién compleja f(z) = u(x,y) + v(x,y)J . Se cumple que:

1 S@) holomorfaen D =  u(x,y) y v{x,y) son arménicag
| Re Cfien} i [4i2)]
2. [/(z) holomorfaen D < v(x, ) es arménica conjugada de 4(x, y)/
i 4020 | Ao | f(2)]
3. f (z) holomorfa enD < -u(xy) es arménica conjugada de v(ix,y)

6 de manera equivalente: -

v(x,y) es armbnica conj. de u(x, ¥) en D> wuiory) es arménica conj: de v(x,y) en D

R 3{1\ \rdzw\e(@c\—); m(hj\,\lu,j] € cn=7 € 2F = T do Sehwadz.!
Bty =
\17(3 - \ﬁ‘l
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En la praclica esta
férmula no se aplica.
Veremos cdmo se hace
directamente en los
ejarcicios.

Esta formula sirve .
siempre que f{z) sea
holomerfa

Sj ufilizas estas
formulas, las tienes que
demostrar antes,
porque ho estan en el
temario.

2.4.2 Construccién de la arménica conjugada. Obtencién de una
funcién holomorfa a partir de su parte real o de su parte
imaginaria

Para construir una arménica conjugada de u (x, y ) en D sc utiliza el Método de Euler:

ou ou Ou
W=—|—dx+||—+—|dp+XK
v(x,y) % I[ax ayJ ly

No hace falta memorizar esta férmula. Veremos cémo utilizarla directamente en los
ejemplos.

La utilidad de poder construir la arménica conjugada v (x, ) a partir de u (x,y ) es que,
de esta forma, siempre se puede reconstruir una funcién holomorfa f( z ) partiendo de su
parte real o imaginaria:

f(z)=u(x,y) + V(X,y)f (‘ho|bmor FG‘)

ademas si queremos dejarla en funcion de z basta con hacer:

f(D)=u (2,0 +v(z0)p

Férmulas de Milne Thompson

Las férmulas de Milne Thompson nos permiten reconstrair la funcién f(2) conociendo
s6lo una de las partes, % (x,¥) 6 v(x,y), sin tener que calcular la otra.

e Suponemos conocido Re [ f(2) ] =u(x,y) y queremos reconstruir la funcién f(2).

Teniendo en cuenta que f'=u,— ju, = f'(z) =u,(2,0)—Jju, (z,0), integrando:

f(2)=[(u.(2.0) - Ju,(z,0))dz+C, CeC

e Suponemos conocido Im [ f (2 ] =v(x,y) ¥ queremos reconstruir la funcién f( z ).

Teniendo en cuenta que f'=v, + jv, = L' =v,(z,0)+ jv, (z,0), integrando:

f2)= I(vy(z,O) + jo(2,0))dz+ C, CeC

@L@tﬁm \
f ALY Gxx 6(:&;:)\ ¥ \9(3\
f‘ﬁ‘*";}‘ @ +\u,3u y YL

www.monteroespinosa.com - Clases de MMAT - Tinos 91 504 65 04,619 142 355

T26

(]

yhncen aiteia qu &pende & b ot
vonialcle respecio o o W Ny in&a\’b



Mas adelante estudia-
remos en mas profun-
didad las funciones
multiformes

®

2.5 Funciones elementales

Definiciones previas

Sea una funcién compleja f(z). Si a cada valor de z le corresponde sélo un valor de £(z)
decimos que f es una fancién univaluada o uniforme (tal y como entendemos las
funciones en cilculo de variable real).

Si a cada valor de z le corresponde més de un valor de £ (z) decimos que f es una funcién
multivaluada o multiforme.

Funcion exponencial

La funcién exponencial del anélisis complejo se define para todo z como:
e =e"” =¢'e” =e*(cosy + jseny)

¢ Esuniforme
s  FEsti definida Vze C

» Esholomorfa ¥z € C (funci6n entera) ( a \
€ #0

* Elrecorrido de la funcién exponencial e* es todo el plano complejo excepto el origen.

* Lafuncién exponencial compleja se reduce a Ia funcién exponencial real para niimeros
con parte imaginaria nula.

* Para niimero imaginarios puros la exponencial compleja coincide con la férmula de
Euler:’ Co
% =cos@ + jsen®

* La funcién exponencial es periddica de periodo imaginario puro 27 fo: A

ez+2n'j = g® VzeC 611-1."\&_ e?._ e:"'-]
o U"ﬁ' '[7_K'H)T'|r T,
~11*6(): \:f’—:ed Kz 2z ¥ Ui:d
Jo J3T _JI% .
ke = € X ez € = —-|
v

¥ € :(:Q:LJ Kfa

* Lafuncién exponencial s entera (holomorfa en todo el plano complejo) y verifica que:

R

* Ademis se verifican las siguientes propiedades:

ezl_ezz = ezl+z2

e’#0, VzeC
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Polinomio de grado n

p(2)=az"+.+az+a, 4€C, neN

¢ Esuniforme
e Ests definida y es holomorfa Vz ' (entera)
Funcion racional
Es el cociente de dos polinomios
R(z)= 5@
0,(2)

o Esuniforme

e Esti-definida y esholomorfa Vz-«€ que cumpla que O,(2)# 0

Funciones trigonométricas circulares

t =
con ()¢ @RI : e —e” e” +e sinz )
v9 sz = - cosz = igz=
7 owtadd 2j cos z oo
h » Son funciones uniformes
wn X g\}_ =0 e Definidas yholomorfas Vz € C exceptolagzque lo esté para
X230 X VzeC|cosz#0
. v @ |Las funciones sin z y oS Z10 estan acotadas en mddulo)
‘é‘:“) —’; g™ NO o sinz=sin(z+2kr) cosz=cos(z+2kz) Igz= ig(z+kx)
" 00 o Ticnen los mismos “ceros” que las funciones reales
NO PLETA

e () GACat)

F

gh(g)! pefieds AT
ch(z) | pescde 2

NN FM\’OO@ g

PnE=0 D 2= KW, KE i
g 72=0 &) 2=lzkn\y , K€ &
Funciones trigonométricas hiperbélicas

2z

e

L th(z)=

sh(z)
ch(z)

e“+e

sh(z) = chiz)=

Son funciones uniformes

Definidasy holomorfas Vz € C excepto la th( z) que lo esta para
VzeC|ch(z)# 0

sh(z) = sh(z+ j2kn)  ch(z) =ch(z+ j2ki)
sh z y ch z tienen infinitos “ceros” (a diferencia del caso real)

Se cumplen las siguientes relaciones, que se pueden comprobar facilmente:

. OB chz- sh= =

ch(jz)=cosz

sh(z)= jsinz
! sin( jz) = jsh(z) i
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2.6 Funciones multiformes (o multivaluadas)

Ya hemos visto anteriormente el concepto de funcién multiforme, Escrito de una manera
A4S rigurosa:

w= f(z) es multiforme & 3z, € C| f(z,) no es tnico

Por ejemplo, entre otras, son funciones multiformes las siguientes:

f(2)=Inz La funcién ftoma infinitos valores para cada valor de z

g(z)= %z La funcién g toma n valores para cada valor de z

2.6.1 Funcion logaritmo

La funcién logaritmo se define en los puntos no nulos como:

f(2)=Inz =Inpe” =In pe’®*M =lnp + Ine/®* 2™ =n p+ J(Q2Rherd ke

Observa que la funcién logaritmo es una funcién multiforme ya que para una misma
preimagen z existe més de una imagen (de hecho, existen infinitas puesto que k puede
tomar infinitos valores enteros).

Muchas veces interesa obtener una funci6n uniforme a partir de una funcién multiforme. A
eada-una.de las-funciones uniformes en.que podemos “separar” la funcién multiforme se le -
denomina rama, -

A la rama que se obtiene al dar el valor k={-se la denomina rama principal: Asi, la rama
principal del logaritmo neperiano tiene la siguiente expresion:

Inz=Inp+ j(@ + 2kn)|,_,=In p+ &

Pero no basta con fijar el valor de &, a un niimero entero concreto para conseguir quedarnos
con una funcién uniforme. Lo podemos ver en el siguiente ejemplo:

oI \mv w
1-j= Nz et
’ Nz
w4 @) ! =
Ud'll/r'\‘%=mpflja . ‘JE"‘—*WD:L{\\E.“J%
' k=0, ama gl _
I S qw (7 gz T+ BT
ry (T e’ Ju T )
N:g[ﬁ) & ;
weln = by PTJB S
vz
K20, mma ﬂsv\\
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iigs‘ﬂﬁeai:“;'y Es decir, que para conseguir aislar una funcién uniforme a partir de una multiforme y
portanie obtener de esta forma una rama de la funcién, no basta con fijar el valor de k£, También hay

que fijar el margen de variacién de 8 = arg(z) .

De esta forma podriamos definir varias ramas diferentes para un mismo valor de k=0. Asi,
en el ejemplo anterior, podemos fijar el margen de variacién de @ = arg(z) de muchas
formas, por ejemplo las siguientes: L W

Fljate que son v

! . ~£(%)
e / / Zt// / ol RN S
conjunto imagen /7 / / w:j\tﬁ):u\p toa 7/%% Ro W
/,/T b e (-, 1) ) _"J'n?“"

é,lt\:u\ 2, oo K=0, B € (-T,1)

— — — r——

///}/// ”":E"L%)
7/1/ / O € (0,27)

—_— e, ey, —— m—_— — T me— —

j%ci):h\ 2, aeoa k=0, § € (¢ otxzm

vd:j’bc?’)

B e (o, X327

’ L R
Al fijar el margen de variacién de @ = arg(z) aparece lo que se llama corte de ramar En los

ejemplos anteriores los cortes de rama scrian:
| ,}%m: ne) K=0, 86X &1

j!l(ﬁ) =(n z, ‘K'—'O, i?’(%\‘;bﬁ 2, k=o ) \
Habituaimente los ) e (-7 ) | bz (o2l f
cortes de rama tienen |
forma de semirrectas o RS | | (
ey | , L |
guntos de ramificacion “ b | QQ z | I l| %
| J o
e _ N ’
A ror 6‘90' b( ' ()1 == n (2) '[zrr»éH—-— _ N-,_'f-j[{,,_): n 7—+ﬁ(2“-£.] ) Q,UO
QoS 9 31(%\=Uﬁ NE 57_ (2) d 2 _ ,L_e}-,e
M €3 @ORIWA en _)"[e ""-*;“""zf“"“-tnl+(je L"-: %_dg
e r:ur\bS A in2 :Z,‘QJL'”‘:E)
e & ara =

%(%\ N> € <apiife
daxercalde en \zs
pontos da) cerle &
3(7&\ Mo e3 Y2 ‘\ Todos los puntos del corte de rama (incluidos los puntos de ramificacién) son puntos k
én ‘R ?\Jﬂ'lbs d\ ex\e] singulares no aislados esenciales. Lo vemos con un ejemplo. _
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3 ft%)z 2/

M € F ¢
2" es UNITORME

e (N E @\"(0\-‘—%)
S apEEl

K ®la
Fa P P

2 4 awmas

0&61:

2" €5 MOLT\FoRNE
de W vomasg

2.6.2 Funcidn raiz enésima

La funcién raiz enésima se define de la siguiente forma:
J(B+2k)

f(z)= (z)"—\/_ =4 pe” =fpe/ P — o pHfEHED a5 h e N k=01,..,n-1

Se trata de una funcién multiforme que toma n valores para cada valor de z.

De nuevo, para quedarse con una sola rama, se fija el valor de , y el margen de variacién
de arg(z) . O 2ZKST
SRR J= =% = , K=o,u2

?e] 202226 —3 37 - %:1

Z - e_"%

Y
(@S qioinies walarcs
de oo @2 endSite, de
N Cbmiabel'o t'_nwesf:pndzn

o o Wehws & on

. . ' Gona reular & N
2.6.3. Funcion potencia et Nﬁ
(odes,,

Se define como:
S(@)=z">Inf(D)=Inz" > In f(z)=alnz—> f(z)=e"*,aecC
Se trata de una funcién multiforme que toma infinitos valores para cada valor de z.

De nuevo, para quedarse con una sola rama, se fija el valor de £, y ¢l margen de variacién
de arg(z).

www.monteroespinosa.com - Clases de MMAT - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355 T2-11




Todos estos concepltos

T et o ow | 2.7 Integracién en el plano complejo

ya estudiados en inte-
gracién curvilinea en el

campo real En este tema vamos a estudiar algunas técnicas de integracién en el campo complejo. Més

adelante, en el tema 4, aprenderemos un importante teorema (Teorema de los residuos) que
nos permitira calcular integrales de forma més rdpida y eficaz.

2.7.1 Definiciones

¢ Se denomina curva continua en C a la imagen de foda aplicacién continua dela
forma:

I':[ab]l » C
t = T = x@)+y0)J

A los puntos I'(@) y T'(b) se los denomina extremos de la curva.
Al par de ecuaciones x(?), ¥(f) se le denomina parametrizacion deT.

o Sediceque I' esunacurva cerrada si I'(a) =1'(b).

e Sedice que z, €[ esun punto miiltiple de la curva si existen dos valores del

pardmetro ¢ con la misma imagen mediante I'.
e Sediceque I esuna curva simple si no tiene puntos miltiples.

» Sediceque I' esunacurva suave siticne alguna parametrizacién que sea derivable.

O

e Sedice que T es unacurva suave a trozos si se puede subdividir en un nimero finito

de arcos suaves.
'¢ Os«aue. (A o)
Y rams

o Sedice que T esunacurva suave a trozos si se puede subdividir en un ndmero finito
de arcos suaves,

e Un dominio D es simplemente conexo si toda curva cerrada simple dentro de ¢l
encierra puntos s6lo de D. Un dominio que no es simplemente conexo se llamara
miiltiplemente conexo.

Dy o

D Simplerente B dobimie D tripimie
oo (Sn aauiexosy N0 @r\e,v-t')
(4 a3u'\erb\ (il asu‘m)
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Estas integrales se
realizan de la misma
forma que las
curvillneas de AVEC y
es el método general,

Sin embarge, se suelen
usar ofros mélodos
(cuando es posible)
para resolverlas de
manera mas sencilla;
Teoremas de los
apartados 2.7.3 y
274

Célculo de
reslduos {lo
veremos mas
adelante)

Los sigulentes
tecremas permiten
obtener sin calculos
integrales con una
determinada forma.

Se deduce directa-
menta de lo anterior.
Sdlo hay que descom-
ponerla curvaen n
contornos simples
cerrados y aplicar lo
anteriolr.

2.7.2 Integracién curvilinea en el campo complejo

Sea una curva suave a trozos de C:

I'ab] - C
t > =x@)+j y@

y sea una funcién compleja f(z) = u(x,y) + v(x,y)j una funcién continua sobre T".

Se denomina integral de f(z) alo largo de T ala expresién:

ST
[r@a - [ reoroa

2.7.3 Teoremas para dominios simplemente conexos

Teorema de Cauchy - Goursat

Sea D cC un abierto simplemente conexo y sea I — D cualquier curva cerrada, suave

a trozos. Se cumple que:
- ped > holeonor G dentre y Bhore T

f(2) esholomorfaenD = J f?;) dz
r

\-'Cvrmda, Foave (0, hrozas)
Férmula infegral de Cauchy (¥'¢)

Sea f(z) una funcién holomorfa en el abierto simplemente conexo D ysea I' una curva
simple, cerrada y suave a trozos recorrida en sentido positivol” — D, entonces se verifica

que, r’holbmd'l- om- — e
. ’ . H
1 J(z) ' z ; '~
fz) = e = i [ LD oy
2rj Jrz—z, v irz—z, Y
¥ TS TS T T T T T T apor G
Rt . ., e, 'Y =0
Férmula integral de Cauchy para contornos no simples 8
La anterior férmula admite la siguiente generalizacién: 5-1; Ve@s rode
o

-]

Sea f(z) una funcién holomorfa en el abierto simplemente conexo D ysea T’ una curva
no simple (que interseca consigo misma n veces, rodeando k veces al punto z) ylI'eD,
entonces se verifica que,

H(z) = 2rj Jr

Férmula integral generalizada de Cauchy

1@ g - - 204 (@)
rz— Z

"mdﬂ.ﬁh K News

/@

z—2z,

]

Sea f(z) una funcién holomorfa en el abierto simplemente conexo D ysea I' una curva

simple, cerrada y suave a trozos I' < D, entonces se verifica que,
A holtreotfo. dinTrp y Sohre

/@ @

k1
J‘l" (Z zo)k+l (Z Z)k+l

2rf

2
= -”J

IP(z) = 1Pz,
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2.7.4 Teoremas para dominios miltiplemente conexos

Teorema General de Cauchy-Goursat

Sea D cC un abierto milltiplemente conexoy sea I’ cualquier curva simple, cerrada’y
suave a trozos, recorrida en sentido positivo que junto con ¥, 357 {curvas simples,

cerradas y suaves a {rozos, recorridas en el mismo sentido que T), forman la frontera de
D. Se cumple que:

f(2) esholomorfaenD = Lf(z)dz B j f(2)dz + ..+ L f(2)dz

2.7.5 Otros teoremas

Acotaci6én de [a integral

Sea I una curva suave a trozos y f(z) continva en I' tal que | f (z)i <M Vzel.

Entonces se cumple

Recuerda que la
longitud de una curva
paramettizada por

T'(¢) entre a y b, viene
dada por:

L={lrejd

< ML

[7(2)dz

donde L es la longitud de I,

Teorema del valor medio de Gauss

El vaior medio de una funcién holomorfa en cualquier punto de su dominio de
holomorfia D, es el valor medio de sus valores sobre cualquier circunferencia C de centro
2, contenida en D ella y su interior.

O dicho mais matematicamente:

Sea f(z) holomorfa en el abierto simplemente conexo Diz—z,|<& quecontieneala
cirounferencia ¢}z -z l=¢ 0<¢ <g.Entonces el valor de f(2) enelcentro 2, es

ignal a la media aritmética de  f(z) sobre c.

1 2n
f(z[,)=5;_[0 f(z, +pe’)do O<p<e
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Eslo quiere decir que sj
la funcién es holomorfa
en un dominio
simplemente conexo, &l
valor de la integral no
depende de la curva
concreta, sino sélo de
los puntos Inlcial y
final..

Estos son los més
ttiles para los
problemas

Teorema de Morera

Sea f{(z) una funcién continua en un abierto simplemente conexo D y tal que:
jc f(2)dz=0

siendo C cualquier curva cerrada y suave a trozos que peitenecen a D. Entonces f(z) es
holomorfaen D.

Teorema de Ia primitiva

Sea f(z) holomorfa en el abierto simplemente conexo D y T’ < D una curva que une los
puntos z, y z,. Entonces se cumple que: \
T doye eStent

7 . depta du. wn
[ r@a = j f@d [F@) - F@))  jainis cimplenente
BANTELD (SQDASU"‘WOS]
siendo F(2) una primitiva de f(z). on A gue 4(%) a
relemocfa. ,

CT‘*. pvede <oc ab.‘eﬁ;\)

Principio de médulo maximo/minimeo .
o

1) Si f(z) es continua en R (cerrado acotado) y s holomorfa y no constante en R

0 Y
entonces { f(z)|alcanza su maximo en SR, nuncaen R. interior

nera
2) Si f(z) escontinua en R (cerrado y acotado) tal que f(z)#0 VzeR yes

a
holomorfa y no constante en R entonces | f(z)] alcanza su minimo en 8K,

o
nuncaen R.

rm puedo  Losal MEXIND N jl‘t) e £ (ppge T o

lix%& ocdenado)
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Este concepto €5 ana-
logo al del andlisis real

Fijate que sdlo tiene
potencias positivas o
de orden 0

Esta expresion apenas
se usa en la praclica

2.8 Series de potencias complejas. Series de Taylor. Series
de Laurent

Una serie de potencias complejas es un tipo particular de serie de funciones. Ticnen la
signiente forma:

Donde z, es el centro de la serie. Normalmente el centro suele ser el cero, z, = 0+0jf
asi que la serie nos suele aparecer de la siguiente manera:

2.8.1 Series de Taylor
Teorema de Taylor
Sea f una funcién holomorfa en |z - ZDI < R . Entonces existe una finica serie

Z a,(z — z,)" quecumple que f{z) = Z a(z — z)" Vz e|z—z°|<R

n=0 n=0

Donde los coeficientes de la serie vienen dados por:

fn)(zo)

—_—

nl

n

Radio y Campo de convergencia de la serie de Taylor

Al conjunto |z - Zo| <R se le denomina campo de convergencia de la serie. Dentro de
dicho campo, ¢l desarrollo en serie converge a ftz). Fuera de dicho campo el desarrollo en
serie no converge a f(z).

Esto guiere decir que s6lo podremos decir que fiz)= z a,(z — z,)" sizestddentro

n=0

del campo de convergencia.

R es el radio de convergencia de la serie de Taylor, y viene dado por la siguiente
expresion:

1
R—————Ii:n:lo‘\'/lzn_

En la practica, ¢l radio de convergencia de una serie de Taylor, se calcula como la distancia
desde el centro de la serie z, al punto singular mas cercano de la funcién
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Eslo es lo importante

2(2) €8 aralhice
3@;\ wn ablefls
@rexo D =

¥z eb, ¥
enloins o

( )dquﬁjl%) €53
}gomd-t’_w

do S
et dn o

Fliate que son los tér-
minos pares de @

Fljate que son los tér-
minos impares de e°

Fljate que son los tér-

minos pares de e
alternando signo

Fljate que son los tér-

f N . z
' minos impares de &
alternando signo

Calculo prictico del desarrollo en serie

Los procedimientos que podemos aplicar para obtener la serie de Taylor de una determi-
nada funcién son los siguientes:

Primer procedimiento

Nos basamos en la propia definicién de serie de Taylor para calcular el desarrollo en serie
de la funcién f( z). Sélo es necesario exigir que f( z) sea holomcff¥én un abierto conexo®
que contega al centro zg¥ La férmula es la siguiente:

}
fw( o) Jmn(‘zo) (z—z,)" +

(z(, z) + ..+

F@) = fz) + —f%(z—

y es valida en el circulolz - zol <R.

Segundo procedimiento

Utilizar series de Taylor de funciones elementales conocidos de antemano. Los desarrollos
de Taylor que conviene conocer son los siguientes:

2 3 4

-4 z s % z
e —I+z+§+3—!+z+... e _HZ:;”! ]z|<oo
2 4 6 Z2n
coshz=1+=—+"—+"1... coshz=>)" |2| < o
21 41 6l o (2a)!

k} 5 7 « z2n+l
sehhz=z+—+—+"_1... scnhz:z | ]<oo
3t 51 71 = (2n+1)!

2 Z4 ZG
cosz=l——+——— 4., |z|<oo
21 41 6! o (2 )!

3 ZS z? 2n+1
senz=z—-—+—-——+... senz = Z(— —_— ]z|<oo
31 51 7 pary (2n+1)!

22 Z3 24
L+z)=z——+——"+t.. L(l+z)= ):( 1)"*1 2| <1
2 3 4 n=1
1+2)" =1+ a’ HZ 1427 =5[] 1
(1+2)" = +a1~!+a(a—)2—!+... (1+2) _E 12 |z <
Tercer procedimiento

Muchas veces basta con aplicar la serie geométrica para obtener la serie de Taylor de una
determinada funcion f(2):

1-— f(Z) = ;(f(z)) si lf(z)l <1

T_{'% = Z\,(f(z))" si !f(z)l <1
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10JO! Esto no quiere
decir que el punto zp en
torno al cual calcula-
mos el desarrollo en
serie de Laurent,
siempre fenga que ser
un punto singular (es
decir, un punto en el
que |a funcién no es
analitica)

Fijate que ahora el
desarrollo en serle
tlene tanto potencias
negativas como
positivas.

En la practica, la
expresion dada para
caloular los coeficientes
de la serie de Laurent
se ufiliza en gscasas
ocasiones ya que, en la
mayofla de los casos
en que ienemos qus
caleutar una serie de
Laurent, aplicaremos
los procedimientos que
hemos aprendido para
caleutar una serie de
Taylor. De hecho, todo
lo aprendido para
caleular una serie de
Taylor se puede ufllizar
para oblener una serie
de Laurent.

Cuarto procedimiento

También se puede obtener una serie de Taylor mediante operaciones elementales de otras
series conocidas:

s Multiplicacién de series.
s Derivacion de series.
¢ Integracion de series.

e Composicién de funciones dentro de una serie.

2.8.2 Series de Laurent

Si una funcion f(z) no es analitica en un punto zo, no podemos desarrollar en serie de
Taylor en ese punto. No obstante, es posible hallar una representacion en serie para f(z)
que contenga tanto potencias positivas como negativas de z -z . Esta serie es conocida
como serie de Laurent. '

Teorema de Laurent

Sea f(z) una funci6n analitica en un dominio anular R, <|z—2z,| < R, . Entonces, en
todo punto de ese dominio, f(z) admite la representacion en serie

@)= az-z) R <|z-z|<R,

n=—0

donde los coeficientes vienen dados por la expresion:

/@

a, = ! - j — (n=0,£1,%2,.)
2xj € (z2-2z,)

donde C representa cualquier curva cerrada simple en torno de z, orientada positivamen-
fe y contenida en el dominio.

Habitualmente también se puede escribir el desarrollo en serie de la siguiente manera:

f@= S aG-n) a6  R<lz-anl<k

A la primera de las series (la de exponentes n negativos) se la denominasposbesprineipaly
a la segunda (la de exponentes n positivos) prrtonaginmie
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¢

No te preocupes sl no

te acuerdas de hacer

este tipo de limites. No
] es necesario,

Esto se utiliza a veces
en los efercicios

Observaciones

Cuando f(z) esanaliticaen |z—z;| < R, (o sea, analitica en todo el circulo incluido su

centro zp) resulta que los coeficientes a, (los correspondientes a las potencias negativas)

son todos nulos (ya que por ser el infegrando una funcién analitica se puede aplicar el
teorema de Cauchy-Goursat) y la serie queda reducida a una serie de Taylor alrededor de
Z9.

Radios y campo de convergencia de la serie de Laurent

Al conjunto R, <]z-2z,| < R, se Je denomina campo de convergencia de la serie.

Dentro de dicho campo, el desarrollo en serie converge a f{z). Fuera de dicho campo el
desarrollo en serie no converge a f{z).

R, y R, son los radios de convergencia de a serie de Laurent, y vienen dados por las

siguientes expresiones:

R, =lim

n—o

a,| R, =R

1

Sin embargo, en la prictica estas expresiones apenas se utilizan, Veremos en los ejercicios,
como calcular de manera préctica el campo de convergencia del desarrollo en serie de
Laurent.

2.8.3 Aspectos de convergencia

Teorema de Welerstrass

W
Dada una serie de funciones Z /,(2) uniformemente convergente en todo conjunto
n=—u
cerrado y acotado (compacto) contenido en D, cuyos términos son funciones holomorfas en
D, se cumple: ' '

1} La suma de la serie es también una funcién holomorfa en D.

2) La serie que se obtiene derivando término a término k veces la misma, es uniformemente
convergente en todo conjunto cerrado y acotado (compacio) en D, y represente en dicho
dominio la derivada k-ésima de la funcién.

Aplicacién del teorema de Weierstrass a las series de potencias
Se puede demostrar que:
* Toda serie de potencias es uniformemente convergente en cualquier conjunto de
puntos cerrado y acotado (compacto) contenido en su campo de convergencia.

» Los términos de las series de potencias son funciones analiticas

Por lo tanto, las series de potencias (tanto de Taylor como de Laurent) cumplen las
hipétesis del teorema de Weierstrass. Esto nos sirve para:

1) Justificar que nuestros desarrollos en serie representan funciones holomorfas dentro del
campo de convergencia

2) Poder calcular la derivada de un desarrollo en serie de potencias como ta suma de las
derivadas de sus infinitos términos de manera justificada

www.monteroespinosa.com - Clases de MMAT - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355 . T2-19




2.9 Puntos singulares. Residuos.

2.9.1 Clasificacion de los puntos singulares

Una funcién f tiene una singularidad aislada en z = z, si f no es analitica en Z, pero si

lo es en algin entorno perforado de z, (o sea, en un entorno de 2, quitando 2, }.

Las singularidades aisladas de una funcion se pueden clasificar en tres tipos: polos, singu-
laridades esenciales y singularidades evitables. Para clasificar una singularidad basta con

obtener el desarrollo de Laurent de f alrededor de la singularidad z, y observar la parte

principal.

: Y~ | Singularidades pol 1 en {l)= W
 Orden do on ingularidades polares (polos) Aot 3

&@— L Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f es un polo de orden m si
™
_ SL.&): (t-2o) 3(%] el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, tiene una parte principal compuesta pot
(cc!,m holoen. en ?-%a
Sl 3[%\ e (‘;—{o\r En un polo se cumple que lim f(z) = .
222

27 “U/

términos de hasta orden m.

Singularidades esenciales A ,Slt) = %

Z2=7n € VO
o de oden | | Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f esuna singularidad
LY esencial si el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, tiene una parte principal

compuesta por infinitos términos.

. dad . ) . . _
En una singularidad esencial se cumple que no existe zh-{lz:. f(2)

Singularidades evitables 3 e $68) = ¢

Decimos que una singularidad aislada z = z, de una funcién f es una singularidad

evitable si el desarrollo de Laurent de f alrededor de z, no tiene una parte principal.

En una singularidad evitable se cumple que existe lim f(z) y es finito.
z—325

Observaciones (Fﬁ@“\

o Recuerda que el desarrollo de Laurent hay que hacerlo alrededor de la singularidad que
estemos estudiando para obtener el cardcter de esa singularidad. Por ejemplo, si una
funcién tiene tres singularidades distintas tendremos que hacer tres desarrollos de
Laurent distintos, uno alrededor de cada singularidad, para clasificar cada una de ellas.

¢ Las singularidades evitable y polar, son siempre aisladas.
La singularidad esencial puede ser aislada o no aislada.

Singularidades de una funcién en el punto del infinito t cample

El comportamiento de una funcion f{z) en z=cose define como el de f (—1—-) en w=f, es
w

decir, f(z) sera holomorfa o tendré una singularidad-en z=c0 evando f (—1—) sea holomorfa
w

o tenga una singularidad (del mismo tipo) en w=0.
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2.9.2 Residuos

Toda singularidad aislada z, de una funcién f tiene asociado un némero al que
llamamos residuo y que corresponde con el coeficiente a_, del desarrollo de Laurent

alrededor de z, . Es decir, el residuo cs el coeficiente del primer término de la parte

principal de la serie de Laurent asociada a f alrededor de Z, en primera corona de
z—z
0

convergencia. Normalmente utilizaremos la siguiente notacién para refetirnos al residuo:

el & (221" g K
BSL awedador d2 % Ia-z = Res[f(2), Z=Zo]|

an ¥ aero R @
2.9.3 Calculo de residuos en puntos a distancia finita del origen

El método general para calcular el residuo de una singularidad Z, es obtener el desarrollo
de Laurent de f en primera corona de convergencia en ese punto y observar el coeficiente

que acompafia al término . Veamos otros procedimientos particulares para cada

Z—2Z,

Caso.

Singularidades evitables

En el caso de las singularidades evitables el residuo asociado siempre es cero. Por tanto, si
tenemos la certeza de que estamos ante una singularidad evitable (porque lo dice el
enunciado, porque hemos calculado el limite, ...) no hace falta calcular el desarrollo de
Laurent ya que el residuo es nulo.

Singularidades esenciales

En el caso de las singularidades esenciales no hay otra manera de calcular el residuo que
obteniendo el desarrollo de Laurent.

Polos de orden m

En el caso de los polos normalmente no hace falta calcular la serie de Laurent. A cambio se
utilizan los siguientes resultados:

Z = z, esunpolo de orden m de f siy sblo si:

8(z,) # 0
g(z) es analitica en unentornode 2,

g(2) = (z-2,)" f(z) verifica {

y una vez que tenemos la certeza de que z, es un polo, para calcular el residuo asociado

a, =1i (z—2z,)f ()
—— _

1 dm—]
Si z=2, esunpolodeordenm:§a, = lim _‘Tx(
= (m—1)] dz"

hacemos lo siguiente:

Si z =z, esun polo de orden uno:

)

(z-2)"f(2)
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Este es uno de los teo-
remas inas importantes
de la teoria de variable
compleja

Recuerda que en el
Teorema de los resk-
duos los que sumamos
son los residuos de las
singularidades que
quedan dentro de la
curva

j{Culdadol Lleva un
signo menos. Ademas
se coge el término del
desarrollo en ultima
corena de convergen-
cia alrdedor de z=0

Es decir, el residuo de
f{z2) en Z =00 se
reduce a calcular el
residuo de la nueva
funcién

—_if(_l_] en
w w
w=0.

Fljate que esta lercera
forma no sirve para
calcular residuos de
singuiaridades

esenciales en z=a0
Ademdas, es la menos
usada

2.9.4 Teorema de los residuos

Si C es un contorno cerrado simple orientado positivamente, dentro y sobre el cual una
funcién f es analitica a excepcién de un nimero finito de puntos singulares

z, (k=1,2,...,n) interiores a C, entonces
ngm\)ﬁm

X2
v Ay " Cowd“”'
o J
2,“3

X 2z
2.9.5 Residuos en el infinito

(oI

[ f@dz = 27} Y Res[f(2),2 = 2,]

k=1

Hemos visto que para ver si hay singularidad en el infinito se estudia sila funcién f (—)
_ w
tiene una singularidaden w=0.

Observacion muy imporiante:
 Los puntos “finitos” sélo pueden tener residuo asociado si son singulares (es declr en

ellos f{z) no es analitica)
¢ El punto z=a0, sin embargo, aunque sea regular (es decir, que f{z) sea analitica en dicho
punto), puede tener un residuo# 0 en el mismo

Céculo del residuo en el infinito
1" forma

Se puede demostrar que:
Res{f(2), z=] = —-a,

del desarrollo en serie de Laurent de f{z) en #ltima corona de convergencia alrededor de
z=0
2" forma

El valor del residuo asociado al punto del infinito se puede calcular con la siguiente
férmula:

Res[f(2), z=w] = Res[——f( ]w:O]

3" forma
4 f ]
W

s E=0L2,..

Res[f(2), z=0]= —(k+1)!13_r501

Donde k es el orden del polo que tiene f{z) en z=co y se considera k=0 si z=co es un punto
regular o singularidad evitable de f{z).

QObservaciones

* f{z) tiene en z=co la misma naturaleza que f (l] en w=0 pero en general
w

Res[f(2), z=o] # Res[f[%), w=0}

- 1
e La naturaleza de los puntos z=co para f{z} y de w=0 para la funcién —i— f (—) no
w w

tiene porqué coincidir.
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2.9.6 Teorema de los residuos generalizado <¢— AQO

Teniendo en cuenta este nuevo residuo se cumple la siguiente propiedad:

Res[f(z), z=] + MZ_lRes[f(z), z=z,] + Zn:Res[f(z), z=2,]=0
k=1 , k=m

. — v : N
residuos de las sing. dentro defacurva  residuos de las sing. fuera dela curva

donde z, son las singularidades aisladas en puntos a distancia finita del origen.

De esta forma obtenemos un nuevo procedimiento de calcular integrales mediante el
Teorema de los residuos. Este nuevo procedimiento consiste en sumar los residuos de las
singularidades que quedan fuera de la curva cerrada C sobre la que estamos integrando
(incluido, claro estd, el residuo del punto del infinito que siempre queda fuera de C'), es
decir:

Icf(z) dz = —ZEj{Z”:Res[f(z),z =z, ]+ Res[f(z),z=oo]}

ke=m

2.9.7 Ceros de una funcién. Relacién entre ceros y polos
Definicién

Sea una funcién f: C — C. Decimos que z,€C esun cero de orden m de f si

J(z) = '(2) = /"(2) =.= " (2,) = 0 pero f™(z,) 0.

Una caracterizacién de cero de f(z) muy fitil en la practica es la siguiente:
Elpuntoz = z, es un cero de orden m de f(z) cvando:’

g(z)#0
&(2) es analitica en unentornode z,

f(z) = (z—2,)"g(2) verifica {

Relacién entre ceros y polos de una funcién

Ceros y polos de orden m estén estrechamente vinculados. En efecto, Se puede probar que:

Si dos funciones p (2} y g(z) son analiticas en un punto z y, p(z,) # 0, el cociente
P(2)/g(z) tieneun polo de orden m en z siy sélosi g(z) tiene un cero de orden
en ese punto,
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Fijate que se trata de
una Integral paramé-

trica de pardmetro §

En esta asignatura se

usa la transformada de

Laplace unilalerai
—

Flate que en este caso
se trata de una integral
paramétrica impropia
de parametro 5

2.10 Transformada de Laplace

2.10.1 Definiciones

Definicién de transformada

En general una transformada integral de una funci6n f(f) es:
b

Fs) = | fO-ksndt
a

Existen muchas transformadas integrales y todas ellas se diferencian en la eleccién del
niiclo de la transformacién (s, £). Los ejemplos mas notables de transformadas son las de
Laplace, Fourier, Hilbert, etc...

Definicién de transformada de Laplace

Sea f(f):[0,00) = C una funcién de variable real definida V>0

LLf@D]=Fs)= |, "0

Es decir, en nuestro caso se toma: k(s,f) = e siendo se€C.

F{(s) es una funcion de variable compleja s € C que estard definida para aquellos valores
de s para los que la integral converja.

Al tratarse de la transformada de Laplace unilateral, la region de convergencia de F(5),
siempre tendr4 una forma semejante aA esta region se la denomina semiplano
de convergencia, y en €1, la funcién F(s) es holomorfa. A ose la denomina abscisa de
convergencia
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() wlbd-mle-a)

wmit)

] ' W(t -al

O

E] Wit wito)

o

La derivada de fes
conrespecloa |

Parlicularizacionas
paran=2 y n=<3

Laderivadade F es
conrespecloa s

2.10.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

Scan dos funciones f () : [0,00) —-C y g@): [0, @) —> C tales que sus
transformadas son:

R =L(/()), Re[sT>a y G(s) = L(g()), Rels]>B

respectivamente.

L@f®) +bg@®)=al(f®) +bLEg®)

Cambio de escala

L(f(aty = (EJ Rels], ,

a a

[Besplazami,ento en eldominio de. £ ) . J b

a wit) wlt-a)

CL(f - a) uft-a)) '= M bJ‘tj >

Desplazamiento en ¢l dominio de s

L (e"’f(f)) = F(s—a), Re[s]>a+a
Y
LYFsa)) = e f(1)

1) eld—o-minio de]T'“

['ll ierenciacid

LF@O)Y=sFE) -0

Generalizando lo anterior a la derivada n-ésima tenemos que:

L @) = SF @) - &7 £(0) - 2£0) — 82 £ (0)—m £7(0)

n=2 L(f"®)=5F@) -sf©0) - f(0)
n=3 L") = SFE) - £10) - s£©0) - f7(0)
Diferenciacién en el dominio del s
Lf®M)=-F'() = L'EF©)=-tf0)
Generalizando lo anterior a la derivada n-ésima tenemos que:

d")F(s)

LAS®) = (-1)) ——= neN
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Integracién en el dominio de £

c ( f f(r)dr) = F ES)

Integracion en ¢l dominio de s

(f(t)) [Fods = ([ Fods) - L0

»

Transformada de la convolucién

Se define la operacién de convolucién entre dos funciones f y g como:

()0 = [, /t-7)-g(r)dr

La transfonnada de la convolucion es:

|L( @)= F (S) G(S)’

2.10.3 Transformada de Laplace de una funcién periédica

Sea f{) una funcién periédica de periodo T > 0. Entonces se cumple que S =f+1)

Se puede demostrar:

‘§‘ . Lif]= l—l”’T I f(x)edr
@
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2.10.4 Transformada inversa de Laplace
Definicién

Sea f(1): [0, oo) — € ysea sutransformada F(s) = £ (f(M), Re@®>oa.
Se define la transformada inversa de Laplace de la siguiente manera:

{ ‘-)V.P. .
FO= LU @) =5 = [T Fs)ds = tim [ e* Fs)ds

2x 1 Ja- 7[] wow Ja-jw

Calculo efectivo de la transformada inversa

En este caso nos dan como dato una funcién en el dominio transformado F(s) = £ (f(r))
y nuestro objetivo es calcular f() = £ (¥ (s)). Normalmente para conseguirlo no
utilizaremos la definicién dada més arriba, En su lugar tenemos dos métodos practicos que
son los siguientes:

( J Este mélodo se basa |, ; ;
" en lo aprendido en el a) M‘?w

tema 4
Sea F(s) = L (f()) analiticaen Re(s)> 6 con un niimero finito de puntos singulares

515 52, ..., S» y ademas lim F'(s) = 0. Entonces se verifica que:
e l--1

fOJOI Fllate que el
sumatorlo no estj
multipifcado por 2x

Ademdés la funclén de
la que se calculan los
reslduos no es F(s)

b) Mediante descomposici6n en fracciones simples

Lo més habitval es
emplear los métodos b)
y ¢} de manera com-
y blnada, como veremos
' en los elerciclos

Util cuando F (s) es una funcién racional

¢) Mediante propiedades y tabla de transformadas

Se trata de manipular algebraicamente la expresién F(s) con el fin de atribuir las
propiedades de la transformada de Laplace y poder aplicar algunas de las transformadas de
la tabla.
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Tabla de Transformadas de Laplace

F(s)=L{(f(1))

|

t"(n=1,2,..)

t"‘e"‘(n =1,2,.)

“sen zt

cos zt
shzt

?h zt

e Visen zt

e Yeos 2t

W |-

s+ z

n!
sﬂ+|.

n!
l-"' -+ 2)n+l

-
&

32+z2

§
82+22

z
$2 — 52

s
st — 52

-4

(st w)?+ 22

s+ w

(s +w)? 422

Res>0
Rles > —Re z
Res>0
Res> —Rex
Res.>']Imz|
Re s > |Im z|
Re s > |Re z|
"
Re s > |Re z|

Re (s +w) > |Im 2]

Re (s+wj > |Im z]

Ref: W. R. Derrick, Variable Compleja con Aplicaciones, 1987.







EDO= Ecuzciones Dife-

renciales Ordinarias

Recuerda:

Las soluciones de las
EDOs son funciones,
no nimeros

TEMA 3: ECUACIONES DIFERENCIALES

3.1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden.

* Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es una ecuacion que rela-
ciona una funcién incégnita ¥(x) con su derivada y.

- Forma explicita o normal: ' = f(x, y)
- Formaimplicita:  F(x, y,y') = 0
- Formadiferencial:  P(x,y)dx + O(x, y)dy = 0

* Lasolucién de una EDO de primer orden es una familia de funciones #x) que
cumplen la ecuacion.

¢ Llamamos problema de valor inicial a:
{ y'=[f(xy)
Y(xg) =y,
A la ecuacidn que acompatia a la EDO la llamamos condicién inicial.

En este tipo de problemas se trata de hallar una anica funcion, dentro del conjunto
de funciones que son solucion de la EDO, que cumpla, ademas, la condicidn

inicial.
£80) D'(i)f—e,x :’)L*\j/j' (). dx —./e". dx = e
e =1 ylo) = ej*d““' Se%4 Cro

* No existe un sistema metodico para caleular las soluciones de una EDO. De hecho la
mayoria.de las EDOs no se pueden resolver. Por tanto, nuestro objetivo se limita a
aprender a resolver ciertos tipos conocidos de EDOs para los que se conoce su méto-
do de resolucién. Estos tipos son los que se presentan a continuacion.

3.1.1 EDOs del tipo y' = f(x)

Son las EDOs de primer orden mas sencillas que nos podemos encontrar,

Resolucidon:

y(x) =C + [ f(x)dx
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[
| Ver ejercicio 1 de clase
Rbalciibasi iR

Mas adelanle veremos
que cuando los coefi-
cientes de una EDO
lineal son constantes
se resusive de olra
forma

lVer ejercicio 2 de clase

Ya veras en los
ejercicios que no es
necesario que
memorices la [érmula

La mejor forma de en-
tender estos métodos
es mediante ejemplos.
Nosotros solamenle
ufilizaremos el primero.

Resolucion:

3.1.2 EDOs de variables separadas

Una ecuacién diferencial de variables separadas es aquella que tiene la forma :

y:

y@) =K + [ gk)e

fxglyy =

dy _
e JS(x)g(»

también puede aparecer con el siguiente aspecto:
P(x)dx+Q(y)dy = 0

Resolucién: Se integra por un lado la variable x y por otro la variable y:

[Peyex + [0 dy = 0

y=f(x)y+glx

2. Realizar el cambio de variable y = uv

También hay que tener cuidado con las EDOs de variables separadas ya que suclen
contener soluciones particulares que no quedan recogidas dentro de 1a solucién que general
que obtendremos. En este caso la forma de obtener las soluciones particulares es sistematica

y se explicara en los ejemplos.

3.1.3 EDOs lineales de coeficientes variables

Una ecuacion lineal (de primer orden) é,'s aquella que tiene la forma :

)‘ —2 ‘}érm\ ney

independLonte

si gx)=0 >E0L0 herog Endo.

La solucién de esta EDO viene dada por la siguiente formula:

~[rd | [ 1

|. Caleular la solucion general de la EDO homogénea y' — f{x)y = 0 yuna
solucion particular de la EDO completa mediante el mélodo de variacién de los
parametros (también llamado variacion de las constantes).

De todas formas no es aconsejable aprenderse esta formula de memoria, Para llegar a ella
existen dos procedimientos:
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Ver ejercicio 4 de clase

También se puede
hacer integrando Qfx,»}
envez de P(xy). En
ese caso lambidn
cambiarian los
sigulenies pasos.

Normalmente en esle
paso se van léminos
que gstan repetidos en
ambos lados de la
igualdad

En el 4° paso no olvidar
la conslante que
aparece al integrar

En el 5° paso no
olvidar igualar a cero
la solucién, ya gue la
solucion se daen
forma Impllcita en
este caso.

EDOs exactas || 02 @ QU MXS e

Se dice que la ecuacion diferencial :
P(x,y)dx +Q(x, y)dy = 0

es exacta si existe una funcion real F(x,y) que llamamos primitiva, definida en D, tal que,
en dicho dominio,
oF

oF _p, 9F
ay

ax ©

la manera de ver si una EDO es exacta es mediante el siguiente feorema:

or _8Q

_6; Ox

Plx,»)dx + O(x,y)dy =0 esexacta &

Resolucidn:
La resolucion de una EDO exacta se hace a través de 5 (mini)pasos:

1.- Integramos P(x,y) con respectoa x, suponiendo y constante :

F(x,9) = [ P(x,y)ds + 9(y) = R(x,») + 9(»)

2.~ Derivamos F(x,y) = R(x.))+@(y)con respecloa y:

&_Fk—ﬂ_'_ ’()
b A

OF
3.- Igualamos . a Q(x,y) y despejamos @'(y):
y

oF

5, =9 y) = fﬁ& 0'(¥) = Q(x,y)
y

oy

4.- Integramos ¢'(y) y obtenemos @(y}.

5.- La integral general queda en forma implicita:

Flx,py)= Rx,y)+o(y) =0
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/ . . . : .
@Ecuacmnes diferenciales no exactas. Factores integrantes

Ver ejercicios 5y 6 de
clase

Sea una ecuacion diferencial del tipo:

| P(x,y)dx + Q(x, y)dy = 0|

que no €5 exacla ya que:

Un factor integrante para esta ecuacion diferencial es una funcion real u(x,y) que
admite derivadas parciales continuas , de manera que B

M’,‘.ﬂ\ K_Q:@
(%, ) P(x, )i + T(x, Y)O(x, y3dy = 0

ya es una ecuacion diferencial exacta y se resuelve como tal. Se verifica entonces que

[6Gr)_ 0w h: 98
cy Ix M oX

desarrollando la derivada del producto en ambos lados de la igualdad queda:

74 74
dx

ﬁpp_‘_’ua"P g
x

ay oy

a J 7 P
P_’t{_Q_"{= (__Q___) “]
ay ax 2x Oy

Una vez llegados a la expresion [1] el enunciado nos tiene que proporcionar algan dato
adicional para podet saber la forma exacta que ticne el factor integrante. Los dos siguientes

son los casos mas habituales (jpero no los unicos!):

a) Si nos dicen que ¢l factor integrante cs funcién de x dnicamente, la expresion [1] queda:

donde obtenemos la expresion de z+(x) integrando a ambos lados de la igualdad.

b) Si nos dicen que el factor integrante es funcion de y inicamente, la expresion [1] queda:

donde obtenemos la expresién de u(y) integrando a ambos lados de la igualdad.
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Ver ejercicio 10 de
clase

La diferencia con la
EDO lineal ya vista en
el punto 3.1.3 es que
aqui el coeficiente de Ia
incégnita ¥ es una
constante (no varia con
respectlo a x)

Solucién General de Ia
Homogénea = SGH

Solucion Particular de
la EDO Completa =

SPC

3.1.6 EDOs lineales con coeficientes constantes

Una EDO lineal (de primer orden) con coeficientes constantes es aquella que tiene la forma :

Iy' = aqy + gf(xﬂ

Resolucidn
La resolucién se hace en dos partes.

1) Primero se calcula la solucion de la EDO homogénen(sin término independiente):;

’

y = ay

La solucion general de la EDO homogénea (que llamaremos SGH) es siempre y s¢
obtiene resolviendo la ecuacién caracteristica:

Yy (x) = Ke*™

2) Segundo se calcula una solucién particular de la ED@:-completa {con término

independiente) mediante el método de coeficientes indeterminados. Este método
consiste en suponer una solucién particular de la EDO basandose en la forma de!
término independiente. Veamos algunos ejemplos ilustrativos:

Si g(x) = 4e* probaremos con una solucién particular de la forma y,(x) = ae*

Si g(x) = xe’* probaremos con una séhicién particular de fa forma Vp(x) = (ax+ b)e'”
Si g(x) =x>-—5 probaremos con una solucion particular de la forma

y,(x)=ax’ +bx+c

Si g(x) = cos2x probaremos con una sol. part. de la forma y,(x} = acos2x+bsenx
Si g(x) = e "sendx probaremos con una sol. part. de la forma

¥,(x) = e "(acosdx + bsendx)

etc, ...

3) Por iltimo para obtener la solucién de la EDO completa se suman ambas:

Observaciones

* Elmétodo de los coeficientes indeterminados no siempre es aplicable. En general s6lo se
puede aplicar cuando el término independiente tiene la forma de “potinomio por
exponencial” o “(seno + coseno) por exponencial”.

® Volveremos a ver este método de forma completa y rigurosa cuando estudiemos las
EDOs lincales con coeficientes constantes de orden n.

® En asignaturas aplicadas (JACR, INEL, efc...) lo comin es utilizar la { como variable
independiente representando el tiempo (en vez de la x que es la usual en matemalicas).
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\Ver ejercicio 8 de clase

Fijate que la caraclerls-
tica fundamental de las
EDQ auténomas es
gue la variable x no
aparece explicitaenla
ecuacion

Ver ejercicio 7 de clase

Ver ejercicio 3 de clase

3.1.7 Ecuaciones autonomas

Una ecuacion auténoma es de la forma :

'

Resolucién: No existe una forma metddica de resolverlas. Normalmente se reducen a
EDOs de variables separadas.

Hay que tener cuidado ya que las EDOs auténomas suelen contener soluciones particulares

que no estén recogidas dentro de la solucién general que obtendremos. Normalmente estas
soluciones particulares las obtendremos por inspeccion visual (a ojo).

3.1.8 Ecuaciones homogéneas

Una ecuacion diferencial homogénea es de la forma :

Resolucién: Cambio de variable y =ux y obtenemos una EDO de variables separadas.

3.1.9 Ecuacion de Bernouilli

Una ecuacion de Bernouilli es de la forma

y'=f1(x)y+ g(x)y"l donde n € R
Resolucion:

Dividimos entre )" en ambos lados de la igualdad , después hacemos el cambio de variable

™" =y y queda reducida a una EDO lineal.
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3.1.10 Teorema de existencia y unicidad

y'=1(xy)

Sea ¢l Problema de Valor Inicial (PVI) siguiente: {
(%) =y,

Existencia de solucién del PYI
Si la funcién f(x,y) es continuaen (x,,y,)
Entonces:

El PVI tiene al menos una solucién y = y(x)definida en (x,,,).

Unicidad de la solucidon del PVI

3
Si ‘—f(x,y) existe y es continua en (x,, ¥,)

Entonces:

Existe una tnica solucién y = y(x) del PVL

Observacion

El teorema de existencia y unicidad de solucion de una EDO nos proporciona condiciones
suficientes (pero no necesarias). Esto quiere decir que, si se cumple la hipétesis entonces
seguro que se cumple la tesis; pero, si no se cumple la hipétesis nada podemos decir sobre
la tesis, es decir, se puede cumplir o no cumplir.

3.1.11 Soluciones singulares

Sea una funcién ¥ = @(x) que es solucion de la EDO y' = f(x,y).
Se dice que y = @(x) es una solucién singular de la EDO si por cada punto de  y=¢(x)
pasa otra solucion de la EDO y ambas tienen [a misma tangente en ese punto,

Observacicnes

* Toda envolvente de una familia de curvas solucién de una EDO es solucién singular. Sin
embargo, se puede tener una solucion singular de la EDO sin necesidad de que ésta sea
una envolvente de la familia de curvas solucion de dicha EDO.

e Las EDOs lineales no tienen soluciones singulares.

* En los puntos de las soluciones singulares no se verifica el teorema de unicidad de
solucidn.

e No confundir solucién particular con solucién singular. De hecho, no todas las solucio-
nes particulares son sofuciones singulares.
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Con coeficlentes
variables

Método de los doce
pasos

3.2 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de orden superior.

Llamamos EDO de orden » a una relacion entre una funcién incGgnita y(x), su variable
independiente y sus derivadas hasta orden n;

F )y y® x) =0

En este tema nos centraremos exclusivamente en resolver [as EDQs lineales de la forma:
YO+ @Y+ oyt s s Py (x)y = q(x)

3.2.1 Resolucién general de las EDOs lineales de_or_qjén dos

Ahora vamos a resolver las EDOs lineales de orden dos que son las siguientes:
Y4 Py + py )y = g(x)

Para resolver esta EDO seguimos los signientes doce pasos:

1) Sinos dan la EDO de otra forma que no sea la anterior (por ejemplo, con un coeficiente
distinto de 1 en »*) manipulamos la expresién hasta llegar a ponerla como ests aqui.

2) Resolvemos la EDO homogénea;
Y+ Py + p(x)y = 0 -

que siempre tiene como solucién una funcién de la forma;

Yu(®) = Gy (x) + Gy, (x)

onde y,(x) e y,(x) sondos soluciones particulares linealmente independientes de
la EDO homogénesa. '

3) Para encontrar estas dos soluciones particulares el enunciado nos tiene que dar algtin
dato adicional. Algunos de los mds comunes son:

- Nos dan directamente una de las dos soluciones particulares I(x)

- Nos dan una relacién de cociente de Ia forma: z'—gﬁ—; = f(x)
Yalk)
- Sila suma de todos los coeficientes de Ia EDO suma cero entonces sabemos que

una solucién particular es siempre »x)=¢*
- Sila suma de todos los coeficientes de la EDO con signos alternados es cero
entonces sabemos que una solucién particular es siempre y (x) = ¢~

4) Encontramos la ofra solucién particular y,(x) mediante la formula de Liouville:

W(x) = ce n®

donde P(x) representa el Wronksiano que se define de Ia siguiente forma; |

=

Yi(x)  y,(x)

W(x) = W (3(x),5(x) = YE M)
1 2
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5) Una vez que hemos simplificado convenientemente la férmula de Liouville pueden
suceder dos cosas:

- Nos queda una ecuaci6én normal (algebraica) donde despejamos y,(x).

Normalmente esta EDO - Nos queda una EDO de primer orden del tipo ¥’ = f(x, ) que tenemos que (
::rp‘::maéggﬁ::;ﬂ:n resolver con las técnicas vistas en la parte previa del tema. Importante: La
coeficlentes constantes constantes que aparecen al resolver esta EDO las elijo yo libremente. No hay

que calcularlas,

) Una vez encontradas las dos soluciones particulares y,(x) e y,(x) comprobamos que

N
F
Q‘ son linealmente independientes y que, por tanto, forman un sistema { ¥ (%), ¥, (x) }
37 fundamental de soluciones de la EDO homogénea. Para ello comprobamos que:

W(x) = W0(),0®)#0  Vx

7) La solucién de la EDO homogénea es, por tanto:

Ya(®) = G (%) + Gy, (%)
8) Ahora utilizamos el método de variaci6n de los pardmetros (o variacion de las constan-

tes) para obtener la solucidn general de la completa, Este método se basa en suponer ( |
que la soluci6n general de Ja EDO completa tiene la forma:

y(x) = Gy, (x) + Co(x)y,(x)

9) Tras sustituir en la EDO y operar obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con
dos incogritas C[(x) y C;(x) que resolvemos por Cramer: ‘

%Latdergoslrac‘:jéﬂn dla . { CiIn(x) + Cy(x) y,(x) =@ et
~‘s?g§l§nlseoheo‘ej'a a?:r:lqaue a Clx) 3 (x) + Cy(x)yy(x) = :
Kt hay e o -
W 0 4ot j\Lx)ﬁ o |
') = ¢ !
¢, ¢ ) qtﬂ) :)LU() CZCKJ: jé(.)(\} ?(x)l
—_——— ——, . —_———
560 gt w x)

O Y ()
W (K)* LA

10) Obtenemos mediante integracién C,(x) y C,(x) y ahora si que mantenemos las
constantes que aparecen al integrar que llamaremos Kj y K.

11) La solucién de la EDO completa es, por tanto:

¥(x) = C,(x)n(x) + C;(x)y,(x)

que en realidad se trata de un conjunto de soluciones pues no hay que olvidar que

queda en funcién de K; y K3 que son constantes a determinar,

Este {iltimo paso solo

se resliza sl tenemos 1t . o .
un PV (es declr, ade- | 12) Por 1iltimo, en el caso en que nos den dos condiciones iniciales (es decir, un PVI)

més de la EDO nos dan podremos determinar el valorde Kj y K; y obtendremos una tnica solucién que

ﬁ::; condiclones [nicla- resuelve el PVL ( ‘
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Donds debemos racor-
darque y; e y, son

soluciones particulares
de la EDO homogénea.

Aqul comlenza e
método de variaclén
¢de los parametros

lildea fellz ||

Este es un paso que
hay que saberse ya
que es muy dlficil que
$© Nnos ocuma

En este paso hemos
recrdenado lo del paso
anterior

Demostracién de los pasos 8y 9 del método de los doce pasos

Ahora vamos a demostrar la forma de obtener el sistema del paso 9 aplicando el método de
variacién de los pardmetros, Para resolver una EDO mediante los doce pasos no es
estrictamente necesario conocer esta demostracién pero sf es muy recomendable para
posibles preguntas teéricas.

Partimos la EDO homogénea
Y+ p®)yY + pyx)y = 0

cuya solucién general es
Yu(x) = Gy (x) + Cyy(x)

La idea decisiva ahora es sustituir las constantes C, y C, por las funciones Gy Cx).

Esto da:
Y¥) = G + Cy(x)p,(x)

A continuacién se intenta determinar G(®)y C,(x) de manera que la expresién anterior
sea una solucién de la EDO completa en lugar de serlo de la EDO homogénea,
Para ello'derivamos la exprésién anterior:

Y= GOME) + GG + Cen) + G
Ahora, para tener dos ecuaciones, suponemos que (grado de libertad):

GEmE) + CGWn® =0
Con lo qﬁe la derivada primera derivada nos queda bastante més sencilla:
Y'= GENE) + C)y(x)
Derivamos otra vez para obtener ¥y
Y= GV + Q) + Cpe) + G(x)y;(x)

Ahora se sustituyen p, ' € y” en la EDO completa:

Y+ 50y + p(x)y = g(x) =

[CEY ) + GO + Cw)y, &) + G (x5 (0] +
t PAICENE) + GEREO] + oy RIC M () + G (), ()] =0

GO + p &Y + p )y )] + GO + 2, () Y, (3) + py(x)3,(0)] +
+ Gy (x) + (X)) = g(x)

Cada una de las expresiones entre corchetes de la ecuacién es cero porque tanto y, como

¥, son soluciones de la ecuacién homogénea. Por consiguiente, la expresién anterior queda;

GO + ) = g(x) [2]

Finalmente las ecuaciones (11 y {2] son las ecuaciones que hemos utilizado en el paso 9,
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Estas dos definiclones
son lguales que !as ya
estudladas en Algebra
parg vectores

El Wronsklane, una vez
calculado, sélo debe
depender de x

Las funclones no
tlenen que ser
soluclén de una EDO

A este determinante se
le denomina:
Determinante de Gram

La [dea Importante es
la que esta subrayada,
Es declr, en este caso
las funclones son
eoluclonss de una
EDO mientras que en
el anterlor no lo eran.

En este contexto:

51 ol Wronsklano se
anula en un punto es
que se anula en
todosl!

Fljate que ahora se
cumplen los
reciprocos

3.2.2 Dependencia e independencia lineal de funciones, Wronskiano

Definiciones

* Sedice que # funciones y;(x), ... ,y,(x) definidas en el intervalo en (a, b) son

linealmente dependientes si:

e,.... @,) #(0,..,0) / () + tay(x) =0, Vxe (a,b)

* Sedice que n funciones y,(x), ..., y,(x) definidas en el intervalo en (g, b) son

linealmente independientes si:

o)+ teyx) =0 > og=.=q-=0, Vx €(a,b)

* Sitenemos n funciones y,(x), ..., ¥, (x) definidas en un intervalo (a,b) y con
derivadas hasta el orden 7 — 1, se define el Wronskiano de las funciones como:;

M Yo W,

W(x)=det| 1 Y2 "

{n-1

Yn

J’I(’H yz(n-l
Resultados para funciones cualesquiera

En este apartado vamos a considerar que las funciones y, (%), .... , ¥,(x) son funciones
cualesquiera. En este caso se cumplen los siguientes resultados:

* Si ), .., ), son linealmente dependientesen (3,5) = W(x)=0 Vxe (a,b).

 Sidxe(a,b) /W(x)#0 = y,..,y, sonlinealmente independientes.

<IN > <V >
* Las funciones y,, ...,y, sonlin.depen. < det : : =0
< J’n’.)ﬁ > < Jﬂn!.J}n >

b
siendo <y, ;> = L Yi(x)y,(x) dx.

Resultados para seluciones de una EDO lineal homogénea

En este apartado consideramos que las funciones y,(x), .... ¥,(x) son soluciones particu-
lares de una EDO lineal homogénea de orden » de la forma:

(a1 +uwt p(X)y =0

(n-2

W+ px)y™ + p(x)y

En este caso particular se cumplen los siguientes resultados:

¢ Ine(ab) /I W(x)z0 < W(x)=20 Vx € (a,b)

* Lassoluciones y,, ..., y, son lincalmente dependientes <> W(x)=0 Vxe (a,b)

|® Las soluciones y, ..., , son linealmente independientes <> 3x, & (a,b) W(x,)=0
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( ) Recuerda que
homogénea significa
que qultamos ef
témino Independlente

3.2.3 EDOs lineales con coeficientes constantes de orden »

En este tema vamos a estudiar el tipo més simple de ecuacién diferencial que existe, Se trata
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) lineales con coeficientes constantes de
orden n. Las EDO lineales con coeficientes constantes de orden uno ya fueron vistas
anteriormente asi que aqui se trata de generalizar lo visto allf para ordenes mayores que el
primero.

Una EDO lineal de orden # con coeficientes constantes tiene la siguiente forma:

cte » AT ~
y(n+@,(n -|-@y('l + ... +Er ++py = q(x)

donde py, p,, ... , p, son constantes reales o complejasy g(x) es el término independiente.

Resolveremos este tipo de EDO calculando por separado la solucién general de la EDO
homogénea (que llamaremos SGH) y una solucién particular de la EDO completa (SPG).
Una vez obtenidas ambas, las sumaremos para obtener la solucién general de la EDO

completa;

Y(x)=SGH + SPC = yx) =y, Elx) + yix)

Veamos a continuzacién como se calculan cada una de estas dos soluciones,

Solucién general de la EDO homogénea (SGH) @

Sea la EDO homogénea:
Yo py " py ek p Y v py = 0

La solucién general de esta EDO homogénea se calcula a partir de las raices de ly(Ecuacion]

caracterIsticq asociada:

r " prt Tt Lt p, =0

donde hemos sustituido: y=1, y=r,y'=rt,.., otz yi=r".

Dependiendo de que las distintas raices (soluciones) de esta ecuacién caracteristica sean
reales o complejas y de su orden de multiplicidad tenemos cuatro posibles casos;

X
®: Rafzreal 7 = g simple, J =A.c
y = Ae™

1 rA
® Rafzreal r = g con multiplicidad n, :jl (Azx v MXr Ag ) =

Yy = (4" + o+ Ax + 4)) &

@ Dos raices complejas conjugadas » = @+ 7 simples,

Y = e%|Acos fix + Bsen fix
[ ]

® Dos raices complejas conjugadas » = o + BJ con orden de multiplicidad n,

Y = e [(4, X" .+ Ax+ 4)cos fx + (B 2X"" +.+ Bx+ B )sen fx]
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A continuacién, a modo de ejemplo, se muestran todas los posibles combinaciones para las
EDOs de orden uno, dos, tres y cuatro segiin sean las raices de su ecuacidn caracteristica
asociada:

Este es el caso de la (

EDOQ de orden uno vis- , . . .
ta en |:p°a,1§ anterior |* Y +ay =0 EDO de orden uno (una \nica posible solucién)

del tema
-n=a y=Ade”

e y+ay+a ¥ = 0 EDO deorden dos (tres posibles soluciones)

-n=a rn=>5 y = Ae™ + Be¥
- r, = a (doble) y = (Ax+ B)e™
-h,=atfj y = e"”‘[Acosﬂx+Bsenﬂx]

» Y +ay' +ay +ay=0 EDOdeordentres (cuatro posibles soluciones)

-n=ar=>bh n=c¢ y = Ae™ + Be¥” + Ce™ _ ()
-nh=a (doble) r,=b y = (Ax+B)e™ + Ce™

- 1, = a (triple) ¥ = (Ax* +Bx + C)e™

-h=a n,=atpfj y = Ade” +e‘"[Bcbsﬂr+Csenﬁx]

* Y+ay"+ay +ay +ay =0 EDOdeordencuatro (nueve posibles
soluciones) !

-h=a rn=>b rn=c r,=d y= Ae”™ + Be™ + Ce™ + De”*

-r,=a (doble) r,=c r,=d y = (dx+B)e™+ Ce™ + De*

-r,=a (triple) r,=d y = (4x* +Bx + C)e™ + De*

|- n, = a (cuadruple) y = (4x’ +Bx* + Cx + D)™

-1, =a (doble) r, =b(doble) y = (Ax+B)e™+ (Cx+D)e™.

-n=an=b n,=axpj y= Ae”+Beb’+e“[Ccos.ﬂx+Dsenﬂx] (
-t =a (doble) r,=atpj y = (Ax+ B)e™ + ™ [Ccosﬂx + Dsenﬁh:]
~hp=atfj n,=ytdj '

¥ = &*[4cos px + Bsen po] + ¢ [Coosge + Dseng] ¥

- ta3q =B (dobles) y= e""‘[(Ax+B)cos fx + (Cx + D)sen ﬂx]

Por supuesto no hace falta aprenderse todas estas soluciones de memoria. Fijate que
siguen una regla muy sencilla de construccién. Basta con saberse los cuatro tipos
bésicos explicados en la p4gina anterior y combinarlos correctamente.

www.monteroespinosa.com - Clases de MMAT - Tinos 91 544 53 77 , 619 142 355 T-3.13



Este es un caso
particular del sigulente
cuando m=0

Fljate que los
coeficlentes no son loa
mismos que en g(x)

Este es un caso
particular dal slguiente
cuando m=0

Filate que los
coeficlentes no son los
mismos que en g(x)

En principlo no debe
suceder nunca pero...

Solucién particular de la EDO completa (SPC) @
Una solucién particular de la EDO completa SPC se obtiene aplicando el método de
coeficientes indeterminados. Ya esbozamos este método en la parte anterior del tema con

EDOs de primer orden. Todo lo que allf se dijo sigue sirviendo pero ahora vamos a terminar
de formalizar e] procedimiento,

El' método de los coeficientes indeterminados consiste en probar una solucién particular que
tenga la misma forma funcional que el término independiente q(x) de la ecuacién, salvo por
los coeficientes que habrd que determinar,

* Primer caso: El término independiente g(x) es un “polinomio por una exponencial”
-Si g(x) = (4,x* + Ax 4+ ‘Ak) e@ la solucitn perticular va a ser de I forma:
Y =(Co* + Ca* + .+ G, )e™

-Si g(x) = (4,x* + Ax* y 4)e*y ademés@es rafz de multiplicidad@ie
la ecuacién caracteristica, Entonces la solucién particular va a ser de la forma;

¥,(%) =ﬂq,x" +Cx' 7 4.1 G )

* Segundo caso: El término independiente g(x) es un “(seno + coseno) por una
exponencial™
-si 900 = [(4x* + .. + 4)cosBx + (Bx* +

la solucién particular va a ser de la forma;

. + B)sen fBx]e**

V(%) = [(Co¥* + ... + C,)cos fx + (Dpx* + ... + D, )sen fx]e™

.8i 9(0) = [(4x* + ... t4Jcosfx + (Bx* + .. + B, )sen fx]e®

Y a+Bi es rafz de multiplicidad  de la ecu, Caracteristica, entonces Ia sol, particular
va a ser de la forma:

Yo (x) = x"[(Cox* + ... + CydeosfBx + (Dyx* + ... + Dk)gcgﬂx]e“‘

Observacién

Queda solo una cuestién por resolver: 3qué ocurre si el término independiente g(x) no tiene

una de las formas indicadas més arriba (polinomio por exponencial o seng + coseno por
exponencial)?. En ese caso existen dos posibilidades:

- Primera: Intentar descomponer el término independiente en dos o més funciones
que sean de esa forma y aplicar a cada funcién el método de coeficientes
indeterminados.

- Segundo: Si lo anterior tampoco es posible habria que recurrir al método de
variacién de pardmetros que es general para cualquier EDO lineal (tenga los
coeficientes variables o constantes)
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. SERIES DE FOURIER

Demostrar que el sistema trigonométrico
Ejerciclo 1
{1, cos(nx), sen(rx);n e N}

es ortogonal en fR([—ir, n] , R) .

| Uﬂ StS'l'é’ﬂm es§ osto ona{ et /R—([a B] lpL) ] el f)n:d.UCfD @y(q/ar oe (JOS'

Verholes walezqmem Oel s;sT:ma Fﬂa a0x), es nolo; esto es. si se

goﬂfskace ( 227 8(’(3_7 fl(x) S[X)Ax =0, Jf{,a (ocmosmﬂaov

”"(“X) o = Lldchn> 0
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Ejercicio 4| Desarrollar en el intervalo [0, z] la funcién f(x) = ¢* en:
a) Serie de Fourier que comprenda solamente senos.
b) Serie de Fourier que comprenda solamente cosenos.

9 5(-? eX 5 O<x<ff
ﬁ(X)z'

0O si x=0
..e"x g -Ml<x< O

v

3(;() es vnen fbpoon impar qwe en [o,rr)
comade con (’ix)’ {ueaw en [Or) sus desaurrollos

Je Fourier son tcéh‘)(mos 3(3/ cé 9&) SO'A)
( Vhene sems por ser ﬁ(x) Mmpar.

por

—
Zh tmpar por

oA "-:O In:O’J,ZIS’___

n

4 ”l‘"‘—!r————-,

1 )

2 2

b ) s Txex = o _%,_,3[")‘59""“‘_:»n xax = | gl
z

—21 "( sonnxdx = 2 ;".sennxclx ()
) g0 "),
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’ ‘ dy=-nsenaxdx
y=sennx = dv =ncosnx X ey ) U= CoSNXD fixox|

fexéennxe = [JV: oxde = v-e* J-— etsennx %a fos nxdx {Jwe"a(x o v

- pXsennx - (excasnx ~]e"(—nsen nx)c{x) = pXSennx —R"@SX ~ n’fz"samx x =
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Ejercicio

3

Z/3/Z2a6\2

Dada la funcién f:{-7,7] — R talque f(x)= IJLI

a) Dibujar la extensién periddicacon 7' =27 .
b) Obtener el DSFde f(x) con exponenciales complejas.
¢) Analizar su convergencia.

1
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Primitiva 1 rCalcular I= Ixcos(ax) dx

No existe una regla fija
para eleglr uy dv.
Sdlo la experiencia nos
enseiia a elegir correc-
tamente.

Axc

L09Y
Potentat
{xp

Lere

Primitiva 2

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracidn por partes :

Iu dv=uv- Ivdu
en nuestro caso elegimos,
I= J x cos(ax) dx

H_'__V_J
u &

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos ¢ integramos dv

H=x => du=dx

dv = cos(ax) dx = v= Idv = _[cos(ax) dx = lsen(ax)
a
de forma que sustituyendo en la férmula obtenemos,

I= |xcos(ax)dx=x lsen(ax) — J'l sen(ax) dx =£sen(ax) - (—izcos(ax)) +C
a a a a

Solucién: 7= £se,n(ax) + —lz—cos(ax)+ C
a a

Calcular [= Ixsen(ax)dx

Esta integral se resuclve utilizando el método de integracién por partes :

Iu dv=uv-—- Ivdu

en este caso elegimos,

I= Ix sen(ax) dx
' dv

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos u e integramos dv ,

H=1x = du = dx

dv = sen(ax) dx = v= Ia’v = Isen(ax) dx = —lcos(ax)
a

de forma que sustituimos en la férmula obteniendo

I = |xsen(ax)dx = x(—%cos(a’x)) - J.(—%cos(ax)) dx = —%cos(ax) +%sen(ax) +C
a

Soluciéon: 7= —ITsen(ax) - i(:os(.:w:x) +C
a a
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imitiva 3
Primiliva Calcular I= Ixz cos(ax)dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracién por partes :
_[u dv=uv— |vdu

en este caso elegimos,

I= Ix cos(ax)dx

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos u ¢ integramos dv ,

u=x’ = du=2xdx

dv =cos(ax)dx = v= Idv =Icc;s(ax) dx = lse.n(a.wc)
a

y obtenemos

2

I= sz cos(ax)dx = x’ lsen(ax) — _[—1— sen(ax) 2x dx = Jc—sen(ax) _2 Ix sen{ax)dx
a a a a
se trata ahora de resolver
I= |xsen(ax)dx

que calculamos integrando de nuevo por partes. Elegimos :

I= I x sen(ax)dx
I

de forma que,
u=x = du=dx
dv=sen(ax)dx = v = _[dv = Isen(ax)dx = —lcos(ax)
a

con lo que obtenemos

I= |xsen(ax)dx = x(—%cos(ax))— I(—-lcos(ax))dx = ——z-cos(ax)+a—lzsen(ax)
a : .

finalmente, sustituyendo el resultado de esta filtima integral tenemos el resultado

2
I= "—sen(mc)—3[—fcos(ax)+i2sen(wc)]+c = i‘z—sen(ax)—%sen(mc)+2—foos(ax)+c
a a a a a a a
2
Solucién: I = (1—— %)sen(ax) + 2—J:cos(ax) + C
a a a
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Primitiva 4

Calcular [= Ixz sen(ax) dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracion por partes :

Iu dv=uv— |vdu

en este caso elegimos,

I= I x? sen(ax)dx
"

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos e integramos dv ,
u=x’ =  du=2xdx

dv=sen{ax)dx = v= Idv = I sen(ax) dx = 1 cos{ax)
a

y obtenemos

2

I=[x?sen(ax)dx = xz(—lcos(ax))— J.(—lcos(ax)) 2xdx = —:’C—’c‘aos(ax)+g Ixcos(ax)dx
a a f a

se trata ahora de resolver

I= Ix cos{ax) dx

que calculamos integrando de nuevo por partes. Elegimos :

I=1]x cos(ax)dx
PR

de forma que ,
u=x = du=dx

dv = cos(ax)dx = v= I dv= _[ cos(ax) dx = lsen(ax)
: a

con lo que obtenemos

I= _[x cos{ax) dx = —{sen(ax) - I—l- sen{ax)dx = X sen(ax) + —l-i- cos(ax)
a a a a

finalmente, sustituyendo el resultado de esta Gltima integral tenemos el resultado

2 .
I= —x—cos(ax) +-2—[£ sen{ax)+ chos(ax)} +C = —icos(ax) + 2—fsen(ax) + %cos(ax) +C
a ala a a a a

2

Solucion: 1= (%—x—Jcos(ax) + 2—Jz'rsen(ax)+ C
a a a
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NUMEROS COMPLEJOS

Ejercicio 11| Calcular el valor de las signientes expresiones:
345y (<2 +i 1+
) 2] =|-0DE2D by w= 0
(2 +)(10-67) 1+i

a)
Primero simplificamos la expresién del numerador y de! denominador:
-6-7i-5  -11-T7i

—6 +3i - 10i + 5i°
20-2i+6  26-2i

(B +5)(-2+7)
20 -12i +10i — 6i*

* T T 2+n(10=6)

Ahora dividimos ambos complejos. Como estan en forma bindmica para dividir multiplica-

mos y dividimos por el conjugado de! denominador:
286 -22i —182i 147 _ —286-204i+14
676+4

(~11-74) (26+2i)

2= T 26-20) (26+2) 676+ 52i ~52i — 47

680 680 680

y ahora sélo falta calcular el médulo del complejo z :

| 2] = J(-0,9+(-0,3° = J0,16+0,09 = 0,25 = 0,5

|z| = 0,5

Solucion :

b)
La tinica forma de realizar los cdlculos del enunciado es pasar los niimeros complejos a

forma polar:
= ,[ 2,12 _
w,=1+i:>p_ P+l = 2 w]=«/§,/4
6 = atan(l/)=nf4 (45°)
= J 2,12 o —
w2:i=>p_0+lu‘/i_1 =>w = L,
6 = atan(1/0) = =/2 (90°)
De esta forma la expresién queda:
3 100 . \Em") %
e | e ()" S (),
)= (o) W, 1+i 1,+(1,,) 10+(1 )m_m 1, +15,
50
Importante: hemos — (2 ), — 2% = _ Z'i _ 249
tenid t =
onidoon centa e L+, | 141 2
_249

50 =0
Solucion : w=
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Ejerciclo 2

Recverda;

Lo _ (_P_]
Pér r o

Recuerda, fa Férmula
de Do Moivre es:

(sY = (P

Recuerda;
Py P = {0 Psw

" 4 . s
Calcular las siguiente expresion: V3 - B I
B+ 1-i

Lo primero que vamos a hacer es pasar los cuatro niimeros complejos a forma polar;

(‘6)2+(_l)z - \/3722 = z

0 = atan(-1/3) = —#/6 =11%/6 (-30°=330°)

= 211;:/6

z=\/§—i =

(~/?7)2+12 = BB+l =2

z=B3+i 24P~ =z =2,
6 = atan(1/f3) = #/6 (30°)
Pl =
z = 1+i D{p_\l 17 =42 }:>Z='\/§xj4
@ = atan(l/1)=z/4 (45°)

_ [z _2;' '
z=1—i:>{p_ F+ -l V2 }::»z:\/izlm

0 = atan(-1/1) = —7/4 = Tn /4 (~45°=315)

Ahora utilizamos la férmula para dividir ndmeros complejos en forma polar que es:

‘/5_"=2“ﬁ6: E] =1, = 1c,. =1
\/5 -I-f szﬁ 2 e/l 107/6 5x/3 300

1+i \/5114 _{ﬁ

= === =1 =1,,.=1, =14
1—i \/57”“ Ji]ﬂd—‘]ﬂd -6 i4 28/4 wi2 90

ahora utilizamos la férmula de De Moivre para calcular las potencias:

N !
(ﬁ ; l} = Buwts | (15 13)4 = (Vssars = Laoess = Loz = lagr
3+ \ 2.6 i - ) '

5
1_-}__1. > _ (JE;M _ (1 )5 _ (15) _ 1 _ 1 _]
1-i \\/—2-7;:4 "2 Falz T Csmi2 T wi2 00

de forma que sustituyendo todo nos queda:
4 s
\/5—1 . 1+i ’ — 2|]1r16 4- ‘\/5544 =(1 )4 .(1 )5 =1 1 —
\/5 4+ 1—7 2“'6 '\/57;[4 Sxi3 ri2 2z13 &2

= (1'1)g+£ = lypisa = 17_;: = Lyee
32 3 6

Por dltimo, si queremos, podemos pasar el resultado a forma cartesiana:

2=l = a = pcosf = 1-cos210 =-f3/2 - 7 = _\/ST 1,
b = psenf = 1.sen210° =-1/2
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\o /31200
FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Si f es una funcién entera, probar que

Ejercicio 1

. (% s %;J F@f = 47

teniendo en cuenta que se cumple que:

U (%,7) + 1, (%,1) =0 ([~ ARNOANCA )
Ve(%,3) +v,(6,) =0 (v ARMONICA )

o M TG T
3 ek & hdlorvorte. Ve _6’ 4= uuj (hY) =~V (xg) J
g(z), \)\b(,:j] . \[[X;:j) — \J(&) | = VU‘ (ﬁdﬁ‘vlc K’J] -

(1 = u(-z;)) u,(‘fk :j\ + V?'O(H

= U L) ] G g) = o)l = VWt ing) =

(\ealo pvatchcn de (o dec)
2 {jw |- U (4Y) + Vr (*r:)?
Mha(
[ m\] [\i(w\ ] { ’
\____r___/

. ) b \é(a) {—’\2(*,3)«\ \th,:j)) = ga.; [-_\A"(fxn):\ ¥ 53; [V'Lt*ryp] =

= 7- (¥, 4} “’““'fl v 2 VU,J) \Ix(xtj) 2 WUy TN Vg

(\\. " ' “ T T . .
o St ) o] -t

I Dot A

f’L,d'd_W AVAE 7_[\!»1 Wy + Whyy o u,] 2[\)1 \l”\/“ VJ
w

:m\kf*_\f;\_ W Uy » V0 jJ j[i)\
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EiercicI02 uz 2
Dada la funcién holomorfa f = u + jv se pide probar que f| =

+ juv es

( o holomorfa.

J,‘-‘*“’th“\\’ - oZ.-\-()',Q:

X= WE\V?* SRVEV/
—~

X €S P@\Qrﬂ@(gﬁ :__> R —) lk:s‘-_-\/,g

£ .A), e3 holowo(fn (& < p es o arMeNI G~
- Cen‘lugada a2 X ;

()
My = Y
D‘j :'ﬁx
Kpz T WUy -2V W = W = V-
2- } =79 Oiﬂ]dl °<)f=(g:j
1@32 u‘:.)~\J+ Uij =\]C'Rk: Vi~V ) + e g
D(\b:'- Z'LL‘LJ - 2_\[\]'5 - W Wy —~ \/Vj .
ra ’} R Cwl\\ld-& D(a:—lgj
() Br= waV+ wvy = Jer Y= VoV r Wiyl

pes OGN G curi‘oa&d& de & (= ;}P\ e halerme(fea
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Ejercicio 8 | Caleular _‘fz_

i
o a} Utilizando la rama definida por k=0 y —z <arg(z) <
b) Utilizando la rama definida por k=0 y 0 < arg(z) <27z

j;}(—?.)cl.?_: donde /l,(a)= {—‘%

. -/ . -
1000! {Z oy una 1—01'-040“' rvw.l:ll}ome, '
G'+'u-dr

r m BE k:o,i,._.,h—i

En Y*Mﬂo‘ino Cayny h=2 : _Q
. 942K 7 HKTC

(Eemel = e’

, k=04,

O;) F—Ld_am_-, io_ Tome. K=0 Y ~M<cO < , ad gi).l.q,

(Z =izl Q-d% TS
G?ie.&ﬂ- Imz

NomruquLomn. d?hmcl.lm u,z.j).oa
—~Rez rca)aohﬂ—"\)m"-‘“

Lo "‘czm.mos &OG'L A—QA-LV'-L(LQG\, AQ_ u.mb\.\-\y'm

\OJO| Nol'\ ‘fl‘lk&
(_ }C:' (_‘ﬂ,‘[{)-—%d: " C,(_‘:):J’Qd’ Flufd\ ?J,Cl d-Q
L 5 cd)=Aed

Rowr .

y i Lo Tyt Taet
3%(@)&.. :54(&(!:))6'(94:[:-1 Jﬁ 2 .A'k J\&’—Qﬂ: é;‘Q‘J-E :
c " = | ——-11'“';1’:" —x <R
T 7 f‘a f':z' N Vx "}%)z
j){e At = 2}4-@*{: 2[ ]=2(§i*§u

Zfd 1 1
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[ CANO  EN EXANENV)

Ejercicio
Repaso Tema 2

Dada la funcién f(z) = ,(%_Ug, se pide:
(a) Deducir una expresién que permita calcular €l residuo de una funcién en un polo
2y, zp € C, de orden m > 1 sin necesidad de obtener la serie correspondiente.
(b) Obtener el desmrrollo de Laurent de la funcién f(z) en un entorno del punto
z = 1 y especificar ¢l coeficiente a_y, correspondiente al término ﬁ '
{c} Indicar el tipo de singularidad de la funcién f{z) en los puntos z =0y z =1y
calcnlar sus respectivos residuos aplicando el apartado a).

(d) Hallar ¢l valor de la integral I = fl=—=l:l=ﬂ"r f(z)dz paralos valores R={v R =2.
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Entrega 3 de Ejercicios para Evaluacién Continua (
Métodos Matematicos. Grupo 16.2

Fecha limite de entrega: 30 de Mayo de 2012,
1. Dada la funcién f(z) = ;55 se pide:

(a) Deducir una expresién que permita caleular el residuo de una funcién en un polo
20, 29 € C, de orden m > 1 sin necesidad de obtener la serie correspondiente.

(b) Obtener el desarrollo de Laurent de la funcién f(z) en un entorno del punto
z =1y especificar el coeficiente a_,, correspondiente al término =5

(¢) Indicar el tipo de singularidad de la funcion f{z) en los puntos z =0y z=1y
calcular sus respectivos residuos aplicando el apartado a).

(d) Hallar el valor de la integral [ = flzfll=RT f(z)dz para los valores R = lyR=2.
2
Notas:

1. La entrega de ejercicios serd de forma individual.
9. Cada alumno deberd indicar su nombre y apellidos en la primera hoja de la entrega.
3. Las hojas que se entreguen deberan estar grapadas.

4. La entrega se realizara en el despacho del profesor (A-313).
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DenoSTRACIO ADICIONAL : TEUREMA bE LS RESIDIOS
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MMAT e m
Teorema 1: Y,,..»V,, deriv, hasta n—1, lin. dep. en (a,b)
= W(y,,....y,) =0 Vx e(a,b).

Dem. (para n=3):
Y1, Y3,¥s, deriv, hastan—1, lin. dep. en (a,b)

= oy, (x) +a,y,(x)+ a,y,(x) =0 con NO todos a; nulos.
Sea, por ejemplo, o, # 0. Entonces

(%) = ~"’—y2 (x) - y;(x)

i) = =y (x) - —3y5(x)
a (94

) = = 22 p(x) = T2 yx)
o (94

( } 1 1
EDOs lineales de orden a 1
MMAT
a, 053 :
—_yz_?ys Y2 Vs
(- oy oy | 4 3
: ' ' ' e, ., O, ‘ '
W(y,yuY)=ty » ¥ :_a_J’.z_'a,_YJ Y, ¥3|=0
‘ " " " 1
Wy | :
az " a] I " "
= V27— Vi Y2 W
a, |

Vx € (a,b), por ser la 1? columna comb. lineal de las restantes.

e deraestnm omé\u?gamenlﬁ st U, #0 ¢ X3#0.

Las 2 Siwaciones ensideradas engloban todos as Pos\'bte_s,y Gue.
@b Menol uno & I 3 eficientes debe ser 0, pvesto g
Y U'z, c (\13 son Uhealmente Oeg,f,enou-enies
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MMAT

Teorema 3: Yi»-.-,», lin. indep. en (a,b), sol. de L[y]-—-O
con p,(x) cont. en [a,b]::> W(y,,...y,)#20 Vx e(a,b).

Dem. (para n=3):
Supong. W(x,) =0, conx, €(a,b). Formamos el sistema
ey (%) +a,p,(xy) + a3 p5(x) =0

a\ Y (X)) +a,y;(xg) + a3 y1(x,) =0
a Y (%0) + e,y (xy) + a;3y3(x,) =0

A =W(x,) =0 por hipotesis = sist. tiene sol.# trivial

@,,a,,a, (al menos uno de ellos # 0),

EDOs lincales de orden 3

MMAT

La funcion y =4,y,(x)+ a,y,(x) + @,p,(x) es C.L. de 3 sol.
lin. indep. de L{y]= 0=> es sol. de L[y]= 0y verif. cond. inic.

y(xy) = &lyl(xﬂ) + 5‘23"2 (xp) + 6’\‘53.)"3(-":0) =0
Y'(x,) = é\|.V|'(xo) + 6""'2y.;_ (x,) + &3y;(xo) =0
y'(xqy) =§,y;(x0) + a’zyg(xo)"' &Jy;’(xo) =0

Tambien p(x)=0 verif esas mismas cond. inic., luego teor. 3!
= a4,y,(x)+a,y,(x)+a,y,(x) = 0. Como al menos un a, #0,
Yi»Y5,Y; son lin. dep. en (a,b), en contrad. con hipot. inicial.
= W, y,,,)#0 VYx e(a,b).

EDOs lingales de orden n L]
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MMAT

Teorema 5; La ecuac. L[y]= 0, con p,(x) cont. en [a,5],
solo tiene n sol. partic. lin. indep.

Dem. (para n=2):

Seax, €(a,b) y sean y,(x), Y,(x) las sol. unicas (resp.) de
los PVIs

-0 ip]-c
y(x,) =1 Y(x) =0
y'(x9)=0 y'(x,)=1

1 0
W(x,)= '0 ],= 1#0, lvegoy,,y, son lin. indep. en (a,b)

EDOs lineales de orden 5

MMAT

Sea y = u(x) una sol. cualquiera de L[y]= 0 en (a,b)
y sup.u(x,) = Cy, u'(x,) = C,, con C,,C, constantes,
= ¥ = u(x) es la sol. unica del PVI

L[y]= 0
Y(xg) = C,
Y'(xy) =C,

Sin embargo, si def. v(x) = Ciy (x)+C,y,(x), esta tambien
satisface el PVI anterior y, en virtud de la unicidad, u(x) = v(x)

k]

es decir,

u(x) = Cy (x)+C,y,(x).

EDOs lineales de orden # 6




MMAT

Luego cualquier sol de L[y] = 0 puede escribirse como C.L. de
las sol. lin. indep. y,, y,, por lo que estas generan el espacio.

{y, ,yz} es, pues, una base del espacio vect. de soluc. de L[y] = 0.
Su dim. es, por lo tanto, 2.

— EDQs lineales de orden n 7




INTEGRACION COMPLEJA

Calcular la siguiente integral:

(' . Elercicio 1

J;zzdz

siendo ¥ las siguientes curvas:

a) recta que une los puntos 0 y 244
b) rectas que unen los puntos 0 y 2 y los puntos2 y 24j.
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Fjercicio 2 | Calcular la siguiente integral:

Lﬂe’ﬁdz

siendo y la frontera del cuadrado con vértices en los puntos

z,=0, z=1 z=1+j, z=]j

orientada positivamente.
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Ejercicio 3 | Calcular la siguientes integrales:
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Ejerclcio 4 | Calcular la siguientes integrales:
2z 2z
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* BERIES COMPLEJAS
Ejerciclo 1 | Caleular la serie de Taylor de las siguientes funciones: -

a) f(z) =€ enz=0 b) f(z) = senz en z=0

c) f(z) = L(1+z) en z=0 d) f(z)=-1- en z=1
, : z
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Calcular la serie de Taylor de las signientes funciones:

Elercicio 2
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Hallar el desarrollo de Taylor relativo al punto z=2 de la funcién

| f@=2222
‘ (z-3)

asi como su radio de convergencia.
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RESIDUOS Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES

Ejerciclo 1 1 Hallar las singularidades de las signientes aplicaciones y clasificarlas:
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Ejerciclo2 | Hallar las singnlaridades de las siguientes aplicaciones y clasificarlas:
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Ejercicio 3 | Calcular la siguiente integral utilizando el teorema de los residuos:
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Series de Fourier
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Septlembre 96 | Sean las funciones:
Eferciclo 1
z f(z)
— & z#0 si z#0
f@=1|zf y g(z)=1 z
0 si z=0 0 si z=0
Se pide:
a) Calcular lim f(z) y lim g(z)
=0 z—0
b} Estudiar la continuidadde f y g enz=0.
¢) Estudiar la analiticidadde f y g en z=0.
d) Estudiar la analiticidadde f y g en z=1.
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Junlo 98 | Dada la funcidén
Ejercicio 1 3 si—2<x<—1]

[ x® f(x;)= 3|x] si—-1<x<],
3 sil<x<2

1. Desarrollarla en serie trigonométrica de Fourier de periodo 4.
2. Analizar la convergencia de la serie de Fourier calculada.

3. Determinar la suma de la serie anteriormente obtenida, para x =7 .
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Junio ‘98 | Tyada la funcidn:
Ejercicio 3

2k 0<t5—1-1
2
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conly k constantes posmvas encontrar un desarrollo en Serie de Fourier que contenga
finicamente términos en seno.
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Septiembre ‘99 | Dada la funcion:
Ejercicio 1 ( 2

1+— i —£.<_t<0
2

f©=10 si t=0

1-— i 0<IS+§

(a) Desarréllela en serie trigonométrica de Fourier. H“"S"*% -

(b) Calcule el valor al que converge la serie anterior, para ¢ =70,
(c) Sin realizar ningin tipo de céculo, justifique si tendria el mismo desarrollo en Serie
trigonométrica de Fourier, la funcién:
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l—2 si 0<ts+§
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Junlo ‘01 ., .
Ej:,réizio 1| Sea a unnimeronoenteroy f(x)=cos(ax), —w<x<7x.

_ (2) Encontrar la mejor aproximacién de la fancién f(x) en el subespacio generado por
{ {sen x,sen 2x,sen 3x }. ,'J‘rm\e-cc.n;n o frgonal

(b) Determinar el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de £ (x).
(c) Determinar cot{az).

0-) MESOR AVRSXIMACION  DE 1p(")=C0§(QK) SORQE EL SUBESPAUD calepapo  POR

Ssj)se'nx,sem 2%, sean Bxl{ EN L INTERVALD [_—Tr, TF]_

- 3 dermervos -

(1 Paso) Gourprobol. S0 %Sew\ X, SGAAQ.X,S-QA,\BX({ e oricgewal En cam  sfitmedio
apliconemos dicechments Poenule Ao & ProvEsLiSn otfogouasl ¢ wn_wka‘r

(' a@wxl’mao;::’m. En oo necaho, cthogovelizaicnios  por Gouwr - Sclmuudt Ua
poder  oplican  deopulsn o chvcmulo\.

™
ﬁ'<‘:¥e&'\(7k) i m(l)ﬂ) >':J e (K) '5‘2'\,’\(2){) dx = O Cﬂmp.obag{ﬁ e-'«-l
- 1y ‘E“\ "‘f A (:_ei‘_?_ ]
x <sern (x) isean {3x)>=} serm (x)- s (3x) dx = \\ci_gf; /
T -

 a

* <som (2x) . s (3X) > = Jﬂ sean (2x)- 5@ (3% ) dx =0

Puesto que Jodas las  pouejos posibles  homon  produaclo  escolon.  ailo.
( -, e sslewso eo  ouosoueld y ¥ elho podewss  oplicar v o fsmula de

b mejor aproximacidn.

(2°Peso) FemMuLA DE B mETOR APROXINAGON

)
(wﬁizxﬂx)rm (x)> com(x) + 48 (@x), seu{2x)s

.f’(x] = s (ox )= w(?_&) ¥

< sem () isem (X)) ¢ sean(2x), sean(2.X)>

L s (ax}) ;sem (%) > corn (3%)-

Lsean (3X), sen(3x)>
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1

¥ <cos(ax) isem (3> = | gem (x) cos {ox)dx = O
TTTY———
i 'imf"AQ. x PAL = mPAlZ

x Lcos (ax), m(zX)>-j Sw[lx)ws(ax)dx—o

imPRy X PAR - [MPAR
T

x < cos(ar), sem(3x)>= Mm(ax)dx:b
- < imPeAR *  PAR < IMPAR.

Por bto, Px)=cos (ax) & o-semr (x)+ 052 (2x )1 O -3 {3X) = L(x)2 0O
b)nesmareouo el seeie ARIGONDMETRICA  BE TFOURsER: DSF= € (x)
F(x)= 2'—&0 + /. Om- co)(%n ) + 21 bn'w( Tx) {Periono) .
A=l T n-
T T ( y

o 72 P AL
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Se"“;}g‘:gf;,fg Sea la funcion
1 O<x<m
[ A { T<X<2m
{a) Obtenga un desatrollo en serie trigonométrica de Fourier de Ia misma que solo
conhtenga térmings en seno.
. (b) Obtenga un desarrollo en serie trigonométrica de Fousier de la misma que solo
contenga términos en coseno.
(c) A partir de los resultados anteriores obtenga el desarrollo de la funcién:
' 0 -27<x<0
v g(x)={-1 O<x<nx
1 #<x<2rm
En todos los casos, analice la convergencia de la serie de Fourier obtenida
3“}* Al A) Neesidames vna foncidn {1 (%) que valg
4 . ; lo mismo qe Jm en € \nterymlo on’gim\
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Febrero'04 | a) A partir del sistema trigonométrico ortogonal y completo {l,cos nx,sen nx} neny el
Ejerclcio 1
' espacio I ([—ﬂ:,ﬂ],R) , deducir el correspondiente sistema trigonométrico,

{9 ortogonal y completo en I ([0, 47}, ]R) .
-1 b) Obtener el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de periodo 4z de la funcién

2z O0<x<27
f(x)_-{x 2r<x<dn

¢) Disoutir la convergencia de a serie de Fourier hallads.
] ﬁﬁ; d) Hallar la suma de la seric 2 5 _41)2” .

SN . |

S N . — ,
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Junio 04
Ejerciclo 1

<d,$, > = <(a,, Gyseers

EXa

a) Considérese el espacio vectorial /* (R)z{(a],...,a",...), a,cR/ Za: <oo} con las
=]
operaciones habituales de suma y producto por un escalar.
Definimos el producto escalar <{a,,....q,,...) ,(.‘.5l b ) >=Y. a,b, yconsideramos cl
n=l
- - )
sistema ortonormal S ={¢,, ‘nelN } siendo ¢, = (0,0,...,1,0,...).
a-1) Demuestre que la serie de Fourier de un vector & € I* (R) con respecto a dicho
sistema es Za,, 53:, .
n=1
a-2) Demuestre, de dos formas diferentes, que el sistema S es completo:
s Probando que el Unico vector ortogonal a § es el vector nulo y
¢ Probando que, paratodo vector, se verifica la identidad de Parseval.
a-3) Demuestre que si:
f.gel (R) » (Vn eN <f,é>=<3.4, >):>]=g.
b) Halle el desarrollo en serie de Fourier, de periodo 27 , de funcion:
2 sen 4x ~n<x<0
J(x)=
2(1+sen 4x) O<x<z
a-1)

Sea d=(a,, ,,...,d,,...) un vector genérico de / 2(B). Hacemos el producto escalar tal y
como viene definido en el enunciado de @ con cada uno de los vectores del sistema S:

<d,d > = < (@, Boes@yoe-dy (L 0,..,0,.) > = @14 @y -0+.4a, 0 +.. = g

<l > = <(By, typoeny By )s (0, 1,.0.,0,..) > = 3,-0 + @y 14,406, -0 +... = q,

)

o 0(0,0,..,1,.)> = a,-0 + a,-0+.4a, -1+ .= a,

Por tanto llegamos a la importante conclusién de que < EI’,J,; >=ga, VneN.
Ahora aplicando la definici6n de la serie de Fourier para un sistema ortonormal tenemos que:

]

= <if,>0, = <G >h +<ab>h tot<bf,>g, + . =

n=1

=g tad +..taf +.. = Za,,ﬁ,,

n=1
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a-2-1)
Probamos que el tinico vector orfogonal a $ es el vector nulo.
El vector nulo es ortogonal a todos los vectores por tanto es ortogonal a los vectores de S:

[ — - —

<0,4>=<0,4>=..=2<0,4 >=..=

Para comprobar que es el #inico vector ortogonal a § supongamos que existe otro vector d
ortogonal a §, por tanto:

—_ -

<G,f>=<d@>=..=<b @ >=..=0

Ahora bien, por el apartado a-1) hemos concluido que <4, &5; >= g, VneN porloque
uniendo ambas cosas resulta que:

<d,h>=a =0

<d,$>=a,=0

Asinos queda que 4= (a,, a,,...,4,,...) = (0,0,...,0,...) que es el vector nulo.

a-2-2)
Probamos que S verifica la identidad de Parseval:

o

La identidad de Parseval dice lo siguiente: || || = Z|< a, J" >P

n=l1

Por un lado:
oD
NGIR = <@,3> = <(ah, lypersByyo)s (@ By Bypn) > = @ HA o 4GE+ = Za,f
=1
Por otro lado:
0 o0 a0
> <., > ~[apartado a—1)] = Y |a, = > a;
n=l n=1 le_kl n=1

que son dos expresiones iguales por tanto se verifica la identidad de Parseval.

a-3)

<JoB,>=<58,> > <[18,>-<88>=0 > <f-54,>=0 =
= [apartado a—2-1)] = f-§=0 = f=§
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Aplicamos que:

2sen AsenB=

=cos{4 + B)—cos(4~ B)

Atencion:
Fijate que en ol

casode n=4 esla
expresién no tlene

sentido por que

estamos dividiendo

entre cero.

Recuerda que:

( b cosmm=(-1)"

J

( / Aplicamos que:

sen’ A =

1—cos24

J-sz 27mx

S{x)sen dx = —I f(x)sennx dx =

T2

f (2sendx)sennxdx + r(2+2sen4x)sennxdx)

7,(
l(f 2sendxsennx dx + f2sennxdx+ f2sen4xsennxafx) =
1
l(f 2sendxsennx dx + J:2sennxdx) =

[["2\ [ cos(4-n)x—cos(4-+n)x]dx + _E2sennxde
(

cos(4~n)xdx - f cos(4+n)xdx + _EZsennxdx)

—n)x ]:r = [4_1" se:n(4+n)x]ir + [—-i—cosnx]:] =

O,npar (n24)

— , nimpar
zn

2) 12-2cosnz _ 2-2(-1)" _
n) = n .

=—( 0-0 - -2-cosmr+
7 n
Ahora queda el caso particular 7 = 4 (no contenido en la soluci6n anterior )que se resuelve a parte:

2 sTI2 Y
b, = T I_mf(x)sen dxdx = o Lr f(x)sendxdx =

1

:—( f (2sen4x)sen4xdx + _E(2+25en4x)sen4xdx) =

/4 7

{2 e

=—|| 2sen”4xdx + | 2sendxdx+ | 2sen“4xdx|=

7r fx f f

=%([;286112 4xdx + _E'Zsen4xdx) (f \3\1 cosSxdx + EZSendfxde =

1 [x —lsenSx] +[—%cosnxJ = l(ﬂ: (-7) - —2-cos47r +2J L1y 2w =2
T 8 . 4 o 7 4 4) =.

Por tanto los coeficientes b, quedan:

0 , npar n#4
b= 42, n=4
4 nimpar

Por tltimo aplicamos la expresién del desarrollo en serie trigonométrica de Fourier:

F(x) = —° + Z(a cos + b, sen-z—i;ﬁj

y sustituyendo los coeficientes calculados nos queda:

sen(2n—1)x
2n-1 ( )

F(x) =1+ 2sendx + iz
=

F(x) = —;— + ) b,senmx =

n=l
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Este apartado es
independiente del
anterior

()

La integral tachada
vale cero porgue el
Integrando es una
funcién pary el
Intervalo es
slmétrico

Unimos la primera
y la tercera integral
porque flenen igua)
integrando

Recuerda que:
senna =0

b)
Ahora nos piden calcular el desarrollo en serie de Fourier, de periodo 27 , de funcién:

B 2sen 4x -r<x<0
f(x)— 2(1+ sen 4x) O<x<m

Para calcular el desarrollo en serie de Fourier vamos a utilizar el sistema trigonométrico:

2xnx 27nx
1, sen , cos—— , nelN
T T

que es ortogonal y completo en [-T/2,T/2].
En nuestro caso como I' =27 nos queda el siguiente sistema ortogonal y completo entre [-=,7x]:

{1, sennx, cosnx, neNj}

Ahora pasamos a calcular los coeficientes:

» Célculo del coeficiente g,

Gy = % E;f(x)dx = %[;f(x)dx = %( fx2sen4xdx + J:(2+2sen4x)dx) =

= %( fx236n4xdx + _E'Z dx + _E.’Zsen4x)dx) =%[m + _EZ de =

1 cosdx | . 1 1
= _[[— 5 ]0 + [2x]oJ = ;(0 +27) = =27 =2

* Célculo de los coeficientes a,

Ti2

J'm f(x)co iy ir f(x)cosnxdx=

2 d-m
——(f (2sen4x)cosnxdx + f(2+2sen4x)cosnxdx) =
(f 2sen4xcosnxdx + _[:'Zcosnxdx+ sten4xcosnxdx) =

(f 2sendxcosnxdx + chosnxa5c+ sten4xcosnxdx) =

dxcosnxdx + l EZcosnxdx = 0+ l[gsenm«:] =0+0=0
pr——— I 1 zln 0
Impar

¢ Cilculo de los coeficientes b,

En este caso hay que tener un poco mas de cuidado por que la integral se resuelve de distinta
forma para n# 4 y para n=4 donde aparece un caso particular:
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RNDB/207

Jél_nlo Ii?f)? Sea la funcién
Jerciclo
1,40

(- S(x)=xu(sen(x)), xe[0,27], u@® =14 0 , &0
| -1, %0

a) Represente graficamente f(x).
b) Obtenga su desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de periodo 277 .

¢) Analice la convergencia de la serie obtenida.

d) A partir de los resultados anteriores, calcule el valor de la suma Z

k=l (Zk 1) .

/4} SN XS0 =D ¥ £ (0,7)
) w(ean %) = o RN X =0 = X &0, X=TT, X7

RNK L0 = Lz (2T

¥ € (qr)

X__"_‘_ CD"r = T]J/ XZZW

-% X £ (T 2m)

o) (A prie)

&) CONVEREENCIA | )
o y - ’ /%S , 2m Kx 7
Natrao. 1\ch\ Sate)l] = Hj‘“ (€%‘mk S R b %zik)yn_jo

* Pontual! el 23 -
DS @n\ﬂaa o Z?OC) wnende €8 eanus Dak\rdof‘ Maﬂf\o('n "

Ral
d) 2 oy
Kt

y 4

)= _T_{ - H_ 2 ((v\‘ Lt CTR l’m\n y] (k1) iR 2 E’LK \)K])

'Po\(thomZams T
(X=0) kR nt

Floy=-Lor-2 L m(‘ — %@Zﬁl:?

!
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b)Desnenolo N Selic TZIGONOMETDICA DE FOURIETR.

({ \' F(x):é' do +§3~; Cas Qﬂ:x)-l“ nij)\ bn S'w('zll_?i)

£ dobnida  eu [ofl“]: [0.211] 7= 277 (Peniond).

T

2
A= __r—j 2(x) cos (Zfrnx )o\x:
o T
|
N
- _ - (nxi : X - n
I, - Jx oS Enx)c\x = —X—S%—) _X SQ“:L“ ) dx = ,X S%;E x> - _ri}gn-seuknk)dxz

_ ‘x seudpy) + xas (ax)

o

T m L :
I, =J aws (axyda = % X)Jn + CQSQM)] - L [(_‘)n_ 4]
5 n ﬂ_z nz2

o 2w 2w -
Lo= Sx o8 (ﬂX)dx = X SWU\X)-} + OOSU\X)} = J_ l;‘{ - (" 4)&]

n

L m

ot [tor 1 Lec]] [l g

0, 1 Par ——732;(:0

5 a vewo es cao. & rouckmos . G

JX-S-@UL(“X)O\X - - X cos (nx) +S

n

o X— d,LL:dX

dv = sem(nx)dx = w = - (0]
n

-x s Xy sen (n%)
n nz




. w ‘ fi . \
S —xcos(e) | seydox) _ x eos(ax) _ WD
-3 7 n_ . nt . N - YL
VAR © 5w T | ' : i
I vxcm(f\ﬂ] . m)} ] xmsml - = [w(—i)”— 2 -4]
n s n* L
T T 21

boe \m _ Tr(—l)”—Zﬂ'} L [(—w‘w (-t)";zﬁ:] :

i n . N
=5 bu= «L[z(-i)“uzj - b,\t_?;[4 _(_nn]
n n o
[ ___u b, =0
Pamgmbn=©=7 bn = orn e B L
-Ll—rn im?cu.—"bzv.ﬂ: s

N ' .
| (.
2w
Xcsa&(nx)dx-j Xfﬂs(m‘)dxl
T

| mx.m(o)axlz . U:W _J:-xdx]s |

C) LOMVER GENGA

* EN NOMA -

£\ sistewa %aomen‘nw%l cos{nx). m(nﬂ}

DPSF Conueyja ean Morme(eas media

es oriopaal y conupleto ew

Lz[l:O.Z'ﬂ] ,ﬂ?_] 4 esto implita quo e}

euclideo) a £(x) ex [:0 27 | : :

Adauuds 10 s caveagerd s norma- B Loy en R, sieudo Lo (x)

lo. exdemsion pedddaca do L(x) Q= ?e,uodLD o0,



a} Sea f una funcién periédica de periodo 27 cuya serie trigonométrica de Fourier

Septiambre 2006
Ejercicio 1 a, 2 . . .
es —+ Z [a" cos(nt) + b"sen(nt)] . Enuncie la identidad de Parseval,
k=1
(\J(\‘-')
N b) ¢Existe una funcién f e I? ([—7:, 7:], R) cuyos coeficientes de Fourier sean
.

a,=b,=——,neN, a,=07

n n \/f_l

. . 1 .
¢) Halle la serie de Fourier de la funcién g(f) = E(n‘zt -—1‘3) en el intervalo
[-7,7].
d) Analice la convergencia de la serie obtenida.

» n+l
; = _s ()
€) A partir del resultado del apartado ¢, compruebe que — = Z(__l_)?: .
w1 (20—
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Problemas de examen
2° parcial
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Septiembre 96 | a) Hallar los desarrollos en serie de potencias de la funcién
Ejercicio 2
: |
( J@= e+ a

en las diferentes coronas de convergencia centradas en el punto z=0.
b) Encontrar el valor de la integral

5

Z
I= L(zz+1)(zz+4) dz

siendo C: | z{ = 10, recorrida en sentido positivo.

ad

a\%ﬁﬂ =

«Tlos '3'103 :

L) (2l .
(Z it T ) r\4)=0
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Febrero 87 | Dada la serie de Laurent
Ejercicio 2

Hallar:

a) La regi6n de convergencia de la serie y los puntos singulares y su naturaleza de la
funcién S (z) (suma de series) definida por dicha serie en su regién de convergencia.

S 3
b) L (62) dz siendo C:|z le , recorrida en sentido antihorario.
z

{ \ I T n
-‘l..*“'—'—'"‘ +' '+-__'+—'+—'-'—+- ..*2
Sev 21\ ._Ev\-\ 1 2 '2-1' ?h—"_\-. N
i ,—-\Lj £ =N | 2102 1wl
( ) f\"-:[ =0 2V\¥\
WQ LAY i
S Aoy LS5 Y 5 S
T pm =T T T TR
n=0 =1 =0 -\ )
=
L I 2o \
Y21 - = i PN
T T aaen ez ] o L )2
Pm?ﬂnﬂj%—z

1<z = {11 N ez
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Ejdugiloifg Resolver, mediante transformadas de Laplace, la siguiente ecuacion
BrcIc]

() Y@ +3y@) + 2]: y(x)de = f()
siendo Y(0)=1, f(t) =2u(t-1) - 2u(t-2), y

O<t<w

1
u(r) = {0 0>t

£
k\,)tli:) r%btt) Q/bm.dx 22w (V) -2 (8-2) //Jm):g

[416)] 3 eylve yoodr |2 222 Lt V]~ 2.7 [wte -2
g&.\t‘j.__/] \ltj{ —]; ‘l[l J ""‘\;——" ‘-—‘-\,——-—}

%
() g.‘Y(“_Dm} ~(s) Yisr S §'€‘
| S

S'—\‘(SJ’\ \-%I\ICS) \r'Z.-V(’S) :ZL e:s
S 3
Neoy(sv2v2)o . 2 S g o

e -2
X3

(24

sy - “‘ e:-?;. s Z 2 S -
i Se - & € -%Z=-€ _ St 2e 2.l

%*?’k% s +33¢c2 | 6”'*%3 *2

gor 200 4 TR 1 () 4T )
|

Q42812

- ))
( ~2 [e_z.__l_} )

yer= “‘t‘*zj‘x)(t“]“t&-() ~2 42 ule2) ey

’FB_;?- N CRoP B pt-alm U“a\ég

A B
HsyeS— = T 7 =-2— 2 “as
{ 542817 S+ SYL S "sw_ . \ e* ey

,\Q &'—)S-l—%, , e

v -l '
‘nlﬁ]laz, EH(S)] 01 [3*\]+2 «2 E%‘\‘?.-} = 'f/ A ézt e:"-fel-t/ ESNa

ee,t
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THooknente

() = hit) + 2ale-DwleA) -2

LE-2ywlt-2)=

—(&-\}  -2LE-)
- € :\U\LJC'\}“

Lt): [z_e:ui e_'t] wit) + z_[e



Septiembre 98

Elercleo 2 | Desarrollar en serie, alrededor de z= 0, la funcibn f(z)= z

(-2

5(%)—___1__ A\ vededac do 2=o
(-2 (21 &I

5(21?-'?— ‘(f{)l__

y

n=0 n=0
Te [@®+@@ttq. ) ‘J [’\ R LTS T ] =

. |
E '%[«m: N I O e S PO I G S

=~ 2 [ Tes 3T €U s )

- % ™ _ L nvl
_® ZLV\\—\\E — [Z (nv\ 2 ) 12\ <\ -—jli\
n=o

N

nTo
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Fe‘gjem I!;?gg Resolver, utilizando transformadas de Laplace, la siguiente ecuacion diferencial
ercicio

X - x(0) = —

siendo x(0) = x'(0)=0.

7 Cwwr]-Z0wn-2 Eﬁé}]
———

"—-\.—_l

S"X ‘S'Q‘D] -503([&)) X(s)
Qo 0

- L
SL)CCS\ - X(SU = 02.[ 1+et F(s\ Ges)

o - {
(s 3 Yis *—iﬂnet] — —)((s) i[wﬁl

Ssh b
¥ PR
r__ﬂ% (3 B)ctn—e:ea\ )

X(& o
© - (6 L]~ ({%j}ﬂ ﬁ(‘c)J{t 1)/3@) §e- z)-dz =
¢

i
o ShE2) ez = N 5 -L_é“’ 2 i
——— I_\—-_é_,z" =
0 gh o~ d‘-é':u (] Z
2.

. _
et & oF -‘o TR
/\re1 dz= ?_{e Arel e T%:é?'dL]
N o
. = R

I 3
I, = _e_.:\t,z(m(lfe_ )

Mﬁ

~n cred)_ Ln (z) !\_,ntl_'r_ﬂ_b’
/\
T.= )z\zu\w-»dz dir- :[?

\fe ‘C 0O = w=¢e| / .f.--d).L'-

=L = =gt 1w

dun~ + 5¥C ¢
(U\*-\’)u\ Q\ WL A ‘\f“- ' X . -
/ \ A‘* a cm.r e x ~(n uu]l +

+_'~£\_] & anu-\j U\(ﬁ )&_\ k- N =)
, 6

z
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Firalmenie:

024 [ef1,- €51, ) - shr s e



Sepliembre 98 Tetsent

Eferelcio 5 | {1aciendo uso de la transformada de Laplace, calcular [ = I dt

%0 ztgf} 2 1{@_& AN i
sha"— € )Z/—-—-——ds— arz,’ijS)J avdﬁ () am\:j (s) g
o]
Léeﬁ':kgT‘—/Z-— am(—ﬁ(s)

NH

Fralmente ! 1 :J{ QE_EF
£

5oty 4 <[]

/Yy

$=
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Febrero 99 ) . ]n(l — z)
Ejerckclo2 | a) Desarrollar en serie de Taylor, enforno al punto z, =0 la funcién f(2)= 1
-z

{0 cligiendo como rama del neperiano la que toma ¢l valor cero para z, = 0. (Rama

principal del logaritmo).
b) En base al resultado anterior, calcular:

lim "l+—]-L~+...+—1—

n—o 2 n

[N 8[1} = A atvedkdor e %=o
-2

S in (Ve 2Y o LA 9\/’_ (;1;)) ‘ZL_O (—\lh“z__“_
‘ e =

() dln U=8 = W (k) = & (e

(-2l =
ey n
W nyl v
AR L Y N S % s
n=y ~ nty .

= ) ) - _[& 2 n
alzl L (=) = - [Z %\—J[Zt]\
-E‘L__" | S n n=o
n

'i':%"
AZO
- - EL ?_3
[?:‘ z"—é‘ +. ] [4&'1\ ?.—1+Z'S+‘_.]:

- — LY
(:u:u't‘-'w“hh*ﬁﬁ:frt“h‘_*z,f.‘2“* “J_;
T T = z T3

(

= ”'[:?*(’r“\/z')%"t (|¥\/1+V3]{3 " (4«—‘/7_4,‘/3 ¢ '/Lr)%L'Jr 1

-~ 2 \ R PR R
Eeftn :_[%\ (4+E+-..+F)E ]‘— ‘_,\% [%_'{.] 2™ =

Ll 2o
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Febrero 9 | Hallar el valor de la integral :

Elerciclo 3
el fz

IC 2z+1 %

Siendo C:{ zeC:|z}=1 } orientado en sentido positivo.
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Junlo 98 1
Elerciclo 3 | Si se verifica que: £ [t . (D(f)] Y SrE Y
s (s + 1)

Calcular la transformada de Laplace de la funcién: £ (f) =¢”'@(2/)

J4e el s‘= o)

PRAPIEDAD
Z
A) 1[jaat1]= i .r(%) «J(at\ PRl ¥(%)
ok
1le -S(u-_\ * ¥(s-a) e‘*_tj,t) :’i S T(sea
3) L( = -3
12 M(HE (s? tflt) éi__> - Fi(s)
()
R -
- W= g Wis) Ty DW= —/131')0&9
U I A.-\ Bsrl L ACSTHN)FR(S) = A-sT v ASEA | _J*LW':@::)
Sty B s s} smw% y
%S\:*/‘“d%+ T = -ln g J\--.Lﬂ(SH) Ch(g‘_\) : ‘?'31’+(_")M'S+\
° \ =) Ath=0 -0
e \‘ 4;3 :_Ll)-(,s) z l[LPU:]] K?;:
gzt § =% -, =L TR L N ey
)Zf s ['z) (;:)L 5 V'\\ o 4 Ln\l -
" 574
2) 1 [e—a- ;l’c)l = (5~a) = _

-c s |
S _w L M_ | | +—
i E ‘{’(Ztﬂ_ > nv (‘3‘.\]1 a8 (_5_.1‘\)1 %
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Septiembre 99 3 5
Ejercicio 3 Hallar £1[S e ]

s*+4

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355




SEPTH ETY  Cubesdn. Qf‘[éf_@i]

sS4y

( I‘f_:,amnn":-

nf'l[FIS)—J— De(f) s L [Ffs) eﬂ%] = »{(—L—Q)LL(-(;*G:)

Fi nofie cao F(S)"sw ya=d.
Adl ‘f}.u_e_ oblzndremes L [F(s)—_‘={,(£) }Do_ Hucion a’-’echisz_%@;.af
o ] }e-1) -1) |

‘F'(s)
.PNLA. an.cuba.L GZ [‘F(S—J LaanemoS “J'LQ»L:LMS” Fm,o, Quo \'Lcua,_?&u_q_

Compobon que lin Fiey= bin 220 ol que

S—co S-200 Sy

iﬁ[ﬁsﬂ - é'&a[ﬁs}eﬁ ) S=‘5.‘.—] donde 50 son los [“”’ts 9'-“5—“-0%@
ar

i o e € i i e
‘d—i"-?.ﬂmv.ncla;\.a)

Fis i’v.am. )v.uios '%u"wa‘ulmab clomle s deroninador se cwMLm 2 GL@C.UL,,
cLOhJ.z. g4 =0 = St=-h +r e =il

[CFCT

PQCJLA-W‘HOS q-u-Q. V"Fed sre)- n ;K O tL Jn-—d_ Ffm
-u:+aow. . ,‘Cz_'«.\ A4
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e et YT el _fzel iy
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22T .
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L2t ® s gucs e I
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_4+f | S = (5 '51)(8-62)(6-533(5—&\
( Ls\/i(@ﬁg%*'dgeh ’il) \E-{T dvi) =: poles de orden £
53 \/——(@51124+d§6ﬂ12,) ﬁk———tv.i)"'i& ‘-r .

3
i
Sy = B (7w e )= V3 | )= And ) T

(550 (5-52)(S-Saf(S~Su)



Collewdanmos Cos yeerichitos

st Wi (5-5) F®r1€% litn (555 22 e’
[ [F(S)e /5® 5'] S5, 55 /(s/ §) (s~ 513(5-557’5 ‘50
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Febrero01 | Calcular, utilizando la Transformada de Laplace, €l valor de f(f) que satisface la ecuacién

Elerciclo 3 diferencial f'(f) + 41 (f)=—4e™ siendo f(0) =4.
(
Cewl-»j'(thu-fm:-q-ef% ) Jtm:H (e) mf ricioh =
; - ool idod -
ifg ‘t’l'“'éltﬂ‘-it-%-a%} k—ﬁitj'ttﬂ»q-lcg:ujru-lce"ﬁ
\1/ S Fs)- }}“" T(s) d
Sty
SFE) -YrYy T(S)- squ — Ta)fsea)= 44
— Syl
=M 4
(o StU o (sHy)”
| = T Lre) 4T A g A ) 2 wetute
ﬁ | =47 [5’:‘1] ‘l[(sw)’“\l = %e-4.te-=
-ttt
¢ ej%;-ﬁ e ey nt
(Sezn!
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Septiembre 2001 7
(. Elerclcio 2 | a) Calcular [, =§ = dz siendo C el contorno de la figura
b) Calcular / J;Chz e / tj; dz siendo r unnimero entero y positivoy C
el contorno definido por {2} = 1
ez
A\ TF\'S\JW\'.

-1 (!

T=f- [l

[+ (4] C"Z_ 3 {,,L‘ - -1“ *'1\1“—1‘3 At }-lq

“.7_

(1 S )= t4

D t Ci QLVRW\Q_NMM"
€ 2
Q) o ¢ 2l Qs £ y0, € eran
= 2re

ltéCOV‘_\ Cylt)= 1e et tﬁCM

5 _ ! (]
14 Yo )
1\\-:[5(%) oS :A fc‘(u), elte)dr ~ m* 3 execiente |

L
= alt)
f———- < e _/——--"0”: .
oY dt Ak > 2-12y

prE fjm a2 = fjkl{u alie - dt=/ 216) -

TS CCadt ‘fléjt 28t
| 3t LT A oz-e‘&t\)
B Y C R 1 Rl Y I
Jas ... =)
-1 W T WP ST TN




b) -
3[%} ~ch 2 V ey = ch
(2Y= + Sh'-b " %Ch:‘-’ N far
O T A, n
I J () ~Ch= ftﬂ h2, \{o}cho—.)‘ i par
A U O,n\
) \r‘\{ac\
Mlﬁf@i dh jg chx (- |
L = 1 o
A = = T ALy
c G-o\" SN A Js n T
¢ M ¥‘ n’ /& te) 1_)\
= (71 =) ! Ve ‘ O noinpac
K'I-\’\
=0
W .
: 2 e AT T impes
w1 Fe W (1)
Wn ! n ‘PO\(‘
=0
L ()
hizl, n
o : ~ J ‘ P&\,r‘
}o-
IChL't), n o\
Shod Chix)
e @\
()



( Sepgg,'g;:; Sabiendo que, si Ks) =< [£(¢)], se verifica que ﬁ-_i—[f:‘w
‘ ¥
Calcular [‘{m(u-ﬂ-]]. oz—i[:p(m]: - t.f{&)

5

wg TR

" A Lo = £z
-t
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v
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as a4\ 4T S\
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Examen de MMT1
Febrero 2002

Ejercicio 3
3 puntos

En el primer paso
aplicamos la defini-
cién de Transfor-
mada de Laplace y
después hacemos
un cambio de varia-
ble

Tomando transfor-
madas do Laplace
a ambos lados de
1a lgualdad y apli-
cando la linealldad
de la transformada

Evidentemente hay
que tener correcta-
mente resueito el
apartado a) para
poder hacer esta
transformada
inversa

a) Sabiendo que I'(p) = fx”"le”’ dx, p>0 caleular £ [t7], a>-1.

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, sabiendo que la funcion de error se define de

la forma:
(1 .

Jr

erf(¢) = I; e du ,

1 1

"I

s—1 s -

1 -1 1
, calcular £ .
1 Js -1

: 1
y utilizando la identidad \/_ "
S’ —

Nota: I'(3) = Jr

x
St=x > 1=— a
L[] = fjt"- ~edt = c;c = _[r__:(i) -e‘”-é =
- i =0\ s s
s
= — | e - dy = — - T(a+1) con (a+1)>0
s s
r +1
Solucién: L[]= (a ) a>-1
b)
11 PR 1
Js-1 s—1 ﬁ f -1

1 1 1 1 1
o =r [—] + L1 [——} + £ [—— : —} [1]
[\G—l] s—1 Js Js os-1]
Calculamos la transformada de Laplace de cada uno de los tres términos de la expresién [1].

Primer término;

o [LJ =¢' , es una transformada inmediata de la tabla.

s—1

Segundo término:

Utilizaremos el resultado obtenido en el a):

r +1
L] = (a ) | a1
s™
1
En nuestro caso hacemos 4 = =3 y obtenemos:

1 1

I'f——+1 I'i—
-1/2 ( 2 ) (2) Jr 112 Jz
s_EH 52 Js Js
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Las dos fransfor-
madas inversas
que necesitamos
son por “casuali-
dad® las que ya
tenemos caiculadas

Por tanto, si ahora aplicamos transformadas inversas a ambos lados de la igualdad, nos queda:

L[I—HZ] - JT;_ = L—l L[t—lﬂ] — L-l [\‘5__7_:_] = tH”?' = L—l [%}
Ay 5 s

Y, por tltimo aplicando la propiedad de linealidad de la Transformada de Laplace:

A welih ol

Tercer término:

Para calcular la tercera transformada inversa utilizaremos la propiedad de convolucion:
L(W*g®) = F(s)-Gs) & L[FE)-GE)] = L7[F®* L7[Gs)]
Donde recordamos que la convolucion entre dos funciones se define como:
FO*g) = [ 1-x)-g(x)dx

Dicho esto, hacemos lo siguiente:

cff ] - el - e

Ahora seria un error intentar calcular la integral. Lo que vamos a hacer ¢s identificarla con la
funcién de error erf(f) dada en el enunciado mediante un cambio de variable:

x=u } {Six=0—>u=\/;=0
=

- : N SN
fﬁ—l ce - 2udu =2i-fole"‘ du = &' erf (Jt)
[r -

=L
e

Por diltimo, solo queda sustituir las tres transformadas inversas que hemos calculado en la
expresion [1] para obtener la solucién:

gt el el 2] oo

1 1
Solucién: L “[ +e' +e erft
\/.;—1] It
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Febrero 03

: 1
Ejercicio 2| § = s
@ JE&= 20
(

a) Obtenga el desarrollo de Laurent de f centrado en z,=0 y convergente en {z eC
b) Calcule las integrales:

R
L7 @

siendo y(f)=2¢", 1e]0,27]

12>}

(2)

a2
)™

erado.

‘T’em"?ﬁ geﬂ’ﬁdorosiﬁm

&
T)QQS G@ntenide. en\a RO ® regand;

(2\ ahv"—f z..
- ?,TTJ \f d (z- 0) ‘3& :[(_\') =4 \
o \—W

o, de‘iggn Ml de
A3

zien

X N0
\ ,
1‘1,': -__\_-% i%\ d% = '——— -L‘ dz = = %ﬁi — \
'er\’ 3 27T ("'i,‘ 0)‘ aLL‘ - _[0
\J N3 ,]\
| s -4 Y
- NN 2 G e hoy 2

&N diche DR = &y =0
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Febrero 04 | a) Estudiar la continuidad y la holomorfia en el punto z=j de la funcién

Ejerclcio 1 ( )s
z—j .
. z#
I(2)=1|z- 4" 7
0 z=j

b) Sea v :v(qp(x,y)) #cte, siendo ¢(x,y)=x"-ay’.
b-1) Determinar los valores de a R para los que la funcién v(x,y) es la parte
imaginaria de una funci6én holomorfa.

b-2) Para a=—1, hallar la funcién holomorfa correspondiente, g(z), que ademas

verifique g(1)=0y g'(2J) =%

NEserB T, Al LH i formo. exponencial...

Y (erfitwidad en z = sushh.ds (OC nueNTL Vaabe. A Ut
hendo” oo O,
: e (%) = ();hr\ (-?'_J ] omnbic de. Vavlaldo
() 3 Rt TN =2
. 5 ’t—aJ = A=0
K = Moo, 2t fooo
walo Wl yo

cmfnnanaak W= e
tfo\awcg o AVECL)

: 0
. oS 1%
o (r, e\] ) o Am (S. e_u T o -
t20 ey | te. — = LUm T < i!!:
{r-e \-'=r ct W
| 1€ 124 Hactado | es o
S @NDWe en 23 MShoncia Bnite del ongen

*fglo rmocfion en E:J (vernes st ea asferendolde)
‘ SWGRNe — =T
( 1
TN - e ] ~ (o de
Jgre e gl g o
. J T ety

= Am _&9_:\_.2
WO (|

\ AEANUNE kg L 4O
b (o€ ) e et I A s e 0

=0 vy (=0
lee | 0

? Efr(o\ :g e €3 difesrencialde en 1“—\} =>B—-DE2 = m@mﬁé‘mz‘lj

J
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)

Febrero 04

Elercilo 2} 3y Calcule las singularidades de

1

f(z) B (e' +1)(z2 +:r2)

ignorando e! punto del infinito. Clasifiquelas en singularidades evitables, polos y
singularidades esenciales. Indique el orden de los polos.

b) Siendo f(z) la funcién definida en el apartado anterior, calcule
[ f(2)ez

donde y* (£)=j3m+me", tel-m, 7]

(No RESVETD , <olo SOUAGN )
Al 2: td'rr (poos dddes)
= (2t W K #0 , K#-| (pdos simpley)

B) Ted— , Res(z=3Wj)=c

L
wr K
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Febrero 2005 | Encontrar la transformada inversa de Laplace de la funcién
Ejercicio 3 1

XG6) = st —1

mediante el Teorema de los Residuos. Determine la abcisa de convergencia o {x) de x(#)
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* Thes SingUawes] Shi-oms'al = \r NI Y Kze3
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. S (S-S EN (S—4) (S
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3) o D((;) e, Sz —|:I SL-:\H: fS*\)Y,(.S) e, - Lm i_l_:zfﬂ ﬁ\‘

S3~) (51+l)(5-|} '—‘,

Wies T X sy <% 521 o tim (s60) K t |
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Febrero 06§ - — - ‘ :
Ejercicio2 | a) Calcular, sin emplear residuos, la integral:

¥
o I = f senze dz,
[ . v %

stendo v = {z € C : |2] = ¥2} recorrida en sentido positivo.

b) Hallar el valor de la intepgral:

siendo C = {z €C: |z| = V2} recorrida en sentida negativo.
c) Siendo P(2) = anz"+ 842" ! + - + a1z + ap, 7> 2,a, # 0,09 # 0, calcular la integral:

ds_
r P(z)’

siendo I' = {z € C : |z| = R} siendo R tal que |z| < R, ¥z, P(z) = 0.

I =

a) l1pto. b)1 pto. c) 1,6 ptos.

) Eww&wﬁw

;[E) \'!ooomd"v}kﬂ"l Dabls 5”""? - @ndXe K s *h‘vrvl-e cmp.cl—mawwea 208 Y

-I @t r'C
o necmida an o peck M = jﬁi" mgm
.- i&%ﬂib J(2) = se,€% o compos. de sr® § @ by éf‘“" “

!

Zos Rer ﬂxﬂ:ewﬁ)i'(%)%‘zﬁk‘”“" M”')*’-‘Lgo”'“‘*"p

. 't' ,"a
Gy, _ 2 g o 21 (@)= 2ok
g - g 2?*.'?%_7\_}%01 i# - 4/.

A=2m= k=4t
ool jo=Eee?)

fir= 2 ER 5 b s bk ! (5 depacda i)

c::[o,zﬂ—sdf |
1 —cd)= V-Z-.Q.&t

’('é)-=' —&\/Ee r£

www.monteroespinosa.com - Clases de MMT1 - Tnos 91 548 31 78 , 619 142 355




‘ta 2 2 | |
T, = j}}m&a— =H(cm) '@yt = J o). cit)dk= j\fze"g- (—a)\l"zé*)ccﬂ: =
¢, 4

c ,,I{V \;

© O

= 2 jg};@;{%g =ﬂ2) (ZW)_:_L'}'/‘

C) Pla)=An + Q2 #o+ CuZt Ao Ne2 , Gnt0, G O

12l <R
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Febrero 06
Ejercicio 3 Utilizando ia Transformada de Laplace, resolver el problema de valor inicial:

( by (8) + (1 — 20/ (t) = 29(t) = 0, (0} =1, ¥'(0) = 2.

. 3 ptos

l[tn"lﬂi\ 10 'Lt:ju:)] 21 Du:)] j_co}

—_—
2) 3) W (s

2} Lt chj“(al =~ %@ [if,‘[)"u-‘]]] - %—5 [_52- Yes —$—z_) =

—_——
t-glﬂe—Bl‘FEsv ™ Vs - s«om -s"gto)
'L
- }
) - _[2s 2 Y o
- - [7’3 RS RER{EY ‘] = -2V -2 Vs
8) L [(krery )= I LYo -2 2 Cey'te)) = s Vg - 7_
\_;._—_..._\,___
SVs) —uio
D W
= ﬂ‘f-”_ ~x2(Negy %7“@)*— (2x2)Yesy vz Yis) ~1
\{/]
=8N sY ~1sVesy ¢ @I Ve 2g Vigy ot —2Misy - o
\—-——\r_ 4 [ \_,__._._,"____/
2) 2) 9

" T 2t
b

1[:) l{:):ﬂ

s\im -\
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Febrero 2007
Ejercicio 2

a) Calctlense las integrales:

I1=L1(z+E)dz

L=[

C, : segmento [0, R] del eje real (R cierto valor real positivo)

C,: arco de circunferencia de centro 0 y radio R que une los puntos Ry R(-1+ j)/\E R

pasando por el semiplano superior.

C, : segmento de recta que une los puntos R(—1+ j)/ V2 yo.

b) Enuncie la férmula integral de Cauchy y, sin utilizar la utilizar la teoria de residuos,

~Z)dz

donde CY es la curva recorrida en sentido positivo constituida por

o

C+

¥ emotimc g (k)= ¢

[ &
llﬁ“"/‘J(%‘ d‘%z\/j(‘\‘ﬂ)@ ""&) at

= [alth glg) de ﬁ
[+] e >

e 0> dg-~ ze/y
® fﬁmdﬂ"/aﬂw Y ter des

°’-‘+fcgm s - db = it, I I

(2+32) de -—j[?--d1+ T dr=03 dr~ /5
Tdix [f.d2 v i
/C‘\ C*

cY

demuéstrela.
19}(%@) de 1?_-](%—%10@ €
<’ ct @
o &y
. = 2 T
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¥ e ff%ﬂ:)d%+ @-T5 d» = . z
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de
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Febrero 2007 | Sean las funciones:
Ejercicio 3 - 1 2

z

Df(@=zsens  Vf@D=—  3) (D)=
z cosh z

cos(nz)

b) Calcule el valor de las siguientes integrales complejas:

L=[f@d L= f()d

4) f,(z)=2e *

a) Clasifique sus singularidades en ¢ (siendo C el plano complejo ampliado). {

Siendo f£,(2) v f,(2), las funciones dadas en el apartado a) y C la circunferencia de centro y

iNncluye, )
inBnikd

radio r=%fr. [ Sentide hovovio | o
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Junio 2007 | Dada la funcién compleja de variable compleja
Problema 3

[ f()=—

z(z + 2)J

a. 4 ={zeC,0<|z]<2}
b. 4,={zeC,|z|>2}

Hallar su desarrollo en serie en las siguientes regiones de convergencia:
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Junlo 2007 a) Demostrar que si F{s)es una funci6n analitica en C—{s, soeeerS, ) siendo si
Problema 4

(- e C,i=1,..,n con |F(s)l S—ﬂ%,]slzR, con M,R,b>0, Entonces
5
f(H=r" (F(s)) =Zn:Res[F(s)e",s =si], V20
. i=1

b) Encontrar la expresién de Ja Transformada de Laplace de una funcién
£ (¢) periédica de periodo T > 0.
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