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317172000  Introduccion a las Senales Aleatorias 1 horay cuarto

Teoria (sin libros ni apuntes)

T1.- En el circuito de la figura se desconoce el estado del interruptor, de modo que la
resistencia total entre extremaos es:

R=R,+XR,

con R, y R, v.a.’s uniformes en (9,11) y X v.a. de Bernouilli, con P(X=1)=p. Suponga
R,. R, v X independientes.

NV VN— —
R, ~VVV\~

R,

Calcule:
a) Lafdpde la v.a. R. Represéntela de forma aproximada para p=1/2.
by La mediade R.
(2 puntos)

T2.- Sean los procesos estocasticos discretos en el tiempo:

X(n|=Aln]cos(fn+ D)
Y([nl=A[n]sen({2n+ D)

siendo £2,>0, @ una v.a. uniforme en (—7.7) y A[n] un pe. independiente de @ y
estacionario en sentido amplio, con autocorrelacion R, [m] y fdp de primer orden:
fila)= ae'"l":z (a=0)
Calcule:
a) Las autocorrelaciones de X[n]e Y([n].
by Las fdp's de 1°f orden de X[n] e Y[n]. (Sugerencia: defina X=X[n] e Y=Y[n] ¥
calcule previamente la fdp conjunta de X e Y).
(2 puntos)
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b) Z=zR[~1, Yz Vi) , AzA(x] , O=25%m =p
2= A (0+8) , Y= A (0:8)
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31/172000 Introduccion a las Seniales Aleatorias 2 horas

Problemas (con libros y apuntes)

P1.- Sea el experimento consistente en generar la sefial en rampa de la figura y obtener una
medida S=v(T) en un instante T aleatorio en el intervalo (0, 1).

v(t)

| -1
Seguidamente, la medida S se compara con un umbral u (-1/2<u<1/2), obteniéndose la

v.a. X definida como:
X=max(8.,u)

a) Calcule f,(x), F\(x) y E(X).
b) Suponga que ahora el umbral es una variable aleatoria U uniforme en (-1/2,1/2), de
modo que X=max(S,U). ;Son las v.a.’s X y U independientes? Calcule E(X).
I ¢) Por dltimo, suponga que se fija el umbral =0, de modo que X=max(S,0) y se repite
. el experimento hasta que se verifica dos veces el suceso [X=0). Calcule el nimero
medio de ensayos independientes necesarios.

(3 puntos)

[ P2- Sea p(t) una sefial periédica de periodo 7. Se forma el proceso estocdstico

X(t)=p(t+E), donde E es una variable aleatoria uniformemente distribuida en (0, 7).

a) Demuestre que X(t) es un proceso estocistico estacionario en sentido amplio. Calcule
para ello i, y R ( 7).

1 s1 O<t=<T/2

0 si T/2<t<T

¢) Se forma el proceso Y (1+t,)=aX(t), donde « es una constante. Determine a para gque
Z(H=X(1+1,)-Y (t+¢t,) tenga valor cuadritico medio minimo.

b) Aplique el resultado del apartado anterior para p(t) = {

(3 puntos)

Examen: 3100 Publicacidn de notas: 2142000
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P2.- Seap(runa senal periddica de periodo T. Se forma el proceso estocdstico

X(t)= p(t+E) donde E es una variable aleatoria uniformemente distribuida en (0,7).

i) Demuestre que X(r) es un proceso estocdstico estacionario en sentido amplio.
Calcule paraello n, ¥ R, (7).

l, OD<t<T/2

0, T/2=<t=T

c Se forma el procesoY(tr+r,)=aX(r), donde aes una constante.
Determine apara que Z{f)=X(t+7,)—Y(r+1,)tenga valor cuadritico medio
minimo.

b) Aplique el resultado del apartado anterior para p(r) ={

Solucién

a) ny = E[X(0]= E[p(t+E)]= [ p(t + &) f(e)de = %:J.f plt+e)de = %LT ple)de = cte

donde hemos tenido en cuenta que, por ser p(t)periodica, la integral en un periodo
es constante, sin importar el origen de tiempos.

R AT =E[X(D)X(t+7)|= E[pt + E)p(t + T+ E)| = [ plt + e)p(t + T+ e) fo(e)de =

= %furp{t+ejp{r +T+e)de = ]?H ple)plt+e)de

donde hemos tenido en cuenta que, por ser p(r)pit+ r)periodica, la integral en un
periodo es constante, sin importar el origen de tiempos.

1 T 1 T
b) ”x:?fn P(f]d€=?.!i.mde: =

ir 1
T2 2

i T\2 2
—lu_r,.r,”de:l[£+1'], "Z{T.-.:D
T T\2 2

1(T T
=l ==i1l} IlTlc=
TVW2 2

siendo R, (t)periodica de periodo T.

lﬁ{'{‘z—fde:l[z_.-r]. I}T}ﬂ

Rﬂﬂ%fé’ ple)p(T +e)de =

c) E[Z’{r}]:E{[}{[Ht,ﬁ]—Y{r+rn}|]1}:E{[K{r+:ﬂ]-a}£{r}]2}=
= E[X*(t+1,)+a"X* (1) - 2aX(t +1,)X(1)| =
= E[X*(t+1,)| + @’ E[X (1)) - 2aE[ X (1 +1,)X(1)] =
=R, (0)+a’Ry(0)-2aR,(1,) =
=(1+a”)R,(0)-2aR,(1,)
donde hemos utilizado el hecho de que X(r)es estacionario en sentido amplio.

Ahora derivamos para encontrar su valor minimo:

Rx [§]
:;%E[zl (1)]=2aR,(0)—2R,(¢,) =0, de donde a= E}(% = %G—}q,]]. para |r,|< “}“‘
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5/9/2000 Introduccion a las Senales Aleatorias 1 horay cuarto

Teoria (sin libros ni apuntes)

T1.- 5ean X e Y dos v.a. cualesquiera, se definen las nuevas v.a.
Z=X+Y
W=X-Y
Demuestre:
) P(ZW<0) = P(XI<IY]).
b) Si E[X*]=E[Y?], Z v W son ortogonales.
c) Si X e Y tienen la misma media y varianza, Z y W son incorreladas.
d) Demuestre ademds que, para una v.a. X arbitraria, la constante m que minimiza
E[IX—ml] es la mediana, o sea que Fy(m)=1/2.

(2 puntos)

T2.- Sea X[n] un p.e. blanco y discreto con P(X[n]=0) = P(X[n]=1)=1/2. Se definen dos
NUEVOs p.e.:
X,[n] = 2X[n]-1
Y([n] =X,[n] X,[n-1]
a) Calcule la media de Y[n].

b) Calcule la secuencia de autocorrelacion de Y[n).

(2 puntos)
Examen: 5/9/00 Publicaciom de notas: 19/9/00
Revision: 25/9/00 Publicacion resultados revision: 2719/00
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5/9/2000 Introduccion a las Senales Aleatorias 2 horas

Problemas (con libros y apuntes)

P1.- En el circuito de la figura, la tension de entrada X y la atenuacion A son desconocidas y
se modelan como variables aleatorias independientes, siendo X uniforme en (—1,1) ¥y A
uniforme en (0, 1).

X Y=A'X —| z= signm

Calcule:
a)Lafdpdelava Y.
b) La covarianza de X y Z.
¢) Las FD's condicionadas F,(a|Z=-1)y F (a|Z=+1).
(3 puntos)

P2.- Sea el proceso X(t)=Acos(@,t+8)+N(1), con @,>0, A una v.a. uniforme en (-1, 1), @
una v.a. uniforme en (m,27x) y N(r} un proceso estocdstico de media nula y
autocorrelacion Ry 7)= o*8(T). Suponga A, @ y N(r) independientes.

a) Calcule la media condicionada E[X(f)|A=a], la media 1) y la autocorrelacién
R,(t,.1,). Es X (1) estacionario en sentido amplio?

Se hace pasar ahora X(t) por un sistema lineal e invariante de respuesta en frecuencia
H(w)= 1/(1 +jw), obteniéndose a su salida un nuevo proceso Y (¢). Calcule:

b) La densidad espectral de potencia de Y (7).

c) La media y autocorrelacion de Y ().
(3 puntos)

Examen: 5/9/00 Publicacion de notas: 19/9/00
Revisidn: 25/9/00 Publicacion resultados revision: 27/9/00
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5/9/01 Introduccion a las Senales Aleatorias 2 horas

Problemas

P1. Lascoordenadas X ¢ Y de un objetivo aparecen uniformemente distribuidas en una
pantalla radar circular de radio r, centrada en el origen de coordenadas. Esta pantalla se
divide en 4 zonas de igual superficie como se ilustra en la figura. Si se definen los
sucesos A, B y C como:

={ el objetivo aparece en la zona delimitada p(}l“{? contorno ABEFDA]L,
B= (el objetivo aparece en la zona delimitada por el contorno BCFDEB},
C=l{e

3>
1]

| objetivo aparece en la zona delimitada por el contorno CADEFCH.

a)  Determinar si los sucesos A 'y B son
?ndepenciiome% También decidir si los
sucesos AB y C son independientes.

b) Caleular el coeficiente de correlacidn de
fas v.a.’s X e Y. Decidir s1 son incorreladas
v si son independientes.

) Caleular Ja f.d.p condicionada. fi,(¥vlx) ¢
identificar qué tipo de distribucion es.

’ {3 punios)

P2 Sea X[n] un p. . discreto, estacionario estricto de segundo orden, con f.d.p.'s de
primer orden y condicionada, respectivamente:

. | / 3
f f_,‘ii 5 CKP(\- i f:}J [0« x <Con)
N
e | il
r \ i l - r’-nz " . J =™
LR X ) = o () Xpi - | (oo, <o) ¥y
JAn(l-p s L 1*13 b 10<a<l

a) Demostrar que su autocorrelacion es Ry[m]=a™
b)) Obtener su densidad espectral de potencia.
¢y Si realizamos la convolucion Ynl=X[n]*h{n]. determine la respuesta

impulsiva causal A{nl necesaria para que Y{nl sea un p. ¢, ruido blanco,

(3 puntos)

;;1:,,«; H Buablicacion de notas: 14/9/0

f“/f)l Resultados revision:  20/9/01
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a) Ry(my= | xx,f(x,xyim)dxdx,

pero como
Fxy,x,,m)= fa)f(x,/ X m)

Y

L g | (== pr
eexple X220 | x T pa
5 expl-x2/20n | x, \/m“_ﬂﬁe)“pl\ 21-ph }ﬁi

media de N(meﬁ ~p*) = px,

=3
]

R (m)= j

Varianza de N(0,1) =1

R (m)= o

-3 ug
b) Sx(@)= Y Ry(@e =y ae ¥+ 3 a"e N =
Flwon iy =t
- i it : 1
i it ag 1 1=u
= Z(ﬁf’j ))m *24(-[}6 ' ) " 0 + T - : 2
—ae™ l-ae™ | - 2acosQ+a”

m=1 =)

¢) Como Y[n]es un p.e. ruido blanco, §,(Q)= cre V2

cte . e

S () =cte = S AMHEQ" = |HEQ) = ——— = (1~ 2acosQ +a”)
/) » (OIH (<) HETS @ 1-a
como ademis

g;ij (O = HIOH () v (1~-2acosQ+a’)=(1- ae’™y(1 —ae™ ™)

obtenemos por identificacidn la parte causal
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Examen: 7 septiembre 2002 Publicacion notas: 16 sept. 2002 Revision: 19 sept. 2002

Introduccion a las Senales Aleatorias Duracion: 2 horas

(sin libros ni apuntes)
P1.- Se definen las va’s V y W como:

V= X+aY

W=X-aY

Donde a es un niimero real y X e Y son va’s Gaussianas.

1) Determinar @ en funcion de momentos de X ¢ Y para que V y W scan ortogonales.
2) Determinar a en funcion de momentos de X e Y para que V y W sean incorreladas,

Decidir también si para ese valor de a son V 'y W independientes.

Ahora suponga que X ¢ Y son va’s definidas segun la fdp siguiente:
Sr(x,y) =bxy exp(-2xy)u(x-2)u(y-1)

3) Determinar el numero real b para que sea una verdadera fdp.

4) Determinar si X ¢ Y son va’s independientes.

5) Para a=1, encontrar la fdp conjunta de V y W (no olvide determinar el rango de la

va bidimensional). ;Son V y W independientes?

P2.-  Sea X[n] un ruido blanco estricto, con {dp de primer orden Gaussiana (de media
nula y varianza 6°):

1

£ = exp(—j—})
a

2
Ta

:

Se forman los procesos:
Y[n] = X[n] — aX[n-1]
Z[n] = Y[n]|
Siendo @ una constante, se pide:
a) Demostrar que Y[n] es estacionario en sentido amplio.
b) Fdp de primer orden de Y[n].
c¢) Espectro de Y[n].
d) Media y varianza de Z[n].

¢) Fdp dec primer orden de Z[n] ;s estacionario de primer orden?
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21/1/2003 Introduccion a las Sefales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

P1.- En el circuito de la figura, las tensiones de entrada X ¢ Y son desconocidas y se modelan
como variables aleatorias independientes.

X )OW:X-Y Z=abs(W)
—’
Y

a) Suponiendo X uniforme en (0, 1) ¢ Y uniforme en (0, 0.5), calcular la f.d.p. de la v.a.
Z.

b) Calcular el coceficiente de correlacion entre X y Z.

¢} Suponiendo ahora que Y es una v.a. de Bernouilli de parametro p, hallar ¢l rango de la
v.a bidimensional (X, Z).

d) ConY como v.a. de Bernouilli, calcular la F.D. condicionada Fz(z| Y=+1) y la f.d.p.
condicionada fz(z|x).

¢) Silas v.a’s X ¢ Y son conjuntamente Gaussianas independientes, determinar si es
posible que W y X scan independientes.
(5 puntos)

P2.- Sca x(f) una seiial periddica determinista, de periodo 7, formada por repeticion del pulso:
A, O<t<y,
pt) =
0 te<t < T
siendo, 4>0, una constante y #<7/2 Se forma el p.e. Y(¢)=x(¢t+B) donde B
¢s una v.a. con distribucion uniforme en (0,7).
a) Calcule y dibuje las F.D. y f.d.p. de 1° orden de Y (z).
b) Calcule la media y la varianza de Y(#).

»

c) Calcule la autocorrelacion de Y(¢).

Sc define ¢l nuevo p.c. Z(1))=Y(t)+W(r), donde W(¢) es un p.c. con [.d.p.
de 1° orden Gaussiana, de media y varianza unidad e independiente de
Y(1).

d) Calcule y dibuje la f.d.p. de 1° orden de Z(1).

¢) Calcule la correlacion entre los p.e. Z(t) ¢ Y(1).

(5 puntos)

Examen: 21/1/03 Publicacion de notas: 5/2/03
Revision: 10/2/03 Publicacion resultados revision: 11/2/03
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4/9/2003 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

P1.- Sean Ry @ dos va’s independientes. ® es uniforme en (0, 27) y R tiene una fdp:
. 2r :
Frlr)= yi (0,4)
Siendo 4>0 una constante. Sobre cllas se realiza la transformacion:
x=rcos(P)
y =rsen(P)
Calcule:
a) La fdp conjunta de X e Y. Dibuje su rango.
b) Las fdp’s marginales de X e Y. ;Son independientes?
¢) La covarianza de X e Y. ;Estan incorreladas?
d) P(X’+Y*>4'/4)
A A
X =
2

7%

e) P(Y>

(5 puntos)

P2.- Sca el proceso X(f)=Asen(++B), donde A y B son va’s discretas uniformes. La fdp de la
va A tiene valores no nulos en {-1,1} y la fdp de la va B en {0,7/2, 7).
a) Hallar la fdp de X(0) y X(7/4) y decidir si el proceso es estrictamente estacionario.
b) Encontrar todas las posibles realizaciones del proceso X(f) y la probabilidad de
ocurrencia en funcion de la distribucion de probabilidad conjunta de Ay B.
¢) Calcular la media y la autocorrelacion de X(?).
d) Si Ay B fucran independientes, determinar si X(f) es estacionario en sentido amplio.
¢) Se forma el proceso Y(f)=max(X(),0). Dibujar todas las posibles realizaciones del
proceso Y(1).

(5 puntos)
Examen: 4/9/03 Publicacion de notas: 12/9/03
Revision: 17/9/03 Publicacidn resultados revision: 18/9/03

La nota de este examen pondera un 70% sobre la nota final,

ponderando la nota de clase el 30% restante.
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30/1/2004 Introduccion a las Senales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Sean las va’s X ¢ Y distribuidas uniformemente en el recinto rayado de la figura.

a) Determine y dibuje la fdp fx(x) y la condicionada fx(x|y), no olvide indicar sus rangos.

Y b) Determine el coeficiente de
correlacion entre X e Y . ;Son
las va’s X e Y independientes?

c¢) Se define la va V= X+Y,
determine su FD.

d) Se define otra va W= X.Y,
determine la fdp conjunta
fyw(v,w). (Son lasva's Vy W
independientes?

¢) Si las va’s X e Y fueran
incorrcladas y conjuntamente
gaussianas, determinar qué sc
tiene que cumplir para que sean
independientes las va's Vy W

(S puntos)

2.- a) Sea X[n] un proceso estacionario de autocorrelacion Rx[m]. Se hace pasar dicho
proceso por un sistema lineal de respuesta al impulso h[n]=6[n]-8[n-1]. Calcule la
autocorrelacion del proceso de salida Y[#n].

b) Sea el proceso X[n]=A[n]cos(2n+®)+W([n] con £2) una constante positiva, A[n] un
proceso estacionario de media 74 y autocorrelacion Ra[m], @ una va uniforme en (0,7) y
W([n] un proceso de media nula y autocorrelacion Rw[m]=oc’8[m]. Suponga A[n], ® y
W(n] independientes, Calcule la media y la autocorrelacion del proceso X[r]. (Bajo que
condiciones es dicho proceso estacionario en sentido amplio?

¢) Para el proceso definido en el apartado b, calcule el espectro de X[n] y dibijelo
suponiendo que el espectro de A[n], en el intervalo (-x, ), es:

_ A():Q|S.QA
SA(Q){ 0, Q|>Q_4

donde 4y y £2, son constantes positivas y sc cumple £ <)<nmL2.

d) Suponga ahora que ¢l proceso X[n] definido en el apartado b se hace pasar por el
sistema lineal definido en ¢l apartado a. Calcule el valor cuadritico medio del proceso de
salida Y[#n].

¢) Sobre el proceso definido en el apartado b, se aplica la transformacion 7=g(X)=x".
Calcule la media del proceso transformado Z[n].

(5 puntos)

Examen: 30/1/04 Publicacion de notas: 16/2/04
Revision: 19/2/04 Publicacion resultados revision: 20/2/04
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4/9/2004 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Las va’s T; y T representan los tiempos de operacion de los componentes C; y C:

— & &, _ - _I( -
C; \ C,

respectivamente. Estas va’s se consideran independientes, con fdp’s fi() y f>(t) y con
FD’s Fy(t) y F>(t). Los 2 componentes se pueden conectar de los 3 modos representados
en la figura para formar un sistema: conexion serie (el sistema falla cuando uno de los 2
componentes falla), conexion paralelo (el sistema falla cuando ambos componentes
fallan) y conexién de apoyo (el segundo componente empieza a funcionar cuando falla el
primero y, por tanto, el sistema falla cuando falla el segundo componente). Llamaremos
X, Y y Z al tiecmpo de operacion del sistema en las respectivas conexiones anteriormente
citadas.

Exprese la va X en funcion de las va’s T; y T» y calcule su fdp.

Exprese la va Y en funcion de las va’s T; y T: y calcule P(Y>N), siendo N una constante
positiva y suponiendo que las va’s T; y T, son geométricas de parametro p=0./.
Particularice el resultado para N=2.

Exprese la va Z en funcion de las va’s T; y T, y calcule su fdp suponiendo que T, es
discreta con P(T,=1)=py P(T,;=0)=I-p y T, exponencial de parametro ¢>0.

Para las condiciones del apartado anterior, calcule la varianza de Z y la covarianza entre
ZvyT,

Si sc utiliza una conexion de apoyo con /000 componentes y los tiempos de operacion se
modelan segin la distribucion de Poisson con a=/0, calcule P(10000 <Z <10100).

C,; C;

Serie Paralelo Apoyo

(5 puntos)

P2.- Sea el proceso X[n]=X, , donde X, son va’s idénticamente distribuidas ¢ independientes

entre si, con fdp comin fx(x), FD comin Fx(x), y con media x y varianza o
a) Hallar la FD conjunta de orden m de X[n]  Fx(x1,X2,...,%m ;1,12 ).
b) Determinar si el proceso es estacionario de primer orden y si es estacionario de
segundo orden.
c) Calcular la media, la autocorrelacion y la autocovarianza de X[n].
d) Decidir si ¢l proceso X[#n] es estacionario en sentido amplio y en caso de que exista
calcular su densidad espectral de potencia.
¢) Se forma el proceso Y[n]= X, + X; +..+ X, (n>0). Calcular la {dp de primer orden de
Y[n] fWy;n). Decidir si el proceso asi formado es estacionario en sentido estricto.

(5 puntos)



GEOMETRICA: P(X =k)=pq""'; k=123,..

k
a

POISSON : P(X =k)=¢ % k=012,.; E(X)=a; Var(X)=a

k!

EXPONENCIAL : fx (%) =¢ ef“xu(x); E(X)= l; Var(X) = lz
c c

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

X {1 0 2 03 04 05 06 07 08 09
0.0 000 s040 SO0 si20 SI6D 5199 5230 527¢ 8310 5339
0.1 53608 .543% 3478 5517 5557 L3506 5636 5675 S7H4 5753
0.2 5793 5832 5871 S910 S48 8987 6026 6064 L6103 614
0.3 6179 6217 6285 6203 6331 6368 6406 5443 64B0D 6517
(4 6554 6591 6628 6664 BT00 6736 6772 6808 6844 6RT9
0.5 FO15 6050 6985 7019 7054 70R% 7123 7157 7190 7224
0.6 7357 70T 7324 7357 73RO 7422 7454 T4R6 7517 7549
0.7 ARG TALT 7642 IGTS 704 TTM 7764 7794 7823 7852
08 881 7910 7939 7967 7095 BO23 8051 8078 EI06 B33
09 S159 Mise 8212 ¥238 8264 K280 8315 8340 8365 8380
1.6 R413 R438 8461 R4RS BSOS 8831 8534 8577 8598 8621
i 8643 BG6S 686 RYOR R7I9 §740  R770 R7O0 8810 8830
1.2 ER4D BRAO  RESE 8907 RO2S 8944 8062 8080 ¥O9T 9015
13 G032 0040 0066 9081 9099 9115 913 9147 9162 9177
L4 9192 9307 9232 0236 9381 9265 0279 9202 9306 93j@
15 0332 9345 D357 U370 9382 9304 9406 9418 94290 0441
1.6 9452 0463 9474 9484 9405 9505  OSIS 9525 0535 9545
17 0354 0564 0573 9S82 059) 0560 O60R 0616 9625 9633
1.8 0641 D640 9656 0664 967 9678 DESL 9653 9699 9706
1.9 G717 0710 9726 9732 G73% ©744 9750 w7s6 G161 9767
2.0 9772 9778 0783 9788 9793 9708 0803 9808 9812 ORIT
2. D82 0826 OE30 9834 9338 G847 OR4G DRSO 9RS4 OHST
2.2 OgG1 G864 UE6ES  OET1 O%7S 9R7R U8y ¥R OR87  LOROD
23 G893 0806 UMOR 0001 G904 yshe LE0Y 9911 9813 996
2.4 DOTE S920 9922 9925 9927 9929 L9931 9932 09334 9936
2.5 0938 0030 9udl 0943 G045 9046 9048 9940 995] 052
26 HUST O OSS  0956 0957 0050 0950 0961 D962 U963 99hd
2.7 0065 0966 0967 9968 996B 9970 9971 0072 973 9074
23 9974 4075 4076 8077 0977 9978 9979 9979 99R0 9981
29 G9%1 9987 9082 0983 9984 UO%4  UHRS 9985 9986 9986
3.0 DOR7 4087 0087 MO8% GUBE 9980 MURY 00O D9G0 9uo)
11 9090 9991 BUGT M99l GUGZ  9un2 9042 0093 9993 9993
32 Gu0Y 9093 904 9994 999¢ 9094 O9%E 9995 9995 9995
3.3 GUUS Y95 LOUS  Ow96 b9t 9996 4996 9996 9996 9907
14 0007 SUOT G907 9997 BubT Youy 9997 9907 G9%7 G998
3.5 BU9R D9uR 0008 QOUR 9994 GOu%  OUDE  009%  g9uR  Duog
36 0908 0008 D900 9900 5099 099D 4090 9999 G999 9994
37 D090 9900 0999 000G 9940 0099 QUYL 9900 900G 990y
28 0999 9999 9999 9999 Gang  9y9y 9999 10000 10000 1.0000
Valores de G(x) para 0<y <389 en pasos de 0.01
i "
Hx)= e R
i in
Examen: 4/9/04 Publicacion de notas: 20/9/04
Revision: 22/9/04 Publicaciéon resultados revision: 23/9/04

La nota de este examen pondera un 70% sobre la nota final,

ponderando la nota de clasc el 30% restante.
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31/1/2005 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Un determinado sistema de comunicaciones responde al modelo de la figura:

X Y=aX+R | 1] Z=U(Y-b)
—>

+ >

R

donde el transmisor envia un simbolo binario (bit) que se puede modelar mediante una
v.a. de Bernouilli X, con P(X=1)=P(X=0). Dicho simbolo X, al pasar por el canal de
comunicaciones, sufre una atenuacion constante @ y una adicion de ruido R, que
supondremos una v.a. N(0,1) independiente de X. Finalmente, ¢l receptor compara la
salida del canal Y con un umbral b, produciendo como resultado una v.a. Z que toma ¢l
valor 1 si Y supera ¢l umbral 6 0 en caso contrario. Suponiendo a=2y =1, calcule:
a) Las fdps condicionadas f(y | X=0), f(y|X=1)ylafdp delav.a. Y, f(y).
b) Las probabilidades condicionadas P(Z=1|X=0)y P(Z=0|X=1).
¢) La covarianzade X y Z.
d) Las probabilidades condicionadas P(X=1|Z=1)y P(X=0|Z=0).
¢) Suponga ahora que ¢l canal introduce una atenuacion aleatoria, de forma que la
sehal de entrada al receptor es:
Y=AX+R
siendo A una v.a. N(2,1) independiente de Xy R.
Calcule P(Z=1|X=0)y P(Z=0|X=1), suponiendo b=1.

(5 puntos)

2.- Sea X[n] un ruido blanco estricto, con fdp de primer orden exponencial, de
parametro ¢. A dicho proceso se le aplica la transformacion:
y=gx)=y,(1-e")

siendo y,>0 una constante. Se obtiene el nuevo proceso Y[n]=g{X[n]}. Calcule:

a) La P(Y[n] > 3y/4).

b) La media de Y[n].

¢) La fdp de primer orden de Y[n]. (Es Y[n] estacionario de orden 17?

d) La autocovarianza de Y[n]. ;Es Y[n] estacionario en sentido amplio?

e) Sec define el proceso S[n]=Y[n] - AX[n], donde X es una constante. Determine el

valor de ésta para que la corrclacion cruzada Ryn,,n,] sea nula V n#n,.

(5 puntos)

Examen: 31/1/05 Publicacién de notas: 14/2/05
Revision: 17/2/05 Resultados revision: 18/2/05




GAUSSIANA: f . (x) =

EXPONENCIAL: f ,(x)=ce “u(x); E(X)= ~1—; Var(X) = !
C

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

1
—_—v
N2m o

ep)?

2 = N(u,0); E(X)=u; Var(X)=o’

c

2

Valores de Gy para 0<x <389 en pasos de 0.01

x 00 o 3 04 05 6 07 08 09
00 5000 5040 S080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
01 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 57I4 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 594 5987 6026 6064 6103 6141
03 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 6554 6591 L6628 6664 6700 6736 6772 6BOR 6844 6879
05 6915 6950 6985 019 7054 7088 7123 757 7190 7224
06 7257 7201 7324 73ST 7389 7422 7454 7486 TS17 7549
67 7580 7611 3642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 78S2
08 7881 7910 7939 7967 7995 8023 BOSI RO7B 8106 8133
GO 8I1S9  8I$6 8212 8238 8264 8280 8315 8340 8365 B39
10 8413 R43% 8461 B48S  BSO8  .8531 8554 8577 8599 8621
11 8633 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 RR30
12 8849 .8%69  BSS® 8907 8925 8944 2962 8080 3997 9015
13 003 9040 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9202 9306 9319
15 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
16 9452 9463 D474 0484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
17 9554 9564 9573 9S82 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1S OadL 9649 0656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
19 9713 9719 9726 9732 973 9744 9I50 9756 9761 9767
20 9772 9778 0783 9788 9793 9798 9803 9808 4RI2 9RIT
21 0821 9826 9830  9%34 9838 0842 9846 GRSO UBS4 9857
22 0861 O%64 9868 9871  ORTS  9%78  98R1 9884 9887  9R90
23 9%93  ORY6 9898 9901 0904 9906 99GY  99LL 9913 9916
24 0018 0920 8922 9935 9927 9929 9931 9932 9934 9936
55 9038 9940 0941 9943 9945 U946 9948 9949 9951 9952
26 9953 9955 9956 9957 9950 9960 9961 9962 9963 9964
27 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 0973 9974
28 9974 9075 9976 0977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
29 9981 9982 9982 U983 9984 9984 998 9985 DUBE 9986
30 9087 9987 0087 UOSS 9988 9989 989 9980 9990 9990
31 9990 9991 9991 9991 9992 §8%2 9992 9992 9993 9993
3.2 803 593 R Rl R 594 R B9t 8965 9995 H905
339995 9995 9995 G995 9996 9996 9996 9996 9997
349907 9997 9997 5997 9997 9997 9997 0997 9998
3.5 0998 998 9998 9998 9998 9908 UYUR 9998 990R
36 9998 9998 9999 0000 9V99 9999 9999 0969 9909
179999 9999 9999 0999 9999 9999 9999 9999 9999 4990
38 9999 9999 9999 9999 0999 9999 9999  1.0000 _1.0000 10000
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1/9/2005 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Un proceso informatico pasa sucesivamente por dos procesadores P1 y P2 segin se
muestra en la figura. La v.a. X representa el tiempo que pasa el proceso en el primer
procesador, y la v.a. Y representa el tiempo total que requicre el proceso en pasar por los
dos procesadores. Se conoce la fdp conjunta:

ke’ O<x<y

f){)’(xsy)_{

0 resto

a) Dibuje el rango de la v.a. bidimensional y calcule el valor de & . Determine si las v.a.’s X
¢ Y son independientes.

b) Se define una nueva v.a. Z como el tiempo que tarda el proceso en el segundo procesador.
Exprese la v.a. Z en funcion de las v.a.’s X e Y. Calcular fyAx,z) y la fdp de la nueva v.a.
Z.. Determine si las v.a.’s X y Z son independientes.

c) Calcule la varianza de Z y la covarianzaentre Ze Y.

d) Calcule fy(y|x) y dibajela para x=5.

e) Si el proceso atravesara /00 procesadores P1, P2... P100 y el tiempo en cada uno de ellos
se modelara como una va exponencial de media 70 seg, calcule la probabilidad que el
proceso termine antes de /5 min. Suponiendo que las v.a.’s son independientes.

(5 puntos)

P2.- Sea el proceso Z[n]=X][n]Y[n], siendo X[n] ¢ Y[n] dos procesos estocasticos discretos
en ¢l tiempo independientes y estacionarios en sentido amplio, de medias ny y 7y, y
autocorrelaciones Ry[m] y Ry[m], respectivamente. Calcule:

a) Lamediay la autocorrelacion de Z[n]. {Es Z[n] estacionario en sentido amplio?

b) La correlacion cruzada Ryz[ni,n]. (Son X[n] y Z[r] conjuntamente cstacionarios (en
sentido amplio)?

¢) Lamedia condicionada E{Z[n]|X[n]=x}.

d) La densidad espectral de potencia de Z[n], suponiendo que Rx{m]=a™ (siendo |a|<1) y
Ry[m]=dm].

e) La distribucidén de primer orden de Z[n], suponiendo que para cada n, X[n] ¢ Y[n] son
v.a.’s discretas, con P{X[n]=-1}=P{Y[n]=—1}=p, P{X[n]=+1}=P{Y[n]=+1}=1-p
(siendo 0<p<1).

(5 puntos)



EXPONENCIAL : f .(x) =ce “u(x); E(X)= l; Var(X) = —12-
[

c

v o]
L x"e “dx=n! neN

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

X 0o 0l 0 E 05 i 07 0% 49
0.0 3000 S040 5080 51200 5160 5199 823% 5279 5319 5350
D0 5398 3438 5478 5517 5557 5506 8636 3675 5714 5753
0.2 5793 3832 8871 5910 5948 5987 6026 L6064 6103 614
03 6179 6217 6255 6293 6331 H3I6R 6406 6443 6480 6517
04 6534 ASOL 6628 GGG BI00 6736 6772 6808 GR44 6879
05 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
06 7257 7291 7324 73§70 7389 7422 454 74R6 7517 7549
07 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
08 7881 7910 7939 995 8023 B0SI 8078 8106 8133
09 #159  R186 8212 8264 8280 8315 8340 8365 8380
10 8413 8438 R461 8508 8531 8554 8577 BS99 8621
LI 8643 8665 8686 8T08  A720 8740 K770 8790  8RI10 8830
12 8840 8869  XSR8 8007 R925  RO44  BOG2 8980 8997 9015
i3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
149192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 931
15 9332 9345 0357 9370 9382 0394 9406 9418 9429 944)
16 9452 D463 0474 94B4 9495 9505 9515 9525 9535 9545
17 9554 9564 9573 US82 9581 0599 9608 9616 9625 9633
18 9641 9649 9656 9664 9671 9678 96R6 9693 9699 9706
L9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9736 9761 9767
20 9772 9778 9783 9788 0793 9798 9803 9808 9812 U817
21 9%21 9826 9830 0834 9838 9842 9846 9850 9854 UBSY
22 BE61 9864 OB6R  ORTI 9875 9R7Y ORST 9884 9K8T 9890
23 0%9% 9896 OR9%  BU0T  9U04  BYO6  9H09 9911 9913 0916
249918 9920 922 9925 9927 G929 9931 9932 9934 9036
25 9938 9940 994l 9943 9045 0046 9948 9940 9951 0952
36 9953 9955 0056 9957 9959 9060 9961 9962  DUE3 0964
27 9965 9966 9967 9968 9969 9070 9971 9972 9973 Y474
28 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 HY79  HYR0  H9SI
20 0981 9982 9982 9983 9984 QYR G985 9985 9986 9986
30 9987 9987 9987 OORE  DO88 MOS0 GUR9 9YEY 0980 9990
L1 9990 6991 9991 0991 0992 9992 9992 9992 9993 9993
32 9993 9993 9994 9994 9UB4 9994 9904 - 9995 GO9S 5993
33 9005 9998 9995 GUG6 9906 9996 9996 9996 9996 9997
409997 9997 GO97 9997 9997 5997 9997 8997 9997 0998
35 9998 OH08 908 9908 GO9% 899§ 9998 9998 9998 900§
16 9998 0008 9990 9999 9999 9969 9900 G999 9999 9900
379999 9000 G999 9990 9999 9999 9099 9999 6949 9499
3% 9999 9999 G999 9000 9999 9009 9999 10000 1.0000 _ 1.0000

Valores de Giv) para 0< <389 en pasos de 0.01

. { i -
Gy ; = dt
it

Examen: 1/9/05 Publicacion de notas:

Revision: 22/9/05

Publicacion resultados revision:

20/9/05
23/9/05
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10/2/2006 Introduccion a las Senales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Sea X una v.a. de Bernoulli de parametro p=0.5 y secan Y; e Y, dos v.a.’s N(pu, o) y
N(-p, o) respectivamente (X, Yy e Y, son independientes entre si). Se forma la nueva
va. Z=X Y, +(1-X) Y.

a) Calcule la media y varianza de Z.

b) Calcule y dibuje la fdp de Z.

¢) Calcule la P(Z<-p) cuando p=c.

d) Sobre la v.a. Z se aplica un comparador de umbral p, de tal manera que la v.a. de
salida es V=u(Z-pn) (u(.) es la funcion escalén unidad). Caracterice la v.a. V' y
particularice ¢l resultado para p=c.

e) Suponga ahora que se obtienen 5 v.a.’s (Zi, ..., Zs) cada una de cllas con la
distribucion descrita anteriormente e independientes entre si. Obtenga la
probabilidad de que al menos 2 superen el umbral p y particularice el resultado
para =g,

(5 puntos)

2.- Sea el p.e. X(r)=Acos(wt+B) donde A y B son dos v.a.’s discretas con fdp conjunta:
: L(s - i : T
Sas(ab) =3 (Zé(a - 1)5(1HE) + Z&(a—ﬁ)fg(b—JE‘—z)]
i=0 =0

0 equivalentemente con distribucion de probabilidades conjunta:
| (L,0), 0, 7/2), (L), (1,37/2), }

Py(A=a,B=b)=— -enelrango Q ,(a;,b,)=
" 778 D)=\ (3, 218), (2371 4), W25 14), WZ7774)

siendo w una constante positiva,

a) Demuestre que las v.a.’s A y B no son independientes. Dibuje una posible
realizacion del proceso estocastico y decida si es continuo o discreto, tanto en el
espacio de estados como en el espacio de tiempos.

b) Determine la fdp de primer orden del proceso para =0 y para =r/(4w). Decida
si el proceso es estacionario de primer orden.

¢) Determine la media del proceso.

d) Determine la autocorrelacion del proceso. Decida si el proceso es estacionario en
sentido amplio.

e) Suponga que w ya no es constante sino que es ahora una v.a. W con distribucion
uniforme U(wy,w;) independiente de A y B. Obtenga la media del proceso.

(5 puntos)

Examen: 10/2/06 Publicacion de notas: 24/2/06
Revision: 28/2/06 Resultados revision: 01/3/06




cos(a + f) =cosacos fF —sinasin

{xmp)?

GAUSSIANA: f'X(x):_Jz_l—e W = N(uo) E(X)=p Var(X)=o"
T 0

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

R

W T wed Tl fad Lk
S e

Lt
oo

, 0 0l 0z 03 0506 o 0809
00 TEGOD 5040 S080  S120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 547§ 5S17 5557 5596 5636 5675 5714 5753

0.2 5793 5832 G871 5910 5848 SO8T L0206 6064 6103 b4t
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 H3A6Y H406 6443 H480 H517
0.4 6554 6591 6628 6604 6700 6736 6172 BE08 6844 6879
0.5 6915 6950 LO85 J019 J054 7088 123 J157 190 7224
0.6 S 7298 324 73587 73809 1422 7454 1486 517 549
0.7 TS50 Wih! 642 673 7704 734 Jd7ed 794 1823 J8382
1.8 1881 910 7939 7967 7993 B023 8051 8078 2106 B33
0.9 8159 Biss 8212 £238 A264 289 B315 8346 8365 B389
1.0 B4l B438 Bd6l RS B308 8331 83534 B57 8599 8621
B 5643 BE6S HE86 BT08 8729 K749 B170 8700 8810 EE3)
1.2 B8R40 BE6Y HBER Buir7 8925 BG4 8962 BURG 8097 9015
1.3 032 Aa048 Q066 082 A0vY 8113 4131 9147 0162 8177
{4 9192 9207 5222 236 L9251 92635 8274 9292 4306 9319
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8/9/2006 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

Sea la v.a. bidimensional (X, Y) con distribucion uniforme en el recinto de la figura:
Y

Se pide:

a)
b)
c)
d)

c)

Las fdp’s marginales de las va’s X e Y. ;Son independientes?
La covarianza de X e Y. ;Son incorreladas?
La media condicionada E(X|Y=y).
Se define la v.a. Z=X+Y. Obtenga la fdp conjunta de X y Z, representando graficamente
el rango o recorrido de la v.a. bidimensional (X, Z).
Sea la v.a. W=X—aY. Determine el valor de la constante ¢ que hace que la varianza de
W sea minima.
(5 puntos)

Sea X[n] un ruido blanco estricto, con fdp de primer orden ( u(x) es el escalon unidad):

() =xe™ u(x)

A dicho proceso se le aplican las transformaciones:
VXS

y=ﬂﬂ:{‘
VX >a

z=g(x)= ]— g%

siendo vy, y2 y a constantes positivas. Se obtienen los nuevos procesos Y[n]=q{X[n]} y
Z[n]=g{X[n]}. Calcule:

El valor de ¢ de manera que el proceso Y[n] tome el valor y; con probabilidad 0.4,

La fdp dec primer orden de Y[n], para ¢l valor de @ obtenido previamente. ;Es Y[n]
estacionario de orden 17

La autocovarianza de Y[n], para el valor de « obtenido previamente. (Es Y[n]
estacionario en sentido amplio?

d) La fdp de primer orden de Z[n]. /Es Z[n] estacionario de orden 17
e) La mediay varianza de Z[n].
(5 puntos)
e 2
UNWURMEmuaﬁ)JKX):a;b;l@dX)zwI;)
Examen: 8/9/06 Publicacion de notas: 22/9/06

Revision: 28/9/06 Publicacion resultados revision: 29/9/06
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5/2/2008 Introduccion a las Seiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- En el esquema adjunto, X representa una v.a. discreta, con P(X=-1)=P(X=+1)=1/2, a
la que se suma una v.a. Y con distribucion N(0,1) e independiente de X. A la v.a
resultante, Z, se le aplica la transformacion de la figura, dando como resultado una nueva
v.a. W que toma los valores a 6 —a, segun sea el signo de Z.

1 a Z1Z>0
X 7Z=X+Y ar— A% %
—-a Z.<0

Se pide:
a) La fdp de la v.a. Z. Represéntela graficamente de forma aproximada.
b) Las probabilidades condicionadas P(W=—a|X=—-1)y P(W=a|X=1).
c¢) Las probabilidades condicionadas P(X=-1|W=-a) y P(X=1|W=a).
d) La covarianza de X y W.
e) El valor de la constante a que minimiza g=E[(W-X)2].

(5 puntos)

2.- Sean X y G dos v.a.’s independientes y con distribucion uniforme en (0,1). Se realizan las

transformaciones Y = GX, Z = X.

a) Calcule la fdp conjunta de (Y, Z) y dibuje su rango en el plano (y,z).

Suponga, ahora, que X[#n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario

en sentido amplio, con fdp de primer orden uniforme en (0,1). Se forma el proceso

Y[n]=GX]n], siendo G una va uniforme en (0,1) e independiente de X[#].

b) Calcule la fdp de primer orden del proceso Y[#].

c) Calcule la fdp condicionada f,(y,n|G=g) y la media condicionada E(Y[n]|G=g).

d) Calcule la media y la autocorrelacion de Y[n]. (Es estacionario en sentido amplio?

e) Se hace pasar X[n] por un sistema lineal e invariante, de respuesta al impulso A/n/=
o[n]-ad[n-1], obteniéndose el proceso W[n] = X[n]*h[#n]. Calcule la autocorrelacion
de W[n].

(5 puntos)

Examen: 5/2/08 Publicacion de notas: 27/2/08

Revision: 3/3/08 Publicacion resultados revision:  4/3/08




_ 2
X uniforme en (x,,x,): E[X]zm; Var[X]:%
TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA
X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .5040 .5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 .5398 .5438 .5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 .5948 5987 .6026 .6064 6103 6141
0.3 .6179 6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 6517
0.4 .6554 6591 .6628 .6664 .6700 6736 6772 .6808 6844 .6879
(0 4% .6915 .6950 .6985 7019 7054 7088 7123 J157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 4 by 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 1734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 .8023 .8051 8078 .8106 8133
0.9 8159 .8186 8212 .8238 .8264 .8289 8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 9015
1.3 9032 .9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 .9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 .9306 9319
1.5 9332 9345 9357 .9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 9452 .9463 .9474 .9484 .9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 .9649 .9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 B713 9719 9726 M732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2:1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 9861 .9864 9868 9871 9875 9878 9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 9898 9901 .9904 .9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9920 9931 9932 9934 9936
25 9938 .9940 9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 9951 9952
2.6 9953 £955 9956 9957 9959 .9960 .9961 9962 9963 9964
2.7 9965 .9966 9967 .9968 .9969 9970 9971 9972 9973 .9974
28 .9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
2.9 9981 .9982 9982 9983 .9984 9984 9985 9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 9989 .9989 9989 .9990 .9990
3.1 .9990 9991 9991 9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
32 .9993 9993 9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 9995 9995
33 9995 9995 .9995 9996 .9996 .9996 9996 9996 .9996 9997
34 9997 .9997 9997 .9997 .9997 9997 0997 9997 .9997 9998
35 9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 9998
3.6 .9998 .9998 9999 .9999 .9999 9999 .9999 .9999 .9999 9999
37 .9999 .9999 9999 9999 .9999 .9999 .9999 .9999 9999 9999
3.8 .9999 9999 .9999 .9999 9949 .9999 .9999 1.0000  1.0000  1.0000

Valores de G(x) para 0<x <3389 en pasos de 0.01

G(x)=j —J;——ne';dt

Examen: 5/2/08 Publicacion de notas: 27/2/08

Revision: 3/3/08 Publicacion resultados revision: 4/3/08
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6/9/2008 Introduccion a las Seiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- Sean dos v.a’s X, Y Gaussianas, independientes, de media nula y varianza unidad. Se
definen las v.a’s Z=X/Y y W=Y. Se pide:
a) La fdp conjunta de Z y W (indique su rango).
b) LafdpylaFD de Z.

Se definen ahora dos v.a’s U, V independientes, con fdp idéntica (Gaussiana truncada):

)= {kf)g(u) ue(-2,2)
resto

£ = {kf)(()(v) ve(-2,2)
resto

siendo k una constante y fx(x) la fdp de la v.a. X.
¢) Determinar la fdp conjunta de la v.a. bidimensional (U,V).
d) Obtener la media de la v.a. S=U/V.
e) Calcular la fdp condicionada fs(s|V=v).
(5 puntos)

2.- En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y
estacionario en sentido amplio, con fdp de primer orden N(0,1); se tiene, ademas: g(x)=|x|

y h[n]=dn]+ dn-1].

glx)y — Y[n]=gX[n)])

A 4

X[n] ——

h[n] F——» Z[n]=X[n]*h[n]

A 4

Calcule:
a) La autocorrelacion de Y[#].
b) La correlacion cruzada de X[n] e Y[n].
c) La fdp de primer orden de Y[x].
d) La fdp de primer orden de Z[n].
e) La densidad espectral de potencia de Z[n]. Represéntela graficamente de forma
aproximada.
(5 puntos)

Examen: 6/9/08 Publicacion de notas: 22/9/08
Revision: 24/9/08 Publicacion resultados revision: 26/9/08




GAUSSIANA 6 N(7,0):f , (x) =

1
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=

; E(X)=n; Var(X)=0"

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

X .00 .01 02 .03 04 .05 .06 07 .08 .09
0.0 .5000 .5040 5080 5120 5160 5199 .5239 5279 5319 5359
0.1 .5398 .5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 .5832 5871 .5910 .5948 5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 .6179 6217 6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 6517
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 6736 6772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 7054 .7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 517 7549
0.7 .7580 7611 7642 7673 7704 1734 1764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 .8023 .8051 8078 .8106 8133
0.9 .8159 .8186 8212 8238 .8264 .8289 8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 8554 8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 9015
13 9032 .9049 9066 9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 5251 9265 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 .9452 9463 9474 9484 .9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 .9649 .9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 .9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 .9854 9857
22 9861 .9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 .9890
23 .9893 9896 9898 9901 .9904 .9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 .9934 9936
25 .9938 .9940 9941 9943 9945 .9946 0948 .9949 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 .9957 .9959 9960 9961 .9962 .9963 9964
2.7 9965 .9966 9967 9968 .9969 9970 9971 .9972 9973 9974
2.8 9974 .9975 9976 9977 9977 9978 .9979 9979 .9980 9981
29 9981 .9982 9982 9983 .9984 .9984 9985 9985 .9986 9986
3.0 9987 .9987 .9987 9988 .9988 9989 .9989 .9989 .9990 9990
3.1 9990 9991 9991 9991 9992 .9992 .9992 .9992 9993 9993
3.2 .9993 9993 .9994 .9994 .9994 .9994 9994 .9995 9995 9995
33 .9995 9995 .9995 .9996 .9996 9996 .9996 9996 9996 9997
34 9997 .9997 9997 .9997 .9997 9997 .9997 .9997 9997 9998
3.5 9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998
3.6 .9998 .9998 .9999 9999 9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999
37 9999 .9999 .9999 9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 9999
3.8 .9999 9999 5999 .9999 .9999 .9999 .9999 1.0000  1.0000  1.0000

Valores de G(x) para 0<x <3389 en pasos de 0.01

|
G(x)=’[ —JZ__ne

SE
2

dt
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26/1/2009 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- En el esquema de la figura, una resistencia R de valor conocido es atravesada por una
corriente I, modelada como una v.a. que es suma de dos componentes:

— I, toma valor 0 si el interruptor esta abierto o « (siendo a>0) si esta cerrado. El
estado del interruptor (abierto/cerrado) es desconocido, pero se sabe que la
probabilidad de que esté cerrado es p.

— I es una v.a. exponencial de parametro ¢ ¢ independiente de I;.

Se definen las siguientes v.a.’s:

— Caida de tension en la resistencia R: V=IR
— Potencia disipada en la resistencia R: W= I’R
R l=1]+12
1
T%' 4 I,
\ Circuito 1 l Circuito 2

S
e

Se pide:

a)

b)

La fdp de la va. V, suponiendo que el interruptor estd cerrado. Represéntela

gralicamente de [orma aproximada.

La fdp de la v.a. V. Compruebe que f: Jilv)dv=1.

¢) Lacovarlanza de lasv.a’s Vel

d)
¢)

La media de la v.a. W.
La probabilidad de que W exceda un valor f# (siendo = a” R). Particularice para los
siguientes valores: =1, R=100, a=0.1, p=0.5y c=1.

(5 puntos)

2.- A partir de dos procesos estocasticos X|#] e Y[n] discretos en ¢l tiempo, sc define:

a)
b)

c)

d)

e)

Zn] =X[n] + Y[n]

Obhtenga la expresion general de la autocorrelacion del proceso Z[n]: Ryln, m] en
funcion de las autocorrelaciones y correlaciones cruzadas de los procesos X|n| e Y|[n].
Particularice la expresion de Ry[n;, m| obtenida en el apartado anterior y obtenga la
densidad espectral de potencia de Z[#n], en funcién de las densidades espectrales de
potencia v el espectro cruzado de X[n] e Y[n|, para los dos casos siguientes:

1) X][#] e Y[n] conjuntamente cstacionarios en sentido amplio

2) X[n] e Y|n] estacionarios en sentido amplio y ortogonales
Suponga que X|#] = A, siendo A una v a. de media cero y varianza o3, ¢ Y[#] es un
ruido blanco estacionario en sentido amplio de media cero y varianza o) e
independiente de A. Calcule la media y la autocorrelacion del proceso Z[n]. ;Es
gstacionario en sentido amplio?
A partir del resultado del apartado anterior obtenga la densidad espectral de potencia
del proceso Z[n].
Considere ahora que Z[n] = nA + B, siendo A y B v.a.’s independientes con fdp
normal estandar. Calcule P{Z[#] > k} y particularice para n=2 y k=5.

(5 puntos)

Examen: 26/1/09 Publicacion de notas: 16/2/09
Revision: 20/2/09 Publicacion resultados revision: 23/2/09




EXPONENCIAL DE PARAMETRO ¢: f, (x) = cexp(-ex)U(x); E(X)=1/¢; var(X)= e

GAUSSIANA 6 N(5,0): f , (x) =

Lo )
o2 2

1

J

1

E(X)=n; var(X)=o"

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

\SAL.- Fefoq -

x .00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5308 5438 5478 5517 5557 5506 5636 5675 5714 5753
02 5793 5832 5871 5910 5048 5987 6026 6064 .6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
05 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7251 71291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 (7549
0.7 7580 7611 1642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106  .B133
0.9 8159 8186 8212 8238 8264 8280 8315 8340  .8365  .8389
1.0 8413 8438 8461  R4BS 8508 8531 8554  B5TT  .B599  .862I
1] 8643 8665  .8686 8708  .8729 8749 8770 8790  .8810  .8830
1.2 8849 8869  888%  .B907  .8925 8944 8062 8980 8997 9015
1.3 0032 0049 0066  S082 95099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306  .9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 0441
1.6 9452 9463 0474 0484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 0591 8549 0608 9616 9625 9633
1.8 09641 U640 9656 0664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 8772 09778 9783 0788 0793 0798 9803 9808 0812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 JOB38 9842 0846 9850 9854 9857
2.2 0861 0864 98GR 9871 0875 U878  .988] 9884 0887 9890
2.3 9893 9896 9898 9901 9004 0906 0000 9911 9913 0916
2.4 9918 9920 9922 9935 9927 9929 9931 9932 9934 9936
Z5 9038 9940 9941 9943 9945 0946 9948 9949 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 0962 9963 9964
7 9965 0966 0967 0968 9069 9970 9971 9972 9973 9974
28 9074 0975 9976 9977 9977 YOTR 9979 9979 L9980 9981
29 5981 9982 9982 9983 00984 oK QUg5 9985 9986 9986
3.0 0087 0087 9987  UO%8 0088 9980 9989 9989 9990 9990
3.1 29990 9991 99491 0991 0902 9962 9992 9992 9993 9993
32 9903 0993 9004  99s4 9994 9994 9994 9995 9995 9995
3.3 9995 9995 9995 9996 9996  .9996 9996 9996 9996 9997
3.4 9997 0997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997  .9998
3.5 9998 0008 0908 9998 9098 900R 9008 9998 9998 9998
36 9998 0998 9990 9990 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3.7 9999 9999 9999 9999 90999 9999 9999 9999 9999 9999
3.8 9999 0999 9999 9909 29999 9999 9999 1.0000 1.0000  1.0000
Valores de G(x) para 0<x<3389 en pasos de 0.01
G(r):f Locia
A T
Examen: 26/1/09 Publicacidon de notas: 16/2/09
Revision: 20/2/09 Publicacion resultados revision: 23/2/09
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1/09/2009  Introduccion a las Senales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

l.-

Sean X e Y dos v.a.’s uniformes en (0, 1) e independientes, a partir de las cuales se
definen otras dos v.a.’s V'y W, siendo: V=¢* , W=e". Se pide:
a) La fdp conjunta fyy(v,w) (no olvide el rango o recorrido).
b) Las fdps marginal f){v) y condicionada fi{v| W=w). Compruebe que fo fr(v)ydv=1.
c) E(VW),E(V)ycovarianzade Vy W.
d) P(W>V ).
e) Encuentre una transformacion g(-) de forma que la v.a. Z=g(X) tenga la fdp de la
figura:

JA2)

16 ("

(5 puntos)

Sean X[n] e Y[n] dos p.e.’s discretos en el tiempo e independientes. X[n] es un p.e.
binario, con probabilidades P(X[n]=1)=p y P(X[n]=0)=1-p=q. Y[n] es un ruido
blanco estricto, con f.d.p. de primer orden N(0, o). Se define, ademas, el p.e. suma:
Z[n]=X[n]+Y[n]. Calcule:

a) Lamediay varianza de Z[n].
b) La f.d.p. de primer orden de Z[n].
¢) La covarianza cruzada de los procesos Z[n] e Y[n].

Sea ahora el nuevo p.e. V[n]=g{Z[n]}, donde:

) z—1 z<L£2
z)=
& 1 z>2

Para p=0.75y o= 2, obtenga:
d) La f.d.p. de primer orden de V[n] (no olvide el rango o recorrido).
e) La probabilidad P(0<V[n]<1).
(5 puntos)

DATOS DE INTERES AL DORSO —



UNIFORMEen (x,,x,): E(X)=(x,+x,)/2; var(X)=(x,—x,)*/12

(x—n)

GAUSSIANA G N(17,0): f ,(x) = exp[— 2‘
(o)

1
o~\27w

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

} E(X)=n; var(X)=0"

X .00 01 .02 03 .04 05 .06 07 08 .09
0.0  .5000 .5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319  .5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
02 5793 5832 5871 5910 5948 5987  .6026  .6064  .6103  .6141
0.3 6179 6217 .6255 6293 6331  .6368  .6406  .6443 6480  .6517
0.4 6554 6591  .6628  .6664  .6700  .6736  .6772 6808  .6844  .6879
0.5 6915 6950  .6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7380 7422 7454 7486 7517 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967  .7995  .8023 8051  .8078  .8106  .8133
09 8159 818  .8212 8238 8264 8289 8315  .8340  .8365  .8389
1.0 8413 8438 8461  .8485 8508  .8531  .8554  .8577  .8599  .8621
1.1 8643 8665  .8686  .8708 8729  .8749 8770  .8790 8810  .8830
1.2 8849 8869  .8888  .8907  .8925  .8944 8962  .8980  .8997  .9015
1.3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 9236 9251  .9265  .9279 9292 9306  .9319
15 9332 9345 9357 9370  .9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625  .9633
1.8 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693  .9699  .9706
19 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761  .9767
20 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2.1 0821 9826  .9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 981 984 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887  .9890
2.3 9893 9896 9898 9901 9904 9906  .9909 9911 9913  .9916
24 9918  .9920  .9922 9925 9927  .9929 9931 9932 9934  .9936
25 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
26 9953 9955 9956  .9957  .9959 9960  .9961  .9962  .9963  .9964
27 9965 9966  .9967  .9968  .9969 9970 9971 9972 9973  .9974
28 9974 9975 9976  .9977 9977 9978 9979 9979 9980  .9981
29 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986  .9986
30 9987 9987 9987 9988  .9988  .9989 9989  .9989 9990  .9990
3.1 9990 9991 9991  .9991 9992 9992 9992 9992 9993  .9993
32 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
33 9995 9995 9995 9996  .9996  .9996 9996  .9996  .9996  .9997
3.4 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998
3.5 9998 9998 9998 9998 9998  .9998 9998 9998 9998 9998
36 9998 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3.7 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3.8 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999  1.0000 1.0000  1.0000
Valores de G(x) para 0<x <3389 en pasos de 0.01
G(x)= J’ l e'% dt
_A2n
Examen: 1/9/09 Publicacion de notas: 22/9/09
Revision: 28/9/09 Publicacion resultados revision: 29/9/09
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29/1/2010 Introduccion a las Seiiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

I.-

Sean X e Y dos v.a.’s uniformes en (—1,3) e independientes. A partir de ellas se definen
otras dos v.a.’s Uy V, siendo: U=(X+Y)/2, V=(X-Y)/2.

a) Determine la fdp conjunta fy{(u,v) (dibuje el rango o recorrido).

b) Determine las fdps marginales fi(u) y fi(v).

¢) Determine las FDs marginales F(u) y Fi(v).

d) (Sonlasv.a.’s Uy V ortogonales? ;Estan incorreladas?

e) Demuestre que P(UV <0) = P(|X|<|Y|) y calcule dicha probabilidad.

(5 puntos)

.- En el esquema adjunto, X(¢) = cos(Q¢ + @) representa una sefial aleatoria, donde € es una

v.a. con distribucion uniforme en (@;,,) (siendo 0<w;<a») e independiente de ®@; ésta, a
su vez, es una v.a. discreta que puede tomar los valores 0, 7/2, 7, y 372/2 con igual
probabilidad . El proceso estocastico X(¢) pasa por un filtro paso bajo ideal de ancho de
banda @, < @;, dando como resultado un nuevo proceso Y(¢).

b

—

X(7) = cos(Qr + @) H(w) Y(7)
> —

Se pide:
a) La media condicionada E[X(?) | Q = w)].
b) La media del proceso X(z).
¢) La autocorrelacion del proceso X(7) comprobando que es estacionario en sentido amplio
d) La densidad espectral de potencia del proceso X(¢).
e) La autocorrelacion del proceso a la salida del filtro Y().

(5 puntos)

2
X v.a. uniforme en (x,,x,): E[X] = szz; Var[X] = %
i l w|<a
x(t) = M « X(w)= S(x(t)) = | | (a >0) Jesla transformada de Fourier
Tt 0 |a)| >a
Examen: 29/1/10 Publicacion de notas: 19/2/10

Revision: 25/2/10 Publicacion resultados revision: 26/2/10
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