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. Estas dos definiciones
pueden generalizarse
para una coleccion de n
SUCesos.

Y
i

TEMA 1: TEORIA DE LA PROBABILIDAD

1.1 Definiciones

Experimento gléatog‘o

Se trata de una prueba que cumple las siguientes propiedades:

- Se puede repetir tantas veces como sea necesario sin que por eflo cambie el contexto.
- El resultado es umpredecible.

- A medida que repetimos el experimento los resultados definen un cierto modelo de
regularidad.

Espacio tra

Conjunto de resultados posibles asociados a un experimento aleatorio. Normalmente lo
denotaremos con la leira griega omega mayuscula Q.

Uceso

Cualduier subconjunto del espacio muestral.

v Tipos de sucesos

- Simple: Es un resultado posible que no puede descomponerse en mis sucesos.
- Compngsto: Union de sucesos simples.

Operaciones basicas enére sucesos
Sean los sucesos A y B:

- Negacion 4: Aquel suceso que ocurre cnando no ocurre A.
- Unién AU B : Suceso que ocurre cuando ocurre 4 u ocurre B o ammbos a la vez.
- Interseccién AN B : Suceso que ocurre cuando ocurre 4 y también ocurre 5.

Sucesos incompatibles y exhaustivos
Dados dos sucesos A y B se dice que son W cuando la ocurrencia de uno
fuerza la no ocurrencia del otro. }(M\b) =@

Dados dos sucesos A y B se dice que son exhaustivos cuando su unidn es el espacio

muestral. PAUB) = 4

Se dice que A y B forman una particién de Q si y solo si son incompatibles y exhaustivos

“www.monteroespinosa.com - Clases de ISAL - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355 T-2




!

}

- Enlas combinaciones
gl arden NQ es impor

En las vanaciones el
orden es importante

lanfe

Esta es la definici6n de
ndmero combinatorio

1.4 Técnicas de enumeracion

1.4.1 Variaciones sin repeficion

Variaciones sin repeticion de » elementos tomados de m en m.

Son todas las maneras posibles de elegir m elementos de entre los », de manera que los
conjuntos elegidos son distintos si son distintos los elementos que los componen o bten st
es distinto el orden de colocacion de dichos elementos.

n1

V. =n(n-1). (n m+1) = ( p—

nm

1.4.2 Variaciones con repeticion

Variaciones con repeticién de » elementos tomados de m en m.
Varjaciones pudiendo repetir elementos.

1.4.3 Combinaciones sin repeticion

Combinaciones sin repeticién de » elementos tomados de m en m.
Son fodas las maneras posibles de elegjr m elementos de entre los r de forma que los
conjuntos elegidos son distintos entre si si tienen distintos elementos.

o ()t
| m m! (n—m)!

1.4.4 Combinaciones con repeticidn

Combinaciones con repeticiéon de # elementos tomados de m en m.
Combinaciones pudiendo repetir elementos.

e ()

“:B:-:l\“q‘o,(.\i} W~

~
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1.5 Probabilidad Condicional Vef ©4 1 Tra 4

sucedido un suceso B como:

B _PAnB)|
v |PIB) = = 4—

Propiedades

o 0<P(4/B)<1
s P(Q/B) =1

e P(A/B) =1-P(4/B)

1.6 Tcorema de la Probabilidad Condicionada < 277

Sea A vy B dos sucesos del espacio muestral. Se cumple que:

o [P(ANB) = P(4)-P(B/A) = P(B)-P(4/B)]| &-

Generalizando para » sucesos Ay, 4y, ..., 4, tenemos que:

Definimos 1a probabilidad de que ocurra un suceso A condlmonado a que previamente haya

e Si A, y A, sonincompatibles: P(4 U A4,/ B) = P(4 / B)+ P(4,/ B)

e kNP4 o 0 A) = P(A) Py [ A)- Py ] Ay Ay) o Pyl 4,000 Ay)

\
¥

1.7 Independencia de sucesos

Dos sucesos A y B son independientes si y sélo si:

P(4) = P(4/B)
P(B) = P(B/ A)

Si A y B son sucesos independientes entonces se cumple que:

_P(ANB) = P(4)-P(B)

1.8 Teorema de la Probabilidad Total

el que se conocen las probabilidades condicionadas p(B /A)). Elteorema-de-Bayes
sstablece-que-las-probabilidades-pidr--B)—denen-dadasper-ia-siguiente-expresion:

L[P(B) = P(4)-P(BI4) + P(4)-P(BI4) +..+ P(4,) P(BI/A,)

Sea A, A, ..., A, una particion del espacio muestral y sea B un suceso cualquiera para

F—
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iEste paso es
fundamentalt
Nunca olvides
definir los sucesos
que aparecen en tu
problema. Es
importantisimo sl
qule-res entender
¢l ejercicio
perfectamente

A la hora de hacer
el arbol recuerda
que la extraccién
es "sin reempla-
zamiento”. Esto
significa que
cuando sacamos la
primera bola ya no

. la volvemos a

R

)

meter en la ¢aja.
Por tanto cuando
hacemos la
segunda extraccién
hay sélo 1Q balas
en la caja, una bola
menos que al
principio

Este paso siempre
lo daremos apoyan-
donos en el Arbol
previamente
construido. En este
cago hemos

cogido to-dos los
"caminos” que
llevan a N2

jOjo!

Por supuesto el
resultado debe
estar siempre
entre Oy 1

EJEMPLO

Tenemos una caja con 6 bolas blancas y 5 bolas ﬁegras. Extraemos dos bolas
consecutivamente y sin reemplazamiento. Calcular 1a probabilidad de que la segunda bola

extraida sea negra.

Vamos a definir cada uno do 10s SuCESos posibles:

B, = Sacar una bola blanca en la primera extraccién
N, = Sacar una bola negra en la primera extraccién

B, = Sacar una bola blanca en la segunda extraccion
N, = Sacar una bola negra en la segunda extraccién

Pues bien, asignados ya los nombres, nos disponemos a formar el drbol correspondiente, que

es ¢l paso fundamental de este tipo de problemas:

5/10 B.
‘B,
6/11
5710 N
6/10 B
5/11
1
4/10 Nz

Se trata ahora de aplicar el Teorema de la probabilidad total:

P(N,) = P(B,) P(N,/B,) + P(N,) P(N,/N,)

6 5
P(NY= — - — + = -+ —
(2) 11 10 11 10

y ahora s6lo queda operar para hallar la probabilidad pedida:

P(Nz) =

3020 S0 _ 5 s
110 110 110 11

1"

Solucién: P(N,) = 5] = (,4543
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1.9 Teorema de Bayes

Sea A, A, ..., A, una particién del espacio muestral y sea B un suceso cualquiera para el
que se conocen las probabilidades p(B / 4)). El teorema de Bayes establece que las
probabilidades p(4,/ B) vienen dadas por la siguiente expresion:

P(A,/B) =

P(4) P(BIA)
P(4) P(BIA) + P(4)-P(BI4) +..+ P(4,) P(BIA4,)

<

Observaciones

Las probabilidades p(A ;) se denominan probabilidades a priori.
Las probabilidades p(4 ,/ B) se denominan probabilidades a posterior”.

Los ejercicios en los que se utiliza Bayes suelen estar escritos en pasado con
expresiones del tipo “si ha salido una bola blanca qué probabilidad hay de que ...”
0 “si se eligio el as de oros qué probabilidad hay de que...”

Al igual que en el Teorema de la Probabilidad Total (estudiade en el punto anterior
1.8) antes de utilizar el Teorema de Bayes es imprescindible definir bien el
significado de cada suceso asi como dibujar el 4rbol de probabilidades. Para ver

_todo el procedimiento utilizaremos el gjemplo de 1a siguiente hoja.

www. monteroaspinosa.com - Claées de [SAL - Tfnos 91 504 65 04 | 618 142 355 T-7




..‘\ ‘
)J

|Este paso es funda-
mental!

Nunca olvides definir
los sugesos que apare-
cen en tu problema. Es
importantisimo si quie-
res enfender el ejercicio
perfectamente

A la hora de hacer el
arbol recuerda que la
extraccién es “sin re-
emplazamiento®, Esto
significa que cuando
sacarmos la primera
---t.:ofa ya no la volvemos
meter en la caja. Por

“~=tanto cuando hacemos

la segunda extraccion

hay s6lo10 bolas en la
caja, una bola menos

que ai principle

Pista: Los ejercicios &n
los que se utiliza Bayes
suelen estar escritos en
pasado con expreslo-
nes como ‘ha salido® o
“salio”

Este paso siempre lo
daremos apoyandonos
en ¢} 4rbol previamen-
' ‘ie construide.

Ojol

Por supuesto el
resultado debe estar
siempre entre 0y 1

EJEMPLO

Tenemos una caja con 4 bolas blancas y 7 bolas negras. Extrasmos dos bolas
consecutivamente ¥ sin reemplazamiento. Si la segunda bola ha salido negra calcular la
probabllldad de que la primera bola extraida haya sido blanca.

Vamos a definir cada uno de los sucesos posibles:

B, = Sacar una bola blanca en la prhhera extraccion
N, =
B, =
N, = Sacar una bola negra en la segunda extraccion

Sacar una bola negra en la primera extraccion

Sacar una bola blanca en la segunda extraccion

Pues bien, asignados ya los nombres, nos disponemos a formar el drbol correspondiente,
que es el paso fundamental de este tipo de problemas:

3/10 B2

Bl

4/11
7/10

N2

Se trata ahora de aplicar el Teorema de Bayes:

P(B)) P(N,/B)

PBIND = 5By PV,IB) + P(N) PN,/
4 7
P(B,1N;) = — 10 -
n w T u 1o

y ahora s6lo queda operar para hallar la probabilidad pedida:

28/
B IN,) = o _ 28110 28,
28/110 + 42/110  70/110 ~ 70

28

Solucién: P(B,/N,)= 7 =0,4

3

Nota:

Queremos volver a resaltar a importancia que en este tipo de problemas tiene el arbol de
probabilidades. Es importantisimo que practiques haciendo muchos. Y, ni que decir tiene
que, para tencr bien el arbol, sicmpre debes comenzar definiendo los sucesos que
intervienen en el problema. Si consigues tener b1cn definido el 4rbol es muy dificil que te
salga mal el problema.
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TEMA 2: VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL .

(2.1 Definiciones

Sea Q) un espacio muestral. Se denomina variable alez
espacio muestral en los mameros reales:

X:Q— R
La idea esta en que a
parfir de ahora yamos | w —> X(w)
manelar NUmeros rea-
e ®~ 1 lamamos rango o recorrido al conjunto de las imagenes del espacio muestral Oen RB:
| : | Ry = {X(w): Vwe Q}]

Tinos de variables aleatori

Se dice que una variable aleatoria_X_es discreta si su recorrido Ry es un conjunto finito o
infinito numerable de nimeros reales.

Se dice que una variable aleatoria X _es continua si su recorrido Ry es infinito no nurne-
rable y su funcién de distribucién es una funcion continua &%—5 S es ik rel

Se dice que una variable aleatoria X es mixta si su recorrido Ry es infinito no numerable
_y tiene puntos de discontinuidad no nnta. J-u@.g. A xe®] S ro e Wt
_ Son d e dode - :

: : . €W o sm wh S0 = by 86D iy €03 soud .
2.2 Funcion de densidad de probabilidad (fdp) ™

s o ddlo.
(-'.‘lbig €6 2 @(,Sm
La funcién de densidad de probabilidad (fdp) lo que hace es informar sobre la canfidad de
probabilidad que hay en un intervalo determinado del eje de abcisas (efe x).

;2.2.1 Variable aleatoria discreta

Una funcién py : R = R se llama funci6n de densidad de probabilidad (fdp) de la
variable aleatoria discreta X si cumple:

- py(x)20

2.- ipX(X:k) =1

k=—a

2.2.2 Variable aleatoria continua

Una funcion fy : R — R se Hama funcion de densidad de probabilidad (fdp) de la
variable aleatoria continua X si cumple:

l- fy(x)20

2.- I:fx(x)dx = jRX folxydx =1

3.- fy admite a o més un nimero finito de discontinuidades sobre cada intervalo finito de s
IR, es decir, v es integrable Riemann.
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Esta definicién es vall-
da tanto para v.a. con-

tinuas como discretas,

En aste caso |a integial dx
s6lo fiene sentide para
. !. E

v.a. discretas se trata,

_como se puede obaey:

_var, de un sumatotio

)

ﬁnpo'rtante: Para v.d. continuas la probabilidald que figy en un punio o N ‘
siempre cero, Esto no es asi para las v.a. discretas donde un_punto puede L ? ex—es-
robabilidad distinta de cero. , ;

2.3 Funcién de distribucién

| La funcién de dishibmam_umuaﬁaﬂﬁhﬁdﬁue.dnﬁm—mmm

_FX (x) = PX S-x)-

La fupcion de disiribucién lo que hace es “acumular” la probabilidad que hay a la
izquierda de un determinado punto del eje de abeisas (eje x). Es decir nos informadela

_cantidad de probabilidad que hay a la izquierda de cualquier punto del gje x.

Propiedades

1- 0 Fp(x) <1

2.- F. (x) esno decreciente y continua por la derecha.

3.- Fy(40) =1
Fy(=0)=0
F,(x) valelala derecha del Ry y vale 0.a laizquierda de Ry

14- P(a< X <b) = F(b) ~ Fy(a) ¢ -¥6)

P(a<X <b) = Fy(b) - Fefa) + P(X =a)=€¢B -5

Pla< X <b) = Fe(b)— Fy(a) ~ P(X =b)x ¢(b) - € (o)
Pla< X <b) = Fy(b)— Fy(a) + P(X =a) — P(X =b) * ¢ -¢ &
P(X =c¢) = Fyle) - Fy(c)

5.- Larelacién entre la funcion de distribucién y la funcién de densidad de probabilidad
(fdp) continua es la siguiente:

dFy, (x).

fr(®) = Fe) = [ fra

Fn el caso de v.a. discretas la relacidn es la siguiente:

F ()= Y pe(X=K)

K=—mn
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VEJEMPLO \/ / / |

Este es un ejemplo de Sea la funcidn:
una variable aleatoria i . .
_ continua 109 /2 -1<x<1
T ) =
j 0 resto

Calcular los valores de k para los cnales f(x) es una funcidn de densidad y obtener su
funcién de distribucion. Calcular su media y su varianza.

\ g(x,, seqal Jg»maé‘{ Mo densidod de

8 = Kz)f -1=xsd - prolpobilided i veigica: «
o rese "_ 1- N> 0
: | 2- (%00 i =
Barzopros Cas dot ondidiaren ¢ S ﬁww-d
| 1) K=20. e

~ T [ xeptd)
! — /.[
y \ Ji)(x’ -~ O I‘%b /,/'—
h ,_/"/ ' ) . K

" .

Koo DE WSTRIBIC SN JEEROS <) = | Awdw

TRES zonAS: -

¥ %L x€ E_,l'i] .

W
pd

‘ - ) -+
[ 2 |7 L % 4 F o8 (04
F(X): XQQL.X 4 %x &"x = _i_ -4 2 2 o

—00 J -1
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Este es un ejemplo de
una variable aleatoria

discreta

b

Vesewro /1

Sea el cxperimento aleatorio consistente en lanzar al aire una moneda tres veces.

Definimos una variable aleatoria X como “el niimero de caras obtenidas™. Calcular la .
funcién de densidad y Ia funcioén de distribucién. Calcular su media y su varianza.

g (_ﬁﬂ\“d"\ct: c’\} \é,o—‘,tla\g_liﬂ.gba oS\.u_ ka_uk.h» J\}:ﬂ)g_

Svico MIRSTRAL ),

+ o ple oy

_Q:L‘LC.Q‘,(-_

= (@abay 2 )

'. ) ?QB\QU& W»\wm Qnr?—% O;l 2,3

p@oyelg P (D)

- P(_X.z-:%ﬁz

PGy g2 BNDIoR0 = 4 0 E

4

\\N

&

—

b

e
CrH et rCe ot bre, “’H e

‘T\f,;m 0 Tice

| | \\/ o C‘ _‘0 0
2 p(lerelvies Vel (o i e o) + A
- P(x=Nz T . '

ez =

Ol
= & oW oG
‘ W~ ‘

%,)., 02_ P@“—)J(’\"**)

[FRS L

| oolw|=

r'z"éw
R
2t 4

o oSRIBEIE « §00) =R &= x)
AT )“OH@Q{):O
. . Y
7\3\%‘] 4{){(?_45 @(X); /%

A4
fxm_..rscm;sa-ﬂ +

%+
% Q ¢ XT3 w2

- A
= MYz T4
A 42 )+ ASYPE ) x=3 —» £00
— ? o |
O r =

Sn % ! e W:ﬂ

& Qr/é) Ye IZI%)
1 e i)

¢ P (4 > ;7‘ {
| .
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ceweio /[

Este éS_uSI eielmptlorige Tenemos una maquma que nos devuelve aleatoriamente un nimero real entre 2 y 4
O

MR yarable sled todos ellos con i robablhdadJD El problema es que la miquina tiene un defecto de.

mixta p q q

fabricacion de fortna que una de cada guaixo veces nos devuelve el nimero 4.
Si definimos la variable aleatoria, X como “nlmero real que devuelve la mAaquina” se '
pide calcular Ia fdp.y la funcion de dls1IlbllGlOﬂ de dicha variable ale.atona.

»\

RAE ﬂyfpm ot porgremosdecugpe ¥XE [&W‘ELXJ%QQNM& e
Ko 25 x <H |
Gooox=w o

4

%Qx\ %UQQ_D’\ MJMSJM& ﬂa\')':\D\Q\Cgc:nd, -y WDA)( 4 Q(Y \\)

I
K . 2 ¥ :l—il = /_L wﬁ?&dﬁﬂ“& .
- : e —
= | ‘ condiditn que dabe cumpli
— k=g | &%@\H\. o N3¢ -
_ o .
R e s by = X
9517) lxe’ / { e
W= Yoy, x=Y
x ‘ ¢ [ &;)
D) '(\Q*‘&TQD %

X @L %
Y R dfilesion ¢ B0 =RE )= | Al I

oD

v x<2 — ey 0

3y
W, 2¢ x< U ?Qx)i g\\)\\(l;\\l\z %@OLLLZ: /%. (X )
- ,
32, x7 U s §=24
o, X<2
£ = | %BXx-2) S X€E 1z.4)
| 1, xz4
) “ _—
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2.4 Transformaciones de variable aleatoria

2 4.1 Transformacién de una v.a. continua en una v.a. continua

: \) | - Sea X una v.a. continua con rango Ry y fdp fx(x).
-Sea ¢:R — R una funcién continua estrictamente creciente o decreciente sobre. Ry y
' tal que existe inversa @ ' y admite derivada continua. ’ SR

-~Sea otra v.a. definida como Y = @(X),
Entonces Y es una v.a, continua y su fdp viene definida por:

L@ OV ey si yeR,

f,.(y)=[ |
0 si yeR,

Por supuesto, la nueva v.a. Y tendré un rango Ry distinto al de X que habrd que calcular.

EJEMPLO

- Sea X una v.a. continua con rango Ry = (0, 3) y fdp:

fx(x) = _9'—

0 resto

sfi 0<x<3

Caracterizar la v.a. dada por Y =X’

= - 'QC% |
39 . é .

S

Cletanss {700 | S
LP-.Q)«(OKS) — Q\{ (f—t'. Q%Z(O\Cr\f“a p\y:(OJﬂ D
- | x L e

' 3)'/@—{){(@{ ,y€eR € (0,3
- %L&ﬂ‘ R (G 70Y ¥ \1?
° ) YETY

§ 4 8/ - ) 77 { j j }
) %XW’I(W% %XL i | R4\ = K

PRI S <
g@””j} 2y | ,, SRR

)
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2.4.2 Generalizacion de la transformacién de una v.a continua én una v.a. continua
Claro esta que, ai tratarse . i \
de una generalizaclén del

teorema-anteriortodos | Sucede con frecuencia que la funcién @ :R — R no es estrictamente creciente ni decreciente.
los prablemas que se )

. _podian resolver con aquel | En ese caso el teorema de la péagina anterior se puede generalizar de la siguiente forma:
Jteorera ahora también 7 ‘ A

d I .
Zit*;”e en resolvercon | Sea X una v.a. continua con rango Ry y fdp fx(x).

'|-Sea @:R — R una funcién derivable Vx € R, talque @ escontinvay @' 20 salvo
L - en un namero finito de puntos. I

Ya fio se exige que sea

estrictamente creclente ni [~ Sea otra v.a. deﬁmda fomo Y= ‘P(x)

que tanga inversa
- Sea {x,, Xyyuens Xy } o COII_]UI]tO de fas preimégenes de y Q)(x)

Entonces Y esuna v.a. continua y su fdp viene deﬁmda por:

(_) Z fx(x:

e \ Sy = lo'(x,)]
]f F"(‘JJ W ‘dl 0 si yeR,

Lo mas habltual en los ejerclcms es que cada imagen de la transformacmn @ tenga solo dos

si yeR,

} preunégenes {xl, xz} En este caso la anterior formula queda como sigue:
Esta es 1a férmula \ : x .

uﬁlizaer:n?os aee . f.l:(xl) + f)f( 2) si yeR,
 habltualmente (= l‘P (xl)l |¢’ (xz)| ,

-0 - si yeR,

Al igual que antes, la nueva v.a. Y tendra un rango Ry distinto al de X que hay -Que calcular.

EJEMPLO

Sea X una v.a. uniforme en el intervalo -1, 1]. Caracterizar lav.a. ¥ = X%

g%

G2 | 2
0, TP

. x€ Bt Ve Y= \Etes oF
en 4,1 (-ftx\ o & ESTRICTA-
MENTE MonO TonA ok Lo e

TEARMEeY DES WREMA GENVES +

Yalyr= 4G

@l 2 O 4% K20 & Rl 4]
=AY |

LQM (o on LO AN (eé(bﬂ = _\S—%’
\(g()() ALU@CJEZ. Un ( l ()\ ‘ ————— - —

/N L .
N A—» Xzﬁ‘——v Xg=+\4 2 €9
2 | E \ X -\ =47

)
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2.4.3 Transformacion de una v.a continua en una v.a. discreta

- Sea X una v.a. continua con rango Ry y fdp fi(x).
- Sea otra v.a. definida como Y = ¢ (X).

-Sea R, = ¢(R,) un conjunto discreto.

Entonces Y es una v.a. discreta y su fdp viene definida por:

S (x)dx si yek,
Pr(Y=5) =1 prely

0 s yeR,

Por supuesto, la nueva v.a. Y tendrd un rango Ry distinto al de X que habra que calcular.

EJEMPLO
Sea X una v.a. continua con rango Ry=(0,3) y fdp:
2
. - x .
L , — 8t 0<x<3
- | f® =179
0 resto
-1 si X«<i
Caracterizar lav.a. dadapor Y =19 0 si. X=1.
1 s X>1
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2.4.4 Transformacion de una v.a disereta en una v.a. discreta

Notar que no existe ia
transformacion de v.a.
discreta a v.a. conlinua

- . - Sea otra v.a. definida como Y = ¢(X).

-Sea X unav.a. discreta con rango R, ={x1, Xy, X, } y fdp p,(X=1x,), Vx, e R,.

Entonces Y esuna v.a. discreta y su fdp viene definida por:

Dy (Y =y) =< xe{xeR/p(x)}

0 s1 yeRy

Por supuesto, lanueva v.a. Y tendré un rango Ry distinto al de X que habré que calcular.

EJEMPLO

Sea X la variable aleatoria que indica la suma en el lanzamiento de dos dados.
Consideramos el juego siguiente: un jugador gana 5 unidades monetarias si la suma es 7
u 11, pierde 3 unidades si la suma es 3 ¢ 12 y no gana ni pierde en cualquier otro caso.
Caracterizar la v.a. Y definida como “ganacia del jugador”.
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Por supuesto, se puede
demostrar que ambas
expresiones de la va-

rianza son equivalentes

2.5 Parametros de una variable aleatoria

12.5.1 Esperanza matematica (MEDIR)

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria se define de la siguiente manera:

E(X) = Zx,-p,f(X%c,) _parav.a discretas,

E(X) = on Jy(x) dx _para v.a. continuas

Propiedades

1 E(aX +b) = E(@X)+ E(®) = aE(X)+ b

2- E(X 1Y) = E(X) + E(Y)

3.- 8Si X e Y sonindependientess = E(X-Y) = E(X)-E(Y)

4- Si Y = g(X), la esperanza queda definida por:
E(g(X)) = Zg(x,) py(X=1x) parav.a discretas

E(g(X)) = r g(x) fx(x)dx  parav.a. continuas

—ar

2.5.1 Varianza

La varianza de una variable aleatoria se define en funcién de la esperanza de la siguiente
forma:

E/(X) - E[(X—E(X))z] = [T - £ () dx]

Sin embargo, nosotros nomnalmente no utilizaremos la anterior definicién para calcular ia
varianza de una v.a. X sino que la calcularemos con la siguiente formula prictica:

[ - E6) - Ex)]

La desviacién tipi iofi - de la vari :
[UX=W]

Propiedades

1- V(@X +b) = aV(X)
2.- Si X e Y sonindependientess = V(X1Y) = V(X) + V(Y)
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. . :

El concepto de esperanza se puede generalizar. Para cllo vamos a definir el concepto de

. ] momento.

2.6.1 Momentgs respecto-al origen

Se llama momento de orden & dela v.a. X_respecfo al origen, ala esperanza matema=  *
ticade g(X}= X* _es decir

O(V."-"-mv.. Exk = E(Xk) = J:ka fx(x) dﬂ = YT L e
; g OO0 W,
\ De esta forma, se podemos afirmar que 1a media ¢s el momenta respecto al origen de orden

R B

m_

Exl =E(X) = | xf(x) dgl — e LD © CRERNSEA

SN
2.6.2 Momentos respecto a la media \odc: -
2 C(D= ]
Se [lama momento respecto a la media de orden &, o momento central de orden &, de la
v.a. X, a la esperanza matemaética de g{X) = (X -, Y . Es degir:

Esta es la definicion
rigurosa de varianza

E& =V(X) = E[(X-a )] = [ (-y) /(® dx]

e
Mz Nt @ > O

.7 Distribuciones import
Existen ciertas variables aleatorias de especial interés. Las caracteristicas de cada una de
estas variables aleatorias (fdp, fimcién de distribucién, momentos, etc...) son conocidas y

todas ellas estin recogidas en ¢l apéndice “Distribuciones importantes”. Aqui lo finico que
vamos a hacer es emumerar estas distribuciones.

12.7.1 Distribuc ii

e Distribucién binomial
La mas conocida de las distribuciones discretas. Posee propiedad reproductiva.

¢ Distribucién de Poisson
Posee propiedad reproductiva.

s Distribucién geométrica

» Distribucién binomial negativa
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12,7.2 Distribuciones continuas

o Distribucién normal :
‘ . ' La mas importante de todas las distribuciones. Posee propiedad reproductiva.

o Distribucién exponencial

o Distribuciéon uniforme
La distribucidn continua més sencilla. Con esta distribucion casi todos los
calculos se pueden hacer graficamente.

2.8 Teorema central del limite

Existen muchas formas de enunciar este importante tecrema. Aqui damos tres de ellas de
mas a menos restrictiva.

Primera version

Sean X, Xs, ..., X,, variables aleatorias independientes. Sea Z=X,; + X+ ..+ X,,. Si
todas las X; tienen la misma distribucion entonces podemos aproximar Z por una v.a.

normal Z ~ N(u,,0,) donde p, =Y E(X,) ¥ or =2V(X).
vi D7

Segunda version

Sean X, Xy, ..., X, variables aleatorias independientes. Sea Z =X, + X + ...+ X,,. Si
todas las X, tienen la misma media y la misma varianza (aunque tengan distribucines

distintas) enfonces podemos aproximar Z por una v.a. normal Z ~ N(u,,0,) donde
Yy = §E(x,.) y o;= §V(x,).

Tercera version

Sean X, X;, ..., X, varables aleatorias independientes. Si Z =X, +X; + ...+ X, entonces
podemos aproximar Z por una v.a.normal Z ~ N(u,,0,) donde 1, = Y E(X;} v
Vi

0'2 = %V(X,).
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TEMA 3: VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL .

En el tema precedente, hemos descrito un experimento aleatorio con la ayuda de una sola
variable aleatoria. Sin embargo, en ciertas situaciones, es imposible o no deseable
representar un experimento aleatorio por una sola variable aleatoria.

Por tanto, se trata ahora, en este tema, de ampliar lo ya visto en el tema anterjor a experi-
mentos aleatorios definidos mediante dos variables aleatorias.

3.1 Definiciones

Sea ) un espacio muestral. Se denomina variable aleatoria bidimengional a cualguier

funcidn del espacio mue

XY):Q — R
w —— (X(w), Y(w))

El rango o recorrido es el conjunto de las imigenes del espacip muestral £) en R

[Rer = { X, YO#)) : Vwe @ H

_Tipos de variables aleatorias_

Se dice que una variable aleatoria bidimensional (X, Y) es disereta si su recorrido Ryy es
un subconjunto finito o_infinito numerable del plano R?,

Se dice que una variable aleatoria bidimensional (X, Y) es continua si su recorrido Kyy

es un subconjupto infinjto no numerable del plano B? v su funcion de distribucion es una
funcién continua.

En este tema, a diferencia de lo que sucedia en el anterior, no vamos a trabajar con varia-

bles aleatorias mixtas.
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3.2 Funcion de densidad de Erobabilidad (fdp)

. ' | Unafuncién f,y : R 5 R_se llama funcién de densidad de probabilidad (fdp) de la
hora la fdp va a ser - i
una superficie y la variable aleatoria bidimensional (X, ¥) si cumple:

probabilidad va a
venir representada >
como el volumen bajo | | 1.- fXY (x, y)z0 V(x,y)e it

esa superficie

2.- fyr es integrable Riemann en R?

i - C 1 feydvar =1

3.3 Funcién de distribucién

Dada la variable aleatoria bidimensional (X, Y)_llamamos funcién de distribucion conjunta
_ala expresion:

Fp(x,y) = P (X<x,Y=<y)

La funcién de distribucién de una v.a. bidimensional lo que hace es “acumular” la grobabiﬁ—

dad que hay por debajo izquierda lan .

i

1~ 0 Fp(x,y) <1

2.~ F,, (+0,+0) =1

ny(—ws_w) =0

3- P(@a<X<h, Y<d) = F(b,d) ~ F(a,d)
P(X<b, c<Y<d) = F(b,d) — F(b,c)
P(a<X<bh, c<Y<d) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

4.- La relacién entre la funcién de distribucién y la funcion de densidad de probabilidad es
la siguiente:

En este caso la inte-
gral sélo tiene sentido N o 2
parav.a. continuas. F(x, y)= L Lf(u,v) dudv V(x,y)eR
Para v.a. discretas se
tratarfa de un suma-
torio

L 8°F(x,y) - F(x,)
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3.4 fdp marginales
Estos conceptos son o . . )
exclusivos de v.a. bidi- | Las funciones de densidad de probabilidad marginales de una determinada v.a, (X, ¥) se -

_ mensionales. Por tanto, | Jefinen como:

4 110 existen para v.a.
’ unidimensionales

o vacontiua: |f,(¥) = [ fur(y)dy £ = [ faxy)d

. | v.a discreta: fx(x) = foy(stJ) fy(J’) = Z fn(x,y)

13.5 Distribuciones condicionalgs

La fdp de X condicionada por Y se obtiene mediante:

fXY(xsyo)
1Y = y,) = Jat%de)
Sr(x Vo) £.(ra)

y la funcién de distribucién condicional se obtiene por integracién de la fdp condicional:

[F(x/Y=yo) = [:fx(u/Y=yo)du]

Analogamente, la fdp de Y condicionada por X se obtiene mediante:

) = S Gey)
KO IX=5) =

y la funcién de distribucién condicional se obtiene por integracion de la fdp condicional; |

E(y/X=xo) = E,mu/xﬂo)d;‘

1 3.6 Independencia

i i ientes si las funciones de densidad que caracteri
su distribucion de probabilidad conjunta y sus fdp marginales satisfacen:

For(69) = [, (0) fy (¥) Vx,y

Ambas definiciones son

equwa'e"_tes también se puede decir que son independientes si se cumple que:

|9 = £
F 1% = f,0)
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3.7 Transformaci(')n de variable aleatoria

3.7.1 Transformacion de una v.a continuza en unav.a. continua

- . -Sea (X, Y) una v.a. bidimensional continua con rango Ryy y fdp  fir(x, ¥).
-Sea @:R? — R? una funcién tal que ¢(z,7) = (2(x, y),1(x, y)) . Es decir, sea la
) ) Z=7Z(X)Y)
transformaci6n dada por las ecuaciones:
: T=TXY)
oz oz

S} este determinante . ' ox Oy
sale igualaceronose |- Sea el determinante del jacobiano: J(x,y) = 0
puede aplicar este ot ot
teorema 'gx' ‘ 'é;

Entonces (Z, T) es una v.a. continua y su fdp viene definida por:

Jor (x(z,1), y(z,1)} s (2R
[z, = 1 [Tz, 3(z,0) ) 2
0 si (z,6)€ Ry

Al igual que sucedia en el tema anterior la nueva v.a. (Z, T) tendra un rango Rzr distinto
al de (X, Y) que habra que calcular.

EJEMPLO

Dada la variable aleatoria bidimensional (X, Y) con funcién de densidad:

8xy .
— 51 0<x<3,05y=<x :
0 resto Y(—.‘ 02\ -

Hallar la distribucién conjunta del vector aleatorio (Z, T) talque Z=X+Y , T=X-Y

7Z- X+\l — 7(‘: y-,2 X< (K“ﬂ«i —
T2k~ — Y= X-T YT-K\{’Z\:‘ -

. 7+7T
- 24T A= —
Ih= 24T — >

B% :l:},.;i

D 17:%4-—4)/‘:3:;
e o X | )
ﬁ/‘ / —})—?h l &»,(z,ﬂ:..fgkk%:m(%ﬁ\:%h{ ~k}-)
L | S
I Lol :.~l=\:—r7__- \m’@f\:\: ":;_r\;ﬁ’u\
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3.7.2 Transforniacién de v.a. bidimensional en v.a. unidimensional

, _ En ocasiones nos definen una variable aleatoria unidimensional en funcién de una v.a.
. . bidimensional:
Z=fXY)

" | Para resolver este tipo de problemas se puede optar por tres métodos:

Primer método: Crear una v.a. “ficticia”

Como nos falta otra ecuacién para poder aplicar el teorema de transformaci6n de v.a. bidi-
mensional en v.a. bidimensional visto en el punto 3.7.1 lo que hacemos es proceder de la
siguiente forma:

) Ejemplos de aplicacién

de esle método puedes | - Definimos otra variable aleatoria ficticia y la igualamos a cualquiera de las dos ya
encontrarlos en: definidas, de forma que la situacién queda:
Septiembre 00 - P1
Sepliembre 99 - P1 _
Z=jXY)

w=X

- Ahora si que tenemos un sistema de dos ecuaciones que relaciona una v.a bidimensional
(X,Y) en otra v.a. bidimensional (Z, W). Aplicamos, por tanto, sobre este sistema el
teorema de transformacién de v.a. bidimensional y obtenemos la fdp fz(z, W).

| - Por #ltimo, calculamos la fdp marginal de Z obteniendo fz(z} que era nuestro objetivo.

Sepundo método: Calcular la funcién de distribucién

Calculamos la funcién de distribucion F.D. de lav.a. Z:
Fy(2) = P@<2)= P(fXY)<2) = [[ frn () dxy

siendo A — R, el subconjunto donde esta definida la transformacion f(x, ).
Una vez obtenida la F.D. basta derivarla para calcular la fdp - fx(x).

Tercer método: Teorema de Convolucion

Fg:ate que este teorema | Sean X e Y dos v.a. independientes. Definimos una nueva v.a. como Z = X + Y.
sdlo es aplicable sila : : L 1AL,

ransformacién viene Entonces la fdp de Z viene definida por la siguiente expresion:

definida como una
suma

@ = @ L) = [ L@fG-vdr = [ @) filz-1)dr

Ejemplos de aplicacidn
de este teorema pue- . . L
des encontrarlos en: | El teorema anterior se puede generalizar de la siguiente forma:

Febrero 00 - T1

Febrero 99 - T2 Sean X e Y dos v.a. independientes. Definimos una nueva v.a. como Z = aX + bY.

Entonces la fdp de Z viene definida por la siguiente expresion:

po - 25 (2) o4 (2)
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3.8 Parametros de una variable aleatoria bidimensional

: ‘ : 3.8.1 Esperanza matemadtica

La esperanza matematica de una variable aleatoria bidimensional es:

EXY) = [ [ 9 fu(x) dedy

Se dice que dos v.a, X e Y son ortogonales si se cumple que F(XY) = 0

Propiedades
1.- Si_ X e Y son independientes = E(XY) = E(X) E(Y)

2.- Si Z = g(X,Y), la esperanza queda definida por:

E@) = E(gX, V) = [ [ gx,) fy(xy) drdy

3.8.2 Covarianza. Coeficiente de correlacion

e La covarianza de una variable aleatoria bidimensional (X, Y) se define como:

Cr = E[{X-EX))(Y - E(Y))] = E(XY) - EX)E(Y)

& Sl AR
waXeumdic.

o Sedice que dosv.a. X ¢ Y estin incorreladas si se cumple que:

C,=0 o EXY)-EXEY)=0 < EXY)=EXEY)

Qjo: el reciproco no es .
cierto e Si X e Y sonindependientes = X e Y son incorreladas

e FEl coeficiente de correlaciéon se define como:
Cyr
Ox0y

Py =

donde. o, y oy son lasdesviaciones tipicasde lasv.a. X e Y.

Propiedades

l- 1< py, €1
2.- Si X e Y sonindependientes o, =0

3- py=1 < Y=aX+b
Es decir, si el coeficiente de correlacién entre dos variables es 1 01 podemos afirmar
que ambas variables estan relacionadas de forma lineal.
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TEMA 4: PROCESOS ESTOCASTICOS :

4.1 Definjci _

Sea un experimento aleatorioy ) el espacio muestral asociado. Se denomina proceso

es é Ic [EE] l = ﬁ L4 l Q I I . [ ‘E . ! :’ .a-

a cada suceso una funciénde ¢ :

PE: Q —> {funciones de t}
W= X(w,t)

Habitualmente denotaremos un proceso estocastico como X (f) o bien X[n] si es en tiempo

| discreto.

Dado un proceso estocdstico, dependiendo si fijamos un suceso concreto, un instante concre-

to o ambos tenemos los siguientes casos:

X (w, 1) : Proceso estocdstico
X (w,, 1) : funcionde ¢ {Realizacién del proceso)
X (w, £) : Variablealeatoria

X (w,, 1) : punto, numeroreal (Valor concreto)

De esta forma, si fijamos un instante de tiempo ¢, obtenemos una variable aleatorla idi-
mensional, es decir, una correspondencia entre sucesog 'y nfimeros reales.

Ahora bien, si fijamos dos instantes de tiempo £, y f; oblenemas una variable aleatoria
bidimensional. ‘

Estadisticos de primer orden son fos resultantes de_J_arJ.l_u_SIAE_L)'_QStudlaLlaiﬂnﬂble

aleatoria unidimensional resultante.

Estadisticos de segundo orde tantes— v fo—yestaeiar
]a variable aleatoria bjdimensional resnttante. .

4.2 Estadisticos de primer orden

1) Funcién de distribucién

Fy (5 6) = P(X(0) < %)

2) Funcion de densidad de probabilidad

e PEsx@ysseax] e 1), aftet

Je(® 1) = lim A aX

3) Esperanza

CE(X®) = 7 xfo(nt) de

4) Varianza

V(X()) = ELX*(0)] - ELX ()Y
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4,3 Estadl'sti-cos de segundo orden

ﬁi’i) 1} Funci6n de distribucién conjunta

FXle (xl’.x'Z’ rI’ IE) = PX1X1 (X(tl) < xls X(tz) < xz)

2} Funcion de densidad de probabilidad conjunta

PX|Xz[xlSXlel+Ax1,szX25x2+Ax2]

fxlX, (xl’ X, 4, tz) = lim

rept Ax, Ax,
3) Autocorrelacion
R (1, ) = E(X(1) X(1,) \ ,
. =
4) Autocovarianza \
Cy (t1=t2):"RX (fp tz)_E(X(tl)) E(X(tz)) \f

Cuando hay mas de un proceso involucrado:

5) Correlacién cruzada

Ry (0 1) = E(X()Y (1) =

6) Covarianza cruzada

Cyr (fla fz) = Ry (t1= tz)_ E(X(tl)) E(Y(tz))

\

Sean X (t) e Y () dos procesos estocssticos. Se dice gue:

i Y X(I‘) e Y(t) son incorrelados < C,, (tl, rz) =0

X(t) e Y(t) son ortogonales <> R, (tl, tz) =0 V4{#6

X (t) esruido blanco <> X (#) y X (¢,) sonincorrelados V 1, # ¢,
X(t) es ruido blanco < C, (II, tz) =0V H =L

X (t) es ruido blanco en sentido estricto <& X (1‘1) yX (tz) son independientes V1, #¢,
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4.4 Estacionariedad _

T

Se dice que un proceso es estacionario cuando todos sus estadisticos permanecen
invariables ante un desplazamiento del origen de tiempos; es decir, cuando X (1‘) y

X (1 + ¢) tienen los mismos estadisticos V & .

X (1‘) es estacionario hasta orden # cuando todos los estadisticos hasta los de

orden » permanecen invariantes ante un desplazamiento del origen de tiempos.

Si X (t) no es estacionario de orden uno, tampoco lo es de orden dos.

Para ser estacionario de primer orden:

fe(xty=fi(xt+e) Ve Y =t

La tinica forma de que se cumpla es que f, (x, r) no dependa de ¢.

Para ser estacionario de segundo orden:

fxl)(, (xla Xyt tz) =fX]X1 (xp Xy H+ €0 + g) Ve

Esto implica que f XX sOlo depende de 7 siendo 7 = (t2 + 6') - (tl + E) 6

/

T=0-f. —

Se dice que un proceso estocdstico es estacionario en sentido amplio 6 débilmente /
estacionario si su media es constante y su autocorrelacion solo depende de 7. (—

N

T
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4.5 Densidad espectral de potencia

Definimos la densidad espe ia de la siguiente forma:

Se(Q) = [ Ry(@)-e™dr = TF[R, (1))

Sélo tiene sentido para procesos estacionarios en sentido amplio. doda,, g &F’d‘-‘! o & T,
wn TS

Propiedades de la Transformada de Fourier

1- - aX()+bY() © aX(0)+5Y ()
2- X(—t,) & X(w)-e™
3-  X(-) o X()

4- X))’ o X(w-ay)

5o X(ah) o lX[QJ
a a

6.- —d%t—)e joX(@)

7- X)) e j%@

| Transformadas de Fourier m4s usualgs

- Ko 2zK8(0)
| i 2- el

3- Ké(H)e K
4-  u(t)e -—_1—+ o)
jo

5- cos(kt) & z[d(o-k)+5(w+k)]

6.- sen(&t) < jr[d(w+k)—S(w—k)]
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Esto es de STLN:
a salida de un
r.slstema LTl se
obtiene convolu-
cionando la
entrada con la
respuesta al
impulso.-

,Madia Media-

Correlacién

‘1“\ /

LAutaconelacitn

p—

4.6 Sistemas lineales e invariantes en el tiempo

Sea un sistema lineal ¢ invariante (LTI), con entrada X(f) y salida Y(f):

X | RO | YO

Y() = X(O*hit) = [ h(z)-X(t- z')dr obaka,
LTI i’@t A WP W ek W > 5 L @8t de

Si .X(f) es estacionario ¢ s&&@o amplio_entonces X(f) ¢ Y(f) son procesos conjuntamente
estacionarios _en sentido_amplio y existen relaciones simples entre los estadisticos media,
autocorrelacion y correlacion cruzada de la entrada y salida:

Ll) E(Y()-= E(X(t D[ hod < E(YE)= E(XQ‘))H(O)]
Ch d @ 5O aotiso. s

2) Roy(r)= R (2)*A(5) Ty Sun=S,WHW) |

L Rero Lx@4ldd Smex (@ = Sx6 W

3) Ry (r) = Ryy *h(2) = Re () * )+ h(5) s S, ()= Syp (WH(w) = Sy ()| HOw)

Sy(@)= Sy (@) | H(@)f

| donde:

Hw)=TF (h(t)) = ﬁh(r)e'iw 'dr esla respuesta en frecuencia del sisterna LTI

Sy (w)=TF (ny (r)) es el especiro cruzado
LS NG

Sistemas discretos

En caso de sistemas discretos las diférencias de notacitn son las signientes:

X[n] An] | Y[n]

Y] = X{n] i)=Y, Him]- Xn—m)

LTI
t—>n
Lon L on
T=6L- > m=m-n

h(t) = h[n} H(w) > H(Q) = H(e™")
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Apéndice

Distribuciones
importantes
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DISTRIBUCION BINOMIAL

Tipo de v.a.: Discreta

, . Definicion de la v.a. binomial:
Sean # ensayos repetidos e independienies d ) i

probabilidades, 1-p, son las mismas en todos los ensayos. Entonces la variable aleat

binomia) se define como:

l X = ”Numero de €xitos en # ensayos” ]

Se lee “Sea X una ¥ se representa: 7
"dlstribuciGn binoilal de \ X = B(np)
parametros n y p° -

' n
Funci6én de densidad: P(X = x) = ( Jp’ g x=0,1,2..n|S
X

- o Aen

&
Funcion de distribucién: (X < x) = E [:‘J p g © ®"%;‘ ;:2—(5- e =S
. i<x &> ¢ = Pkg-_.,g L'.C'JHA)

entos:
: % L i
O @ 1
E[X]=np R AL l |
R WY
EXN=np + n(n - 1)p2 1’i‘ ‘
53 : T N

V[X]=npg o e o ) Ly

/Caso particular:

A la distribucién binomial B(1, p), es decir con n =1, se le denomina Distribucion de
Bernouilli. T———

Propiedad reproductiva:

La suma de variables aleatorias binomiales independientes con el mismo parimetro p es
binomial con pardmetro p. Sean X, = B(n,, p),....X,, = B(n,, p) m distribuciones

binomiales, entoncesse cumple que:

X +.+X,=B(n +...+n,p)

Aproeximacion por una Distribucién Normal:

Siempre que se cumpla #p =5 la distribucion binomial se puede aproximar por

~ luna distribucién normal de la siguiente forma:
Este es un caso parii-
cular del teorema

central det limite X =B(n, p) s, X= N(np,./npq)

e
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DISTRIBUCION DE POISSON
Tipo d

| Definicion de la v.a. de poisson:

La distribucién de Poisson surge como aproximacion de la distribucién binomial cuando la
probabilidad de que ocurra el suceso es muy pequefia (en concreto, la distribucion de
Poisson es buena si en la distribucién binomial tenemos gue p <0,1 y np<35}.

Asf pues,.di i istribucid isson de pardmetro A sisu
funcién de densidad es:

- -Adqx
F_ung_is'm_dg_dmsjdad;%(x=x) = ¢ 1'1 x=90,1,2..n

X!

—Aar
' e A
Funcién de distribucion: P(X < x) = Z '
' rsrx ri

Momentos:
E[X]=4

1E[X*]1= 4 + e
V[X]=4
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: DISTRIBUCION GEOMETRICA

) . Tipo de v.a,: Discreta

Definicion de la v.a. geométrica;

Sea un experimento aleatorio determinado y sea 4 un suceso del espacio muestral
correspondiente a dicho experimento aleatorio del que conocemos la probabilidad de que

ocurra_P(d) = p. Consideremos también una serie de. pruchas independientes del citado
experimento aleatorio, hasta que se obtlene el suceso 4. La variable akﬁog&g@%ﬁsz

define como:

[X = *Numero de pruebas necesarias para que el suceso 4 aparezca por primera vez” —s detic s

—— \x'jfc»n & W\&(&u% &R L@;D Q&J\Ql’ﬁes N -
Funcién de densidad: E;(X =x)=(1-p)7p x=012.n

0 si x<1

1-(1-p) si x21

e Funcion de distribucién: |F (x) = {

Momentos:

E[X]:%

Ay

EIX*] = ==
4

1-p
viX] =
] = =
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DISTRIBUCION NORM/-"\L.(E«éTANDA&.

| N
Tipo de variable aleatoria: Continua "\~ e
® Definicitn de] L
(}N. )

e T Q9 Qe_r-:-q\'l—ﬂ—

XEN 01 f‘)o a_d.%\(w;\hfpltﬂ\:. \f k¢

V[X]=1 x(
. o

, _‘2 -
. 1 E
 Funciéon de densidad: = -
f(x) o e ©<x< oil (§_
' ~ 1 2 m
Funcién de distribucién: | F(x) = N Ju e?dt: 6(;{] @ 6429 > x-60)
7 —o0
Momentos to“-“DrG"—\i- ) ) = B9
E[X]=0 ® ) ]

DISTRIBUCION NORMAL

Tipo de variable aleatoria:

El primer parametro es

Ja media y el segundo X EN(# O') (/.l eR. o> 0)
Ia desviacitn tipica. ? ?
sisu fimeién de densidad es de la signiente forma:
i 1 "@ ) 2 -
| Funcién de densidad: | f(x) = e 2 —w<x<o|Y ¢
' f( ) o2 \/ﬂ ,
S 4
Funcién de distribucién; | F{x) = [. e ¥ di|g
T o2z ).
Momentos; ‘@“) .
- | - O o iNowes GOIDG
E[X] = [\ s
i 2 2 2 2
EX* = "+0 ' _
V[X] = 0_2 7 I ,l(-O‘ /“ }(" 0_%} E
- —5x
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| Relacién entrela N0}y la N(u o)

A . Seanlasv.a X=N(0,D) e YEN(”*C")'

N La siguiente transformacion de variable aleatoria;

YeooX+u o X=XZ£
g

se llama tipificacién v su importancia es muy grande pues permite transformar una v.a
normal cualquiera e andar.

Propiedad reproductiva:

La suma de variables aleatorias normales independientes es otra v.a normal.
Sean X, = N(¢4,0),....X,, = N(u,,0,) m distribuciones normales, entonces sc
cumple que:

| e S aX, +a,X,..+aX, + b= N(u,o)

i

donde:

" n
p=Sau+b ot =3a
i=1 i=1

www.monteroespinosa.com - Clases de ISAL - Tfnos 91 549 67 56 , 619 142 355




Distribuciéon normal

N(O,1)

X 1 —1
F(x)=p(X—€.x)=[ ez dt
J-= 2w

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 - 5319 .5359
0.1 5398 5438 5478 5517 3557 5596 5630 5675 S714 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 .6026 .6064 .6103 6141
0.3 6179 6217 6255 .6293 .6331 6368 .6406 6443 6480 .6517
0.4 .6554 6591 6628  +.6664 6700 6736 0772 6808 .6844 .6879
0.5 6915 6950 L6985 .71019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 257 7291 7324 7357 .7389 7422 7454 7486 517 7549
0.7 71580 7611 7643 7673 704 734 7764 7794 .7823 71852
0.8 7881 7910 7939  .7967 .7995 8023 8051 8078 8106 8133
0.9 8159 8186 8212 8238  .8264 8280 8315 8340 8365 .8389
1.0 .8413 .8438 8461 8485 8508  .8531 8554 8577 8599 8621
11 .8643 8663 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
1.2 .8849 .8869 .8888 8907  .8925 8944 5962  .8980 8997 .9015
1.3 8032 5049 9066 9082 9099 - 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 .9357 .9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 .9495 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 9564 9573 9582, 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 96064 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9710 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 .9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 9861 9864  .9868 9871 9875 9878 9981 9884 9887 .98%0
23 9893 9896 9898 9901 9904 9306 .9809 9911 9913 9916
24 9918 - .9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
2.5 9938 9940 9941 .9943 .9945 .9946 9948 .9949 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 5972 9973 .9974
2.8 9974 89975 9976 9977 .9977 9978 9979 9979 9980 9981
29 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 .9986
3.0 9987 9987 9987 9988 9988 .9989 9989 9989 9990 .9990
31 9990 9991 .9991 9991 9992 9992 9992 9992 .9993 .9993
3.2 .9993 9993 .9994 9994 9994 .9994 .9994 .9995 9995 9995
33 9995 .8995 9895 9996 9596 9996 9996 9996 9996 8967
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997  .9998
3.5 9998 9998 .9999 9999 .9999 .9999 .5999 9999 9999 .9999




a—

Tipo de variable aleatoria: Continua

—

Funcién de densidad: I (x) = {

Funcion de distribucién; F(x)={l e
; —e

 Momentos:

Y
=
—

*,
 I—|
Il
|

ISTRIBUCION EXPONENCIAL -, o 51 \sehagih .

G o
= 'Q\.;z,c; POVESL] RS L1

N lao
% darde o
Definicién de | ial: |
Una v.a. se dice que tiene una distribucion engngn‘ cial de parimetro A, ¥ se suele repre-
sentar por. :
[X=expd) | e
N1 C en e GQJ\“‘""’
i ién de densidad es de la sjiguien rma: :

oo, (e ,\-">‘9

x>0 , -« .
<0 Q) P og 24D = ¢V - &=
< «
= 5:@&-»@, I
| A
si x<0 - @
_ ©
si x>0
4
B\
N
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DISTRIBUCION UNIFORME

Tipo de variable aleatoria: Continua

Definicion de I3 forme:

Una v.a. se dice que tiene una distribucién uniforme de pardmetro a y b, y serepresenta

por:

X =U[a, b]

si modeliza fenémenos en los que sabemos gue 1a v.a no puede tomar valores superiores a

b ni inferiores a a, siendo los sucesos en este intervalo equiprobables, Su funcién de densi-
dad es de la signiente forma:

sia<x<h
Funcién de depsidad; | f{x)={b-a

£y
0 Testo
0 x<a |
Funcién de distribucion: | 7 (x) =*7¢ a<x<bh
- b—a - ©
1 x>h
N J
Momentos: . Cong,orro) . (kag ash £ny)
— . y
b O~ Plosxrcy ‘?@)‘?@?SS@&I&?@&“
Blx]=2° R - :
2 = uxl SREN
a K-y
b—a)’ ‘
V[X]=——( —4) @- Pad:eed e <o
12
&)
3) Q.
®) ﬁ' © a bf’
TR - \
¥ oo
L c by 7 Q. b e
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VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAMENTE GAUSSIANAS

Se dice que dos variables aleatorias, X ¢ Y, son coujuntamente Gaussianas si su funcion de
densidad conjunta (que recibe el nombre de densidad gaussiana blvanante) tlene la siguiente

: . forma:

- [(X-,?)’ _2o(x-XYo-T) (r-F)

1 W-pY)| of - Oxoy or
e

2ro 0y Jl -

fa ()=

Conviene recordar la notacién:

¢ X = E[X] (Media o Esperanza de X)

e 7=E[¥] (Media o Esperanza do ¥ )
= 5[ (x-X)' |- B[x* ][ B[X]]" (Varianza do )
=E|(r-F) |=E[r*]-[E[r]]  (Verienzade ¥)
E[(x-X)(r-7)]

o p= {Coeficiente de Correlacién)
TxCy

Propiedades:

¢ Si p=0 las variables aleatorias X e ¥ son incorreladas y tendrfamos como densidad
gaussiana bivariante a la siguiente funcién:. '

2 oy 2 a_rl

j[(x—f)’ (v—fr] S A=

—_ 2 O'XJ —6’2 O'rl

1
nLy)=———e
T (%:7) 2n0 0, 2r oy oy

Entonces podrfamos escribirla como multiplicacién de dos factores; uno dependiendo
tinicamente de x,y el otro dependiendo Unicamente de y:

(=21 ] (r-7y
i) =| e || e T
e N2zor, 2zoy
‘ fxTx) h frf; 7

Por tanto, podemos expresar f,, (x,») como sigue:

T (%3)= (D1 (¥)
Y esto quiere decir que las variables aleatorias X e ¥ son independientes.

Recuerda que lainde- | En definitiva, podemos afirar que, si dos variables aleatorias conjuntamente gaussianas
pendencia implica son incorreladas, entonces también son independientes.

slempre la incorrela-
cién. La incorrelacion
implica la independen-
cla sélo en el caso de
tener variables conjun-
tamente gaussianas. '
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" B Vemos pues que las
variables marginales
siguen una distribucion
Normal.

¢ Segiin hemos visto anteriormente, las funciones de densidad marginales
correspondientes son:

(-5y N0
f@=om—e W fp)=m—e
N e, LMY e,

e El miximo de la funcién f,; (x,y) estd localizado en el punto (X' ¥ ) y su valores

1

X, Y)=
4 2706y oy 1 - p

¢ Las transformaciones lineales de variables aleatorias conjuntamente gaussianas son
también variables aleatorias conjuntamente gaussianas.

Sy, ¥)
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J_TEMA 1: SUCESOS

Biersio 1 Tenemos un receptor de radio del que sabemos que €] 5% de las weces en que recibe
una sefial Gtil, esta se traduce como si fuera un ruido; es decir no la considera. Por otra
parte, el 2% de las veces que se recibe ruido, lo traduce como si fuera una sefial dtil. Si
las sefiales recibidas tienen un 80% de sefiales utiles: : .
a) ;Cudl es la probabilidad de que el receptor realice una traduccién correcta?.
b) ¢Cual es la probabilidad de que una sefial que haya sido detectada como itil sea

7.
‘realmente 1l :eqq

CD Dep S \ox  Setases:

Losw muose, s .

S. -—1“2_,, cgegal R ibides @ ° o |

Sa =V le wwmel ‘ et i den 98 raido

' ) LR
T - ™ o) " b dcide oo h .
v = Lem !
. , "
T R ™M / S&B-D-\ . \-rm‘\_pgxé,c- oo roido
= e '

=

. P(To /SL) = 04aF

Hc._(. A aprh al Lrbel t 1 \ o .
© 7 ,F(T“bc" e (Ta {S) = 00F

P{Su\ = . o
2 A% T n Ao LS
30_0‘9" I - [ ] b ot LR ) P(Tu (sh) = 0,02
ECCIAE ST
- D qa’
mﬁj“ —\ Lo oshs 2 coss ol P'(Te lsal =
O ‘x— D.D’- p&(ﬂft’— == Q-C“-':‘DQC.—C- . 'PC-"U\ - O‘f
| . (‘U fon) ' Plsel =02
(& ‘p(., TR j'\‘rmk_u.r_\m (orrac o

0.\ r\) (\‘ Trv_:b___r_;__'\e:.\ (.Drnn.r_‘ﬂ-\-”\] - ‘.fP (S\J.\"P(T\J /SU\ + P(SR) P(TRIISR_]:

=o Y- 598 + o+ 637 - D\RTE//

' —_— d. J'._Dka\\
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d Ejercicio 2 | S denomida fiabilidad de un sistema 4, 2 la probabilidad P(4) de que el sistema funcione
con éxito en up tiempo determinado. El sistema esta formado por subsistemas que pueden
conectarse en serie ‘o en paralelo, suponiendo que la actuacién de cada uno de ellos no
'!udngmt‘s\l‘*j_:-f___.%ﬂpyc en la de los demas. Para un sistema formado por 7 subsistemas, de 1al manera que
designemos por P(4;) Ja Fabilidad del sistema 7, calcular Ja fiabilidad del sisiema:

a) Cuando los subsistemas se conectan en serie (aplicacién para n =10y P(4) =099} .
b) Cuando Jos subsistemas s¢ conectan en paralelo (aplicacién para n = 2y P(4)=0,90).
c) ;Puede ser en algun caso 1a Gabilidad del sistema superior a la de cada una de las partes?.

QASTEMN

ceALE '
o . : parblL €L0
£l gy betun | uaeTess colisdo X . .
v ) <\ st Qu»-l-.\huﬂ- G dn
. \ s resued
L Ll-u.t..\:xml-n- ,r?_.-—;“}_.n:s- = %ol:s fuu_r_\nu_a_ ol it ey Ba= do
Loy sobsy \-u_-l-n—‘l.'

VY = ?\D\_-;\U.&u-i Al srsvlusna N
Al . .

- @ &? Cﬁ\\ oy 5,_,-'..;_? ,P (Iﬁ\\ = ?'\D—B\Lié.r.uL dal suiuus. A |

i : () ==
_. | PORAA, A N ?(amw?(ug.,,. . (&) ==

issm wadapeis . n=lo

' . P(ﬁl\:c
. \Oo
- = 89 - -0, 34 = CO.‘\q\ = ©,99° .
; BN &P orla\s 7 - R )t
s @ Ui P ' ,‘:'P(M: L -P(R)) '{«.) SRS '
( —.__'__.-___'__-__._-_.__— .
AU} —

Yo = P (h UM Uba = L - P(auUnY -

\.inu S '\u_:_m.n.fc..’!-'\\a'k.ﬁ.s‘-_\‘

L =R (@R AR == P T(R) T

c,_-,.,_- ‘\u&ef-u...

: :Eﬁ {(&-w.\\ E i () R (if?cfxﬂﬂ—ﬁmuw &
i Sistio, B e
| - porla e
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Ejercicio 4 | Se tiene en 1na bolsa un nimero muy prande de cuadros blancos y negros y en Ja misma
proporeion. '
a) (Cual es la probabilidad de que sacando a ciegas 64 cuadrosy colocindolos en el
orden en que salen se forme con ellos un tablero de ajedrez?. '
b) ¢Cudl es esa misma probabilidad cuando en Ja bolsa hay solo 64 cuadros 32 blancos

"y 32 pegros.

N.\u_‘,_\u___c,g_ | (s SL‘:.(..Q,_&QS . ( .LQS Sutelal )

tr freecicl™

¥} e fL edy

: . { -
L_)'L = A é_rd'\?c-qf PRV ES Lulr_n.&t- \_n.jm e lon L= esiune erhoatdln

33 = \\&trw o ! e BMlagm @e les "?)"‘ s

Weet, 646

= Ekeie | M\ atbd
' . I

P - . . l ]
A ' .

P

U (008 Moy By - N8y SJ (8NN AR - AP ) A PR N 0B
T

Lecerpokibles = P (po&) =p(p)r F &)

- o) -

Cowme el U da  Clodwm © Loy c-’l-u.;..:La, Stys e wee codo ey, e \s o Sig i
vogiate A : G ¢ v e

Predh ceangnke \‘ju-_-,\ B o Mew da len s;bu.u._*_ et oy -~ los ey Towccicogs

S '\u.Aq?mck'\Qa_:\s . — T

Cotus el A Coods ol sy j"o.s.x-c\z , Spolius LL&;{;;_._AAM - Con o,

Q_x*fc..c:_'\cfu- = (’(&f\fb\ = P A\- PC 8.)

S T & Y e
IR T =
—4 PLa cu < -(A
GH ey < 28 82

www.monleroespinosa.com - Cieses de ISAL - Tinos 31 504 65 04, 619 142 355




=

.
P

A5
o

&1 e
p—

e betde. Moo - <dle 6y, e ATS [L‘-" fodcdde da c_f,\éru)

—

- w

(\\-\Dbkm”) [Uf: f\ : ﬁl’\i?euﬁ \){p,(\ nﬂ"’”\] T

1

§\r,Uu~.. tiende’
\.U-(.,uu.?:—f‘\‘sla.'. (g

s G_C'waz;vf_f )
Fomienfind

- ,ﬁ
\..v._ —

— e (80 -ne) & R (N 0B P(e) (12 /2. P(ea/e nK

b'n‘;u._Lo.s e_-f-'\'ﬂ,u—»-cun.‘» o ,f"—‘-

. . L LD e avt&nm»:b-‘q..&s a . 'l C(( ‘

' PCN /&(\w A 63) .. P(MSH /B ne ﬂ@%%) + . ... *z':)
k c ! T

T PCMI\PCBL /091 F(ros/N me)_\ P (84 /o, "B, m\se,\ 'IP'C.E‘_E;J/D,L%‘(j

Ty T
T

i3
B

£
(P

% BRIy

R VU I ST S

.
1z

AT T AT B 6 X

I
—

I

—_ i

H'ufc..u_an <\ rfa-d:'cil orDSE/uchl-u.ca L..Ohuj:o vobtu =SN fﬂa!’f’b‘l""&m& C\A < u{?(’

‘ &
WiHen? ) = C3z o3y el 30 30,28 Ly o U
PC )= Lc-,t-t 63 62 64 o 34 5§ 2 ,'\_

o
Rewunen —— )
P
o
S

2. (32)

6‘-1'!



I

- 13\olo

an a cara y cruz, 1a cantidad de 1000 ptas. Ganara aquel que en
das (seguidas o no). El jugador 4 gana la primera partida y se

Ejercicio 5 | T)os jugadores A y B jueg
Jas 1000 pta. entre ellos proporcionalmente a la probabilidad de

primer lugar gane tres part
interrumpe el juego. Dividir
panar cada uno si hubiese seguido el juego.
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Ejercicio |

"

EMA 2: VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Sca la siguiente funcion:
fre(x) =™ VxeR , .

Se pide calcular:
a) El valor de k para el cual 1a anterior funcién es una funcion de densidad

b)La funcnon de distribucion de la v.a X.

Ca]cula: la probabilidad de los siguientes Sucesos:

¢ {X 23]}

oixi2) )

e {IX]<2 ¢ X20} - ((-2;)( ) VW X0 r-f’( 2 j .
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\’_Ejercil:iu 2

Un generador de tension proporciona un voltaje aleatorio de X voltios cuya funcién de
densidad es ;

kix?

0 enelresto

l<x<i0

J(x) = {

a) Oblener la funcion de distribucion de X -

b) - Hallar a probabilidad de que el voltaje sea menor de 5 voltios,

¢) Hallar la probabilidad de que el voltaje este entie 2 y 3 voldos.

d} Hallar un valor ¥ tal que el 95% de las lensiones de salida no superen los ¥ voltios.

i | fo 73
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X ' x! e
- -= ] 10
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(#E) = -5‘*\(:——:1 =y K= —
X .l ,9 {ou 9
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x .
S ¥ < lo =3 F(x)-.' dy = - \i ¥ K _ _!:-*\_o‘__ [U(l -
T e BTN E
' '
X 210 - F(xl=4 .
!
P{x «s5) = F(s) . i(,_L) 3
. i s ]
P(2=Xez):F(s)-F(2) =
le _ L _!9 _d =_5‘_ o
q(l +) c'(l 2) =
PR ev): oqs
=> F(v) = o'ag =» To oy ) )
q ( v)'oqs — V: €29
-
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. .. 1 . .. . - . -
, \’LE’E’C'C"J Un taller de'reparacion de automéviles puede adimitir diariamente hasta 100 vehiculos.
i De estudios realizados anterionmente se sabe que la funcidn de 'densidad de ia variable
oy aleatoria “ntimero de vehiculos que Nega cada dia al taller para ser reparados” es de la
-forma:
‘, S(x) = x 0<x<100
1000
2 ¢{Cual es la probabilidad de que el nimero de vehichilos ltegados a reparar un dia
. determinado esté comprendido entre 25 y757, ' '
. .
: w toe : .
7 loo
P S ® xdez.a .. (X) .
o “‘mo. loop loop H =4
R oy ' o o 1
] l. '
) 20900 A
: o= = — ,
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Eiercicio 4 Sea la v.a. X con probabilidad uniformemente disinbuida en el intervalo (0, 51 /
1 jercico d 1 caracterizar la variable aleatoria Y que queda determinada por la siguente
‘ transformacion:
i ' 2 . [

jercici ZX si0<X<3
ey B51

wgsa(:e:!::ﬁ‘:li?cu“ \-? (J_) =<3
"y que una v.a. conf- . 9 si3<X<s

2 se ransforma en s
. pav.a. mixta
:é‘i | - ' . . - N .
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. Ejercicio 5 Sea obtra vez el generador de lcnswrodcl ejercicio? cuya fdp es:
= si1gx<10
fr(x)=1¢9x*
0 resto

l Ahora se dispone de un dispositiva ;';uya tension de salida‘es igual a la de entrada
o mientras’ ésta no supere S voltios y si la tensién de salida sobrepasa este valor entonces
0 proporciona una salida de exactamente 5 voltios. Se aplica el voltaje X proporcionado
1) por el generador a la entrada de este dispositivo, proporcionando una salida Y. Hallar la
-y ' funcién de distibucidn de Y y representarla graficamente. - B

' 1

. ‘? )
.3 ‘ 7 1 )
A o 51 1 <X <5
) PEREC I
Ty . '
' ) 5 ci X>5
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]LEjercicio 6

Ejercicios sobre ia
distribucién normal

LY [oR

I. Calcular las siguientes probabilidades en nna distribucidn normal esténdar:
CP(Z.£1,45), P(Z<£-1,45), P(1,25<Z.<2,57), P(-2,67<Z <-1,25)
P(=0,53 < Z.52,46)

. Se ba aplicado un test de inleligencia a un grupo de alumnos y se ha observado que se’
distribuyen nonnalmente con media 30 y desviacion tipica 12. Se pide:
a) ;Qué proporcion de alumnos tendra una puntuacion en dicho test entre 20 y 357,
b) {Qué puntuacion minima tenen los alumnos que se encuentran entre el 20 pot
ciento mas inteligente del grupo?.

M. Calcular Ia pr(;babﬂjdad PX~ u|< o-) en una distribucién normal N(/u,crl).
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m © A X, e TXWINES oo helle
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' 1
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- TEMA 3: VARIABLE ALEATORIA BIDIMENS|ONAL
Sea la funcién f:IR* > R definida por

W ahy yen | e
Aoy = { 0 (yy)eD -

Ejercicio 1

——

Este es un ejemplo de
una variable alealoria
bidimensional conlinya

donde D = {(x, NeR:0<x<l, 0<y< 1} . Demostrar que es una fdp y caleular su

funcidn de distribucion asociada.
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~ %) Uecuwios q. F(x) es une fodop
#) finy) 20 ¥ (ay) e
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Ejercicio 2

Rt 4 I

" Este esun ejemplo de
una variable aleatoria
i bidimensional discreta

A ﬂ%o':,-\c,-' oo,

Una urna contiene tres bolas numeradas del 1 al 3. Se cligen al azar dos bolas sin
remplazamiento y se tiene en cuenta el orden, apuatandose el niimero de cada bola
elegida. Se define la variable aleatoria bidimensional {X, Y) donde X es el nimero de
la primera bola elegida, e Y es el méximo de los niimeros de las dos bolas elegidas. Se
pide:

) Detenninar el espacio muestral

b) Determinar el rango de la v.a.

¢) Calcular la fdp de la v.a.

d} Caleular la funcién de distribucién de la v.a.

(81,82), (81, 63), (82.81), (B62,%3), (83, 61), (‘55-‘3’2)&'“
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Eiercici Calcular las fdp marginales de las siguientes v.a. definidas mediante su fdp:
jercicio 3
10x%y si 0<y<x<]
) fu(xy) =
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Ejercicio 4 ., .
funcién de densidad:

Se pide calcular;

) P(X+Y <)

b) P(1/3 < X+Y <2/3)
¢) P(X22Y)

La distribucién conjunta de las variables aleatorias X e Y viene dada por la siguiente

]
Je(x, 1) = { 0

st 0<x<],0<yp<]
resto
d) Py e xt)

@) PO « Rav <2 )
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LAY S

15 F\c‘}us\o 2 2Q0%

Blercicios Sea el vector aleatorio (X, Y) con funcidn de distiibucién conjunta
[ 0 si x<0 o y<0
.\y(x+y—.\y2) st 0<sx<l, 0<y<t
E(x, ») =4 y(1+y—y2) si l<x, 0<y<l
X st 0<x<1, 1<y
1 si 1<x 1<y
Se pide:
@) Funcién de densidad condicional de ¥ dada X = X,
b) Funcién de densidad condicional de X dada Y = Y,
&) Caleular P[X >+ Pk>l/1f_l
2) 7 2 3)
( pdq.T.22)
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TEMA 4: PROCESOS ESTOCASTICOS  E9EPOCHD VI JMARD .‘l’eﬁ,ﬂﬂ:&gt’

Sean X1, Xa,..., X,,... v.2.'s continuas e independientes, de media nula y

/Ejercicio 1

A &“} varianza 1. Se define el proceso discreto en el.tiempo:
g L E . '
: ' X[n] =ZX1 n=12,..)
e
, a)} Calcule la media y la autocomelacién de X{n]. ¢Es estacionario en sentido
amplio?. o
* : Se define ¢l nuevo proceso: -
) Y[n=X[n+N}-X{n]
“a siendo N un mimero natural fijo. e

b) Calcule la media y la autocorrelacion de Y[n]. (Es- estacionario en sentido
amplio?. S L BT o
c) Obtenga la distribucion de 1% orden del proceso ¥[#], supo_pien_do N>>1,

e e e,

A
40

AR R SR

X Xa, X oL ek, 'l"'-E(Kt\- =g =0.

, \tery = -
: _ 0 xq "'GKL= .
o XMW= DS M=%y«

; A k=
._ E(XCM\; E(f_:g}:\\ = % E(IK):_, §D:§l
Y K=4 K=q ~ E_,——[ir.ﬁ Beraddivs va teeen
; g : T a Mo pumen de
ReCny o)) = E(XCn xTog) = EL(%;_ i) f_x;%\] L e
R a‘.J I .l } ,H . E ‘—‘—'-") %_::..J
i BRI - (R 14X+ %), (X ,+ XotKa)
NS N M ) )
3 SE| = P Xy Xigy | = '
[K‘:'-_} K_T:_J \ .’ .1] lAZ‘;:J %:?(XV\‘.X\:&S =

= K?(\*X.I.Xl{xilyg 4.0t X_Q hd¢! J"X.Q.-)(l. +\(2_.}{3+, R \,(J?(‘-r Y, Yot

LA (R R = ER) .E\Y\ﬁﬂﬂ).

XM pe ottodyons
en 2erRd om‘im Y que
Rg Uov,n2) depende de {a
diferanca & oy e
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-«

b :‘r") de medias nulas, autocorrelaciones Ri(7) y R,,(r) y densidades espect.rales de potencia

Ejercicio 2
Sean X(2) ¢ Y(£) dos procesos conjuntamente estacionarios en sentido amptio,

Sa)y Sy{@), respecnvamente Su correlacmn cruzada es er( )yel eSpectro ‘cruzado

S (@). Se define el nuevo proceso U(t) X(r) coswoi +Y(#) senmyi, sxendo ®,>0. a)
Determine las condiciones que deben verificar los estadisticos de X(7) e Y(#) definidos
anteriormente para que U(¢) sea estacionario en seatido amplio. b) Para las condiciones

del apanado antérior, calcule la densidad espectral de potencia de U{z). Particuiance las.
expresiones de la autocorrelacion y la densidad. espectral de potencia de U(¢) pard &l

caso en que X(7) e Y(/) sean incorrelados.

Ut = X @ealuct) ) ce0 luot),

L) - .
LY = U = e aeluntbn) 60 snusted),

2 (00 08t 10 st

_ “?.:%(%’cig)ﬂxlbm ) Bs{unll + slulry). sl 1 ebto
, e S (N (23 .@(%h\,di(ﬁtlm) + Se(;h_m @m\ ’ E:\(LLDQ -E[Yt—:r“c\ )

: = R‘K(U o T
ST (J;af::q oy ;aéx] + R0 2 Lo ju%@_mm,h
+ QS%(U-—[SRM uftdi) - 20l | APy 2 2 o ug@m\_}@(;:.}
T (U-*RYEU] @S (90 425 [Re=Rgle)] s u&:? S
' 1 T

| f[Rsz@—)ﬁ Res (U] 2 =en (wolateay] >
- ” . ] o : ) *‘_P‘I“__tm _QTYZKWJ %éﬁt’lkuou i
.0 - T
=<, [Rx() + Ryt Y =Ryt
)
| Clogu+ o [ Reg(d - Re(T | %um‘c.) R‘ﬁi S

R, cos upy +
w b ot T

)
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(rcmao) Ryt vortle alaohone.

- Ejercicio 3
. " Sea X(#) un p.e. estacionario de orden 2 con funciones de. distribucion de
) ‘j . primer y segundo orden Fyx), %s £ ((*1 X57), ruspectlvan‘ente. Se¢ forma e;__proceso;;-_” L
) Y() = I X()>a B o
. -1 X(j<a
swndoauna'con tante tal que f{a)>0. e o e
‘ '\(r) estacionario en sentido amplio?. ;Es estamonano de o d°n 19,
' b) Para_ dlcho_'p : t);_?ca]cule la adtocovarianza y la varianza. jCual’es el valor-
] ' max:mo que pucde ton 'esta ltitha?.. '
L B Fo. widinasona.
7 Felrog O FO. ’Dtéxmmsmm
{; t
L) o
s -. ﬂ —
L (& Y, iy y) = A%<,y 0,
-\ LR = =) =
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Ejerciclo 4 |}

|} #m) = i) +.6.21n -

Sea X[n] un ruido b]anco estricto con fdp de 1™ orden normal estandar Sobre X[n] se
-‘aphca -und " tran format:tém “lineal e - invariante de rcspuesta val: 1mpulso
-1] obteniéndose como resultado un proceso Y[n] Calcular:

' a) La autocorrelacién y densldad espectral de potencia de Y[n].
'b) Lafdpde 1™ orden de Yn).

No Ia plden pero es
nécesaria para caleular
después la aulocormrelacién

do Yin}

Tenen cuenta’ ‘que por ser
X[n] niido blanco estriclo
X{m) y X[ns] son Indepen-
dientes'y pore ello po-dem05
separar las esperanzas,

Recuerda; 7t =m—-m

Nolaclén en llempp

~ dlscrefo Ia frécuencla se
- pueda poner (10 blen €,
como &n SLTN

convorucién. &s dedr'
Sn)* xn] = x{n]

En esle pasa hemos utlliza-
do que:
Ol = &[m)
A-m—1]= [m+1}

a)

Primero vamos a calcular la antocorrelacion de X{n):

E(X{n])= #£, =0 por ser una variable normal estandar N(0,1).
V(XIn]) =0} =1-por ser una variable normal estandar N {0,1)

E(X[n])=V (XIn )+ E(XIn]) =1+ 0=1, n, =n,

Ryln,n]= E(X[n]- Xn,]) =
E(x[nl])E(xInl]) = 0 y

mFn,

Por tanto, juntando ambos resultados tencrnos que:
/,/-7
= Relm,m]= 5["1 -n] = R.r[ml = d[m]

1 ,n=n
R L

La densidad espectral de potencia de X[n] es (no la piden): S,(Q)=TF (Rx[m]) =1

Ahora ya nos ponemos a calcular la autocorrelacion de Y[n);

R[] = Ry[m) * Hm] * h—m) = 8[m] + Hm) » H-m] = Hm] * KH{-m] =
= (au‘s[m] + alé[m—lj) * (ao‘s[_m] + alc?[—m—-l]) =
= (a,00m] + ad[m—1]) * (a,dlm] + a,8[m+1]) =
= qflm]*a,d[m) +adml+adm+1] +adlm—1]*adm)+adm-1]*adim+1] =
= ay0[m} + a,a8[m +1] + a,a,6[m—1] + a*8[m] =

= (@ + a} )olm) + aya, (SLm+1] + 6[m 1))

Por tanto:

Ro[m] = (a; + af )[m] + aya, (6Tm +1] +&[m—1])

Ahora, la densidad espectral de potencia de Y[#] es:

S, (2) =S, (e”y = TF(Rr[m]) = ao2 + alz + a,a, (e‘f' +e.h’)

Sy (Q) =8,(e”) = al + a! + 2a,a, cosw

Finalmente:
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Eslo es de STLN:
La'salidaide un'skstema LT}
se Sbliehé’ convdliucionando
1 entrada cén lar respuesla
alimpiisa. ™

so cumplu tanlu Bl ﬂenpo
conlfnuo como dlscrelo

aein! ELTE

erar fa pmpledad

' reproducthva dela

distabucidn nommal

b)

Xn | Hn] | ] Y(n) = X{n] * hfn]

Lo

Y[#] = X[n] % h[n] X[n]*(aoé'[n] + aﬁ[n 1)) = X[n]* a,0ln}+ X{n]*a dln-11 =
= auX[n]+a,X[n 1

Por tanto Y[n] es una vanable aleatona N (ﬂr,cr,,) por ser suma de variables aleatorias
nomales’ (Proplcdad reproducnva dc la dismbuctén normal). Donde

4= E(Y[n]) E(a.,X[n]+a1X[n -1])= aoE(X[n])+qE(XIn 1)= a,0+a-0=0

=V(Yln]) = V(a_u}ﬂ:n_] + q}_{[n—l]) = qf V()ifn]) +a V(X[n—l]) =g 1+d 1=ad+ q’
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N4 - . Tema

. \/ Febrero 1997 | Sea X una v.a. con fdp:
_ . Ejercicio P2 . 1
‘ ‘ : fy(x) =— (O<x<b)

o | o
- siendo b una constante positiva. Se pide:
a) El valorde b ylamediadeX.

a
1-X

b) Se definelav.a.:
siendo @ y ¢ constantes positivas, Caracterice probabilisticamente la v.a. Y.

Y=cln(

u\gg;cﬁ-ﬂ- M31M AQ\JS C_u\uph\( q'uLQ 5:0%3_()() A x =4 .

L] Ryk X\ v

Q L g\ b | i lD 1_» e‘l
4 tre e =l =1

J 1-x e 7

* @3@&«:}@@

- | X x-1 4
Eix]® J X 3E,(U(\ob( 2 4"—,—)(&’“ [ A= * 1-x ]c&x
~ 00 | o ,
; N En(i—b
= | -1dx + 4/" dx = _..b eny- x)] e -

-’I+ e @(6'1) 5

) y:-C- Ln (’g“\——» kE(X=C'@\(\9:)<\.

1-X
PQ(‘& s R\ & &3 EEW*GOJE c_‘\‘ei_leg\% SacOMS3 (e O(\ A
Y, S Y
((J'(X’\z Co- fi—% T O — SRICHMEUTE CREGENR Y
f_‘—/y 1= (OSTINVG BY (6| -

2
N
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[ - TEMA 2

‘/ Febrero 1997 | Considere una fuente radioactiva situada en el origen de coordenadas que emite particulas

' Ejemwio‘ T2 con 4ngulos de satida- 6 aleatorios y uniformemente distribuidos entre —7./2 y 7 / 2
" '| Se sittia una pantalla perfectamente absorbente a distancia xo de la fuedte' segin el -
. diagrama adjunto: _
y
4
d
Iy
— : - » X
BRI Xp
-d
Y

a) Determine la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria ¥: coordenada y
de una particula a su paso por x = x.

b) Calcule 1a semianchura de la pantalla d para que ésta elimine el 50% de las particulas f
que sobrepasarian la recta x = x, en ausencia de apantallamiento.

& # vorunble olchria que b o o @ e
(_:Qp,[g Pp\c*hcd& . _Q/( E}p) OXxX
| 8/ 6 ( 7? ) _"5 I‘ﬂYL"‘lt"S V‘[Dm. — VP\ . (,Qﬁr{ g\’ﬂlp\

U\I\t%){'ﬁ\,emvhﬁ’ OLJ‘{'Z'P\LJQJJJS __,,' S v %Cﬂﬂ/ -\'f)‘)

' g . _h 7
: — Q e &«
o= Doz ) () 7 7

ey .: read

| ‘ ' Ogawoi.e, ;w\f-‘»-rea_
Asdeanine. Ca &@)@_i_ﬂ;x-)(%

v

_\/6 (_..eolé'D\ — O

oL G
D A
Ca MMM

e C() (ort astoidamarrte
S | Cy Be\eorfes San Re = ( é ! 'é)
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EESEES——
)
~ \/ Ejeggg:g _-?_I ~Sea X unav.a. aleatona uniforme en el intervalo (-2, 2), a la cual se le aplica la transfor-
. ‘ macion: -
o | g [ 11 (e

> : 0 (xl2D

Se pide:

a) Calcule la f.d.p. delava. Y = g(X)

b) Calcule la media y la varianzade Y

/@\ V{?CLV‘?)?“{N\J Q)Sk\\ ino ?\QXY\}D {L,& La
hog 1()'\1?34 s .-'\ e ‘[N\M s
%3 %\}-J_J[Lg_ Vo WOs uh(" \ ’J—f“&f‘l—&
Lo ‘0(1” g 2 rold i i

Lo patermat ¢ ——
Como %U) ay wn&\m\a en (2 ‘.'L) Y
(1.0 donde fa X hnen vokoes D
57 sexd g e mithe , Tended o

M\b\ e Yoo ({_g_ ?ez Jr
{a Pf.dado\\\&xo\ R a\\)e.x *S\\'Q )\9 WA Ty

O XA y(zizn v C [fir myhe Yo \eake Cu-liy W) D
A az0) = R(2£¥ - i\’r’euauz)

R s qb-n S
\; o I (L_J? e O, 4)

lex< O ans [+ —nﬁ u‘ Y- o M
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TEMA 2

S

‘/ FE‘?TE"IJ _193? Un sistema contiene 7 componentés diferentes. El tiempo. de vida del componente
‘Ejerclcio .. : .. . > L r - .
_ : j-ésimo es una v.a. exponencial X, de media ;, es también independiente del resto de-
‘ . los componentes. El sisteroa falla en cuanto falla uno de los componentes.

a) Exprese la v.a. tiempo de vida del sistema ¥ en funcién delas X.

b) Determine la fdp de Y. ‘ ‘
¢) Sin=4y g =1000, g, =2000, u, =3000,y x, =4000 horas. Calculela
probabilidad de que el tiempo de vida del sistema sea mayor de 100 horas.

\ Ruinfinas, @x gorercalen

XL o OR (B\\ SR IXJ._Z/” |

. : - DE 2O
\ a O -
|
A |
‘ _,'_/,'__O’pl X?/D s 2 —‘—
puon={a s | o
0 es\o  Nodomde = 55

7 - J-ﬂem(o de. ngcr“gm@ﬁb Jo\ %\‘é‘i{m

7/ E Pf\\f\ﬁik\v; = e ib?(df XY
: b) SacainoS Lo g‘(}é} aqéﬁi\re{m‘éﬁ {:I(L:Q ‘

@ ey DT =Y -
= 1 - f( k¥ 2. M Xn % Lé“ ;i.ﬂf()(é?,\é). > Xa> Y)

| “ﬁf endilEs | |
z 4 —[1—?()4;5%3[--}‘[:_ an%] =4 - [ﬂ-Fyd(ﬂ)M--Haf&(@

4-F (mmtﬂ(;,,..,%n" ),g\ z

4 X X0

9, . cenlo

)

F. 0=

¢ -1
i;‘;g

T3

= Hlp= 4 TRl 1-€

=1
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| TEMAZR
‘/ Febrero 99 . ‘

Ejercicio P1 El tiempo de conduccién que tarda una péfsona en llegar a su trébaj:o en coche es una

fﬂ(x,y)=(1/T)exp[—(y—T)] en 0<x<7, e y>T ,sepide:

a) Lafdp.’s margmales de X e Y.

sehasalidoalahora 7,(0<T, <7, 0)-
c) La probablhdad P{Y>X+T}

variable aleatoria Y. Ld hora de salida de su casa también es una variable aleatoria- X. Se
) : sabe ademds, que hay un tismpo minimo de conduccién igual a 7;. Si la f.d.p. conjunta es

_b) Eltiempo medio de conduccion y la hora media de llegada al trabajo supuesto que

Yoo ‘f\U’- DLé:z:ym‘h% Ve Ao mZida
Y N OLQJJEEYW\H\QH 4,\ = eneo o t_c}-ﬂcl.NCﬂ_m‘\

— -T
1. 6(3 4\,; C)d)([ro/ld\ﬂ?'»

a)l o

- o -

C ‘(343 L
‘X(X\ ZJ %ulio(}%] d&\é 1 A ﬂ% ‘[6 (“/b .
— . Tﬁ |

s )
Lio -
RO

bo © )
\o).TMPOMgao/Mavoumau Em 35%{@?_%'35 M’

Iil R = ‘DO
)67"']_ ' e"‘!] _J-e QM:( = o
. Lj . ) , (%) UTH
el oaxth
T St LT e =~ Omn ) "‘\Q‘j“
T.C LN = 11 e S p, nA oo

e’
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TEMAZS

.‘/ ETSI

Telecomunicaglon
< . "R tiene una fdp:
- ) Septiembre 03
- * Elercieio P1

Caleule:

. 2
d) P(X" +Y > %J

o Ao pfd

Sean R y ® dos variables aleatorias independientes tales que @ es uniforme en (0, 27[) y

2
f;l(r)_‘_{i'z_-

Siendo A > 0 una constante. Sobre ellas se realiza la siguiente transformacion:

a) La fdp conjunta de X ¢ Y. Dibuja su rango..
- b) Las fdp’s marginales de X ¢ Y. ;Son independientes?
¢) Lacovarianzade X e¢ Y ;Estan incorreladas?

re(O,A)

x=rcosg
y=rseng

(=0)

L
Zh

qé (h(0,20) = %g&,(ﬁfﬂ

ﬁ/ﬂ Cﬂﬁ{,. = gpqé (,(\.ié) =

0y TRAK AMER

S }X r/;@;z(p]\_
B _
Syl oy
722
o rs(rmawtxﬂ) .
\ Jt
I.__.._
/( 1{\ A J

/Cpéf Cdﬁ

Qo)

= ) O({"(OC

T H

25T o T2
r ) (oéqédm X4
‘hv“? oece b 37/4/_
o, rash Uk ///%I}
o 2t

&ﬁp ﬂx,ﬁ) r(x,lg})
\ (O ) ¥ "95\

>< [
i\;/ \ - @545 "W‘ﬁ z { = \\; 142
27 ‘ op rci@a;p/ | Al
E?& | - \.:;m ple- i-nemetfé
G -~ 0 gastt{l)em
R_O?\f?——”%;’z H;—@L O{W(A

o,%&»

\)
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/ . TENRR

Sea (X Y ) un punto escogido completamente al azar (distribucién bidimensional

. Febrero 07
Ejercicio 1

‘ . ' uniforme) en el circulo o+ ¥ <a.
Calcule:

a) Las funciones de densidad de probabilidad marginalesde X e Y.
b) La funcién de densidad de probabilidad condlclonada I (x/ y) Determme si

pertenece a algin tipo conocido. :
¢) La funcién de distribucién de la variable aleatoria R— “distancia del punto

(X ¢ ) al origen de coordenadas”.

d) Se realiza la transformacién: R = (X 2+1? )”2 ,® =arctg (Y /X). Calcule la

funcién de densidad de probabilidad conjunta de R y ® (no olvide indicar el
rango o recorrido de la variable aleatoria bidimensional).
e) Verifiquesi R y ® son independientes.

—

& e \\
AD .%“/(X'(j\z O, T%APO \

T ¥

) 9V s o
ons Gy - [y fa R e
L\ 2\ 4 ‘

e Qe (%1Yo) 13"4— & 2\ a2
X z\lz — = — z - <
D JOIST S e, 24 | Hepeed

% T@A‘m X UNA UN\?OQM% \3& ‘1ue ko&xs las Gaxiawes de %écmuﬂa

e ———e

=0 A an‘)*c(,ux\eb-
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TEMA

F
Un praceso informatico pasa sucesivamente por dos procesadores P1 y P2 segln se muestra
en ta figura. La v.a. X representa ¢l tiempo que pasa el proceso en el primer procesador,

Septi‘embre 2005
— Ejerciclo 1 | ¥ la v.a. Y representa el tiempo total que requiere ¢l proceso en pasar por los dos -
. ) procesadores. Se conoce la fdp conjunta:
ke? O<x<y
f (x, )= { _
resto

_ aj Dibuje el rango de la v.a. bidimensional y calcule el valor de k. Determine si las v.a.’s X
¢ Y son independientes. ,
b) Se define una pueva v.a.. Z como el tiempo que tarda el proceso en el segundo

procesador, Exprese la v.a. Z en funcién de las v.a.’s X e Y, Calcular f_(x,2z) yla fdp
- de la nueva v.a, Z. Determine si las v.a.’s X y Z son independientes.

¢) Calcnle la varianza de Z y la covarianza entre Z e Y.

d) Calcule f, ( y|x) y dibdjela para x=5. _

e) Si el proceso atravesara /00 procesadores P1, P2...P100 y el tiempo en cada uno de

ellos se modelara como una exponencial de media /0 seg, calcule la probabilidad que el
~ proceso termine antes de /.5 min. Suponiendo que las v.a.’s son independientes.

P1. P2

X \/a_rp-(D(B ,.\Qa_a,'k“*a_ 43 ci&gt‘?{m\“q'?f\ —\\PV""{W ’IPae" pre sy @R T e‘i .
L/ W4 1 {Tenpc‘?sbaAc nae A \fﬁﬂéo LMTE e geamss Jon &\W_

. /A/C_/J"L/ .6(_){(?’
gxyo(/ ﬁ) : f O [‘EE_C’
. o i

U % T i

Exy Jo X

- ﬁ%»v()‘ﬂﬁ)z K=o

Uil dhoe. G mwgl
E\fw(xﬂj\a{x / ¢ dx - “erc’
“j{:l /';,(x,qug fgdp% @: Dckiﬁ
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TEMASR

\/ Febrero 2000 | Fn el circuito de la figura se desconoce el éstado del interruptor; de modo que la resisten-
cia total entre extremos es: R=R,; +XR; con Ry y R; v.a’s uniformesen (9,11)y X

:_ “Ejercicio T1 -
L . | v.a. de Bernouilli, con P(X =1)=p. Suponga Ry, R, y X independientes
N | | | A
I N AAA Y
. R,
" Calcule: '
a) Lafdpdelav.a. R.Represéntalade forma aproximada para p = 1/2.
b) LamediadeR.
v dithn = e T e gy
’ . | e T
Qi , e anf N 12) ; XwRee(Q) LA B | & . =T
| R +h; X=1 o)L G d gl
02 Qm"XR Q=" Rl R
{ Fq ,X=0 7 /
' r EJF’: umf(?,d'ﬁ)
P —
‘2‘2((\ —~a (&) éz@u+92\1
Q '}\-.\\_-1__*/
.,___f_——-w'—") T e
) - (JQ T ’
. K =R+ &
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Septembre 2000 | En el circuito de la fignra, la tension de entrada X v la atenuacién A son desconocidas y
. Problema P1 } e modelan como variables aleatorias independientes, siendo X uniforme en (-1,1)y 4
) uniforme en (0,1).
X =A- 4
l
—- —>
Calcule:
a) Lafdpdelava. Y.
b) Lacovadanzade X y Z. o
¢) Lasfdp’s condicionadas F,(a|Z=~1)'y F,(a|Z=+1).
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Febrero 2006 ‘rl . . , B ‘ L
V Ej:é?cio p1 | Sea X una variable aleatoria de Bernoulli de pardmetro p=0.5 y sean Y, ¢ Y, dos

_ variables aleatorias N (ﬂ, o‘) y N (—,u, o‘) respectivamente (todas estas variables
: . ' : aleatorias son independientes entre si). Se forma la nueva variable aleatoria | '

Z=XY+(1-X)L,.

a) Calcule la media y la varianza de Z.
b) Calcule y dibuje la funcién de densidad de probabilidad de Z.
¢) Calcule la probabilidad de que la variable aleatoria Z sea menor que —f cuando

H=0.
d) Sobre la variable aleatoria Z se aplica un comparador de umbral 4, de tal manera que

la variable aleatoria de salida es ¥ =u(Z - y) (u es la funcién escalén unidad).
.Caracterice la variable aleatoria V' y particularice el resultado para (=0 .

e) Suponga ahora que se obtienen cinco variables aleatorias ( Zl,...,Z ) cada una de ellas

con la distribucion descrita anteriormente e independientes entre si, Obtenga la
probabilidad de que al menos dos superen el umbral y particularice el resultado para

H=0.
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Y, - 1EMMS

ggptif%mb;e 2006 | Sea la v.a. bidimensional { X, Y) con distribucién uniforme en el recinto de la figura:
jercicio 1 .

Se pide: '
a) Las fdp’s marginales de las va’s X e Y. ;Son independientes?

b) La covarianza de X ¢ Y. ;Son incorreladas?

¢) La media condicionada E(X/Y=y).
d) Se define la v.aa. Z = X + Y. Obtenga la fdp conjunta de X'y Z representando grﬁﬁcamente el

o ) rango o recorrido de la v.a. bidimensional (X, Z).
b ¢) Sea la v.a. W X — aY. Determine el valor de la constante @ que hace que la varianza de W sea

minima,
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PROJUIEMA T\t TeMi = / -

A

- \/;eptiembre 2007

" Ejercicio 1 Sea la va bidimensional (X, Y) con fdp conJunta

i

‘.
)

fx,,(xy)— - x>1y>1
J’

a) El valor de & y las fdp's marginales de X e Y, ;son independientes?
b) P{min(X,Y)<2]. LT

c) La fdp conjunta de (U, V) y dibuje su rango en el plan v) \/
d) Las fdp's marginales de Uy V, ison mdependlentes'?

€) LaFDdelavaV, /d

Se reahzan las transformaciones U = XY, V = X/Y. Calcule: /
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\/ Septiembre 2002

g“‘\

VAL

T

- X
D ;Sean el proceso X[n] =

b) * Calcular la autocorrelacion de Xfn]. -

Xi+HX+ .+ X X, para n>0yX[n] 0 para n < 0.
Donde X, son v.a’s idénticamente dlstnbmdas independientes ‘entre si con dos posibles
valores 1 y —1 que pueden ocurrir con idéntica probabilidad.

a) Encontrar la fdp de X[1] y X[4]. ;Es un proceso estacionario de primer orden?.
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T

ETsI| Sea el proceso Z[n] = X[#]Y[#], siendo X[n] e Y[r] dos procesos estocésticos discretos

icactd . . . . . . . . .
_— Telecomunicacdt I en el tiempo independientes y estacionarios en sentido amplio, de medias 77, ¥ 7, ¥

) bre 05
o SepE}I:rmdcifg p2 | autocorrelacion Ry[m]y R,[m], respectlvamente. Calcule:

a) La media y la autocorrelacion de Z[n]. ¢ Es Z[n] estacionario en sentido amplio?.

b) La correlacién cruzada R, [n,n,]. ;Son X[n] y Z{n] conjuntamente estacionarios (en
sentido amplio)?.

¢) La media condicionada E{ Z[n] | X[n] =x }.

d) La densidad espectral de potencia de Z[r], suponiendo que R, ' [m] = a™ (siendo |a| <1)

y R, [m] = 8[m}.

e) La distribuci6n de primer orden de Z[n], suponiendo que para cada n, X[n] e Y[#n]
son variables aleatorias discretas, con P{ X[n]=-1} = P{Y[n]=-1}=p v
P{X[n]=+1}= P{Y[n]l=+1}=1—p (siendo 0< p<1).
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SEP*;‘;';‘;L?“ 2002 Séa la familia de procesos estocasticos X,(f) = cos[n(t + ®)] siendo © uwnava.

: - uniforme en el intervalo (0, 2m) y # un nimero mucho mayor que 0.-

' »5 a) Encontrar la media y la autocorrelaclon de X,,(t) g,Son procesos estacionarios en

“ sentido amplio?. :

b) Calcular la correlacion cruzada entre X,(f) y Xa(f) con n#m. ¢,Son procesos
incorrelados?. ;Son procesos ortogonales?.

¢) Sea Z(f) = X,(f) + Xu(f) con 1 # m. ;Son Z(f) y X.(f) conjuntamente estacionarios en

- sentido amplio?.
d) Calcular los espectros de potencia de Z(f) y X,(). .. o o
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| . } | tineal e invariante con respuesta al unpulso Hn]= 8[n]-b8Tn-1], obtenién dose como

[l oo Ta

Junio 1997 . : . ‘ . . . .
iﬁ Ejercicio P2 Sea el proceso discreto en el tiempo  X[#], de media nula y estacionario en sentido amplio,

con autocorrelacion R wlml= a™ (0< al<l).Sehace pasar’ X[n], por un sistema - .

salida un proceso  Y[n].

a) Calcule la autocorrelacién de ¥[n], Ry[m].
b) Caleule ¢l valor do b que minimiza Iavarlanz.a de Y{n].

c) Paraelvalorde b del apartado anterior, calcule la densidad espectral.d’e potencia

de Y[n], S, ()

- :‘O
x[a] \Emﬂ? i (@z(@g(d)

{

\étﬂl MEEIALIERIE bxI0-1] .
@ m £l i) € (XX )] € £[xI] 1} lo-1]]
e[ X + 5 E XA 1]
1+ P Ln] - bR 1ML - bRy ]

e

RS o {maf
o o)

2 J] "7) C) . |2
) | ol = 2T MMJ]]—@ [%(W%E[V{ﬁegﬂ)z

by b, L) TR - €140 ‘
- £ <5 EL i 2b AN Meﬁx[ol—zbm—f]%%}c

; gw%mzéaﬂ4aj;\a§/( g 2) = yhb b -2ab
o ook e £ ETOT Y] Ayine0] L et nb
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Ejercicio 2 Sea X [n] un ruido blanco estricto, discreto en el tiempq y estacionario en sentido

amplio, con fdp de primer orden uniforme en (—1,1). Sobre X [n]"se ‘aplica la
transformacion: -

aix}

(siendo 0 < a <1}, obteniéndose un nuevo proceso estocastico ¥ [n] =g (X [n])

Calcule:

v a) La autocorrelacién de ¥ [n]
\/b) La correlacién cruzada de X' [n] et [n]
Vo) La fdp de primer orden de ¥ [n]
d) La media condicional £ {Y [n+m]/ X [n] x} (Vn,m).
e) Se hace pasar X [n] por un sistema lineal e invariante, con respuesta al impulso

h[n]=6 [n] &[n—1],obteniéndose un  nuevo proceso estdcasilco

YA [n] X [ ]* h[n] Calcule 1a autocon'e]acmn de zZ [n]

P4 If\l b cuido Iﬂl”?@ rx/‘a/(fo alrcrf’{a o ‘{” u q;l’ €n M Aw a. m@m
4 _
S V!rq‘-"ﬂ}_ ) Xgﬁi‘sj)(lﬂzzlfc“ E—r\(qu ({-C C)q‘ ({\) ((fi 12

1 -1e<x<d
[rﬂ (11 ( jL) =D %}(ﬂ X) &

O , r%)vo

foc o g fea poclaimes docic s

0 ”Q_“((a /. %[n‘(z %(XW)

@)CX\ g X X a \ LL~0.
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Ejercicio 2

La figura muestra un canal de comunicaciones binario constituido por dos etapas

idénticas. Cada ctapa transmite un simbolo binario que puede tomar dos valores 0 6 1 con |

las probabilidades de transmision que se muestran en la figura. Se forma el proceso

X[n]=X, para-n=0,1,2. Suponiendo que X, es una va de Bernouﬂh con P(Xp=1)=1/3. Se

pide: _

a) Obtener todas las posibles realizaciones del proceso estocdstico indicando la
probabilidad de ocurrencia de cada una de ellas.

b) Lamedia del proceso.

c) La autocorrelacion del proceso.

d) La fdp de primer orden del proceso. ¢ Es estacionario de primer orden?

e} Determinar.si el proceso es un ruido blanco estricto.

P(X5=1|X,=1,Xy=1)=8/10, i=0,1

P(X;=1]Xo=1)=8/10 P(X,=1|X,=1)=8/10
AF

X

P(X,=0[X,=0)=9/10

P(X,=0[X0=0)=9/10 ) _
. P(X;=0[X,=0,X,=i)=9/10, i=0,1
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. Septiembre 2006
Ejercicio 2 .

NP g
3
! N e

Sea X [n] un ruido blanco estricto, con fdp de primer orden ( % (x) es el escaldn unidad):

fu(x)=xe™" 2u(x).
A dicho proceso se le aplican las transformaciones:
y=q(x)= {

Vi X<a

Yy, X>a

z=g(x)=1-¢*"
siendo y,), ¥y d constantes positivas. Se obtienen los nuevos procesos Y [n]=q {X[n] } ¥
Z [n]=g { X[n] }. Calcule: ‘
a) El valor de a de manera que el proceso Y [n] tome el valor y, con probabilidaa 0.4.

b) La fdp de primer orden de Y {n] , parael valorde « obtemdo previamente. {Es Y [n]
estacionario de orden 1?

c) La autocovarianza de Y [n], para el valor de @ obtenido previamente. ;Es Y [n] estaclonano en
sentido ampho?

d) La fdp de primer orden de Z [n]. JEs Z [n] estacionario de orden 1?7

e) La media y varianza de Z [n].

7Tl e e ke x€ W) 5 o
//_.z—f-"*‘—-- - T - / .
‘d//X['ﬂ,ﬂ wa?-ﬁ UJ It "ii Iy N
TRANSSOQNACONED

G, X=X gi\n\?%ﬁxw?

T 0:qu=
| 7 luaz,v«wl

= ﬁ-ﬂ =

‘jﬂ) Sy
0 - ? t . - b2 ‘ )
H%/ zZ g - ‘(f_% =z 0 (/ 2 %"’ 0
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5/2/2008 Introduccion a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

En el esquema adjunto, X representa una v.a. discreta, con P(X=-1)=P(X= +1)=1/2, a
la que se suma una v.a. Y con distribucion N(O 1) e independiente de X. A la v.a
resultante Z, se le aplica la transformaclon de la ﬁgura dando como resultado una nueva
v.a. W que ‘toma los valores a 6 -a, segun seael mguo de Z. ' :

| T — (a4 Zs0
- g +—>» (-0 Z<0

Se plde
a) Lafdpdelav.a. 7z Represéntela graficamente de forma aproxnnada

b) Las probabilidades condicionadas P(W=-a|X=-1) y P(W=a|X=1).
¢) Las probablhdades condicionadas P(Xw— 1 IW——a) y P(X 1|W= a)
d) La covarianza de X y W= :

e) El valor de la constante a que minimiza e=E [(W—X)z]

L (Sl'lp_'untos)

@Seau Xy G dos v.a.’s mdepeudlentes y con dlSlIlbuClOIl umforme en (0 1) Se realizan las

transformaciones Y = GX, Z = X.

a) “Calcule la fdp conjunta de (Y, Z) y dibuje su rango en el plano (y,z).

Suponga ahora, que X[#1] es un ruido blanco estricto, diséreto en el tiempo y estacionario

en sentido amplio, con fdp de primer orden uniforme en (0,1). Se forma el proceso

[n] =GX[n], siendo G una va uniforme en (0,1) ¢ mdependlente de X[n].

b) Calcule la fdp de primer orden del proceso Y[n].

c) ‘Caleule la fdp condicionada Fi(»,nG=g) y 1a media condicionada E(Y[n]IG=g).

d) Calcule lamediay la autocorrelacién de Y{n]. ;Es estacionario en sentido amplio?

e) Se hace pasar X[n] por un sistema lineal e invariante, de respuesta al impulso hfnj=
8fnj-adfn-1], obteniéndose el proceso W[n] = X[n]*h|n]. Calcule la autocorrelacion
de W[n].

(5 puntos)

Examen: 5/2/08 Publicacion de notas: 27/2/08
Revision: 3/3/08 Publicacion resultados revision:  4/3/08
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X uniforme en (x,,x,): E[X]=x'+—x’; If’ar[X]=M e

: 2 12 C
. . (::J.
TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA | (.

x____ 00 01 02 03, o4 . 05 .. 06 .07 (- 08 .09 é
0.0 5000 .5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 ..5359 €
0.0 5308 5438 5478 5517 5557 5506 5636 - 5675 57140 5753 C
02 5793 5837 587t 5910 5948 5987 6026  .6064 6103 614l “
03 6179 6217 6255 . 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517 (.
04 6554 6591 6628  .6664 6700 6736 6772  .6808  .6B4d  .G&79 d
0.5 6915 6950 6985 7019 - 7054 7088 7123 7157 790 .72 ¢
0.6 7257 7291 7324 7357 ¢ 73897 7422 U 7454, 7486 1517 7549 (i
07 7580 7611 7642 7673 - 7704 7734 7764 7794 7823 7852 l
08 7881 7910 7939 7967 7995 8023  .80s1 8078 8106  .8133 ¢
09 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 . .8340  .8365  .3380 {
1.0 8413 8438  B461  .B485 8508 8531 8554 8577 8599 862l ¢
11  .8643 .8665 8686  .B708 8729 8749 8770  .8790 8810  .8830 !
.2 8849  .8869 8888  .BO07 8925  .8044  .BO62 < . .8980 8997  .90IS ({w

1.3 0032 9049 9066 9082 9099 I1135 9131 8147 9162 9177
1.4 9192 9207 .. .9222 .. 9236 ;. .925i 9265 9279 9292 + 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 .9382 9394 9406 0418 9429 9441 -

1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505  .95i5 9525 ' 9535 = .9545 P
17 0554 9564 9573 - 9582 . 9501 9599 9608 9616 9625 - 9633 L
18 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693  .9699. . 9706 o
19 9713 9719 0726, 9732 9738 9744  .9750. 9756 5761 9767 3
20 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817 L.
2.1

‘ 0821 9826 9830 9834  9RI8 9842  9R46 9850 9854 9857
22. 9861 .9864 9868 9871 9875 9878 98BI 9884 9887  .9800
23  90R03 0896  .ORO% 9901 9904 9506 9509 9911 9913 9916
24 9918  .0920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
25 9038 0940 9941  .9943 9945 9946 9948 9949 995! 9952
26 9953 9955  .9956  .9957 9959 9960  .9961  .9962  .9963 9964
.27 .-9965 0 9966 . 9967 - 9968 - 9960  .9970. 9971 9972 9973 - .7.9974
28 9974 0975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980  ..99%8i
29 9981 9982  .9982 9983 9984 0984 9985 - 9985  -.9986 9936
3.0  .9987 9987  .9987 - .D9BR. G98R 9089 9089 D989 9990.  .9990
3.0 9990 9931 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
32 - 0993 9993 - 9994 9994 9994 9994 9994 9995 - 9995 - .9995
3.3 9995 . 9u95  bY99S 9995 9996 9996 - 9996 9996 9996 9997
3.4 9997 9997 9997 9997 G997 . 9997 9997 9997 . 9997  .9998
15 9998 9908 9998 9998 9998 9908 ".999% 9998 9998 - .9998
36 9998 9908 9999 9999 9999 . 9999 9999 9999 9999 .. .9999.
37 9999 9999 9999 9999 9999 9999  .9999 9999 .Dogg 9959
34 9999 -.9699° 9999 19900 9999 9999 - 9990 ' 1.0000  1.0000 - 1.00GO

4
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Valores de G(x) para 0<x <389 en pasos de 0.0l

G(.r)=J J;_ne'?m
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31/1/2005 Introduccion z las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

' 1 i Un determinado sistema de comunicaciones responde al modelo de la figura:
—

1]— Z=U(Y-b)

donde el transmisor envia un simbolo binario (bit) qus s pueds modelar mediante una
v.a..de Bernouilii X, con P(X=1)=P(X=0}. Dicho simbolo I, zl pasar por el canal ce
comunicaciones, sufre una atenuacicn constants g y una adicion de -ruidd E., qus
supondremos una v.a. N(0,1) independiente de X. Finalmente, el receptor compara ia
salida del canal ¥ con un umbral b, produciendo como resultado una v.a. Z. que toma &l
vajor | si Y supera el umbral 6 0 en caso contrario. Suponiendo ¢=2 ¥ o= 1, calcuie:

a) Las fdps condicionadas AIE=0), y|E=1)ylafdpdelave V.

b) Las probabilidades condicionadas P(Z= HE=0)v P(EZ=01K=1}

¢) Lacovarianza de Xy Z. ’

) Las probabilidades condicionadas PGI=1|2=1) v P(X=0iZ=03.

e) Suponga ahora qus el canal inwroduce unz atenuacion alearoriz, de forma qus 2

sefial de entrada al receptor es: '

Y=AX+R
siendo A una v.a. N(2,1) independiente de X y E.
Caicule P(Z=11X=0) y P(Z=0|X=1), suponiendo 6=1.

(5 puntos)

Sea X[n] un ruido blanco estricto, con fdp de primer orden exponencial, de
parametro ¢. A dicho proceso se le aplica la transformacion:
| y=8(x)=yo-e™)

siendo y;>0 una constante. Se obtiene ¢l nuevo proceso Y[n]=g{X[n]}. Calcuie:

a) La P(Y[n] > 3y,/4).

b) La media de Y[n].

¢) La fdp de primer orden de Y[n]. ;Es Y[n] estacionario de orden 17

d) La autocovarianza de Y[n]. jEs Y{n] estacionario en sentido amplio?

e) Se define el proceso S[n}=Y[n] - AX[n], donde A es una constante. Deiermine el

valor de ésta para que la correlacion cruzada Rys[n;,n,] sea nula V nm,.

{5 puntos)
| Examen: 31/1/05 Pubiicacion de notas: 14/2/03 ;
| Revision: 17/2/05 Resultados revision: 18/2/03 !
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126/1/2009 Introduccién a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.- En el esquema de la figura, una resistencia R de valor conocido es atravesada por una .
corriente I, modelada como una v.a. que es suma de dos componentes: -

— I, toma valor 0 si el interruptor esid abierto o a (siendo «>0) si estd cerrado. El
estado del interruptor (abierto/cerrado) es desconocido, pero se sabe que la
probabilidad de que esté cerrado es p. -

— T, es una v.a. exponencial de pardmetro ¢ € independiente de I.

Se definen las siguientes v.a.’s:

— (aida de tension en la resistencia R: V=IR
— Potencia disipada en la resistencia R: W=IR
R =141,
I, YL
Circuito 1 Circuite 2
A 4 Yy
Se pide:

a) La fdp de la v.a. V, suponiendo que el interruptor esté cerrado. Represéntela
graficamente de forma aproximada.

b) La fdp de la v.a. V. Compruebe que ED (W) dv=1.

¢) La covarianza de las v.a.’s Ve L.
d) La media de la v.a. W,
e) La probabilidad de que W exceda un valor_f8 (siendo f>a ’R). Partlculance para los

siguientes valores: =1, R=100, a=0.1,p=05y c=1.
: (5 puntos)

2- A partlr de dos procesos estocasticos X[n] e Y[#] discretos en el tiempo, se define:
Z[n] = X[n] + Y[x]
a) Obtenga la expresion general de la autocorrelacion del proceso Z[n]: Ryfn, m] en
funcién de las autocorrelaciones y correlaciones cruzadas de los procesos X[#] e Y[n].
b) Particularice la expresién de Ry[n;, n2] obtenida en el apartado anterior y obtenga la
densidad espectral de potencia de Z[»], en funcién de las densidades espectrales de
potencia y el espectro cruzado de X[n] e Y[#], para los dos casos siguientes: '
1) X[#] e Y[#] conjuntamente estacionarios en sentido amplio
2) X[n] e Y[#] estacionarios en sentido amplio y ortogonales
¢) Suponga que X[n] = A, siendo A una v.a. de media cero y varianza o, ¢ Y[n] es un
ruido blanco estacionario en sentido amplio de media cero y varianza o e
independiente de A. Calcule la media y la autocorrelacién del proceso Z[n]. (Es
estacionario en sentido amplio?
d) A partir del resultado del apartado anterior obtenga la densidad espectral de potencia
del proceso Z[n].
¢) Considere ahora que Z[n] = nA + B, siendo A y B v.a.’s independientes con fdp

normal estandar. Calcule P{Z[n] > k} y particularice para n=2y £k=5.
(5 puntos)

Examen: = 26/1/09 ' Publicacién-de notas: _ 16/2/09
Revision: 20/2/09 Publicacién resultados revision: 23/2/09




EXPONENCIAL DE PARAMETRO ¢ fy () = cexp(-ex)U(x); EX)=1l/c; var(X)=1/ c?

GAUSSIANA S N(7,0): f ,(x) =

s:xp[?—(xz;?)z]: EX) = var(X) = o

1
o2

TABLA DE L4 DISTRIBUCION GAUSSIANA

X .00 0l .02 .03 04 05 06 07 .08 .09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5308 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 5832 5871 .5910 5948 5987 6026 6064 6103 6l41
0.3 6179 6217 6255 6293 .6331% 6368 . .6406 6443 6480 0517
0.4 16554 6591 6628, 6664 . .67|00‘ 6736 6772 6308 6844 6879
0.5 6915 6050 - 6985 7019 7054 | 7123 J157 7190 7274
0.6 7257 4291 7324 7357 1389 G&22 7454 7486 517 <1549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7 7852
0.8 7881 77910 .7939 7967 7995 8023  .80S1 8078  .8106  .8133-
09 8159 8186 - 8212 7 8238 8264 8289 8315 8340 .8365 8389 .
1.0 8413 8438 8461 3485  .8508  .8531  .8554  .8577  .8599  .B61I
1.1 8643 8665 .B6BG 8708 8729 8749 8770 8790 - .8810 8830
1.2 8840 8869  .8888  .8907 8925  .8944 8962  .8980 8997  .90I5
1.3 9032 .9040 9066 9082 909  .9il5  .913i 9147 9162 9177
1.4 o192, 9207 9222 9236 9251 9265  .9279 9292 9306 9319
1.5 9332 - 9345 9357 0370 9382 9394 9406 9418 0429 9441
1.6 0452 9463 9474 9484 9405 9505 9515 9525 9535 9545
1.7 9554 0564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625  .9633
1.8 9641 9640 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699  .9706
19 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 97178 9783 9788 9793 9708 9803 9808 9812 9817
2.1 0821 9826 9830 9834 0838 0842 G846 9850 9854 9857
2.2 9861 9864 9863 9871 9875 9878 9381 9884 0887  .98%0C
2.3 9893 0896 9898 9901 9904  .9906 9909 9911 9913 9916
2.4 9918 9920  -9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 993G
2.5 5918 09940 9941 9943 9945 9946 9948 © 9949 9951 9952
26 0953 9955 9956 9957 , 9950 . .9960 9961 9962  .9963 . .9964_
27 9965 9966 ~ .9967 T 9968 9969 9970 9971 = 9972 9973 994
2.8 9974 0975 9976 9977 9977 9978 0079 9979 {9980 9931
29 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
3.0 L9987 9087 9987 0988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3.1 ‘9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992  .9993  .9993
3.2 9993 9993 9994 9994 9994 8994 9994 9995 9995 9995
33 .0995 .9995 96935 8996 9996 9994 9996 9996 9996 5997
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997  .9957 9997 9997  .9998
3.5 9008 . 0998 0998 9998 9998 9998 9998 9998 9998  .9998
3.6 9908 .999§ 9999 9999 6699 9999 9999 9999 .9999 9999
3.7 9000° - .9900 9999 9999 9999 9999  .999%  .9999  .9999 9999
38 9599 ., 9999 i 9999 ..9999 9999 ,f_.?999 9999 L.O0O00  1.0000 1.0000
Valares de G(x) para 0<.x<3.89 en pasos de 0.01
G(x)=J‘ - e-r;a'l &
_2n
Examen: 26/1/09 Publicacion de notas: 16/2/09
Revision: 20/2/09 Publicacion resultados revision:

23/2/09
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PDCHA, 3.

15:&3@:\-‘\&: 200,
\/ _Junio 97| Sean dos variables aleatorias X e ¥, uniformemente distribuidas en el recinto de Ja
Ejercicio P1 ﬁgura'
Y
; Se pide: :
:i"___ a) Calonle la funcién de densidad de probabilidad conjunta, las marginales y la media yla
ro varianzade X ¢ Y. '
i b) Detennine la independencia, incorrelacién v/u ortogonalidad de X e Y.
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S eEj:rr;c;E pi | Sea (X, Y) un punto escogido completamente al azar en el circulo x° + 3 < 2 Caleuls:
a} Las fdps marginales de X e Y.
b)LaF.D. de lav.a Z=“distancia del punto (X, Y) al erigen de coordenadas”.
¢) Considere un pozo cilindrico de radio a + & por el que se dejan caer verticalinenie y
X de forma aleatoria pelotas esféricas de radio 4. En el centro del pozo se encuentra un
. desagiie circular de yadio ¢> b (¢ <a+ b). Calcule la probabilidad de que una pelota
Voo pase limpiamente (sin tocar las paredes) por el desagie.
i
atayteol
; Y
N T e . .
7 L ! (xM) es wne va unefotwsuaend @
\:Or—\. v = /ﬂ\m ot }} _, h _..f_l .
) e disdhurde  en lo tegion X AN'E o
? 2
* u
Maa ghol el arat
- 3 3 Xtayte gt 1 S1 xlant 1
A ] <
. Afge. Lxy T e
. {ry (x,vY = = fay gy s
: . : : T
. o (cote o tesio
A Ll IS
;, : it {Ciue
’ i VG Lo st o
R4 . = . ( ] d. Z J-—C‘L\’ -k‘
‘?_- ‘f\c(k'l:_J '(k\r(’h‘f}d\‘ .--J mﬁ Yo eXY R
- : A L
" | e N [ el ma
T a)
4o pot SivacAti
L 2860 -5 s Lacaeq . T
- !, MGt y l v
. Leix) - ' ety —aeyee
Lo fqty) e Ta
- O resdo
/ o fesdo

Www.monteroespinosa.com - Clases de ISAL - Tinos 91 504 65 04 - 819142 355




P L TR R, - el AT -

. A v( r..l fx& :\l e - = g b (\...r [tm Al e l\kr,l\ ™ -
ER NE A ’ 1\ Zaid v T ~
S ﬁL o e T B ATk C b b s k ) b e ,.\. rm r\
R G S e AP ey e R A F et e

d
~
EY

—
G.l

Ar .
- = :
= i m .
@ - i m g
d .w.. 8 Fol m_...:.v; .
g “f g Y ‘
z x ale BN
T - RIS . ! A
by | oE T e °
2 — Yle : . .
W/ a- e = m i _ 10
! z ! — ,
. J
@ u " N -
o — « ¢ % !
—_— s [ r -
o 5 - oo
- - -
< - T LT e o /
o ~H Vo
= — i T
o o ’
& T
+
-
)
—
e
.

(x4) ol
F.o0= Fale)

DYO
O
e e
>

ded
b
+
5y
S

v

g > A N O ol 7
S - \ W PR i
A ; \ 7 AR —————
—r LY 1 I .
- X Y

> .// / —
= — Sy -
"y " v'.ll‘\l\\\ -
A ™ =

b}




“2hvilem

@ EMU"I\S

£ S foduo Sal és:s::.au&.

éﬂl &'ﬁ: -l':.i@ [ I
Z — I \ b &
= Yakbonre &l leode da la rv_\ub— | o Qe ]” - .

la\ . A.nu-dn_ d el-\#-‘rb (qul} c-IU'-"lQm'E"_'b..

E (C""D\ - —gE-:El::- '

. y o |
P(Z < C-"‘D\ ((0_ ;" /) o &Llc.l“—'—'l""\

il

———

QJ&MES““-— Eu.lb) oo

-




EYH

e
gy

Ty g

1 ju_r'og

/
7 Fe—m Sea Z=X+Y con f_(x,¥)=4k enelrecinto delafigurs.
® |
Sepide: |
a) ¢Son X eY ortogonales?. ;Son incorreladas? o '
foput <A b) Caleule la funcién de distribucién F(z). '

= Loy Ol =K

v

u-.,._ijd""c-.\.-..»:,_.__\-f Aigka Sda ‘ . I;

. a\ L
O \‘-) _...-l_.___\._l - —:
’Q‘t‘i ,&foa-"\xﬂ . (r;__‘.k)?— -20-_1" |
: ‘26_‘- s (%.\1\ £ Rey
O' I\'J.S\'b .
- B Xzen Y - = ¥Ao L= O ;.l-:*x-‘c(?*
= ’ L L . P
= (X‘”” - \\ %y RT_"{ (‘K'm\d‘vdu]: xy " — dvdy = Xy 3
. RIH %= C j = ¥Y-o. ) o I‘j_—‘—-‘x-&
- O ‘
T
‘.l 1
“ lome ElXMI= O =} XY see ,,rmf-mq
— C((y)s EGrY) - BEXEN)=o
' - =) (
¢ (e Nomaze _& A.p L-_.u.aﬁ\'u-c_s..kr_l_\ Ve ces\leer (e Y E(y] |
- -'.o- . _ ¥ te L (
att. . Lo S e (x \
o+ Patsn= | oo (9772 3 (o
-2
_—_E;-:_ (—— 2y .\..7_0._\ = -—3‘7:- (e - ¥) $h ol Yeow
ﬁ . -: A O ¥ Ao
" S Ll L - E"‘l = _t (o—+_’<-\
-lf_;_l ‘j \LL — A~ o ‘
j':—)( - S

Alberto Montero de Espinosa

Clases de ISAL  Tfnos 91 504 85 04 - 619 142 355




Caw %) <), D ¥ 2o - Do A

W
o
[Ny

93
;

. Vo N K
fehae o

iy

_(
T
. S E T E o
pd' S'\L.\ﬂ;’ht'— I. ECL{] = EC X} :‘o ' I_ll . ’ . s . \{_f‘

U

| . G
e NE L) ekl
o o wy) = _5(7@1_\-—ECK\EIC_'-IH‘_:' 6 hoo bo _briq S anrel a.\?

Cb . . ' 'I ,r . . ’ t
X —@'I_ (‘A\d-sd =, O ] : ' . ! ' .' ] .l \l

i k(f?




i

Fs

2
.y

-

PR - B AN

'D«\\\\.O 4

Un anuncio Juminoso esta {ormado por 7
a lo largo'de un dia, una bombilla blanca
independencia de su posicion.
decide mantener un total de
al terminar el dia. Determine la probabilidad de qu

sigujentes supuestos: -

Febrero 1996

Ejercicio P1
Heraclo 72

500 bombillas blancas y 2500 rojas. Se sabe que
tiene una probabilidad de fundirse de 0°02, con

Para las bombillas rojas, esta prob
200 bombillas de repuesto para reponer

abilidad es de 0704, Se
las bombillas fundidas

e el repuesto sea insuficiente en los dos

que en el panel.

as blancas y rojas de repuesto es Ja misma

a) La proporcién de bombill
as blancas y rojas de repuesto es la misma que cabria esperar

b} La proporcién de bombill
en el conjunto de bombillas fundidas.
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/ Sepliembre 80 | ganpy W e Y dos v.a. cualesquiera, se definen las nuevas v.a.
5 !/ Ejercicio T q 4 )

/ x .llhzllc@

Z=X+Y
W=X-Y
Demuestre: ' :

2) - P{ZW <0)=P(| X< Y1).

b) Si E[X*]= E[Y*], Z y W son ortogonales.

¢) Si X'eY tienen la misma mediay varianza, Z y W son incormreladas.

¥/ d) Demuestre ademas que, para una v.a. X arbitraria, la constante m que mjn.im:iza :
E[I X=m |] esla mediana, o sea que F, (m)=1/2.
' |
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Febrero 2000 | Enp e} circuito de la figura se desconoce el estado del interruptor, de modo que la resisten-
Ejercicio T1 ' C . -
Jerese cia total entre extremos es: R =R, + XR, con Ry y R, vaa’suniformesen (9,11)y X

v.a de Bermouilli, con P(X =1)= p. Suponga R\, R, y X indepehdicntcs.
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Febrero 96 : , . 2 .
Eﬁeiﬁfﬁfs Dadala v.a. bidimensional (X, Y) confdp.: fiy (3, y)= k(.x’ + yz), <y«
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¢) Calenle P(Y<0'5/ X = 0)
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. \[ Febrero 2000 | Sean los procesos estocasticos discretos en el tiemnpo:
LN

Teoria T2 X[ ] A[ ] (Q ®

_ n) = Aln]cos(§2n+
) ' h— r.‘l'le‘_m_'l'D) : ° )
~3 : . Y([n] = Aln]sen(Qyn+ @) : !

§ siendo Q, >0, © vnav.a uniforme en (-7,7) y A[n] unp.e independiente de @
0 y estacionario en sentido amplio, con autocorrelacién R, [m] y fdp de primer orden:
e~ a2

| ' f@=at @0
A \ .-

o Calcule:
A a) Las autocorrelaciones de X[n) e Y{n).

3 bb) Las fdp’s de 17 orden de X[n] e Y[n). (Sugerencia: defina . X = X[n] e Y= Y[n]
l‘ y calcule prewamcnte la fdp conjuntade X e Y).
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‘. . / J;jl'le'l;)c i1C EQDBZ Sea el proceso discreto en el tiempo  X[rn], de media nula y estacionario en sentido amplio,

con autocorrelacion R, [m] = a™ (0 < 2[<1). Se hace pasar por X[#], por un sistema
. b

lineal € invariante con respuesta al impulso A[n] = §{n]— b6[7—1], obteniéndose como

salida un proceso Y[n].
aj Calcule la autocorrelacion de Y[n], R,[m].

b) Calcule el valor de b que minimiza la varianza de Y[n].

. g ~
) // N c) Para el valor de b del apartado anteror, calcule la' densidad espcctral de potcncma
\ o de Y[, S, () |

%qu b L[ V= (IR - b dm-n) % XLy =

‘“1._ = A w KA~ b [ak) *X 0= xfn\*l’iﬁ“ q

. b , T
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Sepliembre 2000
Problema P2

( { eeduncy

Sea el proceso X (@) = Acos{@, +8)+ N(t), con @,>0,4 una v.a. uniforme en
-Lb, 8 una v.a. uniforme en (7,27) y N () un proceso estocastico de media nula y
autocoitelacion* Ry, () =0 *5(r). Suponga 4, N(f) y € independientes.

a) Calcule la media condicionada E[X N A= a] lamedia 77,(f) yla
autocorrelacion. R (1,1,) . {Es X (f) estacionario en sentido amplio?

Se hace pasar ahora X (f) porun sistemna lineal e invariante de respuesta en frecuencia
JH (@) =1/(1+ jo), obteniéndose a su sahda un nuevo proceso Y (). Calcule:

b

A 0 ‘“b) La densidad espectral de potencia ¥ {f).
3 v fc) La med;a y autocorrelacmn de ¥ (f).
4
) X(4) = _K(\u.(t\ A oco (et + B+ O hai>C %.'1“4""10' A
R : ‘ ' .
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_Febrero 1997
Ejercicio T2

—r_@.-'-l-cu-a

o

4/l jov

de coordenadas que emite particulas
distribuidos entre —a/2 y /2.
ancia xg de )a fuente segin el

Considere una fuente radioactiva situada en el origen
con angulos de salida @ aleatorios y uniformemente
Se sitiia una pantalia perfectamente absorbente a dist

diagrama adjunto:

Y

I

. - o

a)l'Dctcrmjne 1a funcion densidad de probabilidad de |

de una particula a su paso por x = Xg.
b) Calcule la semianchura de Ja pantalla d para que ésta elimire el 5
que sobrepasarian la recta x = Xp €n ausencia de apantallamiento.

a varizble aleatoria Y: coordenada y

0% de las'particuias f,

) . - t ~ 't .
, . _ 1o Lee P (o)
o ~U (L. &), Loled={ & * 2 |
[ o) raYo

SN etonds, 4 e el o S pe

R .
L- (:hu_mt- e bogpusnesy, = ISRV Loy PN re ot ran o _T ‘1 & . ¢ —g :’\Q(&\ﬁ

Y(e) s Fuad & Frasfrooads = Xe T

-tc.‘j & = ‘Y_ '-)-> ‘CI = ¥o \") e-
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(& TWEN &\ ’TEI?:-‘ML. éq_ "!-rcn..\.u_gcsmc.r-\c::- - . (q_._\:\u.m:._ = Oo Ctuj\t-wq_,
-k L"u'"?h \Q('@'\-" R X Qe (H% __W__ ! Cﬁ‘f“L*"'—“-"“""L— Mk&' I @ﬁ“s‘c'
! 2

LQ—L(L’\ | g e damcetle.
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N

/ Qlifoy
o Sepliembre 2002 } Sea g familia de procesos estocasticos X,(r) = cos[n(r + ©)] siendo © una v.a.
Problema P2 iforme en el intervalo (0, 2m) y n un nimero mucho mayor que 0.

5

L a) Encontrar lamedia y la autocorrclamon de X,(7). {Son procesos estacionanos en
H sentido amplio?.
B b) Calcular la correlacion cruzada entre X,(f) y X, (0} con n#m. ;Son proccsos

incorrelados?. 3Son procesos ortogonales?.

3 i . L
\' i ) Sea Z(f) = X.(1) + Xu(f) con n#m. ;Son Z(1) y X,(f) conjuntamente estacionanos en
a ' sentido amplio?.
Yoo d) Calcular los espectros de potencia de Z{f) y X,(1).
[
' ﬁl . r Bt e fouslie, da Process asbee e .
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Febrero 1959 | o 0 X e Y dosv.a's independientes tal que f(xy=12[8(x-1/ D+5(x~3/2)] v

“Ejercicio T1
—jeroielo 17

f7(¥)=1 para ['yl<1/2. Se formala suma Z=X+Y y se pide:

a) Calculey dibuje f;(z).
( b). Calcule el coeficiente de correlacion entre Z e Y,
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| Lé/ovjos.

- Febrero 2000 | Sea p (f) una sefial periodica do peniodo T Se forma e proceso estocastico
' Problema P2 [ 4 (t) = p({ + E), donde E es una variable aleatoria uniformemente distnbuida en (0, 7).

' a) Demuestre que X (f) esun proceso estocastico estacionario en sentido amplio.
Calcule paracilo 77, ¥ R, (7).

| b) Aplique el resultado del apartado anteri 0 1 s 0<i<T12
= e 2l Ies O del 4] O anlenor para -

“ _ P P parm P 0 si T/2<t<T

i
oo ¢) Se forma ¢l proceso Y(f+1,) = aX(t), donde a esuna constante. Determine a
) paraque Z{1)=X(t+1,)—Y(1+1,) tenga valor cuadritico medio minimo.
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/ Sepliembre 2002 | Sean el proceso X(n) = Xyt Xp + ... + X, + X, para n> 0y X(n)”gara n £ 0. Donde
Teoria T2 | <on w.a’s idénticamente distribuidas independientes entre si con dos posibles valores 1

~ y 1 que pueden ocurrir con idéntica probabilidad.

a) Encontrar la fdp de X(1) y X(4). ;Es un proceso estacionario de pnmer orden?.

i
e

*,

5 b} Calcular la autocorrelacién de X(@).
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23 /osjoy o

N Febrero 2001 | Dadas las v.a.’s X, ¥ Xz independientes entre si y ambas con distribucidn NV (0,1}, se
iy Provlem=P2 1 formma el proceso ¥ [#}=1+nX, + n* X, . Se pide:

"y a) Lamediayla autocorrelacion de Y [n), jes dicho proceso estacionario en sentido

= amplio?

] K evpe b) La f.d.p. de primer orden de Y [n], ¢es estacionario de primer orden?
Y duseete - c) Se forma el proceso Z[ ] Y[ ] 2 Y[n 1]+ Y[n 2] Obtenga P{Z[ ]> 0.1}
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T )/Sepﬁembfe 1999 | geaelpe Y()=a+Xr,con a>0,7>0 y X wnava cxpolnéncial de media Ja

4 N Y=a - Xi

23folloy

Vi

Ejercicio T2 .

unidad. Se pide:

a) Dibuje algunas realizaciones representativas del proceso Y (1) y,caleule su media y
varianza, .

b) Calcule la f.d.p. de primer orden del proceso Y {f}.

a>@ T vo expoenid  da tbadien ot e |
t>0

' 'I —Ax . —lICK:I . S
X o e L) . I TR de x>0 : W«
| : ' O X £0 : V7

X zew (A\ . . K o . I'
| A
O ¥eo o
- E( £\ = \ = .
A x .
1 - e X O ——_.__-——-‘__-_)K
Tk = A ' 2y - L. s
E(x)= S E(:{\- = Vi A | |
. \J.H:\ - coledo B u;:l..c'uq S

Dubog | olguuos  resladadons 'm,?nse_:-_}nj\um dul  procase
) I {

X (\\_;\'E\ Zpe. | | ,
| L,cu;m.zt _

X (wibt = ve. vz 2
{:\ = G- J.u_,‘t' reac .
X (\pol-{.\ :&({:\ =21 Lj( A2 aclipouneses
X [U.m' Wy &R w=l L}(_-l-_\:a__-'rt \
Rocks 2o oies
ér.\k Prf:(ﬁ.‘-‘-r’
[~
» E
_ . B ) .
= l\\iu.\‘] - E‘ﬂ&*-:@;ll: E}\a_lT - Eﬂ]&‘cﬁ - o & LE(X) = o =

1 es r_&r.\'D

e se e d e

f\]k\lu‘.\'-\ -:_\_‘t,r'l‘o_-\ -,Z_%L(:Uﬂj\o.(j r O {z{_} ':O“"‘ {'1 \,l-o,rl-\xl] ':.'t.l. L‘. -t

www.monieroespinosa.com - Clases de ISAL - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355




—n . . o v dd ‘ ‘ | | ) | ) ) &
5) (“..-LF.. da V¥ adew prowse . -

\:\.(I{\:'r_;.-w‘x{-f -- - ' .' " ' '. | | ] CHJ :‘

A SN N ‘)'1‘5"‘*7\*- =2 L . !
b ' ' .

R R
(-

2T L

¢

' - ) L. I I l ‘

W=t . . o

:‘\PU_CCA_._..LQ \er lc’rd,n.\c; g RN . - ' ..

X O
.

£

1

oy LT 4T

CE AR O R
;oL . .
S e

1 + ,
! '_-.I. - - i -t . 2, __‘. 1

[ (e TR

+
L

R ae

)
s

C Ol e @Aurusache A s

' - b bk,
hdo ool qe qua & o ,Q-*:.(m*\l- daprudn &,

®_e_ ol fere. . b ‘ow\e LT__ w -

(es . f_.-.r.L Lot j.\rh‘-lw\ . . .
Trl.'-.\.,..‘s gc: e tthel g, . k:.:n_:t-.:|| - 9, s X ( i 08
' .

jete | |
QUL zo ok eledwesed L ¥ £

' - 1= -y e
! kﬂ(.v.\:.ci.""xt‘_:j * = —'—'": = \p l-‘j)"—" 'jt @‘f

(o) o mo

) S it )

11(‘31{\ Ve (-LQ“.(';\\- \ [l{hi"c‘ﬂ‘ T e

Ct:t.u = <R e

i
==t
o A

e

'
oy



23\ (Y

Septiembre 2000
Problema P1

En el circuito de 1a figura, la tension de entrada A y la alenuacion A4 son desconocidas y
se modelan como vanables aleatonas independientes, siendo X uniforme en (-1,1)y 4

uniforme en (0,1).

Calcule:

Z=si
gn(Y)

¥ W a) Lafdpdelava Y. . '
P b) Lacovaranzade X y Z. _
:w;_, ©) Las-fﬁp:lc‘_& condicionadas Fy(a|Z=-1) y Fyla|Z=+]).
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_ Diseala,  ocurrencia en funci6n de la distribucién de probabilidad conjunta de Ay B.

XY poecee
234 ]ou - SR

/ Pl CCa Ty
M6 Adsimal

XL pre disecdo

Telee mun,lcﬂésl: Sea el proceso X (1) = Asen(f+B) donded y B son variables discretas unifornes. La
e 0
fdp de la variable 4 tiene valores no nulos en {1, -1} ylafdp de la variable aleatoria B en
Septiembre 03 y ' !
Ejercicia P2 {0, w/2, m}.
| a) Hallerlafdp de X(0)y X (Z) y decidir si el proceso es estrictamente estacionario.

b) Encontrar todas las posibles realizaciones del proceso X(f) y la probabilidad de

¢} Calcular lanedia y la autocorrelacién de X(7).

d) SiA y B fueran independientes, determinar si X{#) es estacionario, ¢n sentido
.amplio. 1 ' '

e) Sé forma el proceso Y(t) = max (X (l'), O). Dibujar todas las posibles

" realizaciones del'proceso ¥(1). '
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foncion escalén unidad,

a) Calcule y represente la funcién de distribucion de 7.
b) Calcule la covarianzade Z y Y.
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i_ Febrero 1999 | 1.a tension de salida X [n) de un determinado circuito puede modelarse de la forma:

™ Ejercicio P2 . X[ ]—S[ ]+N[ ]
"y, n|=S8{n n

" donde S{r] es la sefial de entrada al circuito y N[#] un ruido blanco estricto,

independiente de S[] y con distribucion de primer orden uniforme en (-d/2,d/12),

2 siendo d una constante positiva. Suponga, ademas, que la entrada S[n} es un proceso de
Y autocovarianza Cs [m)] y distribucién de primer orden exponercial de parametro ¢>0

. constante,
R 2) Calowle y dibujc la fdp de primer orden e X [r). Comprucbe que |7, (r;m)de =1.
o {Es X [n] estacionario de primer orden?. o
T b) Caleule la autocovarianza de X [17). ¢Es X [n] estacionario en sentido amplio? |
; A c) Se forma el proceso Y[n] =aX [n— 1] , siendo @ una constante. Determine ésta de
e forma que la varianza de S [n] -Y [n] sea minima. '
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I Fabrero 2000 Sea el expenmcnlo consistente en generar la sefial en rampa de la figura y obtener una
Problema Pt |\ 4ida 'S=v (7). en un instante 7 aleatorio en el intervalo (0,1).
TEMAT
‘ ‘V(f) =5
2T o :
0 leﬂ‘"' f
-1/2
Seomdameute lamedida 'S se compara con un urnbral u{(— 1/2 < u<1/2), 5
obtcmf:ndose lav.a. X definidacomo: X =max(S,u). . '
a) Calcule f (x), F (x) y E(X).
b) Suponga que ahora e] umbral es una variable aleatoria. U uniforme en (-1{2,172), de
' modg que X = max($,U)- ¢Sonlas v.a's X y U independientes? Calcule E(X).
¢) . Por Gltimo, suponga que se fija el umbral v =0, de modo que X = max{5,0) y se
replte el experimento hasta que se verifica dos_veces el suceso {X = 0}. Calcule el
miimero medio de ensayos independientes necesarios.
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S_EP_ﬁ%L.n_b_';%? Un lote de N componentes contiene N componentcs defectuosos y ¥, componentes co-
Ejercicio P1_+ octos { N =N, + Ny ). Se seleccionan al azar y sin 1eem lazamiento n componentes
Y P P

del lote (n<<N1 y n<<¥,). Obtenga: '
a) Una expresion exacta para la probabilidad de que no se obtenza mas de un

componente defectnoso.
b) Una expresién aproximada para dicha probabilidad basada en la distribucion
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Junio 96
Ejercicio P2 ,
’ Dicha v.a. sufre un proceso de saturacion, dando la v.a. Z = arctg(aY) siendo a> 1.
a) Determine f7(2) '

Vel b) Justifique qué tipo de v.
cia: esboce la funcion u = arctg(v))

@ Anfo
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a s Z para @ —> o y delermine la varianza de Z. {Sugeren-

%/,

© c) Obtenga f,(z) para a-» .
e | L st —.TL-¢ ¥ <T

4, — <
S T Vo welema . §o (02 <1 E

) ' o Pas Yo

)
o) = H‘“‘L ADS -{“‘f-\&:.&_?oru-\-b-&'\.m L -3t , s
—Jl‘l] ' ' l . . |
=3 ®T:5m[X-L\H @ e R |
Yy @ -
.).' - % — NC"‘B (.0.-\{\ és.}b. |
~H o i), (V7 | |
. .
i‘f-‘-j @ 'Pdu-ep e\ Wl e F;‘m \fUuJ!\d'\_\_x.c;.:_‘\-u.\
: : 361\ = S (.K-’r“\. Tt fmuasston Lo evbidtansd  oedlent P—,LL'\““- —
.—.-.:J ':b TQ’ ) :,QU“-‘“' PJ ST j&u_:erb-l . . '
. ' 5L = sofx )

1 S ¥

\

N
x

Corne S obRero L.mes estnctonsand vertent = T h, 'jEu:.rb-\

*J l-q:l('j) - __%_z_ii‘-j— 4 ____:?_-_f._(_.x:)—— By € | Ry

\9 (20 ] | 5 ) |

. EECIEM sty & Ry
O

» (oddonass \et Fcu{lu-n_!““s Latatohes ¢

; 0)(_7\\ _—_—ga,_,_(x-\-\-?\ :::s.g)’f.‘x.'l s X &) = 3‘(7&

lx-\sﬁ.u-x L COSX'—'

Vitoraet ! G038

= g4 = \S L- w2 () = gl = \ﬁ’.:" e etie e
> o ey (OO,
:“ éjo—-— ses. (¥ *VN) ) clelar tos en:_'\u_ui

\w.mcnteroesbinosa.com - Cleses de ISAL - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355




N ' _ L . SN
‘?‘1(7"1\ = .—)_.L‘:L ‘Q—I(x?—\—‘"ﬁ- , '—_——S H\h:/ E\-\bur_,_.b_gc_

Lot Gul ese denides  ue se. uo_c_n_u o calader  los Em"l‘u"'&-j&w. L X XZI.
T T e . C K ose vacasifa 2 rrreiwfkimi’i: o

TS SRUTE N\ . . } - I . | .- L
i ] . o - - : o
l ' . ' ' ) . ! Ly o

'%i[lj\ '-_—. n - - 20, Vo Si "L,). é— Q.q‘ : . l ' , v Eéf_f\

- ! . bt Ny

AL ES R | oot IR S S

O S | sv Y %{KE . L T ;‘.-5-

) y
. r i3
— :

X

gy

‘K'(:__ :

@«

-q’?.}f,:

G

' Q"f )

@l

S

a0

A

@ 40

@

o <

. {-‘IL‘- (?/J
\-‘(")\ & &S"N\dn_u_m...x_\t cesienle eu ):-L: l_] lca_,_,_"('\u.ue\..i 'C&w'\\.\ol-lﬂ-, ] Hea luverse™

\\_l(i&,) Cen oo vy " deiwabla JKFULD-\—LL&L reeraure. corte |
2‘2 ()= Qj (v (2\\ > ‘ (\\‘\\‘ (2 \ 4

ot W (YR el e AE—a(f,g)_- %ﬁ(
WG = andy (g} D 2 2 aredy (og) D220y T 9T e

Qe = 0 .



o, Seois 96 E.IUL:L\G b

—_ CGU—‘ wosochen

by SaRhias e lejéeeedet - Lo (4 4 2
' 3 : UL N
) ' -\ . (L\“L\‘ () = - \ o
e g (W10 \ Y (& w2
3 '

i . -—\- _\91{_. o 2 .é R‘Er

R Yulel= are Vi - jzi_Y '

‘-3"—‘.5 .o B ' ' L .

Sy

.1 .

. ﬂng\)ﬁ;‘&b &\\.\..n‘.kl- . .

: L e L ey (&\<z<oﬂ5(oﬁx
) ' '
}
3

wsosads el Feoratae Se'ui
(p=g-

es

s séle

, —%l(_t\__r” - Rz Looda ‘jLeS e \it_g.».u
RS I oAy e S 0]
.J:l. | S.\ 2_ E RF_— I

_‘_‘o.j =N Yy, =~ __L; kﬁ%?
A

. Wy ) = osdy (ol 3 2= ady (o) 2 2

PRV e [_)na:.-.u..u

\"'(3\: e . = - > \“"(‘Jr)E ,

L4 [c»tj\l L xoly? et ['—; _13%)7-

_ L ' =

R = -Y‘.{ (\'5‘\: - L

i T S e 53 [T
‘\‘ . Q‘L (=




~a Su “t\--.te».'f&-"

92‘(1\.: ,

gl

s

Ao oo des deorouaams . '

!
—_— = -

z2 & K2

4
|

—_~

™ ey
-~ )
A

TR
K !

-
R

L
("{ Yy
N
(L f
S s
o
T
{j__ (e

g & Ra,

T

uscu- c ...c;\g, Wi

CTQI:.LQA.'»-"Q -TE._ rUO_.leL-.

b\ LuaA.\&o. 5':\‘-’9- \ch '.5.-".

— ‘fﬂb

.\En\'.‘c,a-\
N
CIL:_.‘ E.

. ‘e Vet ‘e ,pu.u.u
\OL e;,-u\-mmﬂ dul._é.

|p

()=

'M%(mz;:%

Q__rl‘_-\a (Y= o |

"'“?’

Conce Ce  deseven &

Coud .cg_-—h-D‘-\ e -‘crm.s,goru_..o_r_\é.‘ cS
|
. o . o
-P(a:-—_rt_:I = c\.j—__J
z_\ 4 QW 5

—

€S weee YO 'c\ism.‘n:., xy

cc:.n-\f\wo.. —_— AJSU:::"U

\’
Qrm@m&akcmga

L (]
A‘j = — [cucseua
L —4

L
\ L--\_"L

LR AT

m&%

et

4 .«J-

@ﬁﬁﬁﬁ

S S Ty

ﬂ.l_-

e o

ST ERA

B S EE

-
.|

37y~ T" e o Tob Talal

\._,- o
)—'I }:

ki

F

L
<

1

i In o0 Inliadtey

A
3oy T

A

T~

- D L P

3 5L C-‘-f:h

]

=
—_~—~

2

e 2N
T
RS S

S

L
(”( ‘

s
Se
{.ﬁ \






2/ o 4

Sean R ¥ @ dos variables aleatorias independjentes tales que @ es uniforme en. (0,27) y

ETSI

Y Telecomunicacién .

! R tiene una fdp: .
13 Segt.iern_h.re 03 ' ' - 2y . '

. Ejercicto P1 f:’i(r) = F re (O’A)
5 Siendo A >0 una constante. Sobre ellas se realiza la signiente transformacion:
24

X=rCcosg
;;;i
e { y=rseng
B Calcule: "
1 a) Lafdp conjunta de X ¢ Y. Dibuja su rango.
B b) Las fdp's marginales de X ¢ Y. ;Son independientes? |
’ ; ¢): Lacovarianza deX ¢ Y ¢Estin incorreladas? : ‘
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Febrero 99
Ejercicio P

El tiempo de conduccion que tarda una persona en llegar a su irabajo en coche es una
variable aleatoria Y. La hora de salida de su casa también es una variable aleatoria X. Se

sabe ademnds, que hay un tiempo minimo de conduccién igual a 7;.Sila f.d.p. conjuntaes

fn(x,y)=(1/I}))exp[—(y—Tl)] en O<x<T, e y>T,sepide:

a) Lafdp.’smarginalesde X ¢ Y.

b) Eltiempo medio de conduccién y la hora media de llegada al trabajo supuesto que

se hasalidoalahora T,(0<T, <T).
c) La probabilidad P{Y>X+ T]}
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Febrero 2001 | Sea un sistema de comunicaciones con un ancho de banda limitadoa C I unidades y un
Problema P1 |y chario que solicita X unidades del mismo. El sistemna tiene ocupadas ¥ umdades
(independicntes de X) y el gestor de asignacitn de ancho de banda asigna Z = g(X,Y)

unidades. Si X esuna v.a. uniforme en el intervalo 0 <x<B (B> C) e Y umava,
uniforme en el intervalo 0 < y < C, se pide: '

\[a) El ancho de banda del sistema, C, para que P{X > C} <1%.

'L/b) El ancho de banda del sistemna, C, para que P{X +Y > C} <1%.

| x; 0<x<C—y

¢y Sioglx,y)= {0. . resto ,Jarelacion entre C y B, para que las v.a.’s X

y Z scan incorreladas.
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e Febrero 1956 | Por ¢ laberinto vertical de la figura se deja caer una bola. Suponiendo que la rejilla dene
2 Ejercico TL{ etapas de bifurcacion y que en cada bifurcacion la probabilidad de ir 2 izquierda o
{) derecha es la misma. \
i
T : - . bifircacion 1
2 PN bifurcacion 2
" . - T AN\ bifurcacion 3
i oL :
A
- )
9
~4 ) 1
o ' . "
] ' a) Determine la probabilidad de que la bola saiga por el canal &-ésimo.
S ' b) Este dispositivo se émplea para generar niimeros aleatorios de distribucién aproximla— _
- ’)_ damente gaussiana. Justifique por qué y qué condiciones debe cumplir para‘ello. Deter-
i ' mine ademas la media'y varianza de los mimeros obtenidos. '
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1 “\‘{I_SEP‘.‘S,{DH_E._@P Un circujto formado por una resistencia y un condesador tiene una “copstante de tiempo”™
AT Ejercicio P1 | 7= pC, donde R-y C sonv.a’s uniformes en (9,11) € independientes, Calcule:

3 a) Lafdp.delava. T (no clvide su rango o recormido). |

9 b) La media condicionada E(T\R=r). _

_3 ¢) El circuito anterior se emplea en un oscilador cuya frecuencia de oscilacion es

} F =1/(RC). Calcule ¢l valor medio de dicha frecuencia.
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Problemas de Introduccién a las Sefiales Aleatorias. Curso 2008-2009

*1.- Un ingeniero quimico es el responsable de un determinado proceso en una
refineria de petréleo. Experiencias previas indican que un 10 % de las interrupciones
del proceso son debidas solamente a fallos del equipo, un 5 % debidas a combinaciones
de fallo del equipo y error del operador y un 40 % en las que se involucra el error del
operador. Bajo la hipétesis de que el proceso se interrumpa, calcilese la probabilidad
de que sea debido a:

a) fallo del equipo o error del operador.

b) sblo error del operador

¢) causa distinta a fallo del equipo o error del operador

d) error del operador supuesto que el equipo fall6 previamente

e) error del operador supuesto que el equipo no fallé previamente

f) falto del equipo supuesto que el operador cometié un error

g) ;son los sucesos “error del operador” y “fallo del equipo” independientes?

2.- Un centro de calculo dispone de tres impresoras A, B y C, con diferenies
velocidades de impresion. Un listado puede enviarse a una de las tres con
probabilidades 0.6, 0.3 y 0.1, respectivamente. Ocasionalmente, cualquiera de las
impresoras se puede atascar y destruir el listado con probabilidades 0.01, 0.05 y 0.04,
respectivamente. Se pide:

a) Probabilidad de que un listado se destruya.
b) Supuesto que un listado se ha destruido, determinar la impresora que, con
mayor probabilidad, ha sido la causante de su destruccién.

3.- Se dispone de 2 generadores A y B de numeros aleatorios de 36 bits. Los
niimeros que genera A son todos equiprobables, y lo mismo ocurre con los generados
en B. Si se generan sendos nameros aleatorios en A y B, la probabilidad de que uno
cualquiera de los dos sea igual a un niimero prefijado m es 27, Se pide:

a) ¢ Son los generadores A y B independientes entre si?.

b) Se obtienen 10" némeros aleatorios independientes con el generador A;
calcule la probabilidad de que al menos uno sea iguala m.

¢) Si se generan 10" niimeros independientes en A, calcule la probabilidad de

que mas de 1500 de ellos sean iguales a m.

%4.. Un movil se desplaza en el plano; en cada instante hay una probabilidad p de ir
de un punto (x,y) a (x,y+1) y una probabilidad g=1-p de ir de (x,y) a (x+1,p). Se pide:
a) La probabilidad de ir con desplazamientos independientes desde el punto
(0,0) hasta el punto {(a,b).
b) La probabilidad de alcanzar el segmento MN definido por M=(a,b),
N=(a,b+1) desde ¢l punto (0,0). -

Hoja No. 1




Problemas de Introduccion a las Sefiales Aleatorias. Curso 2008-2009

*5 - Un ordenador tiene una memoria de N posiciones. Durante el montaje de la misma se
instalaron por error algunos circuitos defectuosos, de forma que se sabe que m posiciones no
pueden ser leidas, y el ordenador se bloqueara cuando lo intente. El acceso a las posiciones de
memoria puede ser de dos tipos: 1) aleatorio (en cada acceso las N posiciones tienen la misma
probabilidad de ser leidas), 2) secuencial (el ordenador lee las posiciones sucesivamente a
partir de la primera). a) Caracterice probabilisticamente la v.a. X: “No. de accesos a memoria
hasta que el ordenador se bloquee cuando los accesos son todos de tipo aleatorio”. b)
Caracterice probabilisticamente la v.a. X,: “No. de accesos a memoria hasta que el ordenador
se bloquee cuando los accesos son todos de tipo secuencial”. ¢) Si m=1, calcule el namero
medio de accesos hasta que el ordenador se bloquee para cada tipo de acceso; d) Si m=1,
calcule la probabilidad de que el nimero de accesos sea menor o igual que N para cada tipo
de acceso y su limite cuando N—eo,

6.- Un sistema de control de accesos de clientes a un determinado recinto compara la
palabra de paso pronunciada por un locutor con una referencia interna y obtiene una medida
del “parecido” entre ambas que se modela como una va. X con distribucién N(3,1) si el
locutor es “cliente” y N(0,2) si el locutor es “impostor”. El acceso se permite o deniega segin
dos posibles criterios: 1) El locutor pronuncia la palabra de paso obligatoriamente n veces y
si el “parecido” supera, al menos, m veces un umbral A, se permite el acceso; caso contrario,
se deniega. 2) El locutor pronuncia la palabra de paso y el “parecido” se compara con dos
umbrales, 4, y 4, (4,<4,); si es menor que 4, se deniega el acceso, si es mayor que A, se
permite y, s6lo en caso contrario, se solicita una nueva identificacion, repitiéndose el proceso
anterior hasta un maximo de L veces: en la I-ésima repeticion (caso de alcanzarse), si el
“parecido” es inferior a 4, se rechaza el acceso y si lo supera se acepta. (Suponga, para ambos
criterios, independencia de los ensayos). a) Calcule, para el criterio 1, la probabilidad de
aceptar a un cliente y de rechazar a un impostor para n=3, m=2 y 4,=2.b) Calcule, para el
criterio 2, el umbral 4, de modo que un impostor se rechace exactamente en el L-ésimo
ensayo con probabilidad 107, si L=4 y A,=2. c) Para el criterio 2, con L=4, 4,=2 y el umbral
A, del apartado anterior, determine la probabilidad de aceptar a un cliente exactamente en la
repeticion &-ésima, en funcion de k (no olvide determinar el rango).

7 - Se define la v.a. Y como el nimero de veces que se debe lanzar una jabalina hasta
conseguir sobrepasar una marca de b metros (lanzamientos independientes). Si se llamap ala
probabilidad de que un lanzamiento sea superior a b, se pide: a) P(Y=k) y demuestre que
¥ P(Y=K)=1; b) El nimero medio de lanzamientos necesarios para superar la marca de b
metros; ¢) Si la distancia alcanzada en un tnico lanzamiento, X, esta distribuida segin una
v.a. Rayleigh, con fdp j(x)=(xfa2) exp(—x2/2 &’} U(x), con a=25 m, calcule el nimero medio
de ensayos necesarios para batir el récord del mundo situado a 88 m.

+8.- Una red de cajeros automaticos estd constituida por un ordenador central, al que estan
conectados una serie de terminales. Cuando un usuario, previa la introduccién de su tarjeta,
desea realizar una operacién, el cajero intenta conectarse a través de una linca con el
ordenador central, el cual tarda un tiempo en responderle, T, que depende de factores
impredecibles. Si el cajero estd situado en la misma poblaciéon que el ordenador, T es
aproximadamente una v.a. N(7,0); si estan en distinta poblacion, T tiene una fdp
A=) exp(-ajt—4)). El modo de funcionamiento es tal que, si al cabo de 7, segundos el
ordenador no ha dado respuesta alguna, se interrumpe la operacién iniciada. a) Si se sabe que
la media y varianza de T no dependen de la ubicacion del cajero, determine los pardmetros 4
y « en funcién de los 7y o b) Si ¢ se disefié de forma que la probabilidad de que una
operacion se interrumpa dentro de la poblacion sea 0.01, calcule dicha probabilidad para un
cajero situado fuera. ¢} Si la red estd formada por 2000 cajeros dentro de la poblacion y 1000
fuera, y se opera con 100 cajeros escogidos al azar, determine la probabilidad de que al
menos uno no pueda realizar la operacion requerida.

Hoja No. 2




Problemas de Introduccion a las Seiiales Aleatorias. Curso 2008-2009

9.- Considere una fuente radioactiva situada en el
~origen de coordenadas que emite particulas con
dngulos de salida @ aleatorios y uniformemente
distribuidos entre —#/2 y /2. Se sitia una pantalla e
perfectamente absorbente a distancia x, de la fuente e ¥
segin el diagrama adjunto. o

a) Determine la funcién densidad de probabilidad
de la variable aleatoria Y: coordenada y de una Y
particula a su paso por x =x, .

b) Calcule la semianchura de la pantalla d para que ésta elimine el 50% de las
particulas que sobrepasarian la recta x = x, en ausencia de apantallamiento.

%10.- La tension de entrada a un determinado instrumento de medida es una v.a. E
N(v/2,v/\2). El valor medido por dicho instrumento, X, coincide con el valor de la
tension de entrada si éste se encuentra en el margen (0,v); si dicho valor esta por debajo
de 0 voltios, el instrumento siempre registra 0, y si estd por encima de v, la medida es
siempre igual a v. Obtenga la fdp, la FD y la media de X.

*11.- Un dispositivo tiene una capacidad ¢ que depende de la tensién aplicada v
segin la ley:

Cy Y v,

cmeW=1 o sy,
v

siendo ¢, y v, constantes positivas. Suponiendo que la tension es una v.a. V uniforme en
(0, 2v,), determine: a) La fdp de C=g(V). Compruebe que J: fele)de=1.b) E(C) y
E(CV). ¢) Si el dispositivo se incluye en un circuito resonante cuya pulsacion de
resonancia es W =1/./¢,C, siendo £, una constante positiva, calcule la pulsacion

media.

12.- Se dispone de un circuito cuantificador de 4 niveles (2 bits), cuya caracteristica
de transferencia es la mostrada en la figura 1. Suponga que Ia entrada a dicho circuito es
modelada por una v.a. X con fdp tal como muestra la figura 2. a) Determine la funcién
de distribucién de la v.a. Y=¢(X). b) Calcule los valores de los niveles de cuantificacién
b, v b, que hacen que la varianza de la v.a. Y-X (error de cuantificacion) sea minima.

f(x)

4 1
b, —
X a(x) b |
_r"_'— ! /2 - X
Iz X —>
-b
. Py -0, -1 1
—— -bl
Figura 1 Figura 2
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Problemas de Introduccion a las Seiiales Aleatorias, Curso 2008-2009

*13.- Se escoge un punto de forma aleatoria en el intervalo (0,7) y un segundo

- punto, también aleatoriamente, pero siempre a la derecha del anterior, y se definen las

va’s X: “posici6n del primer punto” e Y: “distancia del segundo punto al primero”.
a) Demuestre que la fdp conjunta de las va’s X e Y es:

For(6y) = 1 { O0<x<T

T(T-x)
b) (Son X ¢ Y incorreladas?
¢) Caleule P(Y<X).

O<y<T-x

#14.- Sean X ¢ Y dos v.a.’s de Bernouilli independientes, con P(X=1)=P(Y=1)=p,
P(X=0)=P(Y=0)=1-p=q. Se forma la v.a. Z=X®Y, donde el simbolo & denota la
operacion “o exclusivo”. Se pide: a) Demuestre que las v.a.’s X'y Z no son, en general,
independientes. b) La covarianza de las v.a.’s X y Z. ¢) Los valores de p que hacen que
X y Z estén incorreladas; para dichos valores de p, g_,son XyZ indepenciieﬁtes? :

*15.- Un circuito formado por una resistencia y un condensador tiene una
“constante de tiempo” T=RC, donde R y C son v.a.’s uniformes en (9,11) e
independientes. Calcule: &) La f.d.p. de la v.a. T (no olvide su rango o recorrido). b) La
media condicionada E(T|R=r). c) El circuito anterior se emplea en un oscilador cuya
frecuencia de oscilacién es F=1/(RC). Calcule el valor medio de dicha frecuencia. '

16.- Un sistema de comunicaciones envia mensajes que se pueden modelar
mediante una v.a. X que adopta valores 1 y —1 con igual probabilidad. A fin de
aumentar la fiabilidad de la transmision, el valor adoptado por X se transmite tres veces
consecutivas. En el extremo receptor se reciben, pues, tres v.a.’s: Y =X+Z, Y,=X+VZ,,
Y,=X+Z,, donde Z,, Z, y Z,, son v.a.’s N(0,1) ¢ independientes. A fin de decidir el valor
de X se preparan dos tests: 1) Se forma la v.a. A=signo(Y,}+signo(Y,)+signo(Y,). Si
A>0, entonces se dice que X=1; si A<0, entonces se dice que X=—1. 2) Se forma la v.a,
B=Y,+Y,+Y,. Si B>0, entonces se dice que X=1; si B<0, éntonces sc¢ dice que X=-1.
Se pide: a) Suponiendo X=1, calcule la probabilidad de equivocarse en la decisién
usando la v.a. A. b) Suponiendo X=1, calcule la probabilidad de equivocarse en la
decision usando la v.a. B. ¢) Determine la probabilidad global de equivocarse en la
decisi6n para cada uno de los tests.

17.- Un detector de radioactividad consta de un contador de particulas (que
supondremos independientes) y un cronometro. Al conectarse, la llegada de una parti-
cula pone a cero ambos medidores y, a partir de entonces, los dos empiezan a contar. El
tiempo que transcurre entre las llegadas de dos particulas consecutivas al detector es
una v.a. exponencial de parametro ¢=0.5 seg’ en condiciones normales (no escape
radioactivo). El detector puede funcionar de dos modos diferentes: a) Suponga que la
sefial de atarma de radioactividad se produce cuando el tiempo que tardan en contarse
100 particufas es menor que 7" segundos. Determine el valor de T para tener una proba-
bilidad de dar falsa alarma en condiciones normales de, aproximadamente, 0.1. b) El
otro modo de funcionamiento activa la alarma cuando se regisira mds de una particula
en el primer intervalo de 1 segundo. Calcule ahora la probabilidad de falsa alarma. c)
Para los modos disefiados en los apartados a) y b), calcule las probabilidades de detectar
correctamente un escape radioactivo que aumente el valor de ¢ hasta ¢=0.6 seg'’.
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Problemas de Introduccion a las Sefiales Aleatorias. Curso 2008-2009

*18.- Sea X(/) un p.e. estacionario de orden 2 con funciones de distribucion de
- primer y segundo orden Fy(x) y F\(x,%,;7), respectivamente. Se forma el proceso:

Y(t):{ 1 X()>a

-1 X{#)<a
siendo a una constante tal que f{a)>0.
a) ¢ Es el proceso Y(#) estacionario en sentido amplio?. ¢Es estacionario de orden 1?.
b) Para dicho p.e. Y(#), calcule la autocovarianza y la varianza. ;Cual es el valor
maximo que puede tomar esta ultima?. '

19.- Sea X[n] un ruido blanco estricto con f.d.p. de 1 orden Normal estindar. Se
define el nuevo proceso Y{n}=U(X[n]-A), donde U() es la funcion escaién unidad y A
es una v.a. de Bernouilli, independiente de X[n] y con P(A=1)=p. Calcule:

a) La media y varianza de Y[n].

b) La autocorrelacién y autocovarianza de Y{n]. ;Es estacionario en sentido amplio?

¢) La correlacién cruzada Ryin.n,] Van, (Son Xin] e Y{n] conjuntamente
estacionarios en sentido amplio?

*20.- Sean X, X»,..., Xp»... v.a.’s continuas ¢ independientes, de media nula y
varianza 1. Se define el proceso discreto en el tiempo:

Xinl=Y'X, (1=12,..)

a) Calcule la media y la autocorrelacion de X[n]. (Es estacionario en sentido
amplio?.

Se define el nuevo proceso:

Y[n=X[n+N]-X[n]

siendo N un numero natural fijo.

b) -Calcule la media y la autocorrelacion de Y[n]. (Es estacionario en sentido
amplio?.

¢) Obtenga la distribucion de 1% orden del proceso Y|n], suponiendo N>>1.

21.- La tensién de salida X[#] de un determinado circuito puede modelarse de la
forma: :
X[r]=S[n] +Nin]
donde S[n] es la sefial de entrada al circuito y Ni#] un ruido blanco estricto,
independiente de S[n] y con distribucién de primer orden uniforme en (~d/2,d/2),
siendo d una constante positiva. Suponga, ademés, que la entrada S[r] es un proceso de
autocovarianza Cs[m] y distribucién de primer orden exponencial de parametro ¢>0
constante,

a) Calcule y dibuje la fdp de primer orden de X[n]. Compruebe que
[ f1(x; mds =1. ¢Es X[n] estacionario de primer orden?

b) Calcule la autocovarianza de X[#]. ;Es X{n] estacionario en sentido amplio?

¢) Se forma el proceso Y[n}=aX[r-1], siendo 4 una constante. Determine ésta de
forma que la varianza de S[r]—¥[n] sca minima.

Hoja No. 5




Problemas de Introduccion a las Sefales Aleatorias. Curso 2008-2009

%22 - Sean X(#) e Y(#) dos procesos conjuntamente estacionarios en sentido amplio,
de medias nulas, autocorrelaciones R,(7) y R,(7) y densidades espectrales de potencia
S{®) y S{@), respectivamente. Su correlacion cruzada es R,(7) y el espectro cruzado
Sel(@). Se define el nuevo proceso U(H)=X(#) cosayt +Y(f) senayt, siendo @,>0. a)
Determine las condiciones que deben verificar los estadisticos de X(f) e Y(#) definidos
anteriormente para que U(f) sea estacionario en sentido amplio. b) Para las condiciones
del apartado anterior, calcule la densidad espectral de potencia de U(¥). Particularice las
expresiones de la autocorrelacién y la densidad espectral de potencia de U(f) para el
caso en que X(f) e Y(#) sean incorrelados.

*23 - Sea X[r] un ruido blanco estricto con fdp de 1°r orden normal estandar. Sobre
X[n] se aplica una transformacion lineal ¢ invariante de respuesta al impulso
h[n] = a,8n] + a,d[n-1], obteniéndose como resultado un proceso Y[n]. Calcular: a) La
autocorrelacion y densidad espectral de potencia de Y[n]. b) La fdp de 1¢r orden de
Y[~].

24.- Sea el proceso discreto en el tiempo X[r], de media nula y estacionario en
sentido amplio, con autocorrelacién R, Jm]=a"! (0<|a}<1). Se hace pasar X[r} por un
sistema lineal e invariante con respuesta al impulso h[n}=d8n]—b dn—1], obteniéndose
como salida un proceso Y[n]. a) Calcule la autocorrelacién de Y[n], R,[m]. b) Calcule
el valor de b que minimiza la varianza de Y[n)]. ¢) Para el valor de b del apartado
anterior, calcule la densidad espectral de potencia de Y[n], S{£J.

25.- Sea X[n]=Acosz(.an+<D) un p.e. discreto en el tiempo, siendo (2, una

constante y A y ® v.a.’s independientes. A tiene por media y varianza 7a y o’
respectivamente y ®es una v.a. uniforme en (0,7). a) Determine la media y
autocorrelacion del proceso X[n]. b) Determine la densidad espectral de potencia de
X[#). ¢) Se define el nuevo proceso Y[n]=X[n]-X[n—1]. Calcule la autocorrelacion de

Y[n].

Hoja No. 6
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ISAL - 12 DICIEMBRE 2002 - FILA B

1) Un circuito no lineal tiene la siguiente funcién de transferencia:

ﬁru’z

y=g(x)=1-e

siendo ¢>0 una constante. Suponga que la entrada a dicho circuito es modelada por una
va X con fdp fu(x).

" a)} Dibuje la funcién de transferencia y calcule la fdp de la va ¥=g(x).
b} Particularice el resultado anterior para la siguiente fdp ( u(x) es el escaléh unidad):
fy(x)= 2axe™™ u(x)
c) Para esta fdp, calcule la media y varianza de la va ¥,
d) Caleule la probabilidad de aprobar este examen (tener una nota mayor o igual a %),
suponiendo que los ocho apartades que lo componen tienen la misma puntuacién (1,25

puntos), suponga que esa puntuacién de 1,25 puntos se obtiene si la solucién es correcta (lo
que ocurre con probabilidad 0,5) y que se obtienen O puntos en case contrario,

L Ry B e N B N i

— ———

— e ] ;
TSAL - CURSO 05/06 - GRUPO 21 FILA

]

funcidn y=g(x>
{1 Sea X unava CO“SFD(‘)‘;XiXJ)C‘Q; un e-lil dxfz 0.25
x+0.5-U0% . =pg(xX)=
F.(x)= 0;x <-0.5 y=8() 2} x|<0.25
* Lx=z0

e f y de 1{.
X

o de lava ¥y PY=2)

|
o la fdp de lava Y. Calcu _
et p ze lava Y fiene drea unidad.

a) Compruebe qu
b) Calcule el rang
¢} Obtengay dib
d) Compruebe que la fd

e su media y su varianza.
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\/1) Un circuito no lineal tiene la siguiente funcién de transferencia:
—ﬂ.\’l
y=g(x)=1-e
siendo a>0 una constante. Supenga que la entrada a dicho circuito es modelada por una
va X con fdp fu(x). ‘
" a) Dibuje la funcién de transferencia y calcile la fdp de fa va Y=g(X). _
b) Particularice el resultadoe anterior para la siguiente fdp ( ufx) es el escalén unidad):
Jy(x)=2axe "“Ju(x)
¢} Para esta fdp, calcule la media y varianza de la va ¥,
d) Calcule la probabilidad de aprobar este examen (tener una nota mayer o igual a 5),
suponiendo que los ocho apartados que lo componen tienen la misma puntuacién (1,25

puntos), suponga que esa puntuacidn de 1,25 puntes se obtiene si la solucién es correcta (lo
que ocurre conprobabilidad 0,5) y que se obtienen O puntos en caso contrario.

e il e o
RN o ] B/
l:/([‘ \l" \ ISAL - CURSO 05/06 - G6RUPO 21 FILA

x una va con FD Fx(X)Y la funcién y=g(x}

1. Sea e x120.25
05,—05 <x< 0 ) _ - 3
) F x <205 y=8E=Y 1 11<025
A(x)=
’ Lxz0

le la fdp de X.
Compruebe que F(x) cumple las propiedades de una FD y calcule
a) Comp x) cump P
b)) cCalculecél rango de la va ,nyl P('l; 5)_Cq
('QC) oo dibujle l:dfdil)e.di :avl’ 'r'iene, 4rea unidad.
'd) Compruebe que la TP

lcufe su media y su vaerianza.
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Ejemple 2: Considerando que X o~ (—w, 7) vy gue Y =
g(X) = 1 ﬂi‘:.i{‘.}‘i'.—i-—ﬂ_}, codl e, § ¢ K, obtenga mediante e} Teorterms,
findarweartal la sxcpresion de vy {y).

HBoluecidin: En este ecaso, lo funcidn de freusfonmaciom g =
gl®) = gainlz + @) es una sinuscide con fase inicial ¢. El nuime-
ro de puntos e corte entrs uns recta horizontal de ordenads
# ¥ esta funcidvn seris infinito si la expresidén se analizase Vi
8in ermbares, oo $6lo mos interesa el intervalo donds 1o VA
X torma valores, v este mtervalo es de anchura 2w, o otmero
cde pundos de corte gueda reducido a 2 {salve en. algin punto

aisladn, por sjemplo, en los punbtos de mifnime v méximo de

esta curva). Por otra parte, los valopes maxirno ¥ minimo de
Ia transformacidn sor d-o, de forinag duie sabemos de antemane
crie Ia funacicdn de densidad fuera del indervalo {—a. a) es ouala.
Clemtrandoncs en ef nterior del intervalo, podemos escrilds

- x (:z:j Saim)

Pl = 3t ey T 196 L

La. derivada de In funcidon de rransformacion es g’ (e) = a cos(x -+
3. Por ello, In expresidn anterict se particulariza
1 1

2 + I
|ee vy 4 83| - | cos{as 4+ &)

Fv () =

Para escribirv la expresidn en functdon de  tencrnos ogue hacer
wmo fle la fancidn inversa. En este caso

v o= asin{r+ &)
Y s

= = winfw -+,
£
@ == Aaresin (H) — 8 {2.83)

e Foramn opeee
b

1
= . 4 2
e com{arcesin (2] ey |ee cms{aromsin 3]

e {’a') == i

==IE

Reparese, oo obhstanes, gue o guese realimente nessssitaanos saber
ws e esoeribic o cos{e - &1 en fanecidn de gy, para cads nns de
las ddos soluciones o ¥ e, Por ef oarninoe que heonos empleacdo

hasta alora las cosas o son obyvias ¥ no parece obvio tampoco

e obheorter de foorns explicita las cdos solucioness e herioos
anticipado gue existent. Debéae habher otros caoninos, s onales,
. generad, suelsn encontrarse hoeciendo uso corebinacdo de la
ancion glad ¥ de su derivada. En efecto,

v = g(x) = asinfx - &)

giw) = amoeos(e 4+ 8) = o \,/'J. — =sin® e + @)

= =k v‘f’r,!._:" — (e siniz + @132
glmy) = sbfa?— R {2.15:£)
por Loy e, '
% 2 .

(v = g e — .
Lot | — wa? —w? e —yf we® g2

Ller pragscles epue, Hnalinoente,

ok
fy—((f} e { (7;'\/‘5,131—14'2
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- FILA A -

Jl.- Sea (., #) una va bidimensional con lasiguiente distribucidn de probabilidades:

2 Ay e—
PX=x,Y=y) =Elk(xf ) x=mhOLs y==101
0 resto
a) Calcule el valor de la constante £ /
b) Calcule las distribuciones margihales de .¥'e ¥,
¢) <¢Son Ye Findependientes? ?‘h
@) Caleule la covarianza de Fe 7.

2.- Considere una v.a. . con fdp:
[ k(b- [xl) para |x| <b

Xl=
f ) i 0 resto
y la v.a. ¥ que se obtiene al transformar la v.a. ¥ mediante la funcién:
[0 |x| <a
y=g(x) =i o
|x| resto

siendo a<b constantes,

a) Dibuje la fdp fx(x) y caicule el valor de & en funcidn de b. \/
b) Dibuje la funcién de transformacién y=g(.t} y obtenga la fdp de la va ¥=g(.¥), en
funcidn de ay & (No olvide indicar su Rango).

c) Compruebe que: _[;f}. (y)dy =1

d) Parab=1ya=1/2 , caleule E(F)y €ry \/

e) (OPCIONAL)
Suponga ahora que a=1/2 , que ¥ es una v.a. N(1/2,2), y considere un experimento
consistente realizar 100 ensayos independientes en los que se genera un valor de la
va. X N(1/2,2) y se observa si el valor de y=g(x} es o no igual a cero. Calcule el
nimero medio o esperade de ensayos en el que el valor observado de y no serd cero

(y#0).
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V.a.binomial B(n, p)

media: 1 =np

V.a. geométrica (P{X=k}= p*'g; q= prob.dequese produzcael sucesoesperado) media: 7] = 1

X dy=x-In(l+X)

1+x
TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

v o0 - 0l 02 A2 04 3 06 07 08 09
00 T(AGGD  A04D 5080 5120 816D 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 S47R 3517 5557 AS9e 3636 5675 5714 5753
02 5793 5832 5871 5910 5048 (SUB7) 6026 6064 6103 614)
03 6170 6217 6355 6293 6331 76368 6406 6443 6480 6517
04 B354 6391 6628 6664 6700 6736 6772 6803 6844 GBT9
0.5 (8915) 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7324
0.6 7237 7L 2324 13T 7389 7423 7434 7486 9517 9549
07  gss0  76T1 - 7642 7673 704 UATAd) T4 1794 7823 852
08 7RRL 7910 7939 987 7995 B A0S 078 Bi0s L8133
09 2159 8186 8217 €238 8264 3289 .83}5 8340 §365 8380
10 8413 R43%8 4Gl 485 8508 531 8554 8577 8599 .sau
11 L8643 8665 8686 B0 8729 8749 8770 8790 8810 8830
12 8849 836D BRFE  8ODT 8925 8944 8962 L8080 8997 9DIS
13 5032 5040 9066 082 8090 2115 9131 9147 bis2 87T
14 0197 5207 9222 9236 9251 9285 9279 9292 4306 941
15 9332 0345 9357 9370 9382 9394 9406 0418 9429 944d
16 9452 9463 0474 9484 9405 0505 9515 9525 9345
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 D633
L8 9641 0649 9656 9664  0a¥L 9678 9686 9653 GI06
L9 D713 STI0 0 9736 9732 97 9744 9750 9756 9767
20 9772 9718 9783 &7RR 9783 0798 9803 9808 5817
a1 921 9%6 9830 0834 ORIE 9842 OB4E 9850 9857
22 9861 9864 9Re8 9871 B878 9881 9884 5890
23 9893 HROG  9R9S 0L 9906 9%08 9911 9516
24 9918 90 9922 (993 0929 9931 8um 9936
2.5 9933 9940 9941 0043 546 9948 9949 0952
26 9953 9955 9956 4957 S960 9961 9962 9964
27 9965 9066 9967 9968 9970 99T 9972 9974
28 9974 9975 W76 .997] D978 9979 9979 9981
29 9981 9982 9982 9943 HUB4 9985 9985 9985
30 40g7 9987 9987 .DO8S 9980 W9E0 0089 99490
31 9990 H991 9991 9991 94 9992 9992 H943
32 9993 9993 5994 98 094 0904 9995 9995 9995
33 995 SuDs 9995 U996 0996 B9vE 9996 9996 9997
34 9997 9997 9997 9997 3 9997 © 9997 9997 9997 9998
35 0098 9998 .99Y§  W99R  H99%  SBOR 9998 9998 0098 9998
36 G998 0 0908 9999 990 999D 098G 9098 9990 9999 9999
37 4699 9999 9999 9900 9999 999% 9600 0095 960) 5999
38 9609 9999 9989 0000 0999 4999 9999  1.0000 10000 10000

Valores de G(x) para 0£x <389 en pasos de 0.01

G"{:):)=J~
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{2. Sea (X,Y) una va bidimensional con la siguiente distribucién de probabilidades:
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a) Calcule el valor de la constante &,

b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y.
¢) ¢Son X e Y independientes?

d) Calcule la covarianza de X e V.
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