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TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 3

El que no podamos conocer a priori el valor que va a tomar una vari-
able no significa que ne podamos llegar a saber muchas cosas impor-
tantes sobre ella. La distribucién de una variable aleatoria determina
qué valores puede tomar y con qué probabilidad.

El conjunto de valores que puede tomar es lo que se conoce:como su

soporte. Denotaremos el soporte de la variable X por Sy. = Rg
En funcién de cémo sea el soporte se establece la siguiente clasificacién:

= Distribuciones discretas: Son aguellag que tienen soporte mES o
numerable (ej: mimero que sale en el dado).

= Distribuciones co : Tienen soporte no rumerable y la prob-
abilidad de un sélo punto es siempre cerc (e tiempo que tarda en
pararse el dado).

= Distribuciones mixtas: Tienen soporte no numerahle pero también

exigten puntos gue acumulan probabilidad (ef: tiempo de espera
en una cola).

— 2.1.1. Distribuciones discretas

Existen dos funciones que opum,oﬂoﬂmmb completamente la distribucidn

de una variable aleatori ; son la funcién de probabilidad y la
funcidn de distribueién.

» Funcién de probabilidad (o funcién de masa).

Esta funcién asigna a cada punto del soporte su probabilidad v

toma el valor cero en cuslquier punto que no pertenezea al soporte.
Tenemos por tanto una funcién p : R — [0, 1) tal que p(z) =
P(X = z).

TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 4

Tenemos ademis que p(z) > 0 « z € Sx. lo que implica. teniendo
en cuenta las propiedades de la probabilidad estudiadadas en el
capftulo 1, que

TESy

» Funcion de distribucién.

Es una funcién 7 : R — [0, 1] definida comof F(t) =
el caso de distribuciones discretas sers:

P(X <t). En

zeSy w2t

y tendri un aspecto escalonado.

Toda funcién de distribucién # debe verificar las signientes propiedades:

a) . mJS =0
_.._HH:I.un .m.JTpv

F es mondtona no decreciente.

\_,u\._.a‘._;

d

F es continua por la derecha.

Observacidn:
" Pla< X < b) = F(b) — F(a).
» Pla< X €£b) = F(b) — F(a™) donde F(a~) = lmy_,- F(t).
= p(o) = Fla) - F(a™).

Esta tiltima expresién nos permite obtener la funcién de prababilidad
a partir de la de distribucién.

M plz)=1 mno.....o_..na.mj o C?.?P.Tgnnoha.

Y 20| B, dickibudmes discrelus.
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TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 7

» Distribucién geométrica (X ~ G(p)). Existen dos versiones que
presentan ligeras variaciones. En ambos casos se parte de una suce-
sién de pruehas de Bernoulli de pardmetro. p independientes.

e Versién 1: Representa el nimerc de pruebas realizadas hasta
obtener el primer éxito.

o Soporte: Sx = {1,2,...}. )
o Funcién de probabilidad: p(z) = pg* donde g =1 —p.
e Versidn 2: Representa el nitmero de fracasos antes de obtener

el primer éxito.
o Soporte: Sx = {0, 1,...}.
o Funcién de probabilidad: p{z) = pg® donde ¢ =1 ~ p.

Observacitn: En ambos casos es facil comprobar que 2ozes, P(2) =
1. Consideremos por ejemple la version 1:

T pl) = ME fw S|

relSx z=1

Observacidn: Se dice que una. variable aleatoria X no tiene memer

Tia si verifica para todo z y A > 0 que P(X > z 4+ AlX > z) =
P(X > h).

La distribucién geométrica es la tinica distribucién discreta que no
tiene memoria ya que:

P(X +h) ri= =
_ >z _ Tierna P00 P
P(X >z+h|X > 1) = P> ) S~ h T

X k=z41 ﬁTa

/Vo » Distribucién hipergeométrica {X ~ H(N, N, n)). Dado un con-
junto de NV elementos, de los cuales N4 son de tipo A v Ng son

b= P(X >R

TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 8

de tipo B, elegimos n de ellos al azar v sin %\EEm&@BEEO En -
esta situacion el mim i
una distribucidn H(N. N4, n):

-e Soporte: Sx = { € Z: méx{0,n—N+N4} < z < min{n, Na}}.
A Ny Ng
x u n—mx
N
n

¢ Funcién de probabilidad; p(z) =

» Distribucién binomial negativa (X ~ BN{(k,p)). Dada una suce-
sién de pruebas de Bernoulli de pardmetro p independientes, rep-
resenta el nimero de pruebas necesarias hasta conseguir el k-ésimo
€xito.
£xito

¢ Soporte: Sy ={k.k+1,..}.

o Funcién de .,wnowmgmam% plz) = A MI v kg7 -k,

Observacién: Esta distribucidn generaliza a la Geométrica; si k = 1
se convierte en una G(p).

Distribucién de Poisson (X ~ P{A)). Dado un suceso que se
repite con una frecuencia media de A veges por unidad de tiempo,
representa el niimero de ocurrencias en ung unidad de tiempo.

Observacién: Esta definicién no caracteriza completamente la dis-
tribucién de Poisson. Entenderemos mejor esta importante dis-
tribucién a medida que avancemos en el curso.

¢ Soporte: Sx ={0.1,..}.
¢ Funcién de probabilidad: p(z) =

|y>u_.
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TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 11

» Soporte: Sx =R

1
Vamg

¢ Funcién de densidad: f(z) = € 20 (Campana

de Gauss).

Observacién: No existe una expresién e
de esta funcién por lo que sélo se py,
numéricas. Exdsten tablas que permiten caleular probabilidades
y_puntos criticos sobre la distribugién N{0,1} (normal esténdar):
Para hacer estos caleulos sobre cualquier otra normal tendremos
que tipificar.

Tipificacidn: Se verifiea la siguiente vwovmmn_ma..

X ~ N(

0.1)

Teorema Central del Limite: Sea {X;}en unasucesién de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media

y <m.dmbmm finitas. Entonces la distribucién de la variable S,
i=1Xi se hace nermal cusndo 1 — .

|

Podremos entender mejor este resultade, y expresarlo de forma
més rigurosa, 4 medida que avancemos en el curso. Quedémonos de
momente con laidea intuitiva de que “la suma de muches pequefios
efectos independientes unos de otros sigue una distribucién aprox-
imadamente normal”.

ﬁo = Distribucién gamma (X ~ Gamma(p,))). Es un modelo muy
versatil que incluye como casos particulares las distribuciones ex-
ponencial, Erlang y 2.

No Soporte: Sx = (0, +o0). ~

L)

TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 12

prg
¢ Funcién de densidad: f(z) = H,I@Hnlu e™* en (0. +20).
Nota: En la expresién anterior se ha utilizade la funcién Gamma.
que se define como:

- e =

Observacion: Aplicando el cambio y = Az se comprueba facilmente
que fo flz)de =1.

Notas: En cuanto a la funcién Gamma, conviene saber que ['(1/2) =
VT y que T(n) = (n— 1) sin €N.

En cuanto a la distribucién Gamma tenemos que:

_- Gamma(l, ) = ezp(A). }
._o Gamma(n. A) = Erlang(n,A) sin € N.

||||||||||| L |
Por 1iltimo decir que esta distribucién_es reproductiva respecto
del pardmetro p. Esto quiere decir que si tenemos una coleccion de
variables aleatorias X1, ..., X, independientes v con X; ~ Gamma(p, A)
para todo i = 1, ..., n, entonces:
\lll L

r T -
AJ

_‘M.x.u ~ Gamme(y p.A)

+
! N i=1 .

-
bl A L

® 2.4. Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de una variable aleatoria son valores numéricos que se
calenlan sobre su distribucién y que nos dan una idea bastante precisa
(ainque no exacta) de cémo es dicha distribucién. Los m&s importantes
son la media y la varianza.
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TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 15

Th: Dada una variable aleatoria X con media p y varianza o2, se tiene
para todo a > 0 que

Qh
P(X - 2e)<—

%e e 2.5. Funciones generatrices ﬂmSnO AlC D;LVV

Las siguientes funciones son ttiles, entre otras cosas, para obtener mo-
- mentos de cualquier orden de una distribucién dada:

=S » Fundién caracteristica (Transformada de Fourier). Se define.como:
¢x(w) = EleM*]

siendo 7 la unidad imaginaria,

Verifica las siguientes propiedades:

o Caracteriza completamente la distribucién de X. De hecho, se_

puede obtener la funcidn de densidad a partir de ¢ x utilizande

1o antitransformada:

Y e
- __

1) =5 [ exdeFas

H |1l"|....|l'|lr|.L

» Siempre existe (la suma o integral asociada siempre converge).

¢ Si X1, .... X, son variables aleatorias independientes, se verifi-
ca:

x4+ x,(w) = [ ox(w
i=1

Resulta muy 1itil para calcular momentos de cualquier orden ya

que se tiene:

=Zlymg = EleX(5X)]luso = 5 E[X]

TEMA 2. VARTABLES ALEATORIAS 16

y, en general:

m.x . . .
. i ?lc TUEHCNVJ =0 = qw.m_ﬁnj .
con lo cual:
4 1 d5g
¥ &y = mmm;Eﬂ_ene

Ejemplo: Consideremos la distribucién B(n, p), definida en la sec-
cién 2.2. Su funcién caracteristica serd:

$xlw) = M e A“ v e Wlm m” v (pe™ g™ = (pe™+q)"

=0

Ahora podemos calcular:

1dé 1

mEn_ M= T m:?% +q)" " pet jlu=o = np
En cuanto al momento de orden 2:
1 42 i)
0 = 3l = T{(a= 1) (e 40 p i e 40 e Hone =
H l..._\sﬁ r)

r (n~L)pj +j} =n{n— )" +np

con lo cuil tenemos que:

VIX]=ar— o} =n(n— L)p* + np — (np)* = np(1 — p)
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TEMA 2. VARIABLES ALEATORIAS 19
0 Y =X ¥ Az T
- ) e _ e [+ n.va — oAMz—1)
D N e I P
T =0

va que lo que hay dentro del sumastorio es la funcién de probabili-
dad de una P(A2) y debe sumar 1.

Ahora podemos calcular la media:

BlX] = (1) = eMeD),y =

=1 =

¥ la varianza:

G'(L) = N L = A2 VX =2



Depto. de Matemaéticas Estadistica (Ing. de Telecom.)

VARIABLES ALEATORIAS: TABLAS

* VARIABLE ALEATORIA BINOMIAL
P[X =k]= (:)p"(l - p)“"‘. k=0,1,...,n
E[X]=np  VAR[X]=np(l-p) GCx(z)=(¢+pz)" dondeg=1-p

¢ VARIABLE ALEATORIA GEOMETRICA = “ ndimero de falios hasta el primer éxito”

P[X:k]':p(l-—p)k k=0,1,2,...

- 1—p 1-p P
E[X]= —— - VAR[X)=—— Gx(z) = dondeg=1—
1= = X)=— x()) = 12 deg=1-p
o VARIABLE ALEATORIA DE POISSON
PX =k = %J:-e—‘* k=0,1,... >0
E(X]=a VARX]=c Gx(z)=et1
o VARIABLE ALEATORIA UNIFORME
-1
= — < r <
[x(=) s a_xl_b
_a+b _ (b —a)? eiwb _ giwe
E{X] = 2 VAR[X] = v Px(w) = o —a)

® VARIABLE ALEATORIA EXPONENCIAL

Fx(z)=2e™*  2>0, A>0
A

EX]=; VARXI=3;  ®x() =g

¢ VARIABLE ALEATORIA NORMAL

1.
fx(x) = me_‘(’:_m,/%z zcR, o>0

E[X] =i VAR[X] — 0.2 . 'I’x(w) — ejW—02w2I2
e VARIABLE ALEATORIA GAMMA

)Y a—1,-Az + oo
fx(x)=%—- >0, a>0,2>0 dondeI‘(z):f 2 le%dx 2> 0.
. o

VAR[X] =5 @x(w)= 1

B = a—gw/ne

il

A .
m—1,-Az

Si & = m € N, se llama variable aleatoria m-Erlang, y  fx(x) = % x>0,
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Practica 2

(Distribuciones de probabilidad unidimensionales)

1. Sea p(z) =k(f* — ") paracadaz e Ncon 0 <a < < 1.

(a) Calcula k para que p sea una funcién de probabilidad bien definida.
(b) Calcula p(1} y p(2).

2. Sacamos 4 cartas al azar de una baraja espafiola. Calcula la probabilidad de que {a) las 4
sean oros, (b) 3 de ellas sean oros. Responde a ambas preguntas con y sin reemplazamiento.

3. Dado a > 0, considera la funcién f(z) = 9:12 definida en el intervalo (a, 00).

{a) Calcula a para que f sea una funcion de densidad bien definida.

(b) Para a = 2 calcula la funcién de distribucion asociada y dibjala.

4. En un circuito de carreras, la temperatura del asfalto a la hora que se corre sigue una
distribucién N(p = 40,0 = 4) si el dia esta despejado y N(p = 28,0 = 3) si el dia esta
nublado. En esta zona uno de cada tres dias sale nublado.

(a) Calcula la probabilidad de que durante la préxima cairera la temperatura del asfalto
esté entre 30 y 35 grados.

(b) Sea T la temperatura del asfalto y supongamos que el dia estd nublado. Calcula dos
valores A y B tales que P(T < A) = P{(T > B) = 0.025.
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PROBLEMA 1 K

1. Sea el experimento consistente en generar la seiial en rampa de la figura y obtener una
medida S=v(T) en un nstante T aleatorto en el intervalo (0. 1).

v{t)
1&‘

v.a, X definida como:
X=max(S.u)

a) Calcule fi(x). F{x) y E(X).
b) Suponga que ahora el umbral s una v.aa. U unjj%en (172, :
T. de modo que X=max(S,U). ;Son las v.a.] ZI¥ independicn
¢) Por ultimo. suponga que se fija el wmbral ot
el experimento hasta que se verifica dos ve
medio de ensayos independientes necesarios.

PROBLEMA 2

2, En el circuito de la figurg,
se modelan como. varis
uniforme en (0. 1).

Z=sig1(Y)

i
l

Calcule:

3. Sea un sistema de communicaciones con un ancho de banda limitado a € widades y un
usuario que solicita X unidades del mismo. El sistema tiene ya ocupadas Y unidades
(independiente de X) y ¢l gestor de asignacién de ancho de banda asigna Z=g(X.Y}
unidades. Si X es una v.a. uniforme en el intervalo O<x<B (B>C} ¢ Y wna v.a. uniforme
en el intervalo O<y<(, s¢ pide:

a) Elancho de banda del sistema. C, para que P{X > C} < 1%.
b) El ancho de banda del sistema. C. para que P{X +Y = C} < 1%,
. ¥ O0<x<C-y _
¢} Sig(x.y)= 0 resto " la relacion entre C y B, para que las va's Xy Z sean

weorreladas
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PROBLEMA 4

4. Las coordenadas X ¢ Y de un objetivo aparecen uniformemente distribuidas en una
pantalla radar circular de radio r. centrada en el origen de coordenadas. Esta pantalla se
divide en 4 zonas de igual superficie como se ilustra en la figura. Si se definen los sucesos
A.ByC como:

A={el objetivo aparece en la zona delimitada por ¢l contorno ABEFDA},

{el objetivo aparece en la zona delimitada por el contorno BCFDEB}.

C={ el objetivo aparece en la zona delimitada por el contorno CADEFC}.

a) Determinar si los sucesos A y B son independientes. También decidir s

vy
1

B y C son independientes.
b) Calcular el coeficiente de correlacion de las v.a.’s X e Y. Decidiy 51
si son independientes.
c) C aleular la fdp condicionada f5(y[x) ¢ identificar que tipo, dgd

ficaciones que llegan al nodo i-ésimo durante un determinado

pertodo des pongamos que la va X;sigue una distribucién de Poisson de
parametro a; supbrigamos también que las va X; son iclependientes entre st

_ 2 somunicaciones pueden encaminarse (con probabilidad p) o
Perderse_(con probabilidad 1-p). Sea Y, la va que nos indica el numero de
ones encaminadas {por el nodo i-ésimo en dicho periodo de tiempo).

B2, caracterice la va Z (nimero de comunicaciones que llegan al sistema
. dotante un determinado petiodo de tiempo). (Sigue la va Z una distribucion de

Poisson?
b) Calcule la probabilidad de que el nimero de comunicaciones que llegan al
sistema esté entre 980 y 1000 para V=100 y a=10.

¢) Caracterice la distribucion condicional (Y|X;=r).

7)
%L,
o

o)

2
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PROBLEMA 6 7
6. Se definen las va’s Vy W como:
V=Xta¥
W=X-aY

donde a es un mimero real y X ¢ Y son va’s Gaussianas.
a) Determinar a en funcién de momentos de X ¢ Y para que V' y W sean ortogonales.
b) Determinar a en funcién de momentos de X ¢ Y para que V 'y W sean incorreladas.
Decidir también si para ese valor de a son V'y W independientes.
Ahora suponga que X e Y son va’s definidas segin la fdp siguiente:
Sl y)Eburexp(-20pu(x-2)u(y-1)
¢) Determinar ¢l niumero real b para que sea una verdadera fdp.
d) Determinar si X e Y son va's independientes. :
¢) Para a=1, encontrar la fdp conjunta de V 'y W (no olvig
bidintensional). ;Son V y W mdependientes?

PROBLEMA 7

7. En el circuito de la figura. las tensiones de n desconocidas y se modelan

como variables aleatorias independientes,

a) Suponiendo X unforni
} Caleular el coeficiente d

fol) =5 re )

Siendo A>0 una constante. Sobre ellas se realizan las transformaciones:
X =R cos(®d)
Y =R sen(®)}

Calcule:

a) La fdp conjunta de X ¢ Y. Dibuje su rango.

b) Las fdp's marginales de X ¢ Y. /Son independientes?

¢) Lacovarianza de X ¢ Y.  Estan incorreladas?

d) PIXP+ Y > 4% )

Al, 4
”{"?‘T]
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PROBLEMA 9

9. Sean las va's X e Y distribuidas uniformemente en el recinto rayado de la figura,
Y

Determine ¢l coeficiente de correlacion entre X e Y, [Sot
c) Se define la va V=X+Y, determine su FD.

lndencndlgme <?

¢) Silas va's X ¢ Y fueran incorreladas y conjund
que cumplir para que sean independientes las3

PROBLEMA 10

all’m} N t..onj%lﬁn .de apoyo (

el sistema falla cuando falla el segundo componeute). Llamaremos
pperacion del sistema en las respectivas conexiones anteriormente

n de las va's T,y T,y calcule su fdp.
funcic'm de las va's Tl y T, y caleule P(YF’N] siendo N una

,1culanc.e ¢l resultado para N_
'a Z en funcion de las va's T, y T, y calcule su fdp suponiendo que T es

d) Para las condiciones del apartado anterior. caleule la varianza de Z y [a covarianza entre
Z hi T"I

) Si se utiliza una conexion de apoyo con 1000 componentes y los tlempos de operacion
se modelan segan la distribucion de Poisson con a=10. caleule P(10000 = Z = 10100).

Serwe Parutelo Apove
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PROBLEMA 11

11. Un deternunado sistema de comunicaciones responde al modelo de la figura:

1 Z=U(Y-b)
——

v.a. de Bernouilli X, con P(X=1)=P(X=0). Dicho simbolo X, al pasaf<
comunicaciones, sufre una atennacién constante a y una adicién de

salida del canal Y con un umbral b, produciendo como res

valor 1 si Y supera el nmbral 6 0 en caso contrario. Suponi¢
a) Las fdps condicionadas fi(y|X=0}, fi(y|X=1) y la fdp de
b) Las probabxhdadcs condicionadas P(Z=1|X=0 P(Z 0}

f:) La covarianza de X y Z.

d) Las probabilidades condicionadas P(X=1| %
e) Suponga ahora que el canal introduce una a ria, de forma que la seifial

de entrada al receptor es:

siendo A una v.a. M(2,1) indepe
Calcule P(Z=1{X=0)y P(Z

PROBLEMA 12

O<xxy

resto

Exprese la va Z en funcién de las va’s X ¢ Y y determine si las va's X y Z son
independientes.

c¢) Calcule la varianza de Z y la covarianza entre Z ¢ Y.

d)} Caleule fi(y[x) y dibijela para x=5.

e) Siel proceso atravesara 100 procesadores P1, P2... P100 y el tiempo en cada uno de ellos
se modelara como una va exponencial de media 10 seg. calcule la probabilidad que el
proceso termine antes de 15 min. Suponiendo que las va's son independientes.

-—» PI —» 2
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PROBLEMA 13

13. Sea X una v.a. de Bernoulli de pardmetro p=0.5 y sean Yy e Yy dos v.a’s N(ut.0) y N(-u,0)
respectivamente (X, Y, ¢ Y, son independientes entre si). Se forma la nueva v.a.
Z=X Y, +(1-X) Y,.

a) Calcule la media y varianza de Z.

b) Calcule y dibuje la fdp de Z.

¢) Calcule 1a P(Z<-) cuando pt = 0.
d) Sobre la v.a. Z se aplica un comparador de umbral y, de tal manera que la v.a. de salida es

V=u(Z-y) (u{.) es la funcién escalon unidad). Caracterice la vaa. V' y ice el

resultado para j = o.
¢) Suponga ahora que se obtienen 5 v.a.’s (Zy, ..., Z,) cada una de ellas &Q i ion

descrita anteriormente e independientes entre si. Obtenga la probabilidad
2 superen el umbral ¢ y particularice el resultado para u = 0.

PROBLEMA 14

Se pide:
a) Las fdp las va's X e Y. ;Son independientes?

m incorreladas?
|Y=y).

ecosrido de la v.a. bidimensional (X.Z).

V=X —aY. Determine el valor de la constante a que hace que la vananza de

i

PROBLEMA 15

15.Sea (X.Y) un pusto escogido completamentc al azar (distribucion bidimensional
uniforme) en el circulo 2 +y*<a’. Calcule:

a) Las fdps marginalesde X ¢ Y.
b) La fdp condicionada fy(x|y). Determine si pertenece a algin tipo conocido.

¢) La FD de la v.a. R = “distancia del punto (X.Y) al origen de coordenadas™.
d) Se realiza la transformacién: R = (X2+Y2)m. © = arctg(Y/X). Calcule la fdp conjunta
de R y © (no olvide indicar el rango o recorndo de la v.a. bidimensional).

¢) Verifique si R y © son independientes.
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PROBLEMA 16

16. Sea la va bidimensional (X. Y) con fdp coujuuta:

S xr(x }')—

Se realizan las transformaciones U = XY. V = X/Y. Calcule:
a) Elvalor de ky las fdp's marginales de X e Y, ;son independientes?
b) Pimin(X,Y) < 2]
¢) La fdp conjunta de (U, V) y dibuje su rango en ¢l plano (, ).
d) Las fdp's marginales de Uy V, ;son independientes?
¢} LaFDdelavaV.

5ix>1Ly>1

PROBLEMA 17

=P(X=+1)=1/2, a
i %X. Alava
do una nueva

17. En el esquema adjunto, X representa una v.a. discreta. ¢
la que se suma una v.a. Y con distribucion N(0.1) e ind
resultante. Z, se le aplica la transformacion de la figura, dando

Se pide:
a) La fdp de law a. Z Re* '

Siadas P(W——a IX=—1) yP(w—a X=1).
5 condlcmnaﬁm PX=—1|W=—a)y P(X=1|W=a).
YW
diite.q que minimiza &= E[{(W-X)?}.

zm's X. Y Gaussianas. independientes. de media nula y vartanza unidad. Se
a’s Z=X'Y y W=Y. Se pide:
conjunta de Z y W (indique su rango).

b) La fdp y1a FD de Z.
Se definen ahora dos v.a’s U. V independientes. con fdp idéntica (Gaussiana truncada):

kfy(u) ne(-2.2)
fU() { resto

k N ove(-2.2
CR A

stendo k una constante y fi(x) 1a fdp de la v.a. X.
¢) Determinar la fdp conjunta de la v.a. bidimensional (U.V).
d) Obtener Ia media de la v.a. S=U/V.
e) Calcular la fdp condicionada fs(s| V=v).
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PROBLEMA 19

19. En el esquema de la figura, una resistencia R de valor conocido es atravesada por una
corriente I, modelada como una v.a. que es suma de dos componentes:

— 1, toma valor 0 si el interruptor esta abierto o o (siendo a>0) si estd cerrado. El

estado del interruptor (abierto/cerrado) es desconocido, pero se sabe que la

probabilidad de que esté cerrado es p.
— T; es una v.a. exponencial de parimetro c e independiente de I;.

Se definen las siguientes v.a.’s:
— Caida de tension en la resistencia R: V=IR

— Potencia disipada en la resistencia RW=FR
R I=I+1
»>—

I

Circuito 1

Y

e
-

Se pide:
a) La fdp de la va. V, suponiendo que
graficamentg de forma aproximada.

b) La fdp de la v.a. V. Comprueb

¢) Lacovarianzade lasv.a.’s V

d) Lamediade lav.a. W,

¢) La probabilidad de que W excedi™uir iendo B2 a®R). Particularice para los
= Sy e=1.

ta cermrado. Represéntela

(0.1) ¢ independientes, a partir de las cuales se
W, siendo: V=¢* . W=e". Se pide:
o olvide el rango o recorrido).

EgV) y ¢Bvarianza de Vy W,
E 4)

una transformacion g() de forma que la v.a. Z=g(X) tenga la fdp de la

J2)

T i

fme]
p—
14
(b
A
o —+
o
[
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PROBLEMA 21

21. Sean X ¢ Y dos v.a.’s uniformes en (—1,3) e independientes. A partir de ellas se definen
otras dos v.a.’s Uy V. siendo: U=(X+Y)/2, V=(X~Y)/2.
a) Determine la fdp conjunta fui{u,v) (dibuje el rango o recorrido).
b) Determine las fdps marginales fu(u) y f(v)-
c¢) Determine las FDs marginales Fy(u) y Fi Hv).
d) ;Sonlasv.a.’s Uy V ortogonales? jEstan incorreladas?
¢) Demuestre que P(UV <0)=P(X|<|Y[}y calcule dicha probabilidad.

PROBLEMA 22

a) Obtener el valor de k.
b) Calcular la media de la v.a. |X].
Se tiene también la v.a. Y normal estandar independiente?
¢) Determinar la fdp de la v.a. bidimensional (Z,Y). No o
d) Determinar la fdp de la v.a. Z.

¢} Caleular la P{Z<1) cuando la constante a 4

PROBLEMA 23

23, Sean X e Y v.a.’s uniformes en (0,]

Caleule:
a) Las medias y varial

continua. con fdp f;, (1), media g, y varianza o

una nueva va V=2U. Determine su fdp. media y varianza.

bra la va Z=(1+Y) Xi+(1-Y)X: . donde:

va disereta con P(Y=—1)=P(¥Y=1)=1/2.

X es una va Rayleigh, con fdp f,(x) = xe ™ y(x), siendo u(x) el escalén unidad.

X, es una va N{y,0). con u<0.

Y. X; y Xz son independientes entre si.
Calcule:
b) La fdp de Z. Dibujela de forma aproximada.
¢) Lacovaranzade Z y X.
d) LaP(Z>2p).
¢) Lamedia condicionada E(Z | Xo=x2).
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PROBLEMA 25 (18 Enero 2012 - Final)

1.- Sea X una v.a. uniforme en (0,1). Se define la v.a. Y=g(X), siendo:

x/ia six<a
gx)=y
a’'x six>a

donde a es una constante que verifica la condicién 0<a<1. Calcule:
a) La fdp dela v.a. Y. Compruebe que I_: Oy =1,

b) E(YD).
Se define ahora la v.a. Z=h(X), siendo;

1/4 six<
h(x) = nred
3/4 six>a

con a la misma constante de los apartados anteriores. Caleule: -

o) E(YZ).

d) El valor de la constante @ que minimiza E[(X—Z)Z]. 1

PROBLEMA 26 (18 Enero 2012 - Final)

:_dos- v.a.'s N(u. o) y N(—u, o).

2.- Sea X una v.a. de Bemouilli de parametro p
ala v.a. Z=XY,+(1-X)Y).

respectivamente. X. Y; e Yy son independiente
Calcule:

a) La media y varianza de Z.
b) Lafdpde Z.

c) P(Z<—p).

d) Lacovarianza de Xy Z.

Datos:

X—p

X es v.a. Nj,o) = ] CEX)=p. var(X) =0’
o

i) 207 . Fp(x)= G[

2y

Gtx) = ﬁ I_;e

PROBLEMA 27 (11°Octubre 2011 — Primer Parcial)

;con fdp (exponencial):
fx(®)=2"U(x)

a) La funcién de probabilidad de la v.a. Y=g(X). siendo g(*) la funcién “parte entera™
g(x)=k (ke Z ) siysélosi k<x<k+1. Compruebe que Z:;_I P(Y=k)=1.

b) Lamediadelava. Y.
¢} Lafdpdelav.a. Z=+]X| (no olvide surango o recorrido).

d) P(z>1/2)



J>'

%,

: 7
SENALES ALEATORIAS. ESTADISTICA. CRISSER %/c;ﬁ
o)

COLECCION | PROBLEMAS. ‘YOO
2%

PROBLEMA 28 (28 Noviembre 2011 — Segundo Parcial)

La funcién de probabilidad conjunta de una v.a. bidimensional (X,Y) viene dado por:
P(X =x.Y=y}=k(x]+y;) %=123 y,=12

Calcule:
a) Elvalordek.
b) Las funciones de probabilidad marginates. ;Son independientes las v.a’s X. Y?

¢) La funcién de probabilidad condicional de Y dada X:

P(Y=y,|X=x) x=123 y, =12
d) La media condicional de Y dado x;= 2.
¢) Caracterizar la v.a. U=max(X. Y).
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29/1/2010 Introduecion a las Seiiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

1.-

Sean X ¢ Y dos v.a.’s uniformes en (—1,3) e independientes. A partir de ellas se definen
otras dos v.a.’s Uy V, siendo: U=(X+Y)/2, V=(X-Y)/2.

a) Determine la fdp conjunta f;,{u,v) (dibuje el rango o recorrido).

b) Determine las fdps marginales fi{u) y fi(v).

¢) Determine las FDs marginales Fi{u) y Fi{v).

d) ;Sonlasv.a.’s Uy V ortogonales? ;Estén incorreladas?

e) Demuestre que P(UV <0)=P(]X]<|Y]) y calcule dicha probabilidad.

(S puntos)

En el esquema adjunto, X(7) = cos(Qf + @) representa una sefial aleatoria, donde Q es una
v.a. con distribucién uniforme en (@,@,) (siendo O<@i<an) e independiente de @; ésta, a
Su vez, es una v.a. discreta que puede tomar los valores 0, /2, 7, y 342 con igual
probabilidad . EI proceso estocistico X(f) pasa por un filtro paso bajo ideal de ancho de
banda w; < @y, dando como resultado un nuevo proceso Y(/).

—

X(0=cos@+ @) | L Ha@) | yp

—, @, o

Se pide:
a) La media condicionada E[X(¢) | Q = o).
b) La media del proceso X(r).
¢) La autocorrelacién del proceso X(#) comprobando que es estacionario en sentido amplio
d) La densidad espectral de potencia del proceso X(f).
¢) La autocorrelacion del proceso a la salida del filtro Y (7).

(5 puntos)

_ 2
Xva.uniforme en(x,x,): E[X]= %x_{; Var[X]= (x, 12Jt?u)

1 ,a)|<a_

(a > 0) Sesla transformada de Fourier
0 ,a)lz a

x(t) = %’Q o X(@)=3(x@)= {
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18 cnero 2012 Sefiales Aleatorias Revision examen: 7/2/2012

Normas de realizacion del examen

¢ Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exdmenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos,

* Los alumnos que hayan seguido evaluacién continua y obtenido nota mayor o igual que
3,5 en el primer o segundo parcial no precisan entregar los ejercicios correspondientes.

* La calificacion del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluacion
continua es la media de los tres ejercicios, siempre que en todos ellos se obtenga una nota
minima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerar4 suspendida la convocatoria).

¢ Cada ejercicio debera entregarse en hojas separadas.

¢ La duracién del examen es de 3 horas ¥ no se permite el uso de libros ni apuntes.

L.- Sea X una v.a. uniforme en (0,1). Se define la v.a. Y =g(X), siendo:
x/la six<a
glxy=q
(a/x six>a
donde a es una constante que verifica la condicién 0<a< 1. Calcule:
a) La fdp de la v.a. Y. Compruebe que f Sr(»dy=1.

b) E(Y.
Se define ahora la v.a. Z=h(X), siendo:
hix)= {

con g la misma constante de los apartados anteriores. Calcule:

) E(YZ).

d) El valor de la constante a que minimiza E[(X—Z)?].

1/4 six<a
3/4 six>a

2.- Sea X una v.a. de Bernouilli de pardmetro p y sean Y1, Y; dos v.a.’s My, o) y N(—u, o),
respectivamente. X, Y; e Y5 son independientes. Se forma la v.a. Z=XY, +(1-X) Y..
Calcule:

a) Lamediay varianza de Z.
b) Lafdp de Z.

¢) P(Z<—u).

d) Lacovarianzade X y Z.

Datos:

Xesva. Ny,6) = f . (x) =

e—(x—_,u)z f20t , FX (x) = G(x__ﬁJ ,» E(X)= M, var(X) =g’
oN2zn o

G(x) = ﬁ [;e—uz ."Zdu

SIGUE AL DORSO —»




3.- Se define el proceso estocastico discreto en el tiempo X[n]= Acos&n, siendo £, una

constante distinta de cero y A una v.a. discreta con P(A=+1)=P(A= -1)="1%.
a) Obtenga la funcién de probabilidad de primer orden, la media y la autocorrelacién del
proceso X[n]. ;Es estacionario de primer orden? ;Es estacionario en sentido amplio?

;Es un ruido blanco?
A partir del p.e. X[#] anterior se forma el proceso Y, [#] = X[n]+Bsen&,n, siendo B una

v.a. de media 77, y varianza o7} .

b) Obtenga la media y autocorrelacién del proceso Y i[#]. ¢Qué condiciones deberian
cumplir las v.a.’s A y B para que fuese estacionario en sentido amplio?

Considere ahora el proceso Y,[n]= A+ W[n}, siendo A la v.a. del apartado a) y W[r] un

ruido blanco binario con P{W[n] = +1} = P{W[n] = -1} = % e independiente de A.
¢) Calcule la densidad espectral de potencia de Ya[n] Sy, (e’).

d) Se hace pasar Y;[#] por un sistema lineal ¢ invariante con respuesta al impulso
h[n]=é[n]—d[n—1], obteniéndose como salida un proceso Z[n]. Calcule la densidad

espectral de potencia S, (e*”) de Z[n].

Datos:
cos(a £ b) = cosacosb Fsenasend cosacosh =1/2[cos(a—b) +cos(a+b)]

sen{a +b) =senacosb tcosasenb senasenb =1/2[cos{a —b)—cos(a + b)]
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E(V.) e, EOR)=op
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P2) X[l = A cos (1)

Q6= constante 20

ﬂr= V.o OUscrer\
Plr-4)=P(p--4)= %

[_X[n]} 22 E_['X.En]‘] 77 Qx[n-;,n;,] &%
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| nOl “A X

KRX bl = 4_ o (fzen) / Cos(ﬂ" n)} AePel\)O i’(‘actonaﬂo i o
or e cden
PIXa =- costaom] =P [X[x3= cos (en)] = 4

=>

g(Xﬁ‘]) = ~co5(fon )- P [X[n] - — €65 (ﬂon)] + oS (o) P (X L3 :c@s[ﬁon))

= - COS(.-Qon) -4; — COS(ﬂoH) -d—: = 0

(R'z[ni, m] E[X[,H] 7([,,,1]] C[A oS (ﬁo ne) ,ﬂ, Cos(ﬁo nz)_]

-

? 2 _
= oS (foNs) cos (Qon:). £(n) = i 7(‘;()A (ij) O(A 1) 4
1

e
2

= (oS (_Qo fli) (OS(—QQ nl) -

= L eos [ @dng+na))+ cos (ﬁo(nr”z))_(

Ry (13, m) = Ry (mim, n) # Ry (m) = No &SA.

Ruido Blanco <> M\Lo Cova fManga = O "9/"'1 # 1, ;\
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Uaf(?:): Q’:;

E()Q["J)?P (Ryi(ni,nz)??
\/,Ok'j AJ‘B Para gne y;[“-] SCA é__SP\
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E (Y, [n3 = E[X(“J+% sen (Aon)) = EX[-3] + sen (fon) E(B) =
= Sen(Zon) YL'B
(Ryi (nsm,n)= € (Y, nim Y1) - £ [[x(mm]vasen(mcnm))j.

) [ Xlal +Bsen (ﬂo n)ﬂ - E(X[n m] X [n]] + son (Con) E:[B'X'[Mmﬂ*-

+ sen ({2 (n+m)) E(g.*x[nj) + sen (N6 (nym))sen (do ) E(T) =

:’RX(n tm, a) + sen (Qen) tos (o (nsm)) E(AB) + sen(flolnem)) .
. o5 (2o ) £ (AB)+ sen (ﬂo(n+m))3€n(ﬂon) (qé + Q;) =

= C(p2) cos (Llon) cos ( (o(nsm)) + E(AB) [sen(ﬂon) cos (to(n+m) )+
s cos (Lon) sen (Aelnam))]+ (Sg+ M) sen (ton) sen (aolnem))

(bnA\c\o nes :

) A‘;) B or‘l@odona[t’)‘ = £(A ’B):O <slo A)ﬂpenolé m

EVn) =cle & 1320 N
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1/9/2010
PI. Seala v.a. X, gaussiana truncada con fdp fJ((.vc):lce"’z’2 ; —asx<a, a>0

a) Obtener el valor de £,
b) Calcular la media de la v.a. X].

Introduccién a las Sefiales Aleatorias 2 horas (sin libros ni apuntes)

. Se pide:

Se tiene también la v.a. Y normal estdndar independiente de X y se define la v.a, Z=X/Y.

¢} Determinar la fdp de la v.a. bidimensional (Z,Y). No olvide indicar su rango.

d) Determinar la fdp de la v.a. Z.
e) Calcular la P(Z<1) cuando la constante a tiende a infinito.

(5 puntos)

P2. Sea el p.e. X(1)=1/U (V¢>0) de la figura, donde U es una v.a. uniforme en el intervalo (w1, 1)

(siendo 0<u<uw).
A X(»

;ll U ;12 '[
Calcule;
a} Lamedia y autocorrefacion de X(f). ¢Es estacionario en sentido amplio?
b) La fdp de primer orden de X(r). Compruebe que I ? S(x)dx=1.
¢) La probabilidad P[X(s)> 1].
Se define el nuevo p.e. de la figura:
X() siX(n<1
s Y()= Q) si ()
1 siX(?)>1

[ [ .

Calcule ahora:
d) LaFD de primer orden de Y(f), para u,<¢<u,.
e} La correlacion cruzada Ry(1),t2), para my<f, <t <u.

(5 puntos)
Examen: 1/9/10 Publicacidn de notas: 22/9/10
Revisién; 28/9/10 Publicacion resultados revision: 29/9/10




GAUSSIANA: f ,(x) =

1
V2o

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

—oxp(- (xz"’i)z Y B(X)=; Var(X)=o"
a

X 00 01 02 03 4 .05 06 .07 .08 .09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5357 5596 5636 3675 5714 5753
02 5793 5832 5871 5910 5948 .5987 .6026 .6064 6103 614t
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 .6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
0.5 6915 .6950 0985 7019 7054 .7088 123 7157 190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 1454 7486 1517 7549
0.7 71580 7611 7642 7613 704 J74 7764 7794 7823 7852
08 7881 1910 1939 1967 1995 8023 8051 8078 8106 8133
0.9 8159 Ag186 8212 8238 8264 8289 ' B3IS 8340 .8365 8389
1.0 8413 8438 8461 8485 .8508 .8531 8554 8577 8599 .B621
L1 3643 8665 8686 8708 8729 .8749 8770 83790 8810 8830
1.2 3849 .8869 8888 8907 8925 8944 8962 3980  .B997 905
1.3 9032 9049 8066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 5236 9251 9263 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 .9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
L6 9452 0463 9474 9484 .9495 9505 9515 9525 9535 9545
17 D554 9564 9573 9582 9591 .9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9126 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 8778 9783 9738 9793 9798 .9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
22 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9880
2.3 9893 9896 0808 .9901 9904 .9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 0925 9927 5929 9931 9932 9934 9936
25 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9051 .9952
26 9953 .9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 .9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 997 9972 .9973 9974
2.8 9974 9975 9976 9977 99717 5978 9979 9979 .9980 8981
29 9981 9982 9982 9983 .9984 9984 5985 .9985 9986 29986
30 9987 9987 5987 9988 .5988 9989 9989 9989 9990 9990
3.1 9990 9991 9591 999} 9992 9992 9992 9992 9993 9993
32 .9993 9993 .9994 9994 .9994 9994 9994 9995 9995 9995
33 9995 9995 .9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
3.4 9997 9997 .9997 9997 .9997 9997 9997 9997 9997 9998
3s 9998 9998 9998 9998 .9998 9908 9998 9998 9998 9998
36 99938 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 29999 9999
37 9999 9999 9999 9999 .9999 9999 9999 9999 999% 9999
3.8 .9999 9999 9999 9999 8999 9999 9999 10000 1.0000  1.0000

Valores de G(x) para 0<x <3389 en pasos de 0.01

G(x)=j 7%6

e
B}
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(2?42 K(Fes) + K(3e2) = 37k = K= 52
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