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En algunos textos se
designa el espacio
muestral ecomo E y se

reserva {2 para la
coleccion de todos los
posibles sucesos

Veremos come a cada
suceso elermental se ls
puede asignar una
determinada
probabilidad

Recuerda estos dos
trios para el futuro:

(V,0.4)
(ﬁ,y,')

Estas ieyes sonla base
para construlir circuitos
digitales

TEMA 1: PROBABILIDAD

1.1 Definiciones

Experimento aleatorio

Se trata de una prueba que cumple las siguientes propiedades:

- Se puede repetir tantas veces comeo sea necesario bajo las mismas condiciones.

- El resultado es impredecible, aunque Jos posibles resultados son conocidos.

- A medida que repetimos el experimento los resultados definen un cierto modelo de
regularidad.

Efemplo:

Espacio muestral
Conjunto de resultados posibles asociados a un experimento aleatorio. Normalmente lo
denotaremos con !a letra gricga omega maytscula £).

gricga omega ma) a =41,2,3,4,5 6}

Ejenplo: lanZaw ©7 dode

Suceso

Cualquier subconjunto del espacio muestral, S 7 (12,3 , 27 A5y , 9371

Ejemplo:

Tipos de sucesos

- Simple o elemental: un resultado posible que no puede descomponerse en Mas sucesos.
- Compuesto: unidn de sucesos simples.

Operaciones basicas entre sucesos
Sean los sucesos A4 y B:

- Negacidn A : suceso que ocurre cuando no ocurre A.
Y f

- Union AU B suceso que ocurre cuando ocurre 4 u ocurre B o ambos ala vez, ©
P
1

- Interseccion 4 B suceso que ocurre cuando ocurre 4 y también ocurre B, Y
Eiemplo:

AUB=ANB
Leyes de De Morgan - - _

AnB=A4AVB

Comprobacion grdfica a partiv de diagramas de Venn;

AUB

1y

Qg(.

r— —

ANB

]

—_—
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Resumen de formulas

Caso general Sucesos Sucesos
independientes | incompatibles
Condicionadas P(A/ B)= P(A) P(AIBY=0
{P(B / A) = P(B)} {P(B/ A) = 0}
Unién P(AU D) P(AUB)= P(AUB) =
= P(A)+P(B) P(A)+ P(B) P(AD)+ P(B)
_P(ARB) —P(A)-P(B)
Interseccion | P(ANB) P(4m B} P(AnB)=0
= P(A)-P(B/A) | =P(4) P(B)
= P(B)-P{4/B)
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1.8 Teorema de Bayes

Sea Aj, A, ..., A, una particidn del espacio muestral y sea B un suceso cualquiera para el
que se conocen las probabilidades p(# /.4)). El teorema de Bayes establece que las
probabilidades p(4,/ B) vienen dadas por la siguiente expresién:

P(Ay P(B/A4)
P(4)-P(BIA) + P(4)-P(BIA) +..+ P(4) P(BIA)

FP(A,/B) =

Observaciones
s Las probabilidades p(4 ;) se denominan probabilidades a priori.
® Las probabilidades p(4,/B) se denominan probabilidades a posterior”.

* Los ejercicios en los que se utiliza Bayes suelen estar escritos en pasado con
expresiones del tipo “si ha salido una bola blanca qué probabilidad hay de que ...”
0 “si se eligio el as de oros qué probabilidad hay de que...™

e Aligual que en el Teorema de la Probabilidad Total (estudiado en el punto anterior
1.7) antes de utilizar e] Teorema de Bayes es imprescindible definir bien el
significado de cada suceso asi comno dibujar el arbol de probabilidades. Para ver
todo el procedimiento utilizaremos el ¢jemplo de fa siguiente hoja.
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1.9 Técnicas de enumeracion

1.9.1 Variaciones sin repeticion

€0 las varaciones gi | Y ATIACIONES sin repetu:lon.dc n elcmeptos tomados de nr en m.

ORDEN es lo Son todas las maneras posibles de elegir m elementos de entre los », de manera que los
importante conjuntos elegidos son distintos si son distintos los elementos que los componen o biep si
es distinto el orden de celocacion de dichos elementos.

73

V,w = n(n-D..n-m+1) = (n—m)!

n

1.9.2 Variaciones con repeticion

Variaciones con repeticidn de » elementos tomados de m en m.
Variaciones pudiendo repetir elementos.

1.9.3  Combinacienes sin repeticién

En las combinaciones | COMDIBACIONES sin repeticién de 7 elementos tomados de m en mr.

el ORDEN NO es Son todas las maneruas posibles de elegir m elementos de entre los # de forma que los
imporante conjuntos elegidos son distintos entre si si tienen distintos elemenios.
H n!
Cn m = =
. Yn—n!
m m!(n—m)!

1.9.4 Combinaciones can repeticién

Combinaciones con repeticién de 1 elementos tomados de m en m.
Combinaciones pudiendo repetir elementos.

n+nt—1

i)
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TEMA 2; VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL .

2.1 Definiciones

Sea €2 un espacio muesiral. Se denomina variable aleatoria a cualquier funcion del
espacio muestral en los néimeros reales:

X0 —5> R

La idea est2 enque a
. —) 2
partir de ahora vamos a W X(“ )
mangjar n0mMeros rea-
les en lugar de sucesos

Llamamos range o recorride al conjunto de las imagenes del espacio muestral Q en R:

R, ={X(w): YweQ]
Tipos de variables aleatorias

Se dice que una variable aleatoria X es discreta si su recorrido Ry es un conjunto finito o
infimito numerable de niimeros reales.

Se dice que una variable aleatoria X es continua si su recorrido Ry es infinito no
umerable y su funcion de distribucion es una funcidén continua.

Se dice que una variable aleatoria X es mixta si su recorrido Ry es infinito no numerable

y tiene puntos de discontinuidad ne nula.

Ejemplo: Sea el experimento aleatorio “Lanzar dos monedas al aire™ vamos a definir
diferentes variables aleatorias (v.a.) a partir de los posibles sucesos elementales

eh zoibleys Varralble G Siwn 3
- (voy '
cC
Cx
X C
w ¥
V l‘-}?f}S, G KK% Toduse ellae Son V.o oOmcrefos | En Uno
A Aefos | resre

V.o B;EMPIFE fx)(lgm_g a“sh‘ngu:r B
compo oa Voo« X T 01,2 y v
Pfﬁeab.\idc.a (P("-TD) 2 ‘;,1 p{":(--l)-; 2fy px=2) =y 3
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Esta definicién es vali-
da tanto para v.a. con-
tinuas coma discretas

2.2 Funcion de densidad de probabilidad (fdp)

La funcién de densidad de probabilidad (fdp) o que hace es informar sobre la cantidad de
probabilidad que hay en un intervalo determinado del eje de abcisas (gje x),.

2.2.1 Variable aleatoria discreta

Una funcién p, : K — R se llama funcién de densidad de probabilidad (fdp) de la
varjable aleatoria discreta X si cumple:

e py(x) 2 0

20 D py(X=k) =1

k=

2.2.2 Variable aleatoria continna

Una funcién £, : R = K se llama funcion de densidad de probabilidad (fdp) de la
variable aleatoria continua X si cumple:

- fo(x)20

2 [T fGyde = [ Sy de =1

3.- fv admite a lo méas un nimero finito de discontinuidades sobre cada intervalo finito de
R, es decir, f es integrable Riemann.

Importante: Para v.a. continuas la probabilidad que hay en un punto concrete del eje x es
siempre cero. Esto no ¢s asi para las v.a. discretas donde un punfo puede tener
probabilidad distinta de cero.

2.3 Funcion de distribucién AcuMoLaTIvA
La funcién de distribucidn de una cierta variable aleatoria se define como;

Fo(x) = P(X<)

La funcién de distribucidn [o que hace es “acumular” la probabilidad que hay a Ja
izquierda de un determinado punto del eje de abeisas (eje x). Es decir nos informa de la
cantidad de probabilidad que hay a la izquierda de cualquier punto del eje x.

Propiedades

1- 05 F.(x) <1
2 F,(x) esno decreciente y continua por la derecha.

3~ F(+x) =1
Fy(-) =10
F,(x) vale ] aladerecha del Ry yvale0 alaizquierdade Ry
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EJEMPLO

. . :or .
Este & un ejemplo de Sea F'.‘I experimenta aleatario _cor151s~ente‘ en lz}nzar al aire una mc.med;z_a tres veces,
ung variable aleatoria Defintmos una variable aleatoria X como “el nimerc de caras obtenidas™. Calcular la

T discreta funcién de densidad y la funeidn de distribucién, Calcular su media v su varianza.

Meéic‘q
Vo. YO 2 o
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EJEMPLO

Tenemos vna maquina que nos devuelve zleatoriamente un nimero real entre 2 y 4
Este es un ejemnplo de . e . -
tna vasiable aetoria todos eI}_?s con igual probabilidad. El problema es que ]2 maquina tiene un defecto de
mixta fabricacién de forma que una de cada cuatro veces nos devuelve el niimero 4.
Si definimos la veriable aleatoria X como “nimero real que devuelve la méquina™ se
pide calcular la fdp y la funcion de distribucidn de dicha variable aleatoria.

Vo R = “n‘- reod gue Sevueive | mc‘qu:n-:\“

VRN
Vo Vo
con-Kndo, é*s-cre-*o..
saho de My
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2.4.3 Transformacion de una v.a continua en una v.a. discreta

- Sea X una v.a. continua con rango Ry y fdp fi(x).

- Sea ofra v.a. definidacomo Y = ¢ {X}.

- Sea R, = 9(R,) un conjunto discreto.

Entonces ¥ esuna v.a. discreta y su fdp viene definida por:

J‘ Sye(x)dx  si yeR,
DY =2)=19 tpm

0 si y&R,

Por supuesto, lanueva v.a. ¥ tendrd un rango Ry distinto al de X que habrd que calcular.

EJEMPLO
Sea X una v.a. continua con rango Ry—(0,3) y fdp:
2
— st O0<x<3
fx(-r) =149
0 resto
-1 si X<«1
Caracterizar lav.a. dadapor Y=9 0 i X=1.
1 s X>1
2 - TrANS o MAcdn &
V,Ck X~ ‘F!'(K) = ':“ P oLx L3 5 SOQ) Ve cowTiadA aN V.o DiscAETH

(%)
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ij Importante: muy
tipico en examenes de
Gradol!

Por supuesto, se puede
demostrar que ambas
expresicnes de la va-
rianza son equivalentes

Esta forrmula se verd
con mas detalle en el
Tema 3

2.5 Parametros de una variable aleatoria

2.5.1 Esperanza matemdtica

La esperanza matemitica de una variable aleatoria se define de la siguiente manera:
E(X) = Z x, py(X=x) parava. discretas
- .
E(X) = I x fy{x) dx para v.a, continuas

Propiedades

l- E(aX tb) = E(aX)y+ E(b) = aE(X) £ b
2- E(X 1Y) = E(X) % E(Y) |
3- 8i X e Y sonindependientes = E(X-Y) = E(X)-E(Y)

4.- 8Si Y = g(X), la esperanza queda definida por:
E(g(X)) = Zg(x}.) py(X=x) parav.a. discretas

E{(g(X)) = ,C, g(x) f, (x) dx para v.a. continuas

2.5.1 Varianza

La varianza de una variable aleatoria se define en funcion de la esperanza de la siguiente
forma:

Vg = E[(X-EX) | = [T x-a) £y & Ao

Sin embargo, nosotros normalinente no utilizaremos la anterior definicidn para calcular la
varianza de una v.a. X sino que la calcularemos con la siguiente férmula practica:

V(X) = E(X*) - (E(X))*

La desviacidn tipica se define a partir de la varianza como:

o, =V (X)

Propiedades

.- V(aX + b) = &' V(X)
2- VIXLY) =V(X)+V(Y)x2C,,
Si X e Y sonindependientes = V(X*Y) = V(X)) + V(YY)
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2.8 Teorema central del limite

Existen muchas formas de enunciar este importante teorema. Agui damos tres de eflas de
mas a menos restrictiva.

Primera version

Sean X;, Xo. .... X, variables aleatonas independientes. Sea Z=X;+ X + ..+ X,. Si
todas las X; tienen {a misma distribucion entonces podemos aproximar 7 por unz v.a.

normal Z~ N{p,,0,) donde p, =Y E(X)) y oli=3V(X).
-4 w7

Segunda version

Sean X, X,, ..., X, variables aleatorias independientes. Sea Z=X,+ X, + ..+ X,,. Si
todas las X; tienen la misma media v la misma varianza (aunque tengan distribucines

distintas) entonces podemos aproximar Z perupa v.a. normal Z ~ N(u;,0,) donde
H, =X EX)y o;=3V(X).

wf Vi
Tercera versidon

Sean X, X, ..., X,, variables aleatorias independientes. Si Z =X, + X; + ...+ X, entonces
podemos aproximar Z poruna v.a. normal Z ~ N(u,,0,) donde u, =3 E(X.) y
i

o3 = TVX).
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Fijate lo rapido que o
haces cuando te das
cuenta de que es una
distribucion uniforme.

En este casp este
procedimiento es
muche mas large

En este caso es muy
facil determinar la
esperanza o media y la
varianza, ya gue nn es
necesario integrar
como o hademos
normalmente.

EJEMPLO DE DISTRIBUCION UNIFORME

Se sabe que el peso de las uvas se distribuye siempre de forma equiprobable
entre 6 y 10 gramos. Determina la funcién de densidad del pesc de las uvas y el
peso medio de las uvas.

Definimos la siguiente variable aleateria;
X ="peso de las uvas {en gramos}”

Observamos que dicha variable aleatoria sigue una distribucion uniforme ya queg
podemos escribir su funcion de densidad como:

f)=110—6 4
G en ofro caso

1 1 para 6 <x <}0

Quieren saber el peso medio de Jas uvas, y sabiendo que la variable aleatoria sigue
una distribucion uniforme bastara con realizar a siguiente operacion:

_a+b  0+10
2 2

E(X) 8

También podrias haber realizado este calculo como lo haces habitualmente,
integrandc

1

p=r00= [ ywa= |

Ll

1] 1 l 0 1 x2 10
= fx-{)dx+'[x-—dx+-rx-0dxp:—-[xdx=—— =
ol 4 4] 4 (] 4 2

= =0

=l[£_f’;]: %(50—]8’) =8

xf(x) dx + -Enzf(x) e + rxf(x) dx =

4l 2 2

y. evidentemente, obtenemos el mismo resultado.

Solucion: E(X) =38

Nota teérica:

Se dice que una variable X sigue una distribucion uniforme en el intervalo (a, b) si
su funcién de densidad es:
1
flx)y=<b-a
0 si x£(a,b)

s5i x € (a,b)

A la variable aleatoria X se la dencta como: X ~ U(e.b) siendo a v & los
extremos del intervalo.

2
Sus propiedades san: E(X) = ___a-;b y var(X) = (b 1—;)







Ten cuidado que la
probabilidad la
obtenemos con la
funcion de distribucién,
no con la funcién de
densidad.

Ademas es la
diferencia del limite
SUpETOT menos el
inferior ya que la
funcion de distribucion
es el area que se
encuentra ala
izquierda de un
delerminado valor.

Ejemplos de
distribuciones
pxpahenclales serian el
tiempo de vida de un
objeto o eliiempo entre
lamadas.

EJEMPLO DE DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Se ha comprebado que el tiempo de vida de cierto tipo de marcapasos sigue
una distribucion exponencial con media de 16 afos. (Cual es la probabilidad de
que a una persona que se le haya implantado este marcapascs se le deba
reimplantar otro entre los 10 y los 20 afios?

Definimos la siguiente variable aleatoria:

X ="Afios de duracién de un marcapaso en una persona’

[
Nos dicen que la distribucion es exponencial cuya media es 16, por lo que A = ~]~g ,

1
y fenemos una distribucidn expanencial X ~ exp(—]
Queremos saber la probabilidad de gue haya que reimplantar el marcapasos entre
los 10 y los 20 afios de su implantacién, es decir

]--10

i
PO <x <20y = F(20)— FA0) = 1—¢ 1 —[1 _ | =

___/{_e—lﬂflb]q’_'_ewlﬂflﬁ = e—IOHG _E—IOJIG — 0,2488

Solucion: P(10 <x <20) = 0,2488

Nota tedrica:

La distribucién exponencial es aguella que modela el tiempo transcurrido entre
dos sucesos gue se producen de forma independiente, separada y uniforme en el
tiempo.

A la variable aleatoria X se la denota como
X ~expld)
Siendo 4 el namero medio de ocurrencias def suceso por unidad de tiempo

La funcion de densidad de la distribucién exponencial viene dada por;
J(x)= e para x>0
y su funcidn de distribucion

Fla) = 1-Ae™ six=0

si x <0

1
La esperanza sera E(X) = n y la varianza Var(X) = _%5







Ahora lafdp va = ser
una superficie y 1a
probabilidad va a venir
representada como ef
yvolumen bajo esa
superficie

En este caso iz infe-
gral s6lo tiene sentido
parav. a. continuas.
FPara v.a. discrelas se
trataria de un suma-
tario

3.2 Funcion de densidad de probabilidad (fdp)

Una funcién £, 1 R® = R se llama funcin de densidad de probabilidad (fip) de la
variahle aleatoria bidimensional (X, Y) si cuample:

t- fxy(xay) z0 V(I,y)ERE

2.- fyr es integrable Riemann en R*

- [ [ folrydyde =1

3.3 Funcion de distribucion

Dada la variable aleatoria bidimensional (X, Y) llamamaos funcidn de distribucion
conjunta

a la expresién:
Fp(xy)=PyX=x,¥2y)

La funcion de distribucién de una v.a. bidimensional la que hace es “acumular”™ la
q

probabili-dad que hay por debajo y a la izquierda de un determinado punto (x, y} del plano
2
R

Propiedades
- 0= F,(x, ) =1

2.- F(40,4+w) =1
FA’Y (—OO:,--CO) = U

1

3- P(a<X<bh, Y<d) = F(b,d) - F(a,d)
P(X<h, c<Y<sd) = F(b,d) — F(b.o)
P(a<X<bh c<Y<d) = F(b,d) - F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

I

4 .- La relacion entre la funcion de distribucién y la funcion de densidad de probabilidad es
la siguiente:

F(x,y) = L [ 7y dudy Y(x, y)e R?

FF(x,y) _ OF(xy)

fw (31} = ooy 5 ox
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Si este determinante
sale igual a cere no se
puede aplicar este
feprema

3.7 Transformacion de variable aleatoria
3.7.1 Trapsformaciin de una v.a continua en una v.a. continua

- Sea (X, Y) una v.a. bidimensional continua con rango Ry y fdp  finlx, v)-

-Sea ¢ :R* - R’ una funcién tal que @(z,¢) = (z(x, ¥),7(x, 1)) . Es decir, sea la

) . Z=27(X)Y)
transformacion dadza por 1as ecuaciones:
T=TXY)
oz Oz
N . . o Oy
- Sea ¢l jacobiano (determinante de la matriz jacoblana): J{x,y) = 5 B = 0
C /i
oy
Entonces (Z, T) es una v.a. continua y su fdp viene definida por:
Axiz )= 1 .
Lol GG er
fZ?'(‘?’r) = |.)'(X(Z,f),y(z,r))|
0 st (z,4)g R,

Al 1gual que sucedia en el tema anterior la nueva v.a. (Z, T) tendrd un rango Rzr distinto
al de (X, Y) que habra que calcular.

EJEMPLO
Dada la variable aleatoria bidimensional (X, Y) con funcidn de densidad:
8 "
xy o
— s 0<x<3,0<y<x 3
flxy)=1 81 2
0 resto !

of,

’ A =
Hallar la distribucidn conjunta del vector aleatorio (Z, T tal que Z=X+Y , T=X-Y

Toree Formocion Z - x_*.y} Transformocicn e va bidimensional cont oo
- WO

M= X"‘Y (X‘_’Y) g1 V.Oh ksidimen g onal condnua, (':z' ;'T')
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32.8.2 Covarianza, Coeficiente de correlacidon

o La covarianza de una variable aleatoria bidimensional (X, Y) se define como:

[cﬂ = E[(X - E(X))(Y - £(Y))] = E(XY)- E(X)E(YE__[

Se dice que dos v.a. X e Y estan incorreladas si se cumple que:

Co=0 & EXY)- EX)EY) =0 < EXY)=EX)EY)

esto oS aume (o geenl 4 2Sho oL on caso porbicu e
Ulo: elreciproconces |e  Si X e Y son indepéndientes = X e Y son incorreladas
cierto # ( independieme
linecumente )

El cocficicnte de correlacion se define como:

CA’Y

g

Py =

()

xX-r

dende o, y o, sonlasdesviaciones tipicasdelasvaa. X eY.

Propiedades

V(X-Y)£V(X)-F(¥)
- V) =K V() kel
Vk)=0

2- V(XzY) =V(X)+V(Y)£2C,,
Si X e Y sonindependientes = VF(X*Y) = V(X)) + F(Y)

3- ~1<p, 51
4.- 31 X e Y son independientes p,, =0

S5 Py =1 & Y=aX+b
Es decir, si el coeficiente de correlacién enfre dos variables es 1 o —1 podemos afirmar
que ambas variable$ estan relacionadas de forma lineal.

malia d2uy
» ‘LIPK.M

Ejemplo: Calcular la distribucién de lavaa. 7 =3N(2,1)-2N(-1,2)+8 , siendo las
distribuciones normales independientes entre si

= N(ﬁ?})' N("'Z,L") + 3 N (Q,-(-g)...g. 'tla?'-l- LI

:
1@‘?
= N (\6,6)
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Propicdades interesantes
JRX (r,s) =R, (s,t]

Ryftt)= E[Xz(rJ]

Cy (1,2) = Far[x (1]

;; CUIDADO 1!
Si la autocorrelacidn es
igual a 0, se dice que los
PFOCES0S 50N ORaEoTAles
{NO gue son incorrelados)

Estas dos deliniciones son
muy imporantes de cam a
¢jercicios:

- Estacionario de orden |

- Estacionario ¢n sentido
amplio (de orden 2)

Esta serd la manera en gue
procedersmos en los
gjercicios

4.3 Estadisticos de segundo orden

1) Funcidn de distribucion conjunta’

F):,J(2 (xl, Xy5 s 1‘2] = Px,){z (X(t;) <x, X(,) < -xz)

2} Funcién de densidad de probabilidad conjunta

3} Autocorrelacion

4} Autocovarianza

5) Correlacién cruzada

6) Covarianza cruzada

Pro [0 $X x40, 535X, <x, +Ax, |
Axl sz

frx, (3, 2y, 8, fz) = .11:1[—1»10
51'];._-40

Ry (1. £,) = E(X(1) X(1,))
Cy (rk, tz) =R, (zl, ’:)— E(X(tl)) E(X(tz)]
Ry (r]? 'fz) = E(X(I])Y(tz))

Cay (s 1) = Ry (1, 1)~ E(X (1)) E(¥ (1,))}

Sean X(#) & Y(¢) dosprocesos estocasticos. Se dice que:

° X(r) e Y(i) son incorrelados < C,, (r,, rz) = Q
. X(t) e Y(t) son ortogonales < R, (r], 1‘2) =0 Y #4

4.4 Estacionariedad

Sc dice que un proceso ¢s estacionario cuando X(r) y X(f + E.‘) tienen los mismosg

estadisticas V £.

X (r) es estacionario hasta orden » cuando tedos los estadisticos hasta los de orden

n permanecen invariantes ante un desplazamiento del origen de tiempos.

Para ser estacionario de primer orden:
fx(x, r) :fx(x, t+ 5)

La tinica forma de que se cumpla es que [ (x, £) no dependa de £.

Y&

Para ser estacionario de segundo orden:
‘fXIXZ (x” x,, 1, tz) ———f)rl).(2 (x], X, L+e,t + a‘) Ye

Esto implica que f , s6lodependede r siendo 7 =1¢,— 4.

A los PE estacionarios de segundo orden también se les denomina estacionarios en
sentido amplio 6 débilmente estacionario (ESA).

La mejor manera de saber si un PE es estacionario en sentido amplio es comprobar si:

- Su media es constanie y
- Suautocorrelacién sélo depende de T (diferencia de instantes de tiempo).

Dos procesos estocasticos X (t) el (a‘) son conjuntamente estacionarios en sentido
amplio si: )
- X(r) es estacionario en sentido amplio

-Y (r) es estacionario en sentido amplio

- La autocorrclacion cruzada R,y {7) sélo depende de 7, no de ¢
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Seno Coseno
Suma sen{A4+ B)=sen Acos B+cosdsenB | cos{A+B)=cosAcos B—sen dsen B
Diferencia sen (A~ B)=sen AcosB~cosdsenB | cos(A—B)j=cos AcosB+sen dsen B
Angulo doble sen2Ad =2sen Acos 4 cos2A4 = cos® A—sen” 4
, . 5 A 1—cos A4 . A l+cosd
Angulo Mitad senN” — = — 0§ — = ————
2 2 2 2
e =cos 4 + isen A e =cos A—isen A
Exponencial o —id ih i
compleja cos A = e send = c
2 21

Transformaciones de productos en sumas

Transformaciones de sumas en productos

Se"Asen3=%(°05(1‘1_3)—°05(ﬁ+ B)) sen 4 + sen B = 2sen A;B cos A;B
cosAcosB:%(cos(A —B)+cos(4 +B)) sen. A —sen B = 2cos A;B ser; A;B
sen A COSB:%(SGH(A_ B)‘FS*?“ (4+B)) cosA + cos B = 2cos A Z 5 cos 4 ;B
cosd — cos B = 2sen A+Bsen 84
2 2
Trigonometria hiperbdlica
Seno Coseno
Definicion senhx = shx = £ % toshx=chx= & zeﬂ
FLFr::clIJ;rﬁieénntal ch®x - shx =1
Dii‘sel;l'g:'lz::ia sh{x+y) =shxchy = chxshy ch{xty) =chxchy £shxshy
ivarsas. argshx = In(x 45" 1) argehx — tn[x- /1)
eRr?:?ef iigrs] sen (ix)=ishx cos(ix)=chx
funciones :

hiperbélicas y
las circulares

shix)=isenx

ch{ix)=cosx







Suma de los primenos
nomemos naiurales

Suma de la serie en
progresian geomeatrica

SUMA DE SERIES

-]
Idea feliz para resolver la siguiente suma: Z kg™

== m

k=0

o d e d B
N DN e I EED MRS

d 1 _ d SAsl ) —An-2 -4 _
R e
~ e—?u
T (l-ety
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1.3 Bl de La bolsa eor cundros blances i nearps del tablerp de ajedrez

Se tiene en una bolsa un ndmero detenminado de cuadros blancos y negros en la misma proporcién. Se pide la
probabilidad de que se forme un tablero de ajedrez sacanda al azar 64 cuadros blancos y negros de la bolsa:
" a) Siel nimero de cuadros en la bolsa es enormemente grande
b) Sien la bolsa sdlo hay 32 cuadros blancos y 32 cuadros negros
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4 . Setiene enuna bolsa un nimero muy grande de cuadro blancos y negros en la
misma proporcién:
a} ;Cual es la probabilidad de que sacando a clegas 64 cuadros y colocindolos en
el orden en que salen se forme un tablero de ajedrez?
h) ;Cudl es la probabilidad cuando en la bolsa sélo existen 32 cuadros blancos v 32

cuadros negros?.

P Cpomm 0 +c:k‘o<:rrg ?(\r aternondo olefey 6‘[ ue:es du em\ ju.cuu e:@ﬁnr)

\P

_.PC&nmzn@sn nw@o(mng 0. 08@“ P(anzn nwsqyp@.nm n%_
- ?((BﬂNzﬂ m\@)ﬁwnm n&su\}

[ .u_.,_.___,,_______m

!,{1 " N \
o) T( forrroe me\ao) (%) ?@@ ?@JGQWCN) IB). P 8q)=
= 1. I I ] ! t -1
N A R M- SR A

b) p(pom, U;ﬁ;im\ p@a/ LTIy

FIO ) P (083 - P B[00 A1)

RERA L gan @
2 (azljz ----- S Lh_h
= RPN - N . »
1 09- \a e > U ? RS f
g4l _ T

NOTR - &5 mas smallo lornor ol Hablen wordo exisie w6 lmta
éﬁ Cchag
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1.4 El de las bmprescras que dﬁstruldﬁw popel

Un centro de célculo dispone de tres impresores A, B v C, con diferentes velocidades de impresién. Un listado
puede enviarse 2 una de las tres con probabilidades 0°6, 0°3 y 0°1, respectivamente. Ocasionalmente, cualquiera
de las impresoras se puede atascar y destruir el listado con probabilidades 0°01, 0°05 y (°04, respectivamente.
Se pide:

a) Probabilidad de que un listado se destruya

b) Supuesto que un listado se destruye, determinar la impresora que con mayor probabilidad ha sido la
causante de su destruccion

T‘}fk-'. Yon F\"Dmb.‘li‘ché é;:;’tp\\ inccraprrhisle
D a‘
Al _

o 2
\ ¥ s
D
\¢c

>

o
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1.5 &l de los dodos wornaalis Y VLLLAADS

Se tienen ocho dados nommales y dos trucados, En éstos, la probabilidad de sacar uno es el triple que del resto
(que entre sf son equiprobables). Se elige un dado al azar y se obtiene uno, jcual es la probabilidad de que el
dado na esté trucado? '

www.monteroespinosa.com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77 |, 619 142 355




—_—

T

Ll ’
TN g 12 Lo P PR 11 TR PR Y ," SRS’ <
Lesousn B wi Join 8 i 1-‘;_#%36.‘:*-4&‘-. 5 ﬁﬁ.“@r{?\{zt@
( \\

5. Setienen ocho dados normales y dos trucados. En éstos, la probablhdad de as es el
triple que del resto {que enire si son eqmprobables) Se ehcre un dado al azar yse
obticne as. ;Cual es la pI‘ObabLlldad de que ¢! dado no esté trucado?

Sucems | ([T.)N " sedecrionee wn dado formal’ g
DT " selecciemr n dogs Fuoads”

B "sale as o ol dade’
{ a- ) sole as o el dado’
. N A | (
Dotos: [+ (DN 508 —> P(vr)=02

- Ep el oo tneads” () P(@) 4P (). A7) ,DQ-I
M+ v o+ xtxtx+x =)

53('-'-\ . ‘ _9'?(ﬂ3:5/8

——

i _
A P(A)= s
Ado! e f?to}nb\ dadks J
— &,
/s
0 \DNl -
02 \\_D;\?’} A
PR % A
PN /R ?@)'T’Cﬂ/w\ P(ow) ) A/DN) )
e QY AN e o) v
- Ofﬁ’- ‘é’ M;a‘,‘\* B
I - OGL{ BN
o~ +02- = R AR
6 : S
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1.5 EL del receptor de radio que Lo pasa mal con el ruido

Tenemos un receptor de radio del que sabemos que el 5% de las veces en que recibe una sefial itil, ésta se traduce
como si fuera un ruido; es decir, no Iz considera. Por otra parte, el 2% de ias veces que se recibe ruido, lo traduce
como si fuera una sefial Gtil. Si Ias sefiales recibidas tienen un §0% de sefiales tiles:

a) ¢Cual es la probabilidad de que el receptor realice una traduccién correcta?

b} ¢Cuél es la probabilidad de que una sefial que ha sido detectada como itil sea realmente util?
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1.7 £l del e-mnll gue surven vutas te servidores

Un e-mnail puede viajar a traves de dos rutas de servidores. La probabilidad de error de transmisidn en cada uno
de los servidores y la proporcion de mensajes que viajan a través de cada ruta se muesira en la siguiente tabla,

Asuma que los servidores son jndependientes y que para que el e-mait llegue correctamente por una ruta debe
atravesar los dos servidores que se encuzentran en serie.

Porcentaje de Probabilidad de error
e-mails Servidor 1 Servidor 2 Servidor 3 Servidor 4
Ruta 1 30% 0°01 07015
Ruta 2 70% 0°02 07003

a) ;Cuadles Iz probabilidad de que un e-mail llegue sin error?
b) Siun e-mail lega con error, ;cual es la probabilidad de que haya sido epviado a través de la ruta 1?

Arbol e probabilidades

%y

Q\"

OI}O R e oW —

cn &)

= Q;;_:
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1.8 EL de ia apuesta e 1000 eluves & COard b LyYuz

Dos jugadores A y B juegan a cara y cruz la cantidad de 1000 euros. Ganara aquel que en primer lugar gane fres
partidas {seguidas o no). El jugador A gana }a primera partida y se interrumpe el juego. Dividir los 1000 euros
entre ellos proporcionalmente a la probabilidad de ganar cada uno si hubiese seguido el juego
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< 10 EL del concurso de Las tres nuertas (problemad de Mownty Hall)
: P Y

Supdn que estds en un conecurso y {e ofrecen escoger entre tres puertas: detras de una de ellas hay un coche y
detras de las otras dos, cabras. Escoges una puerta y el presentador, que sabe o que hay detras de las puertas,
abre otra, que contiene una cabra. El presentador ahora te pregunia: ;Quieres cambiar de puerta?
Rzazona tu decision en términes probabilisticos, suponiendo que prefieres los coches a las cabras.

91 No Nos <o biames , OS levames el (I‘)“e"'\'io

S s WS ConbioWios |

win W—
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2.2 5l del bnfintie muvaeralle o Lo clomi ge b sevie en procresiim ceonidtriog
Frog z;

Seala funcién f(x)=k-(0"-a"),VxeN,0<a<b«l
a) Calcular & paraque f(x) seauna funcién de densidad bien definida

by Caleular f(1) y f(2)
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H ' [ _“v‘l\
S E o ¥al S . s Iy :
aszelo [ oo AUMIDDIE )

L ’

e

2. Seala funcion Fx = & {&* —o*, Wx END < a<h <1

a) Calcular k para que fix} sea una funcion de densidad bien definida

b} Calcular f{1) 3 712)

LA . b’ob 0,&-} _ N
gm | M%RC U - O

‘—"W \-"'\r-../
Sene m swe e 5 k ——*—L):l >
TS F o ot b

defoam bel  de Mo o<

NCOICOINCC)

A’E’ b - [cx-ﬂ b-q
a—\ 5'1
B s GO () @) PR
b-G
- Q"DOYQ ?— 2 Q-
pa)= D) b’q )= C Q/GDCHQ)@/*{) = (a))(0D) () =P (K=

Recordodono & Genolas de suma & Senes & ?%mi&

@@m@{:ﬂ& - Sﬂ :_ Qo -G,y

-1
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2.2 Bl de ia eendiclén aue vale todlo

Dado a >, considere 12 funcidén f(x) :% definida en el intervalo (0, )
X

a) Calcule g para que la funcién f(x) sea una funcién de densidad bien definida

b} Para a =12 calcule la funcion de distribucion asociada y dibtjela
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}:*..) xO Ty H*rwn

!

3, Dado a > U, considere la funcién fix) = % definida en el intervalo '{&JD‘J)

a) Calcule @ para que la funcién f €3} seauna funcion de densidad bien definida

b} Para e = 2 calcule la funcién de distribucion asociada y dibijela

FCX) = E J X 7 O. R i‘
X?.

PC*) 70 e
@dx l%j - dx ‘ aajwfldx:

-) Q[-1]Q—| D - Q[X] =y a( )

o) F(x) es fween de dysded N

121 AVaeR

b _ Q0 5y w2 - x |
T o Been éﬂ’;.z{-z-l;-z Gy o

o

m/—\/\.—\/\
RC}':M&SJ Jejﬂiﬁcb(wn?mBWE
F(-0)=0

Fleod= -2 (L -1 )e)

o lava. ey coﬁwna FO:) es (trrl*mtp\
A7)0,
572t L=
ﬁ.. _) 2) o
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2.7 €L de La transformacibn con exponencial bz volor absolute, que evpleza con F(x)

Sea X unav.a. con FD F(x) v la funcion y = g(x):
x+0'5, -0'5<x<«(

F(x)=10 , x<=0'3 yzg(x)z[

o : |x| 20'25}
i ,x20

2 ;|x|<0'25

a) Compruebe que F(x} cumple las propiedades de una FD y calcule la fdp de X
b) Calculeelrangodelava. ¥y P(¥ =2)

c) Obtengay dibuje la fdpde lav.a. ¥ . Calcule su media y su varianza
d) Compruebe que la fdp de {a v.a. ¥ tiene &rea unidad
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2.10 €l del euawnsificader de 2 bits (gue tvo neterma serales analigicas en plgitotes)

Se dispone de un circuito cuantificador de 4 niveles (2 bits), cuya caracteristica de transferencia es la mostrada
en la figura 1. Suponga que la entrada a dicho circuito es modelada por una v.a. X con fdp tal como muestra la
figura 2. '

a) Determine la funcién de distribucién de lav.a. ¥ =g(X)

b} Calcule los valores de jos niveles de cuantificacién b, ¥ b, que hacen que la varianza de la v.a.
Y - X (error de cuantificacion) sea minima

‘ g{x) t fio

g{x)

Y
¥

Figural Figura?
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2.11 Bl de dos trans{ormaclones seguidos

Un dispositivo tiene una capacidad C que depende de la tension aplicada V seghn la ley:

Gy s VEY,
c=gv)= v, , stendo ¢, ¥ ¥, constantes positivas,
Cor|— , VD>V
v

Suponiendo que la tensién es una v.a. ¥V, uniforme en (0,2 v, ), determine:
a) La fdp de C= g(V). Compruebe que j f.(c)de =1

—n

b) E(C)y E(CV)
1

Jhe

¢) Siel dispositivo se incluye en un circuito resonante cuya pulsacidn de resonancia es W =

siendo /, una constante positiva, calcule la pulsacién media

www.monfercespinosa com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77 |, 619 142 355




21 ¥ Un disposttivo tiene una capacidad ¢ gue depende de 1z tensién aplicada ¥ segiin la

Cg =V
ley: c = p{%) = {c E . ”e} , siendo €y ¥ Tg constantes positivas,
Suponiendo que la tensidn es una v.a. ¥ uniforme en {0, 21}, determine:

2) Lafdp de &€ = g{i7}. Compruebe que f:;j"c{c}dc =1

by E(C)y E(CV)

c} Si el dispositivo se incluye en un circuito resonante cuya pulsacion de

. 1. . .
respnancia es W = = siendo i una constante positiva, calcule la pulsacién
W

media
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Ua. anfiwo ) Suste Wl ol r) - & @ &0
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GAUSSIANAG N(7,6): £, (%) =

1
—— exp
af2x 1{

(x

TABLA DE I.A DISTRIBUCION GAUSSIANA

_zlz], E(X)=n, Va(X)=0?
20

X 0 01 0z 03 .04 Ris) 6 07 03 09
0.0 5000 5040 5080 5120 5160 S199 5239 5279 3319 5359
0.1 5368 5438 3478 5517 5357 5596 5635 5675 A4 5753
0.2 ST93 3832 5871 G910 %48 3587 6026 .6064 BI03 5141
03 4179 5217 6235 6203 6331 6368 G406 6443 6480 6517
0.4 6554 6381 G628 6664 G700 5736 5772 RO 6844 6379
0.3 6015 £5950 B985 013 7054 J7083 123 J157 7180 1324
0.6 257 71291 7324 1357 S7389 1422 7454 7486 as17 7549
0.7 7580 011 J642 673 J704 734 Ji64 J794 1823 7852
0.3 7881 910 4339 J9a? 7985 5023 8031 80738 106 4133
0.9 8159 3186 B2i2 8738 8264 8289 8315 .8340 B3565 B389
1.0 8413 .8438 L8461 8483 .B508 8331 B354 8377 8399 8611
1.1 8643 £665 5686 3708 8729 8749 B30 8790 8310 8830
1.2 B840 8869 .BEB8 Bo07 8925 RI{ZE S 8962 BOED 2007 015
1.3 4032 5044 5066 8082 9095 5115 2131 5147 O162 5177
1.4 Ri)isy 0207 9222 0238 9251 D205 0279 9292 83006 5319
1.5 0332 9345 9357 9370 0382 9394 9408 9418 5420 9441
1.6 5452 2463 9474 5484 9493 9505 9315 9525 B335 0345
1.7 D554 9564 D573 582 8591 4395 2608 Sale D625 5633
1.3 041 9649 9636 D664 8671 9678 8686 9693 56499 9706
1.9 9713 8719 D726 9732 5738 H744 9750 5756 5761 8767
2.0 S92 97718 9783 0788 5793 0798 0303 B808 0812 DE17
21 8321 0824 9830 5834 D838 5842 9845 9850 B854 8857
2.2 Sial D864 9868 871 8875 9878 9881 Sas4 5887 9850
2.3 0893 D896 0508 5901 9904 9905 .go09 5911 9913 D916
24 9918 L8920 5922 4923 8927 8938 B931 9932 o34 8036
235 9938 2240 8941 043 L9435 9940 0543 5949 5851 85952
2.6 5353 9955 936 3557 8958 3960 8961 9862 0063 9964
2.1 9965 8966 9967 8968 S568 8970 5971 9972 8973 9974
2.8 0074 9975 0976 9977 9977 BoT78 9979 9979 8950 G951
29 5981 9982 L0482 H983 59934 9984 8985 9985 8986 0934
30 D987 9587 9987 9988 9988 0959 9589 H989 5550 5980
31 9990 .5991 9081 890§ Rele1] 9992 8992 9992 5093 L0993
2 9503 5993 9904 5994 9994 5994 9994 9995 555 5995
3.3 5993 D995 5995 5996 9996 9996 8996 5996 5996 9997
34 99497 5997 9597 5997 8997 .9997 9097 5907 3997 5908
3.5 998 RECE 9998 9993 9998 0908 99598 D998 5998 5998
3. Rri ety Releel 3999 9509 S090 2999 9999 9999 5939 5999
3.7 5598 L5899 0999 .9999 5999 9989 5999 9992 9999 o909
3.8 5995 59599 .5999 6999 9955 999 5940 1.0000  1.0000  1.0000

Valores de G(x) para 05x=389 en pasos de 0.01

G(;}:J 1[%;

‘2
e ?dt













"~

2.5 Bl de Lo vwemoria del ovgenador con posiciones defectussag

Un crdenador tiene una memoria de ¥ posiciones. Durante el montaje de la misma se instalaron por error
algunos circuitos defectuosos, de forma que se sabe que m posiciones no pueden ser leidas, v el ordenador se
bloqueara cuando lo intente. El acceso a las posiciones de memoria puede ser de dos tipos: 1) aleatorio {en cada
acceso las NV posiciones tienen la misma probabilidad de ser leidas, 2) secuencial (el ordenador lee las
posiciones sucesivamente a partir de 1a primera).
a) Caracterice probabilisticamente la v.a. X : nimero de accesos a memoria hasta que el ordenador
s¢ bloquee cuando los accesos son todos de tipo afeatorio
b} Caracterice probabilisticamente la v.a. X, : nimero de accesos a memoria hasta que el ordenador
se bloguee cuando los acceses son todos de tipo secuencial

¢) Si m=1, calcule el nimero medio de accesos hasta que el ordenador se bloquee para cada tipe de
acceso

d) Si m=1, calcule la probabilidad de que el nimero de accesos sea menor o igual que N para cada
tipo de acceso y su limite cuando ¥ — «©
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Y * Un ordenador tiene una memoria de ¥ posiciones. Durantz el montaje de la misma
se Instalaron por error algunos circuitos defectuosos, de forma que se sabe que m
posiciones no pueden ser leidas, y el ordenador se bloqueara cuands lo intente. El

acceso a las posiciones de memona puede ser de dos tipos: 1) aleatorio (en cada
acceso las iV posiciones tienen la misma probabilidad de ser leidas, 2) secuencial (el

ordenador lee lag posiciones sucesivamente a partit de 1a primera).
a) Caracterice probabilisticamente la v.a. X;: mimero de accesos a memoria hasta

que el ordenador se bloquee cuando los accesos son todos de tipo aleatoio
) Caracterice probabilisticamente la v.a. A-: numero de accesos a memoria hasta

que el ordenador se bloquee cuando los accesos son todos de tipe secuencial
c) Sim =1, calcule el mimero medio de accesos hasta gue el ordenador ge ©

bloquee para cada tipo de acceso T
d} #1 =1, calcule la probabilidad de que el nimero de accesos sea menor o igual

que & para cada tipo de accese y su limite cuando &V =+ o2 31'\ o -
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2,16 Bl de buseny ew Las tablos de Lo Moyl

En una distribucion normal:
a) Caleular las siguientes probabilidades en una distribucion normal estandar:
P(Z<1'45) , P(Z<-1'45) , P(I'25<Z <2'57)
P(-2'57T<Z2<-1'25) , P(-0'53<Z <2'40)

b} Se ha aplicado un test de inteiigencia a un grupo de alumnos y se ha observado que se distribuyen
normatmente con media 30 y desviacién tipica 12. Se pide:
b1} ;Qué proparcidn de alumnos tendrdn una puntuacidn en dicho test entre 20 y 35?
b2} ;Qué puntuacion minima tienen los alumnos que se encuentran entre el 20 por ciento mas
inteligente det grupo?

¢) Caleular la probabilidad P(IX — ,ul < &} en una distribucién normal N(u,a)
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Tema 2. Variables aleatorias unidimensionales.
Distribuciones de probabilidad

P‘E‘G’f {‘{'D.“l.

{6 En una distribucién normal:
a) Calcular las siguientes probabilidades en una distribucidn normal estandar:
P{Z = 1°43), P{Z = —1'45}, P{1'25 < 3 = 2'57)
—2'57 0 =-172 5, P{—0'53 < 7 = 2'15)
b) Seha aphcado un test de inteligencia a un grupo de alumnos y se ha obsel‘v'ado
que se distribuyen normalmente con media 30 y desviacion tipica 12, Sc pldu
bl) ;Que proporcion de alumnos tendran una puntuacion en di cho tesl entre 30 v
357 : .
£2) ;Qué puntuacién minima tienen Jos alumnos que se encuentran entre el 20
por clente mas inteligente del grupo? st o
¢) Calcular la probabilidad P{|¥ — 2| << ¢} enuna dlstnbuuon nonnal e, o)

©) 2 ~N(o D
p(% < | HS) GC! "|5) OG{ZGS

'D(@a—msﬁ = ?(é, qs\-l-e( '45)21-0'9265 = 00935

.

vuS

?(1254‘2, < Y5) ?(wzs%) P(gc\zs\ 600 Y- e@zs) oqqqq 05

{25 29
P-ds124 < <-115) = P(|2g 1 s zsq) =008

[ m

25yl
VEos3€240% )T P(L248) P (% 2 ds?»ﬁ CR's)-[1-6(083)] = 0o

= - —_
e A /ﬁa_, ( -
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218 Bl del linstrumento con g normal que 53¢ oorta

YooV
o

La tenzsion de entrada a un determinado instrumento de medida esunav.a. E=N [ > —Jzi—] . El valor medido

por dicho instrumento, X , coincide con el valor de la tensidn de entrada si éste se encuentra en el margen
(0, v ); si dicho valor estd por debajo de 0 voltios, el instrumento siempre registra 0; v si esta por encima de v,
la medida es siempre iguala v. Obtenga la fdp, la FD y la media de X
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&  * Latensidn de entrada a un determinado instrumento de medida es una v.a.

- L fToT . . . - L.
E=I {:, — 1, El valor medido por dicho instrumento, &, coincide con el valor de la
w3

(o

tensién de entrada si éste se encuentra en el margen £0, v); si dicho valor esta por
debajo de 0 voltios, el instrumento siempre registra 0, y si estd por encima de 7, la

medida es siempre igual a . Obtenga la fdp, 1a FD y la media de X
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219 Bl de o red de CREros

Una red de cajeros automaticos esta constituida por un ordenador central, al que estdn conectados una serie de
terminales. Cuando un usuario, previa la introduccion de su tarjeta, desea realizar una operacion, el cajero
intenta conectarse a través de una linea con el ordenador central, el cual tarda en responderle un tiempo T. que
depende de factores impredecibles. :

Si et cajero est4 situado en la misma poblacion que el ordenador, T es aproximadamente una v.a. N(n,a); sl

a _g.
estan en distinta poblacién, T tiene una fdp f,(f) :58 il

El modo de funcionamiento es tal que si al cabe de f, segundos el ordenador no ha dado respuesta alguna, se
interrumpe la operacion iniciada
2) Si se sabe que la media y la varianza de T no dependen de la ubicacién del cajero, determine los
parametros p y a en funcién de los pardmetros  y @

b) Sit, sedisciié de forma que Ja probabilidad de que una operacidn se interrumpa dentro de la poblacion

sea 0’01, calcule dicha probabilidad para un cajero situado fiera

¢) Silared estd formada por 2000 cajeros dentro de la poblacion y 1000 fuera, y se opera con 100 cajeros
escogidos al azar, determine la probabilidad de que al menos 1no no pueda realizar la operacién
requerida _
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2.20 ElL del control del aeceso POY VOZ

Un sistema de control de accesos de clientes a un determinado recinto compara la palabra de paso pronunciada
por un locutor con una referencia interna y obtiene nna medida del “parecido™ entre ambas que se modela como
unav.a. X condistribucidn N(3,1) siel locutor es “cliente”™ y N(0,2) si el Jocutor es “impostor”. El acceso
se permite o deniega segiin dos posibles criterios: 1) El locutor pronuncia la palabra de paso obligatoriamente

n veces y si el “parecido™ supera, al menos, 72 veces un umbral A, se permite el acceso; caso contrario, se
deniega. 2) El locutor prenuncia la palabra de paso y ¢l “parecido™ se compara con dos umbrales, A, y A,

(A, <4;); sies menor que A, se deniega el acceso, si es mayor que A, se permite y, sdlo en caso contrario, se
solicita una nueva identificacién, repitiéndose el proceso anterior hasta un méximo de L veces: en la

L — ésima repeticién (caso de alcanzarse), si el “parecido® es inferior a A, se rechaza el acceso y si lo supera se

acepta (Suponga, para ambos criterios, independencia entre ensayos).
a)} Calcule, para el criterio 1, fa probabilidad de aceptar un cliente y rechazar un impostor para

n=3m=2,A =2

b) Calcule, para el criterio 2, el umbral A, de modo que un impostor se rechace exactamente en el
L - ésimo ensayo con probabilidad 107 si L=4,4, =2

¢) Paraelcriterio 2, con L =44, =2 yelumbral A, del apartado anterior, determine la

probabilidad de aeeptar un cliente exactamente en Ja repeticién k — ésima, en funcion de & (no
olvide determinar el rango)
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3.2 Tl gue preantsban antes en los parciales Y €5 v rEgRLe (=)

Sea (X, Y} una v.a. bidimensional con la siguiente distribucion de probabilidades:

x =172
PX=x.Y=y)=k(x+2y) ; { b }
y,=}2
a} Calcule ol valor de la constante &
b) Caleule las distribuciones marginalesde X ¢ Y
¢} ¢Son X e ¥ independientes?
d) Calcule la covarianzade X ¢ ¥
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2. Sea {X,Y¥una v.a. bidimensional con la siguiente distribucidn de probabilidades:
PR =x, ¥ =v)=k -(x;+ 23-}-) ;=12 =12
a) Calcule el valor de la constante &
b) Calcule las distribuciones marginales de & ¢ ¥
¢) ¢Son X # Y independientes?

d} Calculelacovariapzade X ¢ ¥

0y X T s va et S £29y°) = k{2 yHe(22) vk ez )tk i)
‘J )

Y Dislobucen fchml & X - 1?("1 %) Zi’t = -th t2:1) 4 u(sz 122y
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2.3 Bl que presumniaban onies en Les pareiales v es un regalo (3)

Sea (X,Y) unav.a. bidimensional con la siguiente distribucién de probabilidades:

) x, =12
P(X = X, :Y:yj) = k'(x;' J"’;) ; {y} =1=2,3}
a) Calcule el valor de la constante &
b) Calcule las distribuciones marginalesde X e ¥
¢} ;Son X e Y independientes?
d) Calcule la covarianzade X e ¥
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Dstabucier Fncic)\r‘gl a2 X
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probabilidades:
a) Calcule el valor de la constante &

c) ;Son X e Y independientes?

d) Calculelacovarianzade X ¢ ¥

2. (D07) Sea £X,Y) una v.a. bidimensional con la signiente distribucisn de

PR=x ¥ =y)=k-(x7¥) ix=1271=123

b} Calcule las distribuciones marginales de X ¢ ¥
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2.5 G de caleviar Lo .:(K,Ej)

Sea la funcién f(x,y) = {

distribucion ascciada

x+y
0

siD<x<1,0<yx<l

resio

} . Demostrar que es una fdp y calcular su funcion de
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5. Sea la funcién f{x,y} = {1? g}: s10<x<30 izf“: 1}. Demostrar que s
. rest

una fdp vy caleular su funcion de distnbucion asociada

P @ﬂ'\ &5 funoon dwdod Iy {:6{ )70
) Y= owsy
S j Fg?,r C’“’) j [E (xw}(\x& =)
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=.& Bl de caloular Log {d? marginales

Calculzar las fdp marginales de las siguientes v.a. definidas mediante su fdp:

10x%y si0<y<x<l
a) f(x,y)={ Y ’ }
0 resto

% si (%, 0)e{(1,3),(-1,3),(2.3),(1,0), (L. -2)}

b} flxy)=
% si(xy)=(-1-2)
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6. Calcular las fdp marginales de las siguientes v.a. definidas mediante su fdp:
a) [lxad = {10:{"}“ sSI0=zy=x= 1}

4] PeElo
B) Fxy = {

Cl) JFU"‘OC(‘ C)B dJ‘\SIJ“JLl rr*ju&\d? X

RN

si Oy e {013, {~1,33,(2,3), €1,0), 1, ~2}}}

st Gy ={-1,-2}
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=7 Bl de calouvlar probabilidades a partir de los dlbyjes

La distribucién conjunta de las v.a. X' e ¥ viene dada por la siguiente fdp:

I si0<x<1;0<y<t
Jxy)=
0 resto

a} P(X+Y <))

b) P(%SX+Y5%)
¢ P(X 22Y)

d) P(¥Y<X?)

e) P(%5X+Y<%)

r NOTR:

S L = cbke => [ (>, 4) = {
i T ) ﬂreq(ﬁw)

== Prosollind = 002 sembread,
reo toto)

L -
3) P(x+¥s1)

b) p(ils X+ Y ¢

':j: '/3 "4 3-: 73‘#!(.
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2.2 Bl de¢ cateular condielonodns aomn F(X,Uj covan Aats

Sea el vector aleatorio (X, Y} con funcién de distribucién conjunta

(0 six <0,y <0

- (x+y=-xv’) si0<x<1,0<y<l
Flx.) =<y -(Q+y-3") six21,0<y<]
x si0<x<],y21

Ll six2l,y21

Se pide:
a} Funcién de densidad condicional de ¥ dada X = x,

b) Funcién de densidad condicional de X dada } =y,

c) Calcular P(X}%) y P(X >%/Y>%)
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=10 Elde la panﬁ bola covtzads

Dada la v.a. bidimensional (X,¥) con fdp: f{x, )=k (x* +3*),x* <y <]

a) ¢Lasva. X e I sonindependientes?
b) ;Estin incorreladas?

c) Caleule P(Y<0'5/X =0)
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|0, * (F96) Dada la v.a. bidimensional X, chon fdp: fFlx,v) =k - {x
¥E ¥l
a) ;Lasv.a X 2 ¥ sonindependientes?

b) ;Estan incorreladas?
¢) Caleule ¥ =0'5 / X =0}
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2.12 EL gz las dos uniforvues tndependicntes que sldéw de todo

Sean X e ¥ dosv.a. uniformes en (—1,3) ¢ independientes. A partir de ellas se definen otras dosvaa. U y
X+Y V= X-F
2
a) Determine la fdp conjunta f(x,v) (dibuje el rango o recorrido)
b) Deterinine las fdp marginales f(u), /()
¢) Determine las FD marginales F(u) , F(v})

¥, siendo U =

dy iSonijasva Uy ¥ ortogonales? ;Estan incorreladas?
e) Demuestre que P(UV <0)= P([X|<|]) y calcule dicha probabilidad
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213 El e Los dos punkss Lo 4 Lo Aeveeha del ooy

Se escoge un punto de forma aleateria en el intervalo (0,7) y un segundo punto, también aleatoriamente, pero

siempre a la derecha del anterior, v se definen las v.a. X' = “posicién del primer punto™ e I” = “aistancia del
segundo punto ai primero”
_ ) 1 J<x<?
a) Demuestre que la fdp conjuntaes f(x,))=——0,
TT-xy |0<y<T—x

b} (Son X e ¥ incorreladas?
¢} Caleule P(Y < X)
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{1. * Se escoge un punto de forma aleateria en el intervalo {0, Ty y un segundo punto,

también aleatoriamente, pero siempre a la derecha del anterjor, y se definen las v.a.

A “posicion del primer punto™ e ¥ “distancia de! segunde punto al primero™.

a) Demucstre que la fdp conjunta delas via. & & ¥ es:
1 { Qx< T}
0 <y T —x)

Flxs) =

-y
b) ;Sond 2 YV incorreladas?
6

c) Caicule F{Y < A7)
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214 Sl de pASOY Ae poliives o ERYEESEAD S

Sean Ry @ dos v.a. independientes , tales que @ es uniforme en (0,27} y R et unav.a. con fdp:
2r .
f(r)y= jz- , r£(0,4), siendo A4 >0 una constante.

. _ ., |x=r-cosd
Sobre ellas se realiza la siguiente transformacion:

} . Calcule:
y=r-senp

a) La fdp conjuntade X e Y . Dibuje surango

b} Las fdp marginales de X e Y .;Son independientes?
c) Lacovarianzaentre .X e ¥ . ;Estan incorreladas?

d) P(X3+Y3 >A%)

o P(v> i x=4)

www monteroespinosa.com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77 |, 519 142 355




14 . ¥(S03)Sean R 3 & dos v.a. mdependientes tales que @ es uniforme en (0,27} y R
tiene una fdp: i) = —: r & i0,4)

Siendo # > 0 una constante. Sobre ellas se realiza la siguiente transformacion:
{.x = rco-_';q*::}

¥ = Tieng
Calcule:

a) La fdp conjunta de & & ¥. Dibuja su rango
b} Las fdp marginales de X & ¥.;Son independientes?

¢} Lacovananza entre ¥ 2 ¥. ;Estan incorreladas?

&) PIHT VY i‘})

e} Pi¥ >/ X=
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215 Gl de las dos resistenciis Y el interruptor

En el circuito de la figura se desconoce el estado del interruptor, de modo que [a resistencia totai entre extremos

es R=R +X-R,,con R,R, va uniformesen (9,11) y X v.2. de Bemnouilli, con F(X =1)= p. Suponga

R, R,, X independientes entre si

R
R2

a) Caleule lafdpdelav.a. R . Represéntala de forma aproximada para p = %
b) Lamediade R
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=16 Eldelas dos ulﬂv",for’mes Lwdep&wd[.ﬁmtes gUE ha{j GUE £5tar esPabE,Lao fal Priwcépio

Sean X e Y v.a. uniformes en (0.1) e independientes. Se forman las v.a.
. 1,siX+YV <1 V 1, si X2 +77 <1
0.5iX+Y>1]" 0,5 X +7*>1
Calcule:
a) Las medias y varianzasde U y V
b) Las probabilidades condicionadas P(U/ =1/¥V =1y P(V =1/U =1)

Se definen ahora lasvaa. Z=JXY , W= % . Calcule:

¢) Lacovarianzade £ y W
d) Las fdp marginalesde Z y W
e} Las medias condicionadas F(W /X =x) y E(W /£ =2z2)
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4.4 &l del vuldo blanco estricte normal que pasa un valor bsoluto o wn tren de deltas

En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario en sentido

amplio, con fdp de primer orden N(0,1); se tiene, ademés: g(x) = |x| y h [H] =5 [n] +8 [n—l]

g(x)

—» Y[n]=g(x{n]

X[n] —

b

hln]

— Z[ﬁ] = X[i?]*h [n]

Calcule:
a) La antocorrelacién de ¥'[n]

b) La correlacion cruzada de X[n]e Y[n]
¢) La fdp de primer orden de Y[n]
d} La fdp de primer ordende Z [n]

¢) La densidad espectral de potencia de Z [n] . Represéntala gréﬁcamente de forma aproximada
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4.5 El de La autocorrelacton de dato que pase un tren de deltas
guep

Sea el proceso discreto en el tiempo X [n]: de media nula y gstacionario en sentido amplio, con
autocorrelacién R [m]= 0 < |a‘ <1. Se hace pasar X [n] por un sistema lineal e invariante con respuesta
al impulso h[n] =5 [n] -bd [n —1] , obteniéndose como salida un proceso Y[n]

a) Calcule la autocorrelacion de ¥|n], R, [m]

b} Calcule el valor de b que minimiza la varianza de Y[n]

¢) Para el valor de b del apartado anterior, calcule la densidad espectral de potencia de ' [n] , 5, (€)
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4.6 EL de los dos Procesos cowjuw’cameme £.5.0. ue formaw U PFOCESD MUEVD

Sean X(t) e Y(t) dos procesos conjuntamente estacionarios en sentido amplio, de medias nulas,
autocorrelacianes R, (r) y R, (7) y densidades espectrales de potencia S,.{®} y S, (®). respectivamente.
Su correlacién cruzadaes R, (7) y el espectro cruzado S, (&) . Se define el nuevo proceso

Uy = X(r)cos{a )+ Y (1)sen{w 1), siendo o, >0.

a} Dctermine las condiciones que deben verificar los estadisticos de X(t) e Y(t) definidos anteriormente
para que U(t) sea estacicnario en sentido amplio

b) Para las condiciones del apartado anterior, calcule la densidad espectral de potencia de U(t).

Particularice las expresiones de la autocorrelacién y la densidad espectral de potencia de U(t) para el
caso en que X(t) e Y(t) sean incorrelados
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+.7 €L del escaldn wnidnd que depende de wna distrivucidn normal

Sea X[n] un ruido blanco estricto con fdp de primer orden normal estindar. Se deline el nuevo proceso
Y[n] = U(X[H]— A) donde U(:) es la funcién escaldn unidad y A es una v.a. de Bernouilli, independiente de
X[n]ycon P(4=1)= p. Calcule:

a) La media y ia varianza de Y[n]

b} La autocorrelacion y autocovarianza de ¥ [n} . ¢ E8 estacionario en sentido amplio?

¢} La correlacién cruzada Ry, [#,n,],¥ 5, n, . (Son X[n] c Y[n] conjuntamente estacionarios en
sentido amplio?

www.monteroespinosa.com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77 |, 619 142 355




4.8 El de La seral periodicn

Sea p(t) una sefial periédica de periodo T. S¢ forma el PE X (¢) = p(¢ + E), donde E es una v.a.
uniformemente distribuida en (0,T)
a) Demuestre que X{1) es un PE estacionario en sentido amplio. Calcule para ello su media y
autocorrelacion
T
I, 0<t<—
b) Apligue el resuftado anterior para p{(t) =
0, —<t<T
2

c) Se forma el proceso Y (£ +1,) = aX (), donde g es una constante. Determine @ para que

L) = X{t+1,)=Y{(z +1,} tenga un valor cuadratico medio minimo
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4.9 El de las uniformes | €L vutdo blance

Sea el proceso X (1) = Acos(@ +O}+ N{t), con @, >0, A unav.a. uniformeen (-1,1), ® unav.a.

uniforme en (7,27) y N(f} un PE de media nula y autocorretacién R(z)=a’8(t). Suponga A, & y N(1)
independientes.
a) Calcule la media condicionada E(X(r}/ A =a), la media y la autocorrelacion de X(t). ;Es
estacionano en sentido amplio?

. . o . . 1
Se hace pasar ahora X(t) por un sistema lineal e invariante de respuesta en frencuencia A (jo)=——,

1+
obteniéndose a su salida un nuevo proceso Y{t}. Calcule:
b) La densidad espectral de potencia de Y(t)
¢} Lamediay la autocorrelacion de Y{t)
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4.10 Bl de la fawmdiilo de cosenos

Sea la familia de sucesos estocasticos X, (f) = cos(n{f + @)), siendo © una v.a. uniforme en el intervalo
(0,27) y »nun ninero natural mayor que 0
a) Encontrar la media y 1a autocorrelacion de X (£). ;Son procesos estacionarios en sentido amplio?
b) Calcular la correlacién cruzada entre X, (1) y X (). con 1 # m, ;son sucesos incerrelados?, json
sucesos ortogonales?

c) Sea Z(I)=X ()+ X _(1),con n=m.;SonZ()y X (1) conjuntamente estacionarios en sentido
amplio?
d) Calcular los espectros de potencia de Z{t) y X (1)
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4 11 EL del filtvo frecuencial

b)

c})

Sea X[n] un proceso estocastico de autocorrelacion R, [m] Se hace pasar dicho proceso por un
sistema lineal de respuesta al impulso h[n] =4 [n] -6 [n ~1]. Calcuie la autocorrelacion del proceso
de salida ¥ [#]

Sca el proceso X[r.-‘] = A[n] cos(Qon+ D)+ W [n] ,con £, una constante positiva, A[n] un PE de
media 17, y autocorrelacion K, [m], @ unav.a. uniformeen (0,7) y W[H] un PE de medianula y
autocorrelacion R, [m] =g, -5 [m] . Suponga A[n], DOy W[n] independientes. Calcule la meda y
la autgeorrelacion del proceso X[n] . ;Bajo qué condiciones es estacionario en sentido amplio?

Para el proceso definido en ef apartado b), calcule el espectro de X[n] y diblijelo suponiendo que el
4, [Q]=Q,

espectro de A[n] en ef intervalo (—m,7} es: S, {Q} :{U |Q| o
k] ) A

}, donde 4, y €2, sean

constantcs positivas y se cumple que QQ, < Q) <7 —Q
Suponga ahora que el proceso X[n] definido en el apariado b) se hace pasar por ¢l sistema lineal
definido en ¢l apartado a}. Calcule el valor cuadratico medio del proceso de salida Y[r?]

Sobre el proceso definido en e apartado b) se aplica la transformacién z = g(x) = x*. Calcule la

media del proceso transformado Z[n]
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412 EL que tieme cosas del temn 2

e

Sea X[n] un ruido hlanco estricto con fdp de primer orden © f{x)=x- e—?u(x) . A dicho proceso se le
. . . Jylﬁ x<a =
aplican las transformaciones: ¥y =g(x) = ,z=g(x)=1-e > siendo y,y,,4 constantes
1 Vs X>a
positivas. Se obticnen los nuevos procesos Y[n] =qg(X [n]) v Z [n] = g(X[n]). Calcule:

a) El valor de g4 de manera que el proceso ¥ [n] tome el valor ¥, con probabilidad 0°4

b) La fdp de primer orden de Y[n] , para el valor de @ obtenido previamente. jEs ¥ [n] estacionario de

aorden 17

¢) laautocovarianza de Y[n} , para el valor de 2 obtenido previamente. ;Es Y[N] estacionario en
sentido amplio?

d) La fdp de primer orden de Z [n] (Es Z [n] estacionario de orden 17

e) La mediay la varianza de Z[.”I]
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4.12 EL que tiewe eocne del tewma 2 (2)

Sea X[n] un ruido blanco estricto con fdp exponencial ;: f{x) = ¢-e™"u{x) . A dicho proceso se le aplica la
transformacion: y = g{x) = y,(1—¢™™), siendo y, > 0 una constante. Se obtiene el nuevo proceso
Y[n] = g(X[;?]) . Caleule:
3y

a) P(Y[n] }%)

b) Lamedia de Y[n]

¢) La fdp de primer crden de Y[n]. JEs Y[n] estacionario de orden 1?7

d} Laautocovarianza de Y[n] . ¢Es Y[n.] estacionario en sentido amplio?

e) Se define ¢l proceso S[n] = Y[H]— AKX [n] ,donde A una constante. Determine el valor de ésta para

que la correlacién cruzada R, [nl,nz] sea nula para todo #, # n,
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+.14 Bl que es muy faciion

Sea el proccsoZ[n] = X[??]- Y[n], siendoX[n] e Y[n] dos PE discretos en el tiempo independientes y

estacionarios en sentido amplio, de medias 17, v 7, , y autocorrefacién R, [m] y Ry [m], respectivamente.
Calcule:

a} Lamediay la avlocorrelacidn de Z [n]. (Es Z[n] estacionario en sentido amplio?

b) lLacorrelacion cruzada R, [n],nz]. ¢Son X[n] y Z[n] conjuntamente estacionarios en sentido
amplio?

¢} Lamedia condicionada E [Z [n] ;’X[n] = x]

d) La densidad espectral de potencia de Z[n], suponiendo que R, [m] =g (Ial <Dy R, [m] =0 [m]

¢) La distribucion de primer orden de Z[n], suponiendo que para cada n, X[n] g Y[n] son v.a.
discretas, con P{X[n]: ~1} = P{Y[n]: —1} =py P{X[n] =I} =P{Y[n]=1} =1~p ,con
Ba<p<l
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415 Bl de wnas chantas wormales

. . . . . . - 3
Sea X [n'] un ruido blanco estricto. con fdp de primer orden Gaussiana (de media nula y varianza g, ). Se

forman los procesos Y[n] = X[n] —aX [n - 1] L [rif] =

Y[n:". Siendo @ una constante:
a) Demostrar que Y[ri] £s e.5.a.

b} Fdp de primer ordende Y [n]

c) Espectro de Jr’[n]

d) Media y varianza de Z [n]

e} Fdp de primer orden de Z[H]. JEs estacicnario de primer orden?
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4.16 EL de la trancformacion de wa vuido blaaco

Sea X [n] un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario en sentido amplio, con fdp de primer

orden uniforme en (-1,1) Sobre X[n] se aplica la transformacién:

+

(siendo 0 < & < 1), obteniéndose un nueve proceso estocdstico Y[n] = g(X[n]) . Calcule:
a} Laautocaorrelacion de I’[n]
b) La corretacidn cruzada de X[n] e Y[n]
¢} La fdp de primer orden de Y[n]
d) Lamedia condicional £(¥ [n+m]/ X [n]=x)
e) Se hace pasar X[n] por un sisiema lineal e invariante, con respuesta al impulso
h[n] =8 [n] -6 [n —l] , abteniéndose un nueve proceso estocastico Z [n] =X [n] *h [n] . Calcule 1a

autocorrelaciom de Z [n]
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4.7 €l de Lo sennsforvmnsion dg un rulde blanso (2}

Sea X [n] un ruido blanco estricto, discreto en el tiermpo y estacionario en sentido amplio, con fdp de primer

orden normal esténdar. Sobre X [#] se aplica la transformacion:

4 GO0

1 —

obteniéndose un nuevo proceso estocastico }’[n] = g'(X[nD. Calcule:

a) La autocorrelacién de ¥ [rz]

b} La comrelacidn cruzada de X[n] e Y[n]
Se hace pasar X[n] por un sistema lineal e invariante, con respuesta al impulso A [n] =0 [n] -4 [n - l],
obteniéndose un nuevo proceso estocdstico £ [n} = X[n] * h[n]. Calcule:

¢} La awtocorrelacién de Z[n]

d) La fdp de primer orden de Z[n]

e} La densidad espectral de potencia de Z[n]
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4.1 EL del filtyo paso E:D.jc

En el esquema adjunto, X (1) = cos({3f + @) representa una seifal aleatoria, donde Q0 es una v.a. con

distribucion uniforme en (w;,w, ), (siendo 0 <w, <w,) e independiente de @ ; &sta, a su vez, es una v.a.

T 3m . .
discreta que puede tomar los valores O’E’ﬁ’? con igual probabilidad. El proceso estocastico X () pasa por

un filtro paso bajo ideal de ancho de banda w, < w;, dande como resultado un nuevo proceso Y (#)

1 Hiw)

e —

At =cos(ld + ) ¥in

-

Se pide:
a) La media condicionada £(X(1)/Q=w)
b) La media del proceso X {f)
c) Laautocorrelacion del proceso X (t) comprobando que es estacionario en sentido amplio
d) La densidad espectral de potencia det proceso X (1)
e) La autocorrelacion dol proceso a la salida del filtio ¥'(#)

sinfat) 1,|w] <a

NOTA: x(f) = & X(@) = TF(x(1)) = (a>0)

O,IWI za
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419 €l RE L3 RUEDCOFVELACLO e U WAOWEDIL e escemnarios

A partir de dos procesos estocasticos X[n] e Y[n} discretos en el tiempo, se define:
Z[n] =X[n]+Y[n]
a) Obtenga la expresion general de la autocorrelacion del proceso Z[J’J]: R, [n,,nl] en funcidn de las
autocorrelaciones y correlaciones cruzadas de los procesos X[n] € Y[n]
by Particularice 1a expresion de R, [n, ,nz] , obtenida en el apartado anterior y obtenga la densidad
espectral de potencia de Z [n] , en funcién de las densidades espectrales de potencia y el espectro
cruzado de X[n] e Y[n] , para los dos casos siguientes:
a. X[H] & Y[n] conjuniamente estacicnarios en sentido amplio
b. X[n] e Y[n] estacionarios en sentido amplio y ortogonales
¢} Supongaque X [n] = A, siendo A4 una v.a. de media cero y varianza cr_?'1 , Y[n] es un ruido blanco

estacionario en sentido amplio de media cero y varianza C-'}% e independiente de A . Calcule la media y
autocorrelacion del proceso Z[n]. LEs estacionario en sentido amplio?

d) A partir del resuliado del apartado anterior obtenga la densidad espectral de potencia del proceso
Zin)

e) Considere ahora que .Z[n] =nd+ B siendo 4 y B independientes con fdp normal esténdar. Calcule

Pz [n] > k) y particularice para n=2, k=5
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TABLA DE L4 DISTRIBUCION GAUSSIANA

X .00 1 02 L3 04 05 .06 A7 L8 .09
0.0 5000 5040 5080 5120 3160 g199 5239 5299 0 5319 5359
0.1 5368 3438 5478 5517 5557 5586 5636 5675 5714 5753
0.2 X193 5832 SE71 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 5331 G368 54046 6443 G480 6517
04 6554 6591 L6628 6664 £700 £736 6772 .6808 6844 6879
Q.5 B915 6950 6985 2019 7054 7088 1123 J157 J100 7224
0.6 7157 720% 324 1357 389 422 454 JAR6 517 71549
0.7 1580 6l 7642 7673 1704 A734 7764 1194 1823 J852
0.8 1881 g910 EEY J967 7995 023 8051 S078 8106 8133
09 8150 8186 8212 .R238 .8264 8289 $315 5340 8365 2380
1.0 8413 .5438 8461 8485 .B508 8331 8554 3577 8599 8621
1.1 8643 BG63 .BHE6 8703 8729 E745 8770 2790 8810 8830
1.2 8849 .BBGY 8888 8907 8925 5944 8962 8280 8297 9015
1.3 5032 9049 .D066G 0G82 90005 B115 R k) 8147 9182 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 9251 0265 9278 9292 2306 9319
1.5 9332 93435 5337 A370 9382 9394 9406 9418 8429 9441
1.6 9452 5463 9474 9484 9495 95058 9315 H325 9335 9545
1.7 8354 364 2573 0582 9501 8509 9508 4616 D625 8633
1.8 641 0649 9656 5664 671 D678 D6BG 9693 9699 5706
1.8 9713 0719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
20 9712 9778 0783 2788 5753 8798 .0g03 9808 9812 9817
2.1 5821 9820 9830 9834 9838 5842 9546 3850 9354 9857
2.2 BR6L 8864 ReR{ct] 8871 9875 878 5881 9884 9387 9890
23 9803 JOR96 . .QuGH oam 9504 5906 .9909 RUON 9913 9916
24 9918 9920 9922 9923 9927 9929 9931 8032 95834 3936
2.3 9938 9940 9941 0943 9945 5946 9948 5549 5551 9952
2.6 8953 HO55 9956 0957 9959 B960 8961 9062 5963 0064
279 9085 .Bo6a 4967 9968 9969 8970 9471 9972 9973 9974
28 9574 5973 9976 5977 9977 9978 9974 9879 95RO 5981
29 981 5982 D982 H983 9984 9984 9985 8985 9986 9986
3. O9R7 5587 D987 9988 9988 D989 9589 Reithil 5950 S9%0
3.1 9990 RUIE 8091 ReloH 5902 .9992 8992 8992 8995 8993
32 9993 9993 9994 .9394 9994 5994 9994 5995 5905 D905
3.3 29995 9905 9995 9995 9596 8996 9936 8996 95965 9937
3.4 9967 9997 .on97 0997 9997 2997 5597 2997 9597 9998
s D998 0908 9958 D998 9898 9908 058 9958 -5598 goog
3.6 9998 9508 0099 Releiuy) 9699 9599 9999 9999 99949 5999
379 .9859 0959 9599 0599 9999 9999 9nug 9999 9999 5559
3.8 9995 5959 5999 5999 5999 9999 999m 1.0000 10000 1.0000

Valores de G(x) para 0<x<3.89 en pasos de 0.01

G(xJ=J 4,1,—“

E
I

e ?dr










Publicacian notas: 6/7/2017

29 junio 2017 Seiiales Aleatorias Revision examen:16/7/2017

Normas de realizacion del examen

o (Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exémenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

¢ La calificacién de este examen final extraordinario serd la media de los 2 ejercicios,
siempre que en ambos se obtenga una nota minima de 3,5 puntos (en caso contrano, se
considerara suspendida la convocatoria).

» Cada ejercicio deberd entregarse en hojas separadas.

¢ Laduracion del examen es de 2 horas y 1o se permite el uso de libros ni apuntes.

l.- Sean X e Y dos variables aleatorias independientes con funcion densidad de probabilidad
exponencial de pardmetro A=1. Sc fonnan las variables aleatorias Z=X + Y y W=X /(X +Y).
Determine:

a) La P(X < Y). Demuestre que esta probabilidad es igual a la funcidn de distribucién de
fa variable aleatoria W en el punto w=0,5, es decir: Fiy{w)|y=0.s.

b) La correlacion de Zy W,

¢) La funcion densidad de probabilidad condicional fx(z] X=1).

d) l.a funcion densidad de probabilidad marginal de Z.

¢) La funcion densidad de probabhilidad cenjunta fzu{z,w) (no olvide indicar su rango) e
indique s1 Z y W son independientes.

2.- Sea el proceso estocastico Z{n] = XcosQpn + YsenQgn siendo Qg una constante en el
intervalo [0,27). X e Y son dos variables aleatorias ortogonales, con idénticas medias y
varienzas: £(X)=E(Y)=r, Var(X)=Var(Y)=c".

a) Determinar las condiciones que deben verificar los estadisticos de X ¢ Y para que el
proceso Zfrr} tenga una media que no dependa de n.

b) Determmar, para las condiciones del apartado anterior, la antocorrelacién y la
densidad espectral de potencia del proceso Z[r].

¢} Se forma el proceso W[n] = Z[n]*h[n] siendo A[n}=ap qn]l+a; dr—1]. Calcule la
densidad espectral de potencia del proceso W[z].

dy Detenmninar la correlacion cruzada de los procesos Z[n] v W(n].

Se sabe que X e Y son variables aleaforias discretas con funcidn de probabilidad conjunta:

PX=1,Y=0)=1/4, P(X=0,Y=1)=1/4, P(X=-1,Y=0)=1/4, P(X=0,Y=-1)=1/4
e) Hallar la funcién densidad de probabilidad de primer orden del proceso Z{n].

X v expomencial: £, (x)=A¢™™ x20, E(X)= i-; Var(X) = i

2

cos{a —b) = cosacosh+sinasinb







Publicacifn notas: 23/1/2017

9 enero 2017 Sefales Aleatorias Revision examen: 26/1/2017

MNormas de realizacién del examen

o (Cada ejercicio se comesponde con la materia de uno de los exdmenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

e [os alumnos que hayan seguido evaluacion continua y obtenido nota mayor o igual que
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerio, elio
supondra la renuncia a la nota que tuvieran en el primer parcial.

e La calificacién del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluacién
conlinua es la media de los 2 gjercicios, siempre que en ambos se obtenga una nofa
minima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerard suspendida la convocatoria).

o Cada gjercicio deberd entregarse en hojas separadas.

» Laduracién del examen es de 2 horas y 1o se permite el uso de libros ni apuntes.

1.- Considere el esquema de la figura, donde X es una v.a. N(0,0) e Y es una v.a, independiente de
X, de rango o recorrido 2y={—1,1}, siendo P(Y=1)=p, P(Y=-1}=1-p=q.

Z=XY

¥

X

= ()2 —"W=Z2

Y

Calcule:
a) Las fdp’s condicionales: f,(z|Y=-1), [,(z1¥=1) y la fdp marginal de Z: f,(z).
Represente graficamente f,(z) de forma aproximada.

b) Lacovarianza de X y Z. ;Para qué valor de p son X y Z incorreladas?

¢} La fdp de W (no olvide ¢l rango o recorrido).

Suponga ahora que Y es una v.a. M{0,0) independiente de X. Se forman las v.a.’s:
U=Xcosf~Ysend
V¥V = Xsené+Ycos#

siendo £ una constante (0< 8<2m). Calcule:
d) El coeficiente de correlacion de Uy V.
e) Las [dp’s marginatesde Uy Vi £, ()} v £, (v).

NOTA : X v.a.gaussiana 0 N(7,0) : f, (x) = —1_—_—exp - (x- ff) ; EX)=n; Va(X)=o’
o2m 257










2.- En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tienpo, estacionario
en sentido amplio y con fdp de primer orden uniforme en (-3,3). Se tiene, ademés:

{1x|;|x|s1
2=g(x) =

x> 1

¥ a una constante que verifica la condicion 0<a<1.

v

gy > Zn]=gX))

X[n] ——4

b T
> q—!
4‘, I
Calcule:

a) La fdp de primer orden de Z[1z]. Represéntela graficamente.

b} Media y varianza de Z[#].

c) Correlacién cruzada de X[n2] y Z{n].

d)} La densidad especiral de potencia de Y[n]. Dibujela de forma aproximada,
e) Media de Y[#n].

> Y{n] =Xnlta Y[n-1]

R
Vm‘(X):%zﬁ—)—

NOTA : X v.a. uniformeen (x,x,}: E£(X)= Jﬁ'—“?s




Publicacion notas: 11/7/2016

30 junio 2016 Senales Aleatorias Revision examen: 13/7/2016

Normas de realizacién del examen

e Cada ejercicio se corresponde con Ja materia de uno de los exdmenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

e La calificacién de este examen final extraordinario serd la media de los 2 ejercicios,
siempre que en ambos se obtenga una nota minima de 3.5 puntos (en caso contrario, se
considerara suspendida la convocatoria).

» Cada ejercicio debera entregarse en hojas separadas.

¢ La duracion del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros nt apuntes.

1.- Considere el esquermna de la figura, donde X y W son varlables aleatorias independientes.

X Y=X+W 0 y<o | Z=hRM

o ={1 75 b

+)
b4

Suponga que X es un v.a. de Bernoulli (con p=4=0,5) y W una v.a. normal de media -1 ¥
varianza unidad. Calcule:
a) E(Y)y Cov(X.Y). Indique razonadamente si X, Y son v.a.’s inceireladas u ortogonales.
b) La probabilidad condicional P(Z=1X=0).
¢} Las fdp’s condicionales f,{z|X=0), /,(z|X =1} yla {dp marginal f,(z).

Suponga ahora que tanto X como W tienen distribucion uniforme U(0,1). Caleule:
d) La fdp condicional f,(y|x} y dibuje el rango de (X,Y).
¢} Lafdpdelava Y, f,(y) (noolvide el rango).

2.- Sea X[#] un ruido blanco de media mula y varianza of. Se forma el proceso Y[n]=X[n]*h[n].
siendo /1[r2}=ao &n)+ar dn—k] y k una constante entera distinta de cero. Calcule:

a) Laautocorrelacion y densidad espectral de potencia de Y[n] = XIn]*i[n].
b) La correlacion cruzada de los p.e.’s Y[n] vy X[n].

Se forma ahora el proceso estocistico:
Zln] = A4-BX][n — k]
Siendo A y B dos variables aleaforias con igual media n, =75 y varanza ¢? = ¢f , ¢
independientes entre si y con X[r]. Calcule:
¢) Lamedia y varianza del proceso estocéstico Z[n).
d) La cormrelacidon cruzada y densidad especiral cruzada de los p.e.’s Z[n] y X[n].
e) La autocorrelacion de Z[z]. Indique si es conjuntamente estacionario con X{n].

2
Xv.a. uniforme en{(x,x,): E[X]= _{1_‘_*2‘_;‘51_; Var[X]= %

-
GAUSSIANA O N(n,0) . f , (x) S —-L?)J EX)=n, Var(X)=0o"
o

exXp “(x 2
N2 207













Puoblicacién notas: 22/1/2016

8 enero 2016 Sefiales Aleatorias Revision examen: 27/1/2016

Normas de realizacion del examen

s Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exdmenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

o Los alumnos que hayan seguido evaluacién continua y obtenido nota mayor o igual que
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello
supondra a renuncia a la nota gue tuvieran en el primer parcial.

e La calificacién del examcn final para los alumnos que no hayan seguido evaluacidn
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se€ obtenga una nota
minima de 3,5 puntos {en caso contrario, se considerard suspendida la convocatona).

» Cada ejercicio deberd entregarse en hojas separadas.

¢ La duracién del examen es.de 2 horas y no se permite ¢l uso de libros n1 apuntes.

1.- La va bidimensional (X, Y) tiene una fdp conjunta dada por la expresion:

ket O<y=<x
jgmes y)z{ ¢ 4

-

0 resto

siendo & una constante positiva. Calcule:

a) Laconstante ky dibuje el rango o recorrido {2xy.

b) Las fdp marginales de X y Y (indique sus rangos). ;Son X y Y independientes?
¢) Lamedia condicionada E(Y|X=x).

Se forman ahora las va’s Z=X~Y, W=Y. Calcule:
d) La fdp conjunta de 7,y W y dibuje su rango.
e) P(W>1).

2.- En el esquema de la figura, X[r] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario
en sentido amplio, con fdp de primer orden uniforme en (0,1). Se tiene ademas que

Aul=&r]+ dn—1].

X{a] —>|  Aln] > Y[n]=X[n]*A[n]

Caleule:

a} Media y varianza de Y{n].

b) Correlacién cruzada de los pe’s X{#] e Y[n].

¢) La densidad espectral de potencia de Yin].

d) La fdp de primer orden de Y[r]. Dibujela de forma aproximada.
¢) La fdp de segundo orden de X[n] fix{x;x2im1,02) para m#in;.

_ 5 tx
2

_(xp-x)’

Xv.a. uniforme en(x,x,): E[X] ; Var| X )= T
















23 noviembre 2015 Primer Parcial Sefiales Aleatorias Duracion: 1 hora
Sin libros ni apuntes
Apellidos:

Nombre:

Sean X e VY dos v.a's uniformes en el intervalo (—1, 1) e independientes. Se forman las v.a’s
Z=g(X}y W =u(Y), siendo:

glz) =™
_ 1 y>0
u(y%{o ) <0

Calcule:

a) La fdp de la v.a. Z. Compruebe que [°_ fz{z}dz = 1.
b) P(Z > 1/2).

¢) Media y varianza de Z.

d) E(ZW).

e) P(ZW > 1/2).
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2t cos-2) +jsen(-f) = | 4 cos - ~jsan
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X .00 .01 02 02 04 03 05 07 08 .09
.0 S000 S040 S0R0 5120 5160 5199 A290 5279 5319 5359

01 5398 5438 478 5517 2357 3G 3626 5675 3714 5753
01 5793 5Baz2 5871 S410 5248 5987 6026 .6064 6103 6141
03 6179 6217 .6255 5293 6331 6368 6405 5443 6480 6517
0.4 5554 £59] 6628 6664 6700 6738 o771 .O808 L0844 6879
0.5 6918 &350 6985 7018 7054 7088 7123 7157 7190 1224
0.6 7257 1291 1324 1357 J389 7422 JTAS4 7480 317 1349
0.7 7580 611 7642 7673 704 7734 7764 3794 7823 JTES2
0.8 7881 3910 1939 1967 1995 8023 .B051 BOTR B106 .B133
(1A) 8159 8186 212 .B23% 8264 5289 B215 8340 8365 .E389
1.0 .B413 8438 2461 .B485 8508 8531 8554 8577 8509 8621
1.1 8643 8665 2686 -BTOB 8729 8749 8770 8750 BEI10 BE30
1.2 8849 8869 .8REE BO07 B925 8044 8562 8980 8997 5015
3 8032 S049 8066 .B082 5099 9115 9131 5147 Di62 9177
4 9192 L5207 9222 9236 9251 2265 8279 9282 9306 9319
5 9332 9345 9357 9370 9382 9354 9406 RN 9429 5441
6 9452 9463 5474 5484 5495 9505 8515 8525 B335 95435

1.7 9554 9564 5573 0582 9591 0509 0608 S616 D625 5633
L8 Rl 8649 0656 664 9571 9678 9686 5693 D699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 H744 9750 9756 S7al 5767

24 9772 9778 0783 9788 8793 9798 9803 9808 Haia 9817
2.1 9821 982G 9830 9834 DE3R 9E42 9846 9850 D854 SB5T
2z 986] 9864 .OB68 0871 HaTs DR7E SRR SBB4 9887 5390
23 9893 9896 9898 950t 5904 8906 B50% 9911 9913 0916
24 H018 2920 8922 5925 5927 0929 H931 5932 9934 9936
2.5 9938 590 9541 5043 9945 946 9948 5949 9951 09952
2.6 9953 5955 5956 9537 8953 9960 5961 9962 9963 5964
27 .9D65 Hose 8067 0068 9069 HO7C 9971 5972 0073 9974
2.8 9974 9975 5976 9077 9977 0978 4979 0979 9980 S9E]
29 L9931 S082 9082 9083 9984 9984 5985 8983 S986 9986
0 9987 0087 9987 9RER 8088 9582 9980 .DoEY L0990 0990
3.1 995%¢ 5991 5991 9591 5952 9952 8952 5992 5593 9523
32 .9593 0533 9G04 0904 0994 9904 9994 5955 05958 2985
33 9993 V985 8995 59946 9990 9996 9994 595G 59%6 9957
34 5997 9097 8997 9597 9087 9997 9597 5897 D657 9908
35 D998 9908 R .9ogg 9993 H99E 9998 9998 9598 5998
3.6 9998 D08 9999 D909 0599 9909 S99% R 9999 8959
3.7 9950 .9999 .b9an RULUY R 5094 4099 9699 4999 UM
R .9999 3999 5599 0599 5509 9999 59599 L0000 L0000 1.0000

Valores de G(x) para 0<x<3.89 £n pasos de 0.01

~ ’-_7
G(l) o= J’_--JE e %t x[n]’ wj-—n-] ;nd
— WL TR e T
°)
e — — — —— T T
















Publicacidn notas: 9/7/2014

30 jumio 2014 Sefiales Aleatorias Revisidn examen: 1 1/7/2014

Normas de realizaciéon def examen

e (Cada ejercicio se corresponde con la materia de une de los examenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

e La calificactén del examen final es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se
obtenga una nota minima de 3,5 puntos {en caso contrario, s¢ considerara suspendida la
convocatoria}.

+ (ada ejercicio debera entregarse en hojas separadas.

e La duracién del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes.

l1.- Sean X e Y dos va’s independientes. X es untforme en (0,1) ¢ Y es una v.a. de Laplace con
fdp:

%e"l y <l
Sy} =
~{y~1}
—e vzl
5 Y
Se realizan las transformaciones Z.= l Y-1 | , U=X+Y, V=X-Y.

Calcule:

a) La funcién de distribucion de Ja va Y. Dibtijela de forma aproximada.
b) A1<Y<2).

¢) Lafdp de lava Z. Dibujela de forma aproximada.

d} Lacovananzade Uy V.

e) P(V<0)y=PX<Y).

2.- En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo vy
estacionario en sentido amplio, con fdp de primer orden M0,1). Se tiene, ademds:

x s |x] 205
y=8() :{0 sifd <05
y hA[n]=Jn]—a qn~-1], siendo a una constante que venfica la condicién §<a<1.
»  glx) = Y[n]=g(X[n])

X[rn] ———¢

h 4

hlnl | Z{n] = X[n]*A[n]

Calcule:

a) Media y autocovananza dc Y[n].

b) Fdp de primer orden de Y([iz}. Dhbijela de forma aproximada.

¢) Covarianza cruzada de los pe’s X{»] e Y{#n]. ;Estan incorrelados?

d) La fdp de primer orden de Zjn}.

e) La densidad espectral de potencia de Z[n]. Represéntela graficarnente de forma
aproximada.







' Y
X es v.a. uniforme en (x,x;)= E(X)= _ﬁ_x_Z: Var(X) = {x, 12x1 )
=] o] 2

Xesv.a. Laplace = f ,(x) = %e , E(X)=a, Var(X)= E,_Z

Xesva Ngo)= f,(x) s L et , Fo(x)= G(Ihp) ,EX)=p, Var(X) = o7
: a~2n o

-

2
—ut iz
T du

G{x) = w\[—;_—ﬂ—_[;e

Ly 3 .
_[.xze Iy = —xe "2+Je 12y

TABLA DE LA DISTRIBUCION GAUSSIANA

X 00 .01 .02 03 04 .05 .06 07 0% 09

0.0 5000 5040 5080 S120 S160 5159 3239 A279 5319 3359
0.1 5398 5438 3478 5517 5557 5394 5636 S675 ST14 5753
0.2 5793 S832 SE71 5910 5948 5987 6026 G064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 H443 5480 6517
04 6554 6591 6628 5664 .6700 6736 6772 G808 6844 6879
05 L6915 6950 6985 019 7054 .7088 7123 J157 7190 224
0.6 J257 1291 7324 357 1389 L7422 7454 1486 517 7549
07 580 611 642 673 T TI34 J764 J794 JB23 7852
0.8 8B J90 L1939 967 7993 Bo23 8051 8078 Bl06 8133
0.9 Bi5se 2186 B212 .B238 B2 8269 8315 .8340 8365 .838%
[.O B413 .B438 .B461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
i.k 8643 A665 .B6B6 .B708 8729 BT49 8770 B790 B210 2830
12 4849 8869 .Bgsk 8907 8923 .B944 8962 4580 £997 Sms
1.3 9032 D049 D066 Dogz S059 L1135 9131 2147 9162 ST
14 9192 9207 222 9236 L3251 9265 0279 292 8306 5310
1.5 5332 9345 0357 G370 9382 9304 9406 8418 9429 0441
1.6 S452 5463 8474 9484 5495 505 9515 9525 8535 93545

1.7 9554 9564 5573 8582 0591 9590 9508 9616 9625 .9633
18 S 0549 9656 9664 5671 D678 5686 L9693 5699 9706
19 9713 9715 9724 9732 0738 9744 9750 D756 ST61 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 98172 9317
2.1 DR21 9826 9830 G834 9838 9842 G846 98350 5254 9357

2.2 R 0864 RETSS D87 8875 0378 B8k1 0884 BR8T 5890
23 0893 989G 9898 9601 5904 B%06 9809 Do 8913 0916
2.4 D918 0920 D93 9925 9027 9939 593} 8932 9034 9936
2.5 9938 9940 2041 9943 2945 948 0943 .9949 99571 .9951
2.6 9953 9955 2956 0957 5959 8260 9961 L9962 9963 9964
2.7 9965 9966 9967 LS008 D969 B970 8971 0972 0973 9974
2.8 9974 5975 9976 9977 9977 9578 9979 9979 9980 998}
29 0ozt 9082 0982 0983 .DGR4 Q9R4 8085 9985 D986 ReTAELV
30 9987 9987 9987 4988 OOR% D989 0989 9989 GDaf 5950
3.1 2000 H95| D91 999 987 9092 L0923 9992 9093 9993
32 85993 9993 5994 9994 0094 0994 5994 9995 2995 5998
33 0995 5995 9995 .9996 o996 0995 5995 0996 0996 9997
34 0097 ov07 9997 5997 D997 9997 0097 8897 0997 .9958
35 9958 9908 4938 0988 9998 9608 5593 29938 5993 5598
1.6 0598 RIS 800G G900 9939 ohoe GR0% 8909 0999 9900
3.7 .599y 9909 9959 0590 9999 9999 9499 5999 9995 5999
3.8 8500 0950 5059 5899 0959 9094 G999 1.0000 10000 1.0000

Valores de G(x) para 0<.x<389 en pasos de 0.01

G(x}zJ’ _JQ—TIBIEdf
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25 noviembre 2013 Primer Parcial Sefiales Aleatorias

Duracién: 1 hora
Sin libros ni apuntes

Apellidos:

Nombre:

Se tiene una variable aleatoria X uniforme en el intervalo (—1,1), a la que se le aplica Ia
transformacién indicada poy la siguiente funcidn:

_ a(x)= I-x%,x20
y-8 1+2x,x<0
Calcule la fdp de la v.a. Y=g(X) e indique el rango de la v.a. Y.
Calecule (Y > )
Calcule lamediade lav.a. Y.

Decida justificadamente sobre la ortogonalidad, incorrelacién e independencia de las
va'sXcY.
Se tiene una v.a. Z con la siguiente funciou densidad de probabilidad condicionada:
i k, —l<x<l, 0<z<l
fr(z1X=x)= {
0, 1resto
calcule la constante k, [a funcién densidad conjunta de Z y X, y la funcién densidad de
probabilidad marginal de Z.

SOLUCION:




Publicacidn notas: 5/7/2013

26 jurtio 2013 Sefiales Aleatorias Revision examen: 9/7/2613

Normas de realizacién del examen

s (Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exdAmenes parciales del curse y
se califica de 0 a 10 puntos.

e Los alumnos que hayan seguido evaluacidn continua y obtenido nota mayor © igual que
3.5 en alguno de los dos parciales no precisan entregar el ejercicio correspondients,

e La calificacién del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluacidn
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota
minima de 3,5 puntos (en casc contrario, se considerara suspendida la convocatoria).

o (Cada ejercicio debera entregairse en hojas separadas.

s La duracion del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes.

1.- Sea la fdp conjunta de la v.a. bidimensional (X,Y)
asin{x+3y) O<xs<x/2 0<y<a/2
S (5,9} = { |
0 resto
Calcule:
a) La constante a.
b) Las fdps marginales de X e Y. ;json independientes X e Y?
¢) Lamedia de la variable aleatoria X.
d) Se realiza la transformacién: U=X+Y , V=Y. Calcule la fdp conjunta dc Uy ¥V (no olvide

. indicar el rango o recorrido de la v.a. biditnensional).
e) Lafdpdelav.a U,

2.~ Sca X(¥) un proceso estocéstico continuo en el tiempo
X{(t)=cos(t + @)
siendo @ una v.a. discreta que cumple:
P(®=0) = P(@=n/2) = P(®=n) = P(O=3n/2) = 1/4
Calcule:
a) Lamedia de X(f).
b} La autocorrelacion de X{#). (Es el proceso estacionario en sentido amplio?
c) La fdp de primer orden de X{(7) y dibujarla para ¢ = 0. ;Es ¢l proceso cstacionario de
primer orden?
d) La densidad espectral de potencia del proceso X(¥).
@) Se hace pasar X(f) por un sistema lineal e invariante, con respuesta en frecuencia
H(wy=1/(14 »), obteniéndose un nuevo p.e. Y(2)=X(#*h(f). Calcule la densidad
espectral de potencia y la antocorrclacién do Y(¢).

Férmulas de interés:
sin{a + b) = sinacosh +cosasin b

J-xcosxdx = XSHX + COSX

J-xsinxdx =—xC0s8x +Sinx
















Publicacidn nofas: 29/1/2013

15 enero 2013 Sefiales Aleatorias Revisién examen: 4/2/2013

Normas de realizacion del examen

s (Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exdmenes parciales del curso y
se califica de 0 a 10 puntos.

» Los alumnos que hayan seguido evaluacion continua y obtenido nota mayor o igual que
3,5 en el primer parcial no precisan eniregar el primer gjercicio.

e La calificacién del examen tinal para los alumnos que no hayan seguido evaluacién
continua c¢s la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota
minima de 3,5 puntos (en caso contrario, s¢ considerara suspendida la convocatoria).

o (Cada ejercicio deber4 entregarse en hojas separadas.

a [aduracion del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes.

1.- Sea la va bidimensional (X, Y) con fdp conjunta:

Foa =k {—I{xcl

Se define, ademds, la v.a. Z=X". Calcule:
a) Elvalor de la constante & y las fdp’s marginales de X e Y. ;Son independientes?
b) Lacovarianza de X e Y. ;Son incorreladas? '

¢} Lafdp de Z. Compruebe que r f,(5)dz=1.

< y<l

d) E(YZ). _ _
¢) Las medias condicionadas E(X|Y=y) y £(Y [X=x).-

2.- Sea X[»] un ruido blanco estricto con fdp de 1¥ orden Normal estdndar.
Se forma el proceso: vanecreto

N>»O
Y[r]=AG+X[n—N)

siendo AV una constante entera mayor que ¢ero y A una v.a. discreta, independiente de

X[n],con P(A=D =14, P(A=-1)=3/4.

a) Determine la fdp de 1° orden del proceso ¥[#] y calcule P(Y[r]>1}. jEs ¥[#]
estacionario de orden 1? '

by Calcule la media y la autocorrelacion de Y[n]. ;Es ¥[x] estacionario en sentido
amplio?

¢) Calcule la correlacion cruzada enire X[#) e Y[x]. ;Son X[n] € Y[#] conjuntamente

estactonarios?
Suponga ahora que X[#] no es un ruido blanco, sinc una secuencia estacionaria en sentido

amplio con autocorrelacidén R, [m]z co{% m). Sc hace pasar X][#n] por un Sistema Lineal

e Invariante con respuesta al impulso h[n] =& [r.-]— ) [n - k], siendo & una constante entera
mayor que cero, obteniéndose a su salida la secuencia Z{r].

d) Calcule las densidades espectrales de potencia de X[n] y Z{n].

¢) Caleule R,[m]y determine el valor mas pequefio de k que hace maximo R, [0].
















Duracitn 1 hora

26 noviembre 20172 Primer Parcial Seiiales Aleatorias Lo .
Sin libros ni apuntes

Apellidos:

Nombre:

Sean X e Y dos va's independientes. X es uniforme en (0,1) e Y es una v.a. exponencial, de

pardmetro A, Determine:

a) P(Y>X).

b) La funcidn de distribucién conjunta Fxy(x,y). Utilice este resuitado para obtener
P0.5<X<£2,Y<2),

Serealizan ahora Ias transformaciones U=V, V= X4V. Calcule:

c) La covariamza de Uy V.

d) La fdp conjunta de (1, V) y dibuje su rango.

DATOS:
e y?
X v.o. unjforme en(x,x,): Epx|=21""2, Varlx|= (xz ]sz)

' 3 1
Xva.exponencial : f ,(x)=Ae " "U(x); E(X)= :-i—; Var(X) = EIE







Publicacion notas: 9/7/2012

29 Junio 2012 Sefiales Aleatorias Revisidn examen: 12/7/2012

Normas de realizacion del examen

¢ Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los examenes parciales del curso y
se califica de (¢t a 10 puntos.

@ Los alumnos que hayan seguido evaluacidn confinua y obtenido nota mayor o igual que
3,5 en alguno de los fres parciales no precisan entregar los ejercicios correspondientes.

e La calificacién del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluacidn
continua ¢s la media de los tres ejercicios, siempre que en todos ellos se obtenga una nota
minima de 3,5 puntos (en casc contrario, se considerara suspendida la convocatoria).

e (ada ejcrcicio deberd entregarse cn hojas separadas,

e La duracion del examen es de 3 horas y no se permite el use de libros ni apuntes.

1.- Sea un punto aleatorio en el plane, de cocrdenadas polares (r,®), siendo r una constante

positiva y ©® una v.a. uniforme en (00, z/2).
A

A% [romresersssmseeareeeey

L J

Calcule:

a) Las fdps de las coordenadas cartesianas del punto: X ¢ Y. Represéntelas graficamente
de forma aproximada.

b} KXY).

c) Lafdp del area del triangulo rayado: A=XY/2 (no olvide el rango o 1ecol11d0)

Suponga ahora que ia v.a. ® es disereta y puede tomar los posibles valores

{0,#/2,7,37/2} con igual probabilidad.

d) Caracterice probabilisticamenie las v.a.’s X e Y y calcule sus medias y varianzas.

2.~ Sea la va bidimensional {X, ¥ con fdp conjunta:

k
o y)=—07 x>Ly>I
x'y

Calcule:
a) Elvalor de la constante k.
b) Las fdp's marginales de X e Y. ;Son independientes?

¢) Plmax(X,Y)<2]. 5 ? (0 (‘Ka'ﬂ:) £2)

Se realizan las transformaciones U = XY, V = X/Y. Calcule:

d) La idp conjunta de (U, V) y dibuje su rango en el plano («,v).

e} Vertfique que la fdp conjunta obtenida cumple las condiciones para setio.

€Yy Las Pd? mo\.ngma\es e UV, 3 Son mde?en&\enies?
9 ta funoen d distalbooon de V. SIGUE AL DORSO —>































































