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En algunos textos se 
designa el espacio 
muestra! como E y se 

reserva O para la 
colección de todos los 
posibles sucesos 

Veremos como a cada 
suceso elemental se le 
puede asignar una 
determ inada 
probabilidad 

Recuerda estos dos 
tríos para el futuro: 

(v,ó,+) 

(n,y,-) 

TEMA 1: PROBABILIDAD 

1.1 Definiciones 

Experimento aleatorio 

Se trata de una prueba que cumple las siguientes propiedades: 
- Se puede repetir tantas veces como sea necesario bajo las mismas condiciones. 
- El resultado es impredecible , aunque los posibles resultados son conocidos . 
- A medida que repetimos el experimento los resultados definen un cie1to modelo de 

regularid ad. 

E;emplo: 

Espacio muestral 

Conjunto de resultados posibles asociados a un experimento aleatorio. Normalmente lo 
denotaremos con la letra griega omega mayúscula n. _ J \ ,,, ..,_ u 5 6 \ 

..(l. - 1 , 4 , v 1 - , , , r 
E;emplo: IM:ZC:Xt" on óelloo 

Suceso 

Cualquier subconjunto del espacio muestra!. G,-:: ~ 1, ~, -5·~ , !?2-= ~3 T,, ~.a= ..a.. 

Eiemplo: 

Tipos de sucesos 

- Simple o elemental: un resultado posible que no puede descomponerse en más sucesos. 
- Compuesto: unión de sucesos simples. 

Operaciones básicas entre sucesos 

Sean los sucesos A y B: 

- Negación A: suceso que ocurre cuando no ocurre A. 
- Unión A V B : suceso que ocurre cuando ocurre A u ocurre B o ambos a la vez. ' o' 
- Intersección A n B : suceso que ocurre cuando ocurre A y también ocurre B. 1 ~ 1 

Eiemplo: 

Estas leyes son la base Leyes de De Morgan 
para const ruir circuitos {

- - -} AvB=AnB 
--- - -
AnB=AvB dig itales 

Comprobación gráfica a partir de diagramas de Venn: 

AUB An6 
" " 
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Est2s dos defin iciones 
puede n generalizarse 
para una colección de 
suceso s. 

Sucesos incompatibles y exhaustivos 

Dados dos sucesos A y B se dice que son incompatibles o disjuntos cuando la ocurre ncia 
de uno fuerza la no ocurrencia del otro: 

A n B = 0 ⇒ P(A n B) = O 

Dados dos sucesos A y B se dice que son exhaustivos cuando su unión es el espacio 
muestra!: 

A u B = Q ⇒ P(A u B) = 1 

Se dice que A y B forman una partición den si y solo si son incompatibles y exhaustivos . 

{
S¡nS j =0} 
uS;=E 

Eiemplo: 

1.2 Probabilidad 

Dado un experimento aleatorio llamamos probabilidad a toda aplicación: 

p : Q ~ lR 

A~ P(A) = p 

que cumple las siguientes propiedades : 

l.O~p~l 

2. P(Q) = 1 

3. P(A u B) = P(A) + P(B) - P(A n B) 

De ésta defin ición se deducen algunas propiedades: 

1. P(A) = 1 - P(A) 

2. P(0) = O 

3. Si A y B son incompatibles ⇒ P(A u B) = P(A) + P(B) 

Diferentes aproximaciones al concepto de probabilidad 

Clásica o de Lap lace : sólo válida para sucesos elementales equiprobables 

P(A) = casos favorables 
casos posibles 

Frecuent ista o de Von Mises: es una definic ión "a posteriori" de probab ilidad 

P(A) = Lim realizaciones favorables 
,,➔.., realizac iones totales 

Subjetiva u opinática: basada en la creencia persona l 

www.mon teroespinosa.com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355 



,......,_ 

Definición clásica o de 
Laplace de probabilidad 

Fórmula que puede ser 
razonada a partir de la 
definición clás ica o de 
Laplace 

¡¡Muy importante 
mantener la cond ición!! 

1.3 Espacios rnuestrales finitos No 

Son aquellos que constan de un número finito de elementos. 

Q = {w¡, W1, ... ,wn} = ;:wf 

Si los w; son incompatibles ⇒ ¿ P ( w;) = 1 ( condición de normalización) . 
"l i 

Dado un suceso A = { w A ¡ , w A 
2 

, ... , w Am } . Entonces 

P(A) = P(wA
1 

V W,4
2 

V ... V wAm) = P(wA
1

) + P(w.42 ) + ... + P(w Am) 

CASO PARTICULAR: Espacio muestral finito equiprobable 
Todos los W; tienen la misma probabilidad. P ( W;) = p V i 

1 ⇒ P(w 1) + P(w 2 ) + ... + P(wn) = 1 ⇒ p + p + ... + P 

1 
⇒ N · p = 1 ⇒ p = -

N 

P(A) 
1 1 1 

= -+- + ... +-
N N N 

m 

N 

En un espacio muestra] equiprobable de m elementos y N casos posibles, P (A) 

P(A) 

1.4 Probabilidad Condicional 

casos favorables 

casos posibles 

1 ⇒ 

m 

N 

Definimos la probabilidad de que ocurra un suceso A condicionado a que previamente haya 
sucedido un suceso B corno: 

Propiedades 

• Os;P(AIB)s;l 

• P(Q/B) = l 

P(AI B) = 
P(AnB) 

P(B) 

• Si A1 y A2 son incompatibles: P(A1 v A2 / B) = P(A 1 I B) + P(Ai I B) 

• P(AIB) = l - P(AIB) 
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1.5 Teorema de la Probabilidad Condicionada 

Sea A y B dos sucesos del espacio muestra!. Se cumple que : 

IP(A nB) = P(A)·P(BI A) = P(B)·P(A/ B)I 

Generalizando para n sucesos A 1, A2, ••. , An tenemos que: 

Ejemplo: 

1.6 Independencia de sucesos 

Eiemplo: A-:::~ €0..ca.r" oJn o.s )' 6 -: ~ qve el e;a,co... 3().re '°' Li30. ~ 

P( A) = ~o P( A/e,)= }o :: p( A)➔ Aj B son iooerenoientes 

Dos sucesos A y B son independientes si y sólo si: 

P(A) = P(A I B) 

P(B) = P(B / A) 

1 
Si A y B son sucesos independientes entonces se cumple que: 

P(A nB) = P(A)·P(B) 

Ejemplo: Sea el experimento muestra! ''Extraer w1a carta de la baraja española de 40 cartas 

{

R ="sacarunrey" } 

(excluyendo 8,9,1 O)" y definiendo los sucesos F. =" sacar una figura" . Calcular las 

e = 11 sacar copas 11 

probabilidades de cada uno de estos sucesos, calcular las diferentes probabilidades 
condicionadas posibles y razonar si los diferentes sucesos son independientes entre sí 
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1 Resumen de fórmulas .., 

Caso general Sucesos Sucesos 
independientes incon1patibles 

Condicionadas r(A I B) = P(A)} {P(A / B) = º} 
P(B I A) = P(B) P(B I A) =0 

Unión P(AuB) P(Au B) = P(AuB) = 

= P(A) + P(B) P(A)+P(B) P(A) + P(B) 

-P(AÍ\B) -P(A) ·P(B) 

Intersección P(AI\B) P(AÍ\B) P(AÍ\B) = O 

=P(A) ·P(BI A) = P(A)-P(B) 

= P(B)·P(AIB) 
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¡Este paso es 
fundamenta l! 
Nunca olvides definir 

los sucesos que 
aparecen en tu 
problema . Es 
important ísimo si quie
res entender el ejercicio 
perfectamente 

A la hora de hacer el 
árbol recuerda que la 
extracción es "sin 
reemp lazamiento". 
Esto significa que 

cuando sacamos la 
prime ra bola ya no la 
vo lvemos a meter en la 
caja. Por tanto cuando 
hacemos la segunda 
extracción hay só lo 1 O 
bo las en la caja , una 
bo la menos que al 
principio 

L7 Teorema de la Probabilidad Tota l 

Sea A 1, A 2, • •• , A,, una partición del espacio muestra! y sea B un suceso cualquiera para 
el que se conocen las probabilidades condicionadas p(B / A;). El teorema de la Probabili
dad Total estable-ce que las probabilidades p(B) vienen dadas por la siguiente expresión: 

EJEMPLO 

Tenemo s una caja con 6 bolas blancas y 5 bolas negras. Extraemos dos bolas 
consecutivamente y sin reemplazamiento. Calcular la probabilidad de que la segunda bola 
extraída sea negra . 

Vamos a definir cada uno de los sucesos posibles: 

B1 = Sacar una bola blanca en la primera extracción 

N 1 = Sacar una bola negra en la primera extracción 

B2 = Sacar una bola blanca en la segunda extracción 

N 2 = Sacar una bola negra en la segunda extracción 

Pues bien, asignados ya los nombres , nos disponemos a formar el árbol correspondien te, 
que es el paso fundamental de este tipo de problema s: 

B1 
6/11 

Se trata ahora de aplicar el Teorema de la probabilidad total: 

Este paso siempre 10 P(N 
2

) = P(B,) P(N 
2 

/ B,) + P(N 1) P(N 2 / N 1) 
da remos apoyándonos 
en el árbol 
previamente 
construido. En este 
caso hemos cogido to
dos los "caminos" que 
llevan aN'l 

¡Ojo! 
Por supuesto el 
resu ltado debe estar 
siempre entre O y 1 

6 5 

11 10 

5 
+ 

11 

4 

10 

y ahora sólo queda operar para hallar la probab ilidad pedida: 

30 20 
+ 

110 110 

50 = 2_ = O 454 
110 11 ' 

Solución: P(Ni) = 2- = 0,4543 
11 
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1.8 Teorema de Bayes 

Sea Á1, A2, ... ,A,, una partición del espacio muestra! y sea B un suceso cualquiera para el 
que se conocen las probabilidades p(B / A;). El teorema de Bayes establece que las 
probabilidades p(A; / B) vienen dadas por la siguiente expresión: 

P(A, / B) == 
P(A¡) ·P(BIA 1) + P(Ai)·P(BIA 2 ) + ... +P( A,,) P(BIAJ 

Observaciones 

• Las probabilidades p(A ,) se denominan probabi lidades a priori. 

• Las probabilidades p(A , / B) se denominan probabilidades a posterior" . 

• Los ejercicios en los que se utiliza Bayes suelen estar escritos en pasado con 
expresiones del tipo "si ha salido una bola blanca qué probabilidad hay de que ... " 
o "si se eligió el as de oros qué probabilidad hay de que ... " 

• A l igual que en el Teorema de la Probabilidad Total (estudiado en el punto anterior 
1. 7) antes de utilizar el Teorema de Bayes es imprescindible definir bien el 
significado de cada suceso así como dibujar el árbol de probabilidades. Para ver 
todo el procedimiento utilizaremos el ejemplo de la siguiente hoja. 

www.monteroespinosa .com - Clases de SALT - Tfnos 91 544 53 77, 619 142 355 



¡Este paso es funda
menta l! 
Nunca olvides defini r 

los sucesos que apare
cen en tu prob lema. Es 
important isimo si quie
res entender el ejercicio 
perfectamente 

A la hora de hacer el 
árbo l recuerda que la 
e:..1racción es "sin re
emplazamiento" . Esto 
significa que cuando 
sacamos la primera 
bo la ya no la volvemos 
a meter en la caja. Por 
tanto cuando hacemos 
la segunda extracción 
hay sólo10 bolas en la 
caja , una bola menos 
que al princip io 

Pista: Los ejercicios en 
los que se utiliza Bayes 
suelen estar escritos en 
pasado con expresio
nes como "ha salido" o 
"salió" 

Este paso siempre lo 
daremos apoyándonos 
en el árbol prev iamen-
te construido. 

¡Ojo! 
Por supuesto el 
resultado debe estar 
siempre entre O y 1 

EJEMPLO 

Tenemos una caja con 4 bolas blancas y 7 bolas negras. Extraemos dos bolas 
consecu tivamente y sin reemplazamiento. Si la segunda bola ha salido negra calcular la 
probab ilidad de que la primera bola extraída haya sido blanca. 

Vamos a definir cada uno de los sucesos pos ibles : 

B1 = Sacar una bola blanca en la primera extracción 

N 1 = Sacar una bola negra en la primera extracción 

B2 = Sacar una bola blanca en la segunda extracción 

N 2 = Sacar una bola negra en la segunda extracción 

Pues bien, asignados ya los nombres , nos disponemos a formar el árbol correspondiente, 
que es el paso fundamental de este tipo de problemas: 

B2 

Bl 
4/ 11 

N2 

B2 

NI 

N2 

Se trata ahora de aplicar el Teorema de Bayes: 

4 7 

P(B , I N2 ) 
11 10 

4 7 7 6 
- + 
11 10 11 10 

y ahora sólo queda operar para hallar la probabilidad pedida: 

28/110 

28/110 + 42/110 

Nota: 

28/110 

70/110 

28 
= = 0,4 

70 

Solución: P(B 1 I N 2) = 
28 

= 0,4 
70 

Queremos volver a resaltar la importancia que en este tipo de problemas tiene el árbol de 
probabi lidades. Es importantísimo que practiques haciendo muchos . Y, ni que decir t iene 
que, para tener bien el árbol, siempre debes comenzar definiendo los sucesos que 
intervienen en el problema. Si consigues tener bien defin ido el árbol es muy difícil que te 
sal a mal el roblema. · 
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En las variaciones el 
ORDEN es lo 
importante 

En las combinaciones 
el ORDEN NO es 
importante 

1.9 Técnicas de enumeración 

1.9.1 Variaciones sin repetición 

Variaciones sin repetición de n elementos tomados de m en m. 
Son todas las manera s posibles de elegir m elementos de entre los n, de manera que los 
conjuntos elegidos son distintos si son distintos los elementos que los componen o bien si 
es distLrlto el orden de colocación de dichos elementos. 

v;,,m n! 
n(n-1) ... (n-m+l) = ---

(n - m.)! 

1.9.2 Variaciones con repetición 

Variaciones con repetición de n elementos tomados de m en m. 
Variaciones pudiendo repetir elementos . 

1.9.3 Combinaciones sin repetición 

Combinaciones sin repetición de n elementos tomados de m en m. 
Son todas las manera s posibles de elegir m elementos de entre los n de fonna que los 
conjuntos elegidos son distiJ1tos entre sí si tienen distintos elementos. 

(
nJ n! 

cn ,m = m = m! (n - m)! 

1.9.4 Combinaciones con repetición 

Combinaciones con repetición de n elementos tomados de m en m. 
Combinaci ones pudiendo repetir elementos. 

= (n+
1

mn -lJ CRn,m 
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La idea está en que a 
partir de ahora vamos a 
manejar números rea
les en lugar de sucesos 

TEMA 2: VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL. 

2.1 Definiciones 

Sea O un espacio muestra!. Se denomina variab le aleatoria a cualquier función del 
espacio muestra ! en los números reales: 

X: O ~ IR 

.w ~ X(w) 

Llamamos rango o recorrido al conjunto de las imágenes del espacio muestral O en R: 

Rx = {X(w): \twE n} 

Tipos de variables aleatorias 

Se dice que una variable aleatoria X es discreta si su recorrido Rx es un conjunto finito o 
infinito numerable de números reales. 

Se dice que una variable aleatoria X es continua sí su recorrido Rx es infinito no 
umerable y su función de distribución es una función continua. 

Se dice que una variable aleatoria X es mixta si su recorrido Rx es infinito no numerable 
y tiene puntos de discon tinuidad no nula. 

Eiemplo: Sea el experimento aleatorio "Lanzar dos monedas al aire" vamos a definir 
diferentes variables aleatorias (v.a.) a partir de los posibles sucesos elementales 

p:,!:.tble..s, 
..-es uiTQdos 

ce 
ex 
XC 
X )( 

-\ 00 

_, oo 
-100 

+ ?,=t 5 

\b...-io. b\e. 
a~o-\"On'<., X. 

(v.o. ') 

2. 
\ 

\ 

o 

J o sí s.r. :t l Vo... y') f ,' SÍ$Q-, ; ( 

\ 
o 
o 

·1oc:b.S e\bs Sol'\ V .o.. c)ísc ,e-to.s . é:?n OOC\. 

v.c:-. si~l'<\.p,€ f>O~S di"s-Bn3uir sv 

Cef'(\f'O ce \/0-r\Q<,c,1"1:.>,; ~ X¡:-:: 0 1 1 ,'2 !j sv 

f'"°Fb \\i~o.d (P (><-.. o):: •A; ?(x-:1)~1../1.i P()(-c2.),,, \fLI) 
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. Eiemplo: Sea la función de densidad repre sentada en la siguiente figura: 

f(x) 

2 

1 

O,ff 

-1 o 0'1 1 2 

a) Posibles valores de la v.a. ')( E. [-1 ,:2..J 

b) P(X=3) 0 ("K es-to, fi~~ y )CK es V "-

e) P(X = O) 

d) P(X > - 2) 

O ( >'!,( es un P'"·-lo <?,'\ cor,c,e:h,) 

e) P(X ~ 2) O 

f) P(X s-5) 0 

g)P(X <2) 1. 
1 

h) P(O '5 <X< I) ~ t(><) O)( 
o,s 
o 

i) P(-0'5 s X< O) ) fe~) c)x 

1 -o,5 

j)P( - 3sX <l) { fc:.<)oX 
J_\- 1 \2 

k) P(0'2 s Xs3) J {()()J-x 
o,;:. 

)) P(-lsX s 2) 1_ 

X 

f>""-t,o 00 "\-..,•-e.:+.,) 

E.o uoCA.. \/Clno.ble a.leod-orio-. coo ·\-invo,. le-. pro b~b i lidc..c:J d e 

UI\ p-:n+c, (ZJ'\ CO<'lu-e+c:, es cero 
I 

r~es oJ \.\?-.ber- il\tf 'l i-\oS \rC>-\Ore.s 

pc,sit::Aes ., lo.. rob o-l:>,1;0cd oe. ca.do.. uno ~ (~O) 
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Esta definición es váli
da tanto para v.a . con
tinuas como discretas 

2.2 Función de densidad de probabilidad (fdp) 

La función de densidad de probabi lidad (fdp) lo que hace es infonnar sobre la cantidad de 
probabilidad que hay en un intervalo determ inado del eje de abcisas (ejex). 

2.2.1 Variable aleatoria discreta 

Una función p x : lR ➔ lR se llama función de densidad de probabilidad (fdp) de la 

variable aleatoria discreta X si cumple: 

l.- Px (x) ~ O 

., 
2.- ¿ Px(X= k) = 1 

k= - c,;, 

2.2.2 Variable aleatoria continua 

Una función f x : lR ➔ lR se llama función de densidad de probabilidad (fdp) de la 

variable aleatoria continua X si cumple: 

1.- f x (x) ~ O 

2.- f+"' fx(x)dx = f fx(x) dx = 1 
- oo Rx 

Eo c.,o,-,,·+i""°' es '°" 
rr,i s ~ o-. foc-Mv\ G\. ~ lle 1~ 
o,scre~ eero: 

~~ s 

3.- fx admite a lo más un número finito de discontinuidades sobre cada intervalo finito de 
lR , es decir,Jx es integrab le Riemann. 

Importante: Para v .a. continuas la probabilidad que hay en un punto concreto del eje x es 
siempre cero. Esto no es así para las v.a. discretas donde un pw1to puede tener 
probabilidad distinta de cero . 

2.3 Función de distribución A cvt-tvL~T•VA 

La función de distribución de una cierta variable aleatoria se define como: 

La función de distribución lo que hace es "acumular " la probabilidad que hay a la 
izquierda de un determinado punto del eje de abcisas (eje x). Es decir nos infonna de la 
cantidad de probabilidad que hay a la izquierda de cualquier punto del eje x. 

Propiedades 

2.- F,y (x) es no decreciente y continua por la derecha. 

3.- Fx (+oo) = 1 

Fx( - oo) = O 

Fx (x) vale 1 a la derecha del Rx y vale O a la izquierda de Rx 
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En este caso la integra l 
sólo tiene sentido para 
v. a. continuas. Para 
v.a. disc retas se trata, 
como se puede obser
var, de un sumatorio 

CG:, 
ccx 
CXC 
e_ xx 
xcc 
xc_x 
X )(C, 
XXX 

4.- P(a<X~b) = Fx (b)-F x (a) 

P(a s X sb) = Fx(b) - Fx(a) + P(X = a) 

P(a<X <b) = Fx(b) - F_r(a) - P(X=b) 

P(asX<b) = Fx(b) - Fx (a)+P(X=a) - P(X=b) 

P(X = e) = Fx(c) - Fx(c-) 

5.- La relación entre la función de distribución y la función de dens idad de probabilidad 
(fdp) continua es la siguiente: 

⇒ 

En el caso de v.a . discretas la relación es la siguiente: 

X 

Fx(x) = ¿ Px(X = k) 
k :-«> 

Important e: la principal diferencia entre la función de distribución en v.a. discretas y v.a. 
continuas es : 

En las v.a. discretas la función de distribución F(x) no es cont inua, pegando saltos 
en los puntos en los que encuentra probabilidad 
En las v.a. continuas la función de distribución F(x) sí es continua, pues no existe 
ningún punto con probabilidad 

P(x::<o):: 1/'3 

P(.x=1)-: 1'/g 

h>nci<>r. de ce{)S¡do.d = p(.x=l.) = 1./'6 

P( )Co< 3) ~ ~ 
~% f 

f ~<.)(.) 
9,/g 

tl r, 

1/'l, 

o }( 
:2. $ 

(<)():: ..L ~()()-+ ~ b(>'-1) +~ E> (x-2).,..l f>()(.-3-) 
>< S S s 8 

F v f)c: 1 <i'\ da d1.r..+'""bv c1ÓI'\ t)((><) 
o--

o -o 

.--o 

2 3 )(. 
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Este es un ejemplo de 
una variable aleatoria 

--. discreta 

EJEMPLO 

Sea el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire una moneda tres veces. 
Definimos una variable ·aleatoria X como "el número de caras obtenidas". Calcular la 
función de densidad y la función de distribución. Calcular su media y su varianza. 

1,5 

·1 - 2. o l,5 -= 
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Este es un ejemplo de 
una variable aleatoria 
continua 

EJEMPLO 

Sea la función: 

{
kx2 /2 

f(x) = 
0 

- 1 S X S 1 

resto 

a) Calcu lar los valores de k para los cuales f (x) es una función de densidad y 
obtener su función de distribución 

b) Ca lcular su media y su varianza 
e) Obtener un valor V tal que el 90% de los valores de la v.a. no superen V 

e) V y 

Of'c.~N -1 : ) f"(><.)Jx:: O,90 ~ j i '>'-2.. o>'= 
-1 -1 

0 , 90 
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Esté es un ejemplo de 
una variable aleatoria 

• .........._ m:x1a 

EJEMPLO 

Tenemos una máquina que nos devuelve aJeatoriamente un número real entre 2 y 4 
todos ellos con igual probabilidad. El problema es que la máquina tiene un defecto de 
fabricación de fonna que una de cada cuatro veces nos devuelve el número 4 . 
Si definimos la variable aleatoria X como "número real que devuel ve la máquina" se 
pide calcular la fdp y la función de distribución de dicha variable aleatoria. 

F(x)-:::~ 

j 

F(2-) ~A 
r=(2+) ~ 

V.o. 
CM·\i'"vo.., 

/' 
F( 1C) ~ ~1~ 

F(4-+) ~~ 
V. o.. 
c:),scre+o. 

$l\lto oe. 'lii 
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COCV\f'<"°~, 

00 

) f9(~)0~-,,¡ 
-OJ o o 

2.4 Transformaciones de variable aleatoria 

2.4.1 Transformación de una v.a. continua en una v.a. continua 

- Sea X una v.a. continua con rango Rx y fdp /;.{x). 

- Sea <p : lR ➔ lR una función continua estrictamente creciente o decreciente sobre Rx y 

tal que existe inversa cp-1 y admite derivada continua. 

- Sea otra v.a. definida como Y = cp (X). 

Entonces Y es una v.a. continua y su fdp viene definida por: 

si y e Ry 

si y íit Rr 

Por supuesto, la nueva v.a. Y tendrá un rango Rr distinto al de X que habrá que calcular. 

EJEMPLO 

Sea X una v.a. continua con rango Rx = (O, 3) y fdp: 

Caracterizar la v.a. dada por Y= X2
. 

Si O< X< 3 

resto 

3 
< • 

~ )( 
T mns-fo\""r·,,o,c,¡◊r, oe 
V.o-. CO'\-ñnvo.. (x) el\ V.o.. oon-4,,...,_.o. ( ~) 

t) 9 ( )() e?$ . C O l\fil"IV O- es-\nc.;+Ol.l"nEnte e ~e, ... ·f-Q <Zn R)( ,: ( º· 3) 

2.) tx,~ie ''"'"'°' e,(~) , ~. ,.• _,¡yº )( _, )(.E~ º .s· (;11 
2) .91

(~) es c.oo4-i"lvo.. ~ d2nv~ b le. 0\ ~ -:s (o ,C\) 

(o-1)1 ( ) \ . - 1/2. 1 
_J ~ ·r "t ~ ~ 2~ 

Se Cv"'plef\ lo.s ~ 00 1"1dicioN~-S, ~ o.s O.f"-c::o-r- lo. fo,·-rvwh ce lo.. +mns~rc-.,. 

www.monteroespinosa.com - Clases de SALT -Tfnos 9154453 77, 619142 355 



........... 

Claro está que, al 
tratarse de una 
generalización del 
teorema anterior todos 
los problemas que se 
podían resolve r con 
aquel teorema ahora 
también se pueden 
resolver con éste. 

Ya no se exige que sea 
estrictamente creciente 
ni que tenga inversa 

Esta es la fórmula que 
utilizaremos 
habitualmente 

2.4.2 Generalización de la transformación de una v.a continua en una v.a. 
continua 

Sucede con frecuencfa que la función <p :JR ➔ lR no es estrictamente creciente ni 

decreciente. En ese caso el teorema de la página anterior se puede general izar de la 
siguiente fonna: 

- Sea X una v.a. continua con rango Rx y fdp f;/x). 

- Sea <p :IR ➔ IR una función derivable \;;/x E Rx ta l que <p' es continua y <p' :t;; O salvo 

en un número finito de puntos. 

- Sea otra v.a. definida corno Y = <p (X) . 

- Sea { X¡, x2 , ... , xn} el conjunto de las pre imágenes de y = <p (x) . 

Entonces Y es una v.a. continua y su fdp viene definida por: 

si y e Ry 

Lo más habitual en los ejercicios es que cada imagen de la transformación <p tenga solo 

dos preimá genes { x1, x2 } • En este caso la anterior fónnula queda como sigue: 

Al igual que antes, la nueva v.a . Y tendrá un rango Rrdisti.nto al de X que hay que 
calcular. 

Importante: Si las operaciones matemáticas necesarias para aplicar la fórmula presentad a 
anterionnente para la transformación de v.a. continua a v.a. continua resultan demasiada 
pesadas, puede ser interesante probar con otra fómrnla equivalente para la transfonnación 
de v.a . continua a v.a. continua. Es la siguiente: 

si ye Ry 
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..r-~) 

«zb1r~.~ 
-1 1 

EJEMPL O 

Sea X una v .a. unifonne en el intervalo [-1 , l ]. Caracterizar la v.a_ Y = X
2 

. 

"Í rcxnsf: ,c-M~¿º" : y = )( 2. 

:2.. 
~: 9()()-: X 

~, :. --------': lR~ 
\ . 

_..__;:w,i:~_..a.~ X 
- , 1 

<E' ') 
~)C 

lroo sfo <~ ~é" ce V.o-. ~+iMo..( x) Q/\ v.o.. p:>o~n vc... (Y) 

-\'-X<. O 

2. : 

1) 9, (>e) es; es-tr-ic-tOM<?f\fe ~" Rx-= (-1 1 e) 
decrece\te 

2) Exis-te s: (<3) , y• ><
2 ->E=-~• 9;"(~ 

2:.) /,9-')' ( . 1 -½ \ 
\. 1 ~) -:: - 2 ~ ::: - . 2-'fy 

9~1
(~) es c.oo-+invo.. ~ oe,ñv<.,b;e Q,' R~ = (o, 1) 

1) :h. (x) es cs ·h, c..--to.t'Y'te')+e crecie-de e"' (<)( "' ( 6 1 1 ) 

«) exis-l"e s.·(~) , '1 º ,,. -E · •@ • s,· ( ~ ~ 
S)o 1 ( , 

::.12 ~) es CJ:Y'!·hl'\vo. ~ oenvo-be E:I) '½"'(o, 1) 

/ •g -,)'< ) _ 1 • -½ 1 
\; 2 ~ - 2. ~ : 2~ 

~ ev :-.,p~ lo..s :; ce"° 1c-i v<1es, poóE!MO~ C\.f)\i<:o.r lo.. f o.--f'r.1..1 \o.. d3 le. +rcos.f 
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2.4.3 Transformación de una v.a continua en una v.a. discreta 

- Sea X una v.a. continua con rango Rx y fdp f>.{x). 

- Sea otra v .a. definida como Y = <p (X) . 

- Sea Ry = <p(Rx ) un conjunto discreto . 

Entonces Y es una v .a. discreta y su fdp viene definida por: 

si y E Ry 

Por supuesto, la nueva v.a. Y tendrá un rango Rr distinto al de X que habrá que calcular. 

EJEMPLO 

Sea X una v.a. continua con rango Rx= (O, 3) y fdp: 

r si 0<x<3 
fx(x ) = ; 

resto 

r si X<l 

Caracte rizar la v.a. dada por Y= ~ si X=l. 

si X>l 

1 

,:. ..!... [~] 
q 3 o 

= 

!1 :3( )(.) 

1: ~Jx < 

/ X V.o,. Goo·Kr,vo,. 

" º P(Y=o) = P(X:ao&.)::: O ~ 

• P ( Y• 1) : P ( 1C > 1) e {y! f(x) di< : J" 3 2C ox ~ 
J 1 ' 9 

'T~AN S1-0tl. MA C1ÓN oc 
V.<:>, co WTtNVA eN V. o.. 01 s·c::A5T A 
- (X) (Y) 

1 /z,,;. 
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2.4.4 Transformación de una v.a discreta en una v.a. discreta 
Noiar que no existe fa 
tra~sfonnación de v.a. 
discreta a v.a. continua - Sea X una v .a. discreta con rango R x = { x1, x2 , •• • , xn } y fdp p x (X= x;) , "ilx; E Rx . 

- Sea otra v.a. definida como Y = <p (X) . 

Entonces Y es una v.a. djscreta y su fdp viene definida por: 

si y E Rr 

{ 
¿ Px(X=x) 

py (Y = y) = xe{xER / q,(x }=y} Ü 

Por supuesto, la nueva v.a. Y tendrá un rango Rr distinto al de X que habrá que calcu lar. 

EJEMPLO 

Sea X la variable aleatoria que indica la suma en el lanzamiento de dos dados. 
Consideramos el juego siguiente : un jugador gana 5 unidades monetarias si la suma es 7 
u 11, pierde 3 unidades si la suma es 3 ó 12 y no gana ni pierde en cualquier otro caso. 
Caracterizar la v.a. Y definida como "ganacia del jugador ". 

P(}<>.2)~ 1h~ 
p ( X: = 3) : 2/Pk 

p ( X = i.() = a.1a;, 

p ( 'X :: s) -= 4 l?k 

p ( X. "'6) = ~/?fó 

p ("5' =-~),: (:;/'?k:, 

P(X.=-s):: G/?Jó 

P(~,. 9) = 41:14, 

P(-,c "' '°): 3J!k. 

P ( X -=-1 1 ) :: 'l./ 2-4 

p (:K ~ I?.). " Jf, 

~/2~ 
o 

~ 1> 
o o • .. 

• ~ 
e CI 

)( 
2 11 ~ g 10 •2.. 

P(Y=-3)= P()C.-=3)+ P("I<::12.)-= 3/¼ 

P ( Y= o\ "' 1 - ~ - .:!- "' z.o/~ J 3f> 3'=> 
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¡¡ Importante: muy 
típico en exámenes de 
Grado!! 

Por supuesto , se puede 
demostrar que ambas 
expresio nes de la va
rianza son equivale ntes 

Esta fórmula se verá 
con más detalle en el 
Tema 3 

2.5 Parámetros de una variable aleatoria 

2.5.1 Esperanza matemática 

La esperanza matemática de u11a variable aleatoria se define de la sigu iente manera: 

E(X) = J:xfx(x)dx 

Propiedades 

1.- E(aX±b) = E(aX ) ±E(b) - .aE(X)±b 

2.- E(X ± Y) = E(X) ± E(Y) 

para v.a. discretas 

para v.a. continuas 

3.- Si X e Y son independientes ⇒ E(X· Y) = E(X)·E( Y) 

4.- Si Y = g(X), la esperanza queda definida por: 

E(g(X)) = ¿ g(x;) Px (X = x;) para v.a. discretas 

E(g(X)) = L:g(x)fx(x) dx para v.a. continuas 

2.5.1 Varianza 

La varianza de una variable aleatoria se define en función de la esperanza de la siguiente 
forma: 

Sin emba rgo, nosotros nonnalmente no utilizaremos la anterior definición para calcular la 
varianza de una v.a. X sino que la calcularemos con la siguiente fórmula práctica: · 

V(X) = E(X 2
) - (E(X))2 

La desviación típica se define a partir de la varianza como: 

Propiedades 

l.- V(aX + b) = a2 V(X) 

2.- V(X±Y) = V(X) + V(Y)±2Cx y 

Si X e Y son independientes ⇒ V (X± Y) V(X) + V(Y) 
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Esta es la definición 
rigurosa de varianza 

2.6 Momentos 

El concepto de esperanza se puede generalizar. Para ello vamos a definir el concepto de 
momento. 

2.6.1 Momentos respecto al origen 

Se llama momento de orden k de la v.a. X respecto al origen , a la esperanza matemá

tica de g(X) = Xk. es decir: 

k f'" k ak = E(X ) = _,,x fx(x) cb; 

De esta forma, se podemos afirmar que la media es el momento respecto al origen de orden 
uno : 

2.6.2 Momentos respecto a la media 

Se llama momento respecto a la media de orden k, o momento central de orden k, de la 

v .a. X, a la esperanza matemática de g(X) = (X - a 1 )* . Es decir: 

Un caso particular importante es el momento respecto a la media de orden dos que es la 
varianza: 

2.7 Distribuciones importantes 

Existen ciertas variables aleatorias de especial interés. Las características de cada una de 
estas variables aleatorias (fdp, func ión de distribución , momentos , etc ... ) son conocidas y 
todas ellas están recogidas en el apéndice "Distr ibuciones importantes" . Aquí lo único que 
vamos a hacer es enumerar estas distribuciones. 

2.7.1 Distribuciones discretas 

• Distribución binomial 
La más conocida de las distribuciones discretas. Posee propiedad reproductiva. 

• Distribución de Poisson 
Posee propiedad reproductiva. 

• Distribución geométrica 

2.7.2 Distribuciones continuas 

• Distribución normal 
La más importante de todas las distribuciones. Posee propiedad reproductiva. 

• Distribución exponencial 

• Distribución uniforme 
La distribución continua más senc illa. Con esta distribución casi todos los 
cálculos se pueden hacer gráficamente. 
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2.8 Teorema central del límite 

Existen muchas formas de enunciar este importante teorema. Aquí damos tres de ellas de 
más a meuos restrictiva. 

Primera versión 

Sean X1, X2, . . • , X,, variables aleatorias independientes. Sea Z = X1 + X2 + ... + Xn, Si 
todas las X; tienen la misma distribución entonces podemos aproximar Z por una v.a . 

normal Z - N(µ 2 ,a2 ) donde µ2 = ¿E(X;) y a; = ¿V(X 1). 
'<li '<11 

Segunda versión 

Sean X1, X2, .•. , X,, variables aleatorias independientes. Sea Z = X1 + X2 + ... + X,,. Si 
todas las X; tienen la misma media y la misma varianza (aunque tengan distribucines 
distintas) entonces podemos apr~ximar Z por una v.a. normal Z - N(µ 2 ,u z) donde 

µ2 = :IE(X ;) y a: = ¿V(X ;). 
VI Vi 

Tercera versión 

Sean X1, X2, ... , X11 variables aleatorias independ ientes. Si Z = X 1 + X2 + ... + X11 entonces 
podemo s aproximar Z por una v.a. nonna l Z - N(µ 2 ,a z) donde µ 2 = ¿ E(X1) y 

'<11 

a~ = ¿V(X ,). 
'vi 
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CUADRO RESUMEN DE DISTRIBUCIONES 

Nombre de la Discreta/Continua Parámetros Función de densidad Esperanza Varianza ¿Qué indica? 
distribución ¿Cuándo se utiliza? 

f(x) = (~) px(l - Pr - x I 

Nos indica el número de éxitos 
Binomial Discreta n,p X= Ü,1,2 ... n np np(l - p) en una situación de éxito-

fracaso 
: 

- -ilAX - Nos indica el n(11nero de veces 
Poisson J:t>iscreta ,1, f (x) - e , , x - 0,1,2 ... ,1, ,1, que sucede un experimento en x. 

un determ inado espacio de 
tiempo 

'11.- \ Nos indica el número de 
Geométrica Discreta p f(x) = (1 - p) ·p J ~=1 ,2 ... 1 1-p ensayos necesa rios para -

p p2 
obtener el primer éxito en una 

situación de éxito-fracaso 

(x-µ)2 Se suele utilizar como 
Normal Continua 1 -zo=r ,- oo <X< oo (J2 aproximac ión de otras µ, (J f(x)--e µ - 11..f'Ei 

distr ibuciones (TCL) 

Se suele utilizar cuando nos 
Uni forme Continua a, b f() - - 1

- < < b a+b (b- a) 2 dan los valores extremos x-b ,a_x _ -
-a 2 12 (mínimo y máximo) que puede 

toma r una variable aleatoria 
Nos indica el tiempo 

Expone ncial Continua ,t f(x) = ,le -ilx , x ~ O 1 1 transcur rido hasta conseg uir el 
- il 2 
,1, primer éxito en una situac ión 

de éxito-fracaso 
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Se lee "Sea X una 
dist ribución binomial de 
parámetros n y p" 

Este es un caso parti
cular del teorema 
central del limite 

DISTRIBUCIÓN BINOMIAL 

Tipo de v.a. : Discreta 

Definición de la v.a. binomial: 

Sean n ensayos repetidos e independientes donde sólo hay dos resultados posib les y las 
probabilidades,p y 1-p, son las mismas en todos los ensayos. Entonces la varia ble aleatoria 
binomial se define como: 

X = "Número de éxitos en n ensayos" 

y se representa: 
X= B (n ,p) 

Fuución de déusidad: P(X = x) = (: ) p' q"-, x = O, ! , 2, ... n 

Fuución de distribucióu: P ( X ,; x) = ¿ (;) / q"-' 
l !.X 

Momentos: 

E[X] = np 

E[X2]= np + n(n -1 )p 2 

V[X] = npq 

Caso particular: 

A la distribución binomial B(l, p), es decir con n = 1, se Je denomina Distribución de 
Bernouilli. 

Propiedad reproductiva: 

La suma de variables aleatorias binomiales independientes con el mismo parámetro p es 

binomial con parámetro p. Sean X1 = B(npp) , ... ,Xm = B(nm,P) m distribuciones 

binomiales, entoncesse cumple que: 

Aproximación por una Distribución Normal: 

Siempre que se cumpla np ~ 5 la distribución binomial se puede aproximar por 

una distribución normal de la siguiente forma: 

X = B(n ,p) np?ó ) X=N(np,ffl) 



~ 

Los cá lculos de estas 
expres iones son, a 
veces, muy laboriosos; 
por esta razón se han 
construido tablas que 
nos proporc ionan 
directamente el resol
lado para los distintos 
valores de n y de :x 

Importa nte: 
Cuando ident ifiques 
estas tres característi
cas en el enunciado de 
un ejercicio, no lo 
dudes: se trata de una 
distr ibución binomia l 

La función de 
probabilidad nos 
permile calcu lar la 
probabilidad de obtener 
:x éxitos en n intentos 

EJEMPLO DISTRIBUCIÓN BINOMIAL 

Un examen está compuesto de 1 O· preguntas, cada una de las cuales tiene 
cuatro respuestas, siendo sólo una de ellas correcta. Un alumno decide 
contestar la~ 1 O preguntas al azar. ¿Cuál es la probabilidad de que acierte 
exactamente 4 preguntas? 

Consideramos los siguientes sucesos y sus probabilidades: 

. 1 
Éxito: A = "contestar bien" ⇒ P(A) = p = 4 = 0,25 

Fracaso: A = "no contestar bien" ⇒ P(A) = 1- p ¡ = O, 75 

Leyendo atentamente el enunciado llegamos a la conclusión de que se trata de una 
distribución binomial de parámetros B(l O, O' 25) . 

Ahora definimos la siguiente variable aleatoria: 

X= "número de preguntas contestadas correctamente" 

Y calcu lamos lo que nos piden: 

P(acertar 4) = P(X=4) = ·0,254 -0,756 = --- - ·0,2) 4 -0,756 = (
10) 10! ~ 
4 (1 O - 4) ! · 4 ! 

l0 -9 ·3 ·7 ·~ -O 254 -O 756 = 5º4º-o 254 ·O 756 = O 1460 
L r A~ ' ' ' ' ' ~.)•L.·1. 4-3-2-1 24 

Solución: P(acertar 4) = 0,1460 

Nota teórica: 

Decimos que un experimento sigue el modelo de distribución binomial siempre 
que cumple las siguientes tres características: 

1.En cada prueba del experimento sólo son posibles dos resultados, éxito o fracaso. 

2. El resultado obtenido en cada prueba es independiente de resultados anteriores. 

3. La probabilidad de éxito es constante y no varía de una prueba a otra. 

A la variable aleatoria X que expresa el número de éxitos obtenidos la llamaremos 
variable aleatoria binomial y lo escribiremos de la siguiente forma: 

X - B(n,p) 

Siendo n el número de veces que se realiza el experimento y p la probabilidad de 
éxito cada vez que se realiza una prueba del experimen to. 

La función de probabilidad de la distribución binomial viene dada por: 

?(obtener x exitos) = P(X = x) = (: )p" -(1- p)"-x 



DISTRIBUCIÓN DE POISSON 

Tipo de v.a.: Discreta 

Definición de la v.a. de poisson: 

La distribuc ión de Poisson surge como aproximación de la distribución binomial cuando la 
probabilidad de que ocurra el suceso es muy pequeña ( en concreto, la distr ibución de 
Poisson es buena si en la distribución binomial tenemos que p < O, 1 y np < 5 ). 

Así pues, diremos que una v.a. X tiene una distribución de Poisson de parámetro 'A, si su 
función de densidad es: 

Función de densidad: P(X = x) = 

Función de distribución: P(X ~ x) 

Momentos: 

E[X] = ;¡, 

E[X2] = ,i + ;¡,2 

V[X] = A 

X= 0,),2, ... n 



Fíjate que queremos 
es tudiar lo que pasa rá 
en los próximos 25 
años , por eso n=25. 

Resumen: 
La Poisson es la 
distribución de los 
sucesos "ra ros", es 
decir que aparecen 
raramente. Así, cuando 
nos hablen de terreno
tos, accidentes , piezas 
defect uosas, etc .. . 
habi tualmen te se trata 
de una Poisson 

Cuando identifiques 
estas tres característi
cas en el enunciado de 
un ejercicio, no lo 
dudes: se trata de una 
distr ibución de Poisson 

La func ión de 
probabilidad nos 
permite ca lcular la 
probab ilidad de que se 
den x sucesos con 
va lor oromedlo J.. 

EJEMPLO DE DISTRIBUCIÓN DE .POISSON 

En los últimos 600 años se han producido 12 grandes terremotos en España. 
Determínese la probabilidad de que se produzcan 2 en los próximos 25 años. 

El suceso que vamos a estudiar es: los grandes terremotos en España. La 
probabilidad de que tenga lugar este suceso será: 

12 
P = - =O 02 

600 ' 

Por tanto, el valor promedio de dicho suceso será: 

;t = np = 25-0,02 = 0,5 

Leyendo atentamente el enunciado llegamos a la conclusión de que se trata de una 
distribución de Poisson de parámetro Pois(0, 5) ya que queremos estudiar la 

probabilidad de que se produzcan 2 terremotos. 

Ahora definimos la siguiente variable aleatoria: 

X,= "número de terremotos importantes que tienen lugar en España" 

Y calculamos lo que nos piden: 

P(2 terremotos) = P(X = 2) = 0•
52 

e-0
•
5 = º•25 

e-0
•
5 = O 0758 

2! 2-1 ' 

Solución: P(2 tenemotos) == O, 0758 

Nota teórica: 

Decimos que un experimento sigue el modelo de distribución de Poisson siempre 
que cumple las siguientes tres características: 

1. El número de resultados que ocurren en un intervalo es independiente del 
número que ocurre en otro intervalo disjunto. Los sucesos aparecen aleatoriamente 
de forma independiente. Se dice que el proceso no tiene memoria 

2. La probabilidad de que un resultado sencillo ocurra en un intervalo pequeño es 
proporcional a la longitud de dicho intervalo. Además dicha probabilidad permanece 
constante, de forma que se puede definir un número medio de resultados por unidad 
de intervalo. Se dice que el proceso es estable 

3. La probabilidad de que ocurra más de un resultado en un intervalo 
suficientemente pequeño es despreciable. 

A la variable aleatoria X que expresa el número de resultados que aparecen en el 
experimento la llamaremos variable aleatoria de Poisson y la escribiremos como: 

X - Pois(J,,) 

Siendo x el número de veces que se produce un determinado suceso y ?,,_ el valor 
promedio de dicho suceso. 

La función de probabilidad de la distribución de Poisson viene dada por: 



DISTRIBUCIÓN GEOMÉTRICA 

Tipo de v.a.: Discreta 

Definición de la v.a. geométrica: 

Sea un experimento aleatorio determinado y sea A un suceso del espacio muestra! 
correspon diente a dicho experimento aleatorio del que conocemos la probabilidad de que 
ocurra P(A) = p. Consideremos también una serie de pruebas independientes del citado 
experimento aleatorio , hasta que se obtiene el suceso A. La variable aleatoria geométrica se 
defu,ecomo: 

X = "Número de pruebas necesarias para que el suceso A aparezca por primera vez" 

Función de densidad: p(X = x) = (1- py- i p 

Función de distribución: 

Momentos: 

1 E[X] = -
P 

F(x) = { ( O )x 
1 - 1- p 

X = 1, 2, ... n 

Sl X< 1 

SI X 2:: 1 



DISTRIBUCIÓN UNIFORME 

Tipo de variable aleatoria: Continua · 

Definición de la v.a. uniforme: 

Una v.a. se dice que tiene una distribución unifo1me de parámetro a y b, y se representa 
por: 

si modeliza fenómenos en los que sabemos que la v.a no puede tomar valores superiores a 
b ni inferiores a a, siendo los sucesos en este intervalo equiprobabJes. Su función de densi
dad es de la siguiente fo1ma: 

Función de densidad: 

Función de distribución: F (x) = 

Momentos: 

E[X] = a+b 
2 

(b - a)2 

V[X] = .a...------'--

12 

si a~ x ~ b 

resto 

O x <a 

x-a 

b- a 
l X > b 



Fíjate lo rápido que lo 
haces cuando te das 
cuenta de que es una 
distribución uniforme. 

En este caso este 
procedimien to es 
mucho más largo 

En este caso es muy 
fácil determinar la 
esperanza o media y la 
varianza, ya que no es 
necesario integrar 
como lo hacernos 
normalme nte. 

EJEMPLO DE DISTRIBUCIÓN UNIFORME 

·Se sabe que el peso de las uvas se distribuye siempre de forma equiprobable 
entre 6 y 10 gramos. Determina la función de densidad del peso de las uvas y el 
peso medio de las uvas. 

Definimos la siguiente variable aleatoria: 

X= "peso de las uvas (en gramos)" 

Observamos que dicha variable aleatoria sigue una distribución uniforme ya que 
podemos escribir su función de densidad como: 

{ 

1 1 

.f(x)= ~0-6==4 
parn 6 < x < 10 

en otro caso 

Quieren saber el peso med io de las uvas, y sabiendo que la variable aleatoria sigue 
una distribución uniforme bastará con realizar la siguiente operación : 

E(X) = a +b == 6 + 10 == 8 
2 2 

También podrías haber realizado este cálculo como lo haces habitua lmente, 
integrando 

µ, = E(X) = [>; f(x) dx = í ~xf(x) dx + íº xf(x) dx + [ xf(x) dx = 

f x·O dx + r\._!_ dx + [x·O dx µ == _!_ r \dx ==_!_[x
2

]

1

º == ,,, l 4 º 4! 4 2 6 '-----v------' '---v----' 
=0 =0 

y, evidentemente , obtenemos el mismo resultado . 

Solución: E(X) = 8 

Nota teórica: 

Se dice que una variab le X sigue una distribución uniforme en el intervalo (a, b) si 
su función de densidad es: 

si x E (a,b) 

si x/.(a,b) 

A la variable aleator ia X se la denota como: X~ U(a,b) siendo a y b los 
extremos del intervalo. 

Sus propiedades son: E(X) = a +b 
2 

y 
(b a)2 

var(X) = ---
. 12 



DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL 

Tipo de variable aleatoria: Continua 

Definición de la v.a. exponencial: 

Una v.a. se dice que tiene una distribución exponencial de parámetro 11,, y se suele repre
sentar por: 

si su función de densidad es de la siguiente forma: 

{ 

Ae-2x 
Función de densidad: fx (x) = 

0 

Función de distribución: F(x) = { l~e-'-' 

Momentos: 

E[X] = _!_ 
/4 

E[X 2
] = }2 

V[X]=-;-
1 

x>O 

xSO 

Si X $Ü 

Si X> 0 



Ten cuidado que la 
probabilidad la 
obtenemos con la 
función de distribución, 
no con la función de 
densidad. 
Además es la 
diferencia del limite 
superior menos el 
inferior ya que la 
función de distr ibuc ión 
es el área que se 
encuentra a la 
izquierda de un 
determinado valor. 

Ejemplos de 
d islribucio nes 
exponencia les serían el 
liempo de vida de un 
objeto o el tiempo entre 
llamadas. 

EJEMPLO DE DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL 

Se ha comprobado que el tiempo de vida de cierto tipo de marcapasos sigue 
una distribución exponencial con media de 16 años. ¿Cuál es la probabilidad de 
que a una persona que se le haya implantado este marcapasos se le deba 
reimplantar otro ~ntre los 1 O y los 20 años? 

Definimos la siguiente variable aleatoria: 

X= "Años de duración de un marcapaso en una persona" 

l 
Nos dicen que la distribución es exponencial cuya media es 16, por lo que }¡, = - , 

16 

y tenemos u na distribución exponencial X - exp ( 
1 
~) 

Queremos saber la probabilidad de que haya que reimplantar el marcapasos entre 
los 1 O y los 20 años de su implantac ión, es deci r 

P(IO <x < 20) = F(20) - F(IO) = 1- e-~" -(, - •-~·" ) = 

= j _ e- 20116 A+ e - 10116 = e - 10116 _ e -2011<> = O, 248 8 

Solución: P(lO < x < 20) = 0,2488 

Nota teórica: 

La distribución exponencial es aquella que modela el tiempo transcurrido entre 
dos sucesos que se producen de forma independiente, separada y uniforme en el 
tiempo. 

A la variable aleatoria X se la denota como 

X - exp(Jt.) 

Siendo X el número medio de ocurrencias del suceso por unidad de tiempo 

La función de densidad de la distribución exponencial viene dada por: 

f(x) = ?t.e-J.x 

y su función de distribución 

{

1-.:le-i .. , 
F(x) = 

o 

para x ~ O 

Si X~ 0 

si X< Ü 

1 1 
La esperanza será E(X) = - y la varianza Var(X) = --

. A, /42 



TEMA 3: VARIABLE ALEATORIA BIDlrvIENS(ONAL 

En el tema precedente , hemos descrito un experimento aleatorio con la ayuda de una sola 
variable aleatoria. Sin embargo, en ciertas situaciones, es imposible o no deseable 
representar un experime nto aleatorio por una sola variable aleatoria. 

Por tanto, se trata ahora, en este tema, de ampliar lo ya visto en el tema anterior a 
experimentos aleatorios definidos mediante dos variables aleatorias . 

3.1 Definiciones 

Sea n un espacio muestral . Se denomina variable aleatoria bidimensional a cualquier 
función del espacio muestra! en los números reales: 

(X,Y): n--), JR2 

w --)- (X(w), Y(w)) 

El rango o recorrido es el conjunto de las imágenes del espacio muestra) Q en R2
: 

Rxr = { (X(w), Y(w)): Vw En} 

Tipos de variables aleatorias 

Se dice que una variab le aleatoria bidimensional (X, Y) es discreta si su recorrido Rxr es 
un subconj unto fmito o infin ito numerable del plano R2

• 

Se dice que una variable aleatoria bidimensional (X, Y) es continua si su recorrido Rxr 
es un subconjunto infinito no numerable del plano R2 y su función de distribución es una 
función continua. 
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Ahora la fdp va a ser 
una superficíe y la 
probabil idad va a venir 
representada como el 
volumen bajo esa 
superficie 

En este caso la inte
gral sólo tiene sentido 
para v. a. conti nuas. 
Para v.a. discretas se 
trataría de un suma
torio 

3.2 Función de densidad de probabilidad (fdp) 

Una func ión fxr : lR 2 ➔ JR se llama función de densidad de probabilidad (fdp) de la 

variable aleatoria bidimensional (X, Y) si cumple: 

l.- Í xr( x ,y ) ~ O 

2.- f xr es integrable Riemann en IR2 

3.3 Función de distribución 

Dada la variable aleatoria bidimensional (X , Y) llamamos función de distribución 
conjunta 
a la expresión: 

La función de distribución de una v.a. bidimensional lo que hace es "acumular " la 
proba bili-dad que hay por debajo y a la izquierda de un detenninado punto (x, y) del plano 
R2. 

Propiedades 

2.- Fxr(+oo,+co) = 1 

Fxr(-co,-co) = O 

3.- P(a5'X5'b , Y5'd) = F(b,d) - F(a,d) 

P(X5'b, csYsd) = F(b,d) - F(b,c) 

P(a 5, X 5, b, e 5, Y 5, d) = F(b ,d) - F(a,d) - F(b,c ) + F(a,c) 

4.- La relación entre la función de distribución y la función de densidad de probabilidad es 
la siguiente: 

F(x,y) = f: f : f(u, v) dudv 

fx r (x,y) = 
82 F(x,y) 

axay 

V(x,y)E IR2 
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Estos conceptos son 
exclusivos de v.a. bidi
mensionales. Por tanto , 
no existen para v.a. 
unidimensionales 

X. 9 'º ,s 
2 1/G 1112 1/ lf IJ2 

11 1/(;,, l/3 O 1/z 
11..3 ~,12 1 N 1. 

P(X-:: '>'-¡,):; ]p(}{:X:¡;t,~) 
;_) 

Ambas definiciones son 
equivalentes 

3.4 fdp marginales 

Las funciones de densidad de probabilidad marginales de una determinada v.a. (X, Y) se 
definen como: 

• v.a. continua: ~(x) = [ f, ,,(x,y)'j 

• v.adiscrera: [,(x) = ~ J,,,(x,y~ 

3.5 Distribuciones condicionales 

La fdp de X condicionada por Y se obtiene mediante: 

y la función de distribución condicional se obtiene por integración de la fdp condicional: 

Análogamente , la fdp de Y condicionada por X se obtiene mediante: 

y la función de distribución condicional se obtiene por integración de la fdp condicional : 

3.6 Independencia 

Dos variab les continuas son independientes si las funciones de densidad que caracterizan 
su distribución de probabilidad conjunta y sus fdp marginales satisfacen: 

también se puede decir que son independientes si se cumple que: 

fx(x!y) = fx(x) 

fr (y I x) = f r(Y) 
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Si este determinante 
sale igual a cero no se 
puede aplicar este 
teorema 

3.7 Transformación de variable aleatoria 

3.7.1 Transformación de una v.a continua en una v.a. continua 

- Sea (X, Y) una v.a. bidimensiona l continua con rango Rxr y fdp f x,{x, y). 

- Sea <p :lR2 ➔ R.2 una función tal que <.p(z,t) = (z(x,y),t(x,y)) . Es decir, sea la 

transformación dada por las ecuaciones: {
z = Z(X,Y) 

T = T(X,Y) 

az az 

ax 
- Sea eljacobiano (determinante de la matrizjacobiana): J(x,y) = 

8t 
8y * o at 

ax ay 

Entonces (Z, T) es una v.a. continua y su fdp viene definida por: 

{ 

fxr(x(z,t),y(z,t)) 

f zr (z,t) = IJ(x(z ,t),:z,t))I 
si (z,t) E Rzr 

Al igual que sucedía en el tema anterior la nueva v.a. (Z, T) tendrá un rango Rzr distinto 
al de (X, Y) que habrá que calcular . 

EJEMPLO 

Dada la variable aleatoria bidimen sional (X, Y) con función de densidad: 

~ 

{ 

8.xy 

f(x,y) = s; 
~ ........ ~"+=--~ >(, 

1 a. 3 

resto 

Hallar la distribución conjunta del vector aleatorio (Z, T) tal que Z =X + Y, T = X - Y 

t ro.ns~ iÓl"I ce v .o. b io1 NteA'\Gi o OC\.\ COl'\+inuo. 
(X ;Y) el\ v.o.. \:,¡c)¡rne.n si ono.\ CO(\+in(Jo._ ( ~ :r ) 

PcoeMos a.pi ie(\(" lo.. 
~ -2 =I: O =l> -fórmub. ce_ io- t~ s--fo<'N\~ci~ 
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3.7.2 Transformación de v.a. bidimensional en v.a. unidimensional 

En ocasiones nos definen una variable aleatoria unidimensio nal en función de una v.a. 
bidimensional: 

Z = /(X, Y) 

Como nos falta otra ecuación para poder aplicar el teorema de transformación de v.a. bidi
mensional en v.a. bidimensional visto en el punto 3. 7 .1 lo que hacemos es proceder de la 
siguiente fonna: 

- Definimos otra variable aleatoria ficticia y la igualamos a cualquiera de las dos ya 
definidas, de forma que la situación queda : 

Z = /(X, Y) 
W=X 

- Ahora sí que tenemos un sistema de dos ecuaciones que relaciona una v.a bidimensional 
(X , Y) en otra v.a. bidimensional (Z, W). Aplicamos, por tanto, sobre este sistema el 
teorema de transfom1ación de v.a. bidimensional y obtenemos la fdp fzw(z, w). 

- Por último, calculamos la fdp marginal de Z obteniendo fz(z) que era nuestro objetivo. 

3.8 Parámetros de una variable aleatoria bidimensional 

3.8.1 Esperanza matemática 

La esperanza matemática de una var iabl e aleatoria bidimensional es: 

[ E(XY) = [[ xy f.,,(x,y) dxdj 

Se dice que dos v.a. X e Y son ortogonales si se cumple que E(XY) 

Propiedades 

{

E(X ±Y)= E(X) ± E(Y)} 
1.- E(k.X) = k- E(X) k e~ 

E(k)=k 

~c,.(0- ~ \ 
-\1:-'l-(\O • Q ~ 2.- Si X e Y son indep end ientes ⇒ E(XY) = E(X) · E(Y) 

¡ ¡ Muy típico de 
examen en Grado!! 

3.- Si Z = g(X, Y), la esperanza queda definida por: 

E(Z) = E(g(X, Y)) = J:L :g (x,y)f xr(x,y) dxdy 

4.- Si Y = g(X), la esperanza queda definida por: 

E(X ·Y) = E(X·g(X)) = J:x-g(x)fx(x) dx 
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-

3.8.2 Covarianza. Coeficiente de correlación 

• La covarianza de una variable aleatoria bidimensional (X, Y) se define como: 

[cxr ~ E[(X- E(X))(Y- E(YJ)] ~ E(XY)- E(X)E(Y~ 

• Se dice que dos v.a . X e Y están incorreladas si se cumple que: 

C X}' = O <=> E(XY) - E(X)E(Y) = O <=> E(XY) = E(X)E(Y) 

Ojo: el reciproco no es • 
es\,o C2S ~ l.c:> ~I 

Si X e Y son independientes ⇒ 
~ ~➔..o es. v i\ c.Q.SQ ~ b.r 

X e Y son incorreladas 
cierto 

i ( í ooe ~i QJ'rle. 
1 •!'leo.\ N"12}'1t e) 

• El coeficiente de correlación se define como: 

e 
P - _____,IT_ 

XY -
u xªr 

donde o-x y o-y son las desviaciones típicas de las v.a. X e Y. 

Propiedades 

{

V(X · Y) -:1:. V(X) · V(Y)} 
1.- V(kX') = k2 · V(X) k E lR 

V(k) = O 

1 2.- V(X±Y) = V(X) + V(Y)±2CX,Y 

Si X e Y son independientes ⇒ V (X± Y) = V (X) + V (Y) 

3.- -1 5 Pxr 5 l 

4.- Si X e Y son independientes pXJ' = O 

5.- Pxr = l {:::;> Y = aX + b 
Es decir, si el coeficiente de correlaci ón entre dos variables es 1 o - 1 podemos afirmar 
que ambas variables están relacionadas de fonna lineal. 

tl\e:¼,. U,;.v 
1 ,. 1.,pito. 

Eiemplo: Calcu lar la distribución de la v.a. T = 3N(2, I)- 2N(-l, 2) + 8 , siendo las 
distribuciones normales independientes entre sí flVI\~ ~ -

~ re ,e & '-""-

:: N (6 ,S) -N ( - 1 ,4 ) + S ::: N (<:, -(-2)+~ 1✓3'2-+ Ll·+o) 
i~p \ ~~ -;. ~pr.o. (j' 

:: N ( 1616) \,. . . 
lo \io.ces con 
le. Vetri'c..~o.. !;I 

l11e,90 ¡:,ones lo... r<:\.:'E: 
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Esto va a ser muy 
importante de cara a 
ejercicios. Por ejemp lo: 
• 3.7 
- 3.9 
- 3.12 
- 3.14 
- 3.16 

Variable Aleatoria Bidimensional Uniforme 

• Si tenemos dos variables aleatorias X e Y uniformemente distribuidas e 
indepei1dientes X - U(a,b) , Y - U(c,d) 
➔ la variable aleatoria bidimensional (X,Y) seguirá también una distribución 

l a<x<b 
uniforme con fdp conjunta: f xr(x,y) = - - --- , 

(b-a)(d-c) c<y<d 

· {(X, Y) sigue una distribución uniforme} 
• Por otro lado, si nos dicen que ó 

f .xy(x,y) = número 

➔ fxy(x,y) = número= , 
1 

Area(Rx,,) 

P( d R ) 
Área(Zona de Rxr) 

➔ zona e A'Y = , 
Area(Rx y) 
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La diferencia entre v.a. y 
PE es que la v.a. asigna a 
cada suceso un número y 
el PE asigna a cada suceso 
una función tempornl 

TEMA 4: PROCESOS ESTOCÁSTICOS 

4.1 Definiciones 

Sea un experimento aleato1io y n el espacio muestra! asociado. Se denomina proceso 

estocástico (PE) a cualquier función de n sobre el conjunto { funciones de t} que asocia 

a cada suceso una función de t : 

PE: n ➔ { funciones de t} 
w ➔ X(w,t) 

Habitualmente denotaremos un proceso estocástico como X(t) o bien X[n] si es en tiempo 
discreto. 

Dado un proceso estocástico, dependiendo si ftjamos un suceso concreto, w1 instante 
concreto o ambos tenemos los siguientes casos: 

X ( w, t) : Proceso estocástico 

X(w 0 , t): funciónde t (Realízacióndelproceso) 

X (w, t1) : Variable aleatoria 

X ( ·19o, t1) : · punto, número real (Valor concreto) 

De esta forma, si fijamos W1 instante de tiempo !1 obtenemos una variable aleatoria 
unidimensional, es decir, una correspondencia entre sucesos y números reales . 
Ahora bien, si fijamos dos instantes de tiempo t1 y t2 obtenemos una variable aleatoria 
bidimensional. 

Estadísticos de primer orden son los resultantes de fijar un instante t y estudiar la variable 
aleatoria unidimensional resultant e. 

Estadísticos de segundo orden son los resultantes de fij ar dos instantes t1 y t2 y estudiar 
la variable aleatoria bidimensional resultante. 

4.2 Estadísticos de primer orden 

1) Función de distribución 

2) Función de densidad de probabilidad 

( ) 
. P [xsX(t 1)sx+Lix] 

fx x, t1 = hm ---==--------- -----" 
&➔O L1X 

3) Esperanza 

4) Varianza 
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4.3 Estadísticos de segundo orden 

1) Fu nción de distribución conjunta · 

Fx,x
2 
(.x¡, x2 , tl> t1 ) = Px,x

2 
(X(t 1) S X¡, X(t2 ) S xi) 

Propiedades interesa ntes 

¡Rx (t,s)=Rx(s,t) ¡ 
3) Autocorrelación 

Rx (t,t) = E[ X2 (t) ] 

Cx (t,t) = Var[X(I)] 4) Autocovarianza 

¡¡ CUIDADO !! 
Si la autocorrelación es 
igual a O, se dice que los 
procesos son ortogonales 
(NO que son incorrelados) 

5) Co1relación cruzada 

6) Covarianza cruzada 

Sean X ( t) e Y ( t) dos procesos estocásticos. Se dice que: 

• X (t) e Y (t) son incorrelados <=> C xr ( t¡, t2 ) = O 

• X(t) e Y(t) son ortogonales <=> Rxr (t¡, t2 ) ~ O 'ef t1 -:f. t2 

4.4 Estacionariedad 

• Se dice que un proceso es estacionario cuando X ( t) y X ( t + e) tienen los núsmos 

estadísticos 't:/ e . 

• X ( t) es estacionario hasta orden n cuando todos los estadísticos hasta los de orden 

n pen11anecen invariantes ante un despla zamiento del origen de tiempos. 

Estas dos definiciones son • 
muy importantes de cara a 
ejercicios : 

Para ser estacionario de p1ime r orden: 

f x ( x, t) = fx ( x, t + e) 'ef & 
- Estacionario de orden 1 

..--.... - Estacionario en sentido 
amplio (de orden 2) 

Esta será la manera en que 
procederemos en los 
ejercicios 

La única forma de que se cumpla es que fx ( x, t) no dependa de t . 

• Para ser estacionario de segundo orden: 

• 

Í~
1
x

2 
(X¡, x2 , ti, t2 ) = f x,x

2 
( x1, x 2, t1 + 6 , t2 + e) 'ef & 

Esto implica que fx,x
2 

sólo depende de r siendo r = t2 - t1 • 

A los PE estacionarios de segundo orden también se les denomina estacionarios en 
sentido amplio ó débilm ente estacionario (ESA) . 

La mejor manera de saber si un PE es estacionario en sentido amplio es comprobar si: 
Su media es constante y 
Su autocorrelación sólo dep ende de r (diferencia de instantes de tiempo). 

Dos procesos estocásticos X(t) e Y(t) son conjuntamente estacionarios en sentido 

amplio si: 

- X (t) es estacionario en sentido amplio 

- Y (t) es estacionario en sentido amplio 

- La autocorr elación cruzada Rxr ( r) sólo depende de r, no de t 
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Esta definición solo tiene 
sent ido para procesos 
ESA 

En tiempo discreto, la 
densidad espectral de 
potencia vendría dad a p0r 

S x (Q) , periódica de 

periodo 2Jr 

El ruido b lanco siemp re 
es estacionario en sentido 
amplio (e.s.a .) 

.. White Noise'' en inglés, 
por ello muchas veces se 
nota como W(t) 

4.5 Densidad espectral de potencia 

Definjmos la densidad espectral de potencia de la sigu iente forma : 

Propiedades de la Transformada de Fourier 

1.- aX(t) + bY(t) tt aX(co)+bY(cv) 

3.- X(-t) tt X(cv) 

Transformadas de Fourier más usuales 

l.-

2.-

\ 3.-

' 4.-

5.-

6.-

7.-

K tt 2JrKó(co) 

Kó(t) ttK 

cos(kt) B Jr[ó(co- k) +ó(co+k)] 

sen(kt) tt jJr[o(co+ k) - ó(cv- k)] 

1 
X(t)·Y(t) tt - X(cv)*Y(w) 

2?r 

X(t) * Y(t) tt X(co) · Y(cv) 

' 8.-
sen.(kt) tt {I, Jcol < k} 

m O, lcol2::k 

4.6 Ruido blanco 

• X ( t) es núdo blanco <=> X ( t1) y X ( t2 ) son incorrelados V t1 * t2 

<=> ex ( t¡, t2 ) = o v t1 * r2 

• X ( t) es ruido blanco en sentido estricto 

<=> X ( t1) y X ( t2 ) son independientes V~ -:#(, 

Si, además, tenemo s un ruido blanco con media nula: 
TF 

R(,) =.o-2 -o(r) tt S(cv) = o-2 (potencia constante) 
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Esto es de STLN: 
La salida de un sistema 
LTI se obtiene convolu
cionando la entrada con la 
respuesta al impulso. 

4.7 Sistemas lineales e invariantes en el tiempo 

Sea un sistema lineal e invariante (LTI) , con entrada X(t) y salida Y(t): 

X(t) h.(t) Y(t) 
Y(t) = X(t)*h(t) = r: h(r)-X(t - r)dr 

LTI 

Si X(t) es estacionado en sentido amplio entonces X(t) e Y(t) son procesos conjuntamente 
estacionarios en sentido amplio y existen relaciones simp les entre los estadísticos media, 
autocorrelación y correlación cruzada de la entrada y salida: 

Media 1) E (Y(t))=E(X(t))f_ :h(t)dt < TF ) E (Y(t))=E(X(t))H(O) 

Co,rnlación cruzada 2) R,\y( r) = Rx(r) * h(r) ( TF ) 

U
n tiempo discreto, losl 
spectros de frecuencia 

son periódicos de período 

2n 

donde: 

H(w) = TF(h(t)) = J:lz (t)e-jwt dt es la respuesta en frecuenc ia del sistema LTI 

S\y ( w) = TF ( R xr ( r)) es el espectro cruzado 

Sistemas discretos 

En caso de sistemas discretos las diferencias de notación son las siguientes : 

X[n] G Y[n] 

LTI 

t ➔ n 

h(t) ➔ h[n] 

+«> 

Y[n] = X[n]*h [n] = ¿ h[m]-X[n - m] 
m= - «> 
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ó f Ct) * b(~) == fe~) 

o f(~) * ~(t - ~) = f (t--to) 

0 f( t - -t,) * b(t - to) = f (+..-to--t , ) 

• ~ ( -b - ~ 1 ) ~ ~ ( i. - tt ) ::: b ( -b - t, - -tz) 



' 

(;,Qn$lan.t~ f(x) = k 1 f (x) = O, k E !R 

ldenUdad f(X) = X f (X)= 1 

~Qt~udal 1 f(x) = xª 1 f(x) =a -xª - 1 j f(x) = tª f(x) = a -fª - 1 -f 
-

f(x) = Wx f(x)= 
1 

f(X) = r_¿jt f(x) = 
f 

lnadQtl_al 
n . cyxn-1 n _r,~Jtn-1 

Sxp..Qnencl~d 
f(x) = ex f (X)= ex f(x) = et f(x) =et• f' 

f(x) = ax f' (x)::: ax . f(x) = af f (x) = af • f. !na lna 

La derivamos como tipo potencial y le sumamos Es una función f elevada a otra función g 
la derivada como exponencial. 

PQteo.c.tal Po te ncial Exponencial 

~~.{.lQ.Qf¿f;l.Qi,ªJ. ...... Se suele hacer tomando logaritmos no ,-------,'------.. ~ 

se aplica esta fórmula, D [ t9 ] == g · t 9- 1 · f + t9 · g·- In f 

D au iere dec ir derivada 

f(x) =In x f(x) = 2 f(x) =In f 
. r 

f (x) = -

LQQaritro.tc~ X f -
f(x) =lga x f(x) = 

1 f(x) =lga f r( ) r 
X • In a x = f • In a 

Trigf.mQmé.t{icaS; 

Seno f(x) = sen x f (X)= COS X f(x) = sen f f (x) = cos f . f 

~Q$e,nQ f(X) = COS X f(x) = - sen x f(x) = cos f f (x) = - sen f . f 

·Tang,eot~ f (X) = tg X f (X)= 1 + tg2x = 
1 

cos2 x 
f(x) = tg f f (X) = ( 1 + tg2f) · f = f 

cos2 f 

f (X)= 
1 

f(x) = 
f 

Ax G.Q $ e.n. o f(x) =are sen x f (x) = are sen f 
✓1 - t2 ✓1 - x2 

f(x)= - 1 
f(x) = - f 

Axc..o C.Q.$e,nQ f(x) =are cos x f(x) = are cos f 
✓1-t2 ✓1-x2 -

.AJCQ; f(x) = 
1 f(x) = 

f 
ta.ng~nt~ f (x) =are tg x 

1+ x2 
f(x) = are tg f 

1+f 2 

RE.GLAS 05 06.RlVAClÓN 

Suma (f + g)' f'+ g . La derivada de una suma de dos funciones es la suma de las 
= derivadas de estas funciones. 

Res.ta (f - g)' = f-g 
, La derivada de una diferencia de dos funciones es la diferencia 

de las derivadas de estas funciones. 

. La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada 
Pt<>-duc..tQ ( f . g ) == f'. g + f. g de la primera función por la segunda sin derivar mas la primera 

función sin derivar oor la derivada de la secunda. 

(:)J g~; g' La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada 

C,Qcient~ de numerador por el denominador sin derivar menos el 
numerador sin derivar por la derivada del denominador y, todo 
ello, dividido oor el denominadoí sin derivar al cuadrado. 

~(QdUCtQ; {lQf un ( a -f) = a. f ' núme,;Q 
1 La derivada del producto de un número real por una función~~ 

igual al número real por la derivada de la función. • ..., 

CQroJ;i~l1;lón [g(f(x))]' =g'(f(x) ) •f(x) 1 Regla de la cadena 



J dt:-x+C 

.:! 

r X 
xdx = ....:..,_ + C 

., 2 
ri+l 

J·~·t'J d"4::::.: .::_ + C, (n ~ = t) 
· n+l 

I!wctt = mltf + e 
X ' •· 

J.. l . 1 .,. . 
··· .. d.-r~lnx+.a .+C 

· X-ttl 

j p/~dt ~ .ex +C 

Ja.td.x=, ª!t +e, (a.>0,a=tl) 
h1 a· 

J sen xdT-= -c osx+ C 

J C-OS xd~r = sen X+ e 

J }i dx = tan x + e 
C.:-0:; X 

JO+· ta.m.
1 x}dt = tan .r + e 

J 1 . 
. · "T~ dx = - ,cotan X+ C 

· sen x 

Integral de fa suma o resta 

tnteg ración por partes-

Regra de Barró·w 

Sien.do: «~ v funciones de.,-;. 

: f .:!...dx=Cnlul+C 
' J, l{ 

' 1 

ti J ll ..1, 1· ·1··· .. 1 C . · ··· ·· u..t'~ llU 't"ll + . 
· u+a 

¡ 

: Ju' e.r t.lr-::a ea1· + C 

!i . I . uª ª e· . º i· cr ,,.,,. ..... ;;;;; ---·· + .(a> . . .,.,, ;;: ·), ·-~· ""'' -~ lna · · l· •····· ' H' · 

: J u~se:nridr= .... cos.u+C 
1 

: J n'cosud--r.=senu+ C 
! 
1 i 

i J . -~ 1 ·dt z:¡: tao r, + C 
· CO.> !t 

J u'(t.;.. tan2 u)dr = tan u + C 

J 
u' . . 

1 
4f. ~ ".dx= arc.seo.t1 + e 
.. 1; -u -~ . L . 

· J (11 ± v)dx =; J ud.t±: f vdx 
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Trigonometría circular 

{/ 

sen A= -
e 

b 
cos A= -

e 

A 
senA a 

tg = - - = -
cosA b 

A 
1 e 

cosec = -- = -
senA a 

1 e 
secA = - - =

cosA b 

I b 
colgA = -- = -

tgA CL 

Ecuación fundamental: (:RJ', 1. A t cos2 Á:. l 
. 2 R ?. + w~ -=-crw:A 

Va lo res exactos de alg unos ángu los 
b"R + \ :; SE( fi 

Ang ulo A en sen A cosA tg.A qrados 
Angulo en Ang ulo en 

mados radianes 

Oº o 1 o Oº o 

l. ✓3 ✓3 
30º - - -

2 2 
,., 
.) 

4'º 
✓2 . ✓2 

1 . ) - -

30º 1C 16 

45° 7r/ 4 

60° TC /3 

90° tr /2 
2 2 

60º 
✓3 l 

✓3 - -
2 2 

120º 21r /3 

J.80° 1C 

270 ° 3TC /2 
90° l o O') 

Reducción al primer cuadrante 

-A 90°+A 90°-A 180°+A , 180°- A 270º +A 270° - A 

sen -sen A cosA cosA - sen A sen A - cosA - cosA 

cos cosA - sen A sen A - cosA -cos A sen A - sen A 

1 (r 
"' 

-tg;I -cotg A colg A lgA - lgA -cotgA cotgA 



Seno Coseno 

Suma sen ( A + B) = sen A cos B + cos A sen B cos ( A + B) = cos A cos B - sen A sen B 

Diferencia sen (A - B)=sen AcosB-cos AsenB cos ( A - B) = cos A cos B + sen A sen B 

Ángulo doble sen 2A = 2seu A cos A cos2A = cos2 A-sen'.! A 

Ángulo Mitad 'A 1-cosA , A l+cosA 
sen--= cos · - = 

2 2 2 2 

i 4 =cos A+ isen A e -i A =cos A-isen A -

Exponencial i4 +e-u iA - iA 
compleja cosA = sen A= 

e - e 

2 2i 

Transformacion es de productos en sumas Transformaciones de sumas en productos 

1 A+B A -B 
sen Asen B=-( cos (A -B ) - cos(A + B)) sen A+ sen B = 2sen --co s --

2 2 2 

1 A+B A - B 
cos AcosB= - ( cos(A-B)+cos (A+ B)) senA - senB = 2cos--sen --

. 2 2 2 

sen AcosB =_!_( sen (A - .B)+sen (A+ B)) 
A+B A - B 

cosA + cosB = 2cos--cos--
2 . 2 2 

· A+B B - A 
cos A - cos B = 2 sen.- -sen - -

2 2 

Trigonometría hiperbólica 

Seno Coseno 

Definición . senhx = shx = 
e'" -e --., 

cosh .X = ch X = 
ex +e-x 

2 2 

Ecuación 
ch2 x - sh'2 x = l Fundamental ' 

Suma sh(x±y) = shxchy ± chxshy ch(x±y) = chxchy ± sh.xsh y Diferencia 

Funciones argshx = ln(x+~) arg ch x = ln ( x + .J x 1 
- l) inversas 

Relación sen (ix)=i shx cos (ix) = ch x 
entre las 

funciones 
hiperbólicas y 

sh(ix)=i sen x ch(i.x)=cosx las ~irculares 



ALFABETO GRIEGO 

Signo Signo Transcr Transcrip Signo Signo Transcr Transcrip . . , . ,. . , , . , . . ,. . , 
n1ayus llllnUS 1pc1on C1011 1nayus 111111US 1pc1on Cl011 

Nombre cula cula latina 
, . 

ro111an1ca No111bre cula cula latina 
, . 

To111an1ca 

1 Alfa A a a a 13 Ni N V 11 11 

2 Beta. B B b b 14 Xi ..-. 
~ X X ~ 

'--' 
, 

3 Ga111111a r y g g 15 Oniicron o o o o 

4 Delta ~ 8 el d 16 Pi II 7C p p 
, 

5 E:gsilon E e e e 17 Rho p p r r 

6 Zeta z V s z z 18 Sig1na L CJ <; s s 

7 Eta H 11 e e 19 Tau T i; t t 

8 Theta e e th t 20 
, . 
I12silon y 1) y l 

9 Iota I t 1 1 21 Fi <1> cp ph f 

10 I<.a1212a K K e e 22 Chi X X ch e/ qu 

11 Lan1bda A A 1 1 23 Psi 'P 'V ps ps 

12 M~ 
1 M ~l 111( ~, lll 24 0111ep-q ' . 

Q O) o ,, o 



Suma de los primeros 
números naturales 

Suma de la serie en 
progres ión geomét rica 

SUMA DE SERIES 

• 

"\"' k ª1 -a,, ·r 
• L.., r = -'---'-'---

1 - r 

"" 
• Idea feliz para resolver la siguiente suma: ¿ k · e-H 

k=O 

f k·e -J.k = f (- )_:{_(e-ik) =- _:{_ f (e-J·/ = 
kcO k=O d?t, d},, k=O 

= d 1 =-_:{_(1-e- Ar l=-( - 1)·(1- e-Ar2·( - e-'·) ·(- 1)= 
d},, l - e-1

' dJ.. 
e-1. 
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TEMA 4. PROCESOS ESTOCÁSTICOS (Fórmulas de utilidad) 

Varianza de X: 

Covarianza de X, Y : 
Autocovarianza de X(t): 

Covarianza cruzada de X(t) e Y(t): 

Autocorrelación de X(t) : 

Correlación cruzada de X(t) e Y(t): 

X(t) Estacionario de orden 1: 

V(X) = E(X 2
) - ( E(X) )2 

Cov(X, Y)= E(XY) - E(X)E(Y) 

Cx (t,t + i-) = E(X(t)X(l +r)) - E(X(t))E(X(t + r)) 

{
C_n(t,t + r) = E(X(t)Y(t+ r)) - E(X(t))E(Y(t + r))} 

C,n-(t,t+r) =0 ~X(t)eY(t)incorrelados 

{
Rx(t,t+r)=E(X(t)X(t+r)) } 

si Rx ( r) no depende de t: E(X 2 (t)) = E(X (t)X (t)) = Rx (O) 

{

Rxr(t,t+r)=E(X(t)Y(t+r)) } 

R:,.y (r ,t +.r):::: O +-+ X(t) e Y(t) ortogonales 

si R_,..,,(r)no dependedet : E(X(t)Y(t)) = Rxy(O) 

f (x) no depende de t 

X (t) Estacionar io de orden 2: f (x1, x2, r) no depende de t , sólo depende de T 

1 1 {l. E(X(t)) = constante (no depende de t) } 
X(t) Estacionario en sentido amplio (e.s.a): 

2 . Rx ( r) no depende de t, sólo depende de T 

X (t) e Y (t) conjuntamente e.s.a.: 

X(t) Ruido blanco: 

{:.,(~,X (t H) incorrelados} 

{

l . X (t) e.s.a. } 

2. Y(t) e.s.a. 

3. R_yy ( r) sólo depende de r, no de t 

X(t) Ruido blanco estricto: 

{
X (t),X(t + .)independientes} 

e.s.a. 

Si X(t) es ruido blanco de media nula E(X(t)) = O : 
{

Rx(r):::: a-
2
5(r) } 

S x(úJ) = a-2 (constante) 

Para PE e.s.a.: 

X(t)--· I ~~: 1-1---+• Y(t) 

{
Sx ((l))= TF(Rx(r)) } 

Sx (Q) = TF(R x (m)) , periódica de período 21r 

Y(t) =X(t)*h(t) 

E(Y(t)) = E(X(t)) · H(O) 

Rxy(r) = Rx(r) * h(r) ~S,1..,,((1)) = S x(úJ)· H((l) ) 

Ry (r) = R_1.(r-) * h(r) * h(- r) +-+Sy(a>) = S x ((1)) ·JH(@)J' 
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Propiedades de E(X ) : 

Propiedades de V(X): 

Propiedades de o(t): 

Otras fórmulas de utilidad 

E(X ± Y) = E(X) ± E(Y) 

E(X ·Y)= E(X) · E(Y) sólo si son independientes 

E(kX) = k · E(X) 

E(k) = k 

V(X ±Y)= V(X) + V(Y) 

V(X ·Y)* V(X) · V(Y) 

V(kX) = k2 -V(X) 

V(k) = O 

sólo si son independientes 

> 

efx + e-jx efx - e-j x Transfom1ación de v.a. continua (X) en v.a. continua (Y): 
cosx= -- -, senx=- --

2 2) 

1 _.!_(.x- .u>2 

Xv.a.N(µ,u):f(x)= .¡:¡; e 2 
""

2 , - oo<x<oo 
2TCa 

Transfonnadas de Fourier más útiles: X(t - t
0

) f-+ X( CO) • e-J&to 

fy(y) = ¿fx(x = g-1 (y}) ·l(g -1) '(y) I 

fr(Y) = L /x~x) 
1 g) (x)I x~g- 1c_v) 

k021Ckó((JJ) ko(t)0k 

cos(kt)B 1r[ ó((JJ- k) + ó((JJ +le)] sen(kt) 0 rcJ[ 5(oJ + k)- ó((JJ- k)] 

1 
X(t)·Y(t)0 - X((JJ) * Y((JJ) 

2rc 

1 -lrl 1 -e B --
2 l+(JJ2 

X(t)* Y(t) ~>X(co) · Y((JJ) 

sen(kt) 
0 

{l, lwl < k } 

Jlt O, lwl ¿ k 
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~ 

~ 

Un ingeniero químico es el responsable de un determinado proceso en una refinería de petróleo. 
Experiencias previas indican que el 10% de las interrupciones del proceso son debidas ~o,hmente a fallos del 
equipo, un 5% debidas a combinaciones de fallo del equipo y error del operador y un 40% en las que se 
involucra el error del operador. Bajo la hipótesis de que el proceso se interrumpa, calcúlese la probabilidad 
de que sea debido a: 

a) Fallo del equipo o error del operador 
b) Sólo error del operador 
c) Causa distinta a fallo del equipo o error del operador 
d) Error del operador supuesto que el equipo falló previamente 
e) Error del operador supuesto que el equipo no falló previamen te 
f) Fallo del equipo supuesto que el operador cometió un error 
g) ¿Son los sucesos "error del operador" y "fallo del equipo" independiente s? 

Sucesos ~ i;.: fulb oe.\ e~u if-0 

O : fu llo oe I ope ~ óo , 

O ,:tcs: 

p (&no ):: 0 1
10 P(e-no ) ::-o'os P( o) == 0

1
40 

~~01 [to ] ~ 
a) P( e uo ) ~ P(e) + P(a ) - P(Eno ) 

~ = [p~t(e~+ P(íaj d ~~ doS=d lS --

= o, 1 s + o' '-t - o,os -= o s 
I 

6) P( o n E)~ P( 0 ) - P (one):: d'-10 - o 'os :-: o ,3s 

~ 
e) P ( E u O) = I - P ( 6 U o) ::! 1 - 0 1 so = 

m 
o ,so 

ó) P(o/E) = 
P(o ~ ) 0 ,05 ,..._ 

P (E) 
-= = 0,3 

0,15 

e) P(o / 1=)~ P(o n e) o 'as ~ . 0 1lf 1 
P (e ) 

~ 

\- 0 ,15 
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9) p (o/E.) = o'3 ~-e~ 0 s,n ;~~ O•<»-t..s 

P(o')"" o'4o 



-... Se denomina fiabilidad de un sistema A a la probabilidad P(A) de que el sistema funcione con éxito en un tiempo 
determinado. El sistema está fom1ado por subsistemas que pueden conectarse en serie o en paralelo, suponiendo 
que la actuación de cada uno de ellos no influye en los demás. Para un sistema formado por n subsistemas, de tal 
manera que designemos por P( Á;) la fiabilidad del sistema i, calcular la fiabilidad del sistema: 

a) Cuando los subsistemas se conectan en serie (aplicación paran= 1 O y P( A¡ )=0 '99) 

b) Cuando los subsistemas se conectan en paralelo (n=2 y P(A, )=0'90) 

e) ¿Puede en algún caso la fiabilidad del sistema ser mayor que la de cada una de las partes? 

: 1 - P ( A 1 u A2. U . . . U An ) -:: 

= 1 - P ( A, u A2. · · · U ~ ) -: 

A 

-= 1 - P( A,) · P( A2 ) . -- · P (A") ~ 

e.> ,wmé'.dc-0 ~ 

l=(A) == 0 199 10 -= 0
1
90'-J~ 
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Se tiene en una bolsa un número detenninado de cuadros blancos y negros en la misma proporción. Se pide la 
probabilidad de que se forme un tablero de ajedrez sacando al azar 64 cuadros blancos y negros de la bolsa: 

· a) Si el número de cuadros en la bolsa es enormemente grande 
b) Si en la bolsa sólo hay 32 cuadros blancos y 32 cuadros negros 
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3 . Se tiene en una bolsa un número muy grande de cuadro blancos y negros en la 

misma proporción: , 

aJ' ' ·Cuá l es la probabilidad de que sacando a Giegas 64 cuadros y colocandolos en 
0 d · ..1. ? el orden en que salen se forme un tablero e aJet1rez. 

b) ¿Cuál es la probabilidad cuando en la bolsa sólo existen 32 cuadros blancos Y 32 
cuadros negros?. 

'P cr=r \)')-hbl~ ~ 'P(1tú~ CD~-~~~odo:ao0r:,~' ~); 
r.,\' •· I'\ . ' r, \ .- -1) (',. ,, \, ) ,., ,· ·,' ... ,·!"t.· .• • , '."<J:. ,--.... ~ · f l ... ¡\..lf: ,. , - }li ~- · ,~·· \.'¡ ""\. t..-:.tr : , . .._,,f·• ~ 1 

"' Y( B1í\Nill Is, 11 ... /11'JG~ Ü (NI O &2 O. :~~~~v(¡,n-~o :.~ ~~~: P (1'1,0B,O. a~\ 
o 

" - 1' ((B.I\Ni n .. (\ ~ c~,0¾.0 .. nl!,;t,1 
r:.c:-•;·;,;, -~;::~~::t~·:r.···,·:~~:·.:;:·;.-·~~~:;s:~~ 
í {\ fl.,v:{, '-!J.:, .. .., ... .J~ ·-..-. .. •,v •. 1-..·~-~ ...... _.,. .f• ,-.. .... / '"~"-·'(-...•1· .. d , r:."I.·.~'_) 
'- , I, 1 

31 '32 ~, 31 
~ - ·-.,--- - . -. 

69 ~ 62 5\ -:: 

[s rno-S sma\\o foÍÍf)Of e\ iob\oo cuondo exJSte Ü(¡ « (lrf\TTÜ 

&_ ~\choJ 
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--. Un centro de cálculo dispone de tres impresores A, By C, con diferentes velocidades de impresión. Un listado 
puede enviarse a una de las tres con probabilidades 0'6 , 0'3 y O' l , respectivamente. Ocasionalmente, cualquiera 
de las impresoras se puede atascar y destruir el listado con probabilidades O'Ol , 0'05 y 0'04, respectivamente . 
Se pide: 

6) 

a) Probabilidad de que un listado se destruya . 
b) Supuesto que un listado se destruye, detenninar la impresora que con mayor probabilidad ha sido la 

causante de su destrucción 

T ~ oe. h Fb;..'-'::.ni'~rj -6:,to._ \ io c-oMF"t'ble 

a) p(o); p( (An e)u(9nD) u~ n o)Jf; 

= P(Ano)+ P(6no)+ P(cno) = 

= P(A) · P(ºIA} •t- P(B) • P (O/e,) + P(c.) · p(O/c) ~ 

P(A/o) 
P(A) · P(DIA) o,,6, o,o\ 

~ -= o'i4 :: 
0/025 p(o) 

[ pes to/~ 
P(e>)- p(o/S) 0 12>. o ,os -

o 'Ga l ~ 

P(D') 0 102.S 

P(c/o): 
P( e) • P( "D /e) _ o' 1 ·c'oY 0

116 -= 
p(o) 0 1025 

~ =1.. 
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1..5 is L d. e Los o! o. cfo.s v:,o vw.cl.Les t1 trv.cíl dos 

-.._ Se tienen ocho dados nonnales y dos trucados. En éstos, la probabilidad de sacar uno es el triple que del resto 
(que entre sí son equiprobab les). Se elige un dado al azar y se obt iene uno, ¿cuál es la probabilidad de que el 
dado no esté trucado? · 
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5 . Se tienen ocho dados nonnales y dos trucados. En éstos , la probabilidad de as es el - - . 
triple que dei resto (que entre sí son equiprobables). Se elige un dado al az.ar y se 
obtiene as. ¿Cuál es la probabilidad de que el dado no esté tiucado? 

( 

> ·-vcmj = 02 

· b) e\ c.hdo trucru:b ·. '\l (As')+ ? ( GÍ) + Y (o)+ .. t Y (1; }= 1 

2>')( + X t X+ Xt X t X = 1 

~X~\ ➔ X:=_!. ➔ 1(R')~ 
3/3 

g 
1 (A)-: S/8 
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1.0 SL deL rec.cptor O:e n:::idLo que Lo -pCl.s.íl vv--ii: L C,OV\, eL ruLolo 

--.._ Tenemos un receptor de radio del que sabemos que el 5% de las veces en que recibe una señal útil, ésta se traduce 
como si fuera un ruido; es decir, no la considera. Por otra parte, el 2% de las veces que se recibe ruido, lo traduce 
como si fuera una señal útil. Si las señales recibidas tienen un 80% de señales útiles: 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el receptor realice una traducción correcta? 
b) ¿Cuál es la probabilidad de que una señal que ha sido detectada como útil sea realmente útil? 
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' 

- . ~ \ 

U t-h fl'O tJ~ir1d:)f de. .. lh, "\)(Cj). ~ob.\ i.; 1 11-tq.u~ 
; t. \.J 

6. Tenemos un receptor de radio del que sabemos que ~e las veces en que recibe 

una señal útil, ésta se tradu ce como si fuera un ruido; es decir, no la considera. Por 
otra parte, el 2% de las veces que se recibe ruido, lo traduce como si fuera una seña] 

útil. Si las s~ recibidas tienen un 80% de señales útiles: 
a) ¿Cuál es la prob abilidad de que el receptor realice una traducción correcta? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que una señal que ha sido fro .dúotb..como útil sea 
realmen te útil? 

{ 'Rl): 
11 

~ 1b,r-oro ómo.\ v-hl 
11 

/ 

'RR : '' ~clb\r Nlcb ,\ J 
) ,U : '' tro.duor come> .smo\ 'G-ti \ 

11 

1 
l TR : "m~uor CI:('rlC (1Jldo

11 j 

l)QioS ·. 7>( 1R /"Rü) ~ o'OS 
1) c-n.> / RR J = 0

1

02.. 

v CRo):; o'ro 

---:,> 'P(-ru /1<0) = 0
1
95 

~ ·y(,R/ ·RRJ = 0
1
C\8 

~➔ 'P(RRj:: 0
1
20 

Ac-6\ & .1~ a_b,11chdes ·. 
' I ' ~º' 71J 

º,(jRul j,/~ ~u (~r;;~~~~~;>~;:,.~1;:;-.\--<~-0 .-, -~~\ ~~~1 í \. 0 
) •• ¡ , ·¡~, , ,_: ¡ .1t . l·• •-' 1' 

VLJ...,J .. - ~----- ' • • .,. ~ 

~o.r\1001ck.\ J. r • 0
1G} 1K --- --------......_,....._____,, ._ 

E'..r"'o. c,o mf~;:--(l', 1 
• ,.., 

o..) 'i>( ~:: <Dedo:) o 'Pe ('R\JfTTU) ü ('RR (Y1R)) ~ ¡> e "R\_) n-m) +YC IZR mi<) -1' (wnl\)fn~ 
. . j 



Un e-mail puede viajar a través de dos rutas de serv idores. La probabilidad de error de transmisión en cada uno 
de los servidores y la proporción de mensajes que viajan a través de cada ruta se muestra en la siguiente tabla. 
Asuma que los servidores son independientes y que para que el e-mail llegue correctame nte por una ruta debe 
atravesar los dos servMores que se encuentran en serie. 

Porcentaje de Probabilidad de error 
e-mails Servidor 1 Servidor 2 Servidor 3 Servidor 4 

Ruta 1 30% 0'01 0'015 

Ruta 2 70% 0'02 0'003 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un e-mai l llegue sin error? 
b) Si un e-mail llega con error, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido enviado a través de la ruta 1? 

s::: ( 1 - o ,01 ) ( 1 - 0
1
01 s) ::: o'q~ s~ 

) 

i r')cl 

P ( b~i~"e -: F ( 53 n s'-1) i P(s~) · P( S11) 

~ (1- o,0~)(1- 0,002,) ~ o,q~~oGJ 

a) P( € \ -::e o ,30 · o 9~€>1S -+ o ,'.:1-<). 0 ,9=¼'.1-0b -:: 
/ t I 

P(~,)· p(t/~) -:. 
P(€") 

0 13° · 0 ,02'1 g5 
:: 

1- o,9:\-GS 
0/311 
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i .g SL de La o.pues.ta ole i DDO eurns. o. c.ava o crn z 

Dos jugadores A y B juegan a cara y cruz la cantidad de 1000 euros . Ganará aquel que en primer lugar gane tres 
partidas (seguid as o no). El jugador A gana la primera partida y se interrumpe el juego. Dividir los 1000 euros 
entre ellos proporcionalmente a la probabilidad de ganar cada uno si hubiese seguido el juego 
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~ . Dos ju gadores A y B juegan a cara y cmz la cantidad de 1000 euros. Ganará aquel 

que en primer lugar gane tres paxtidas (seguidas o no) . El j ugador A gana la primera 

partida y se interrumpe el juego. Dividir los 1000 euros entre ellos 
proporcionalmente a la probabilidad de ganar cada uno si hubiese seguido el juego 

f (<)uror R el j~) a í>~2AO?,~~~~~ ~)iPJ~~ ~ :~ ~ ~ q~~ U, ~~ OA MB/\: 
Í ~-UC-... 3,.)~ l.1(0.'i ;~ J' f,._,k~ \ ( -,'l; .... :.r;-_ ,. . -'?:: .J -?\.,..:.Ll'r !\.-~ ... }'· ; .. '. .. J,,.:.>~} 

lJ ( 2B M8. l\ qMS!\~ a 'J ~~ _!;!'.(~~:~ + 11M!:Bl\'i& O :~f)H(2&13AOIA)+v(2&03AO QYl5 
.- ( S(J(.fJOS l/'CE.?9\(J\~11.m 

.+ V (l?>ílóe. fl YA OSA)~ 1 (2A5:·v(iA')f P (2.A)-r(j").y(QAJ+l(~ }P(3BJJ>(qs}Y( ~A)+ P~B}Y(3A}Y(4l 

t ?(1BJ·YCo~)1(4tJ .. Y(SA >+P(2t}1'(o&}Y(%\YCSA):: 1.1 +l.1.1+ ~ . .l .l. l + l .l .l-t 
22.. l.2.2. 2.2.. '2- 2.. 2. 2.. 2 

+l. l .J.. .l t.!.. l.l. .l ~ o'f:6:¡5 - z_z..22, 22.,2-2 
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Y G= ~: ~J!J~} ((f º~~-1&~-~)~c~ ~D 'I& O (2&031\0 4f, 1\5& )0 (2&0?,& n~ A M8 )~ 
/ Í S!)rP)Í)' ' \ .V:t,•,,,v-:yr\bt~ 1( \ v'· " ,~ \ ··11 , ·'\-(' \ j. i-;, ~~; ú \. · r -º 1..---.) . , , .... _:_:_r:-·. ,.__..,) , .. ) .. "~ ·-n. ,.~, . .._,J!,~ -·~- ·. '"--"y 

:: 'Y ~~~fl\281)3&0 48. )-t Y(2B íl W.O ~~ OSB) + Y (2Bo~{)qA 058. J: 
,( ' · ~ .. ")V..,t'.;} ;-LÜ:-\f;" .:;-,0<)) . 
~ V(?.A; ·n:~J-f(~c~)+ ?(2.B}1'(2>&) .PC'\fsJtP(?B)1'(oA;·Y(4g}Y(sB.)+J(2t}r(3~)· P(4A)·j)(SB 

~(~Y~ (t)'+ (t)1 tG)' 0 d1125 

A ~ ~o. CD'\ 0
1 
8~is · 10:0 € "' ~1511

8J t 
8 ~ po CP'\ d3125 · tco € :: 212_lso ~ 

)ca)€ 



VQrio.cicnes -:a, s.1 012-e>G'N 

CC(Y')bi i'\C\c\OOE?.S -4 NO o::i..oé'N 

íj 5L de cow...bt.Vi,Cltoyfo (Vc?.Y~v.Ct.OV',~$ 1J CDVt,tb t.VvllÚWv eS $ ~V\, 1J COVv Ytp t ti. Ú ÓVI-) 

Resolver los siguientes aparados utilizando técnicas combinatorias (variaciones o combinaciones, sin o con 
repetición): 

a) Obtener la probabilidad de que un profesor nuevo acierte en el momento de la presentación del primer 
día de clase el podio de notas de sus 30 alumnos en el examen 

b) Obtener la probabilidad de que un cocinero impostor acierte los 15 ingredientes necesarios (entre un 
total de 100 ingredientes) para preparar el plato de la final de MasterChef 

c) Obtener el número de helados diferentes de tres bolas que se pueden pedir en una heladería que dispone 
de sólo 10 sabores diferentes · 

d) ¿Cuántos helados diferentes se pueden conseguir en el apartado anterior si no se quiere repet ir sabor? 
e) ¿De cuántas formas diferentes se pueden sentar 20 alumnos en una clase con las sillas justas? 
f) ¿Cuántos números de tres cifras se pueden fonnar con los dígitos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ,9? 
g) ¿Cuál es la probabilidad de acertar una quiniela (15 partidos, tres posibles resultados cada partido)? 
h) Un total de 20 profesores y profesoras de una academia universitaria sin gran vida social (incluido el 

jefe) deciden quedar después de clase para intercambiar conocimientos sobre una de las asignaturas 
más complicadas: "Fluidos" . Lo harán en grupos de 6 elegidos al azar, pues grupos más grandes 
empiezan a ser confusos y poco prácticos . 
h 1) ¿Cuál es la probabilidad de que el jefe de la academia participe en el primer encuentro? 
h2) Después del primer encuentro se decide vetar al jefe, ¿cuántos grupos diferente-s pueden formarse? 
h3) El jefe se entera de que se le ha vetado e impone su participación en todos los encuentros de ahora 
en adelante, ¿cuántos grupos diferentes pueden fonnarse en la orgí ... perdón, encuentro académico? 

a) S \ N O 

b) NO N O 

N O 

o) N O NO 

e) G.i No 

f ) SI S I 

S \ 

N o No 

No 'N O 

NO NO 
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1...1.0 1:;L 0:el CDVI-CUl"SO D!e Lv:s tres pv..erto.s (-problewc1;1 de M0V'vtt'.) 1-to.LL) 

Supón que estás en un concurso y te ofrecen escoger entre tres puertas: detrás de una de ellas hay un coche y 
detrás de las otras dos, cabras . Escoges una puerta y el presentad or, que sabe lo que hay detrás de las puertas, 
abre otra, que contiene una cabra. El presentador ahora te pregunta : ¿Quieres cambiar de puerta? 
Razona tu decisión en términos probabilísticos, suponiendo que prefieres los coches a las cabras. 

1 lleV'OMoS e\ f>reJ"\10 3 

Si si ros C'CN'\biONloS , '2. -3 
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-----

Un ingeniero de Teleco y uno de Caminos discuten sobre si es muy probable o poco probable que en un grupo 
de 70 amigos, dos de ellos cumplan años el mismo día. El ingeniero de Teleco dice que es muy probable y e.l de 
Caminos que muy poco probab1e, pues hay 365 días diferentes y sólo 70 amigos. 

a) ¿Quién tiene razón? 
b) ¿Cuál debería ser el tamaño máximo del grupo para que la probabilidad de que dos amigos cumplan 

años el mismo día sea menor del 50%? 

a) ( COI OCi~i r' ) p Gvf'l'lp lec.ño.5 == ,- . ( Ne cnmc1a~) 
p Cl>:-1.Pl-e ~ ,- '?.,GS ~ 

¼5("\ ('o'ó~- n) ! 

2 pe,son'-"5: P( ~N c,oA) 
'oG4 

': -'¿jóS 

3 re-,-.,,o<P..S : P(~NC(rx\) 3GI-\ :¼3 
-: - -~.s "3~G 

lt f~OCI.S p ( ~ ¡ N C ll)P¡) ,= ?fel-t ¾>3 362. - -?:.<óS óGS 2,65 

1- ~G~ 
%s"'° (26s --10) l 
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Sea la función f ( x) = k · e -lxl , t/ x E 9l . Se pide calcular: 

e) 

a) El valor de k para que la función f (x) sea una función de densidad 

b) La función de distribución de la v.a. X 

e) P(X;?:3),P QXl$2),PQXls2 ó X2'.0),P(IXl::;2 y Xs; - I) 

f (>(.):. t~"~c{,... ~ 
cesk»ó si 

r f(t)dt. • r ~ e" di. +-r ~ é\H . • ½ 
-00 1 - 00 ' o 

P(lx l ~ 2.) 

F(o)-:.0•5 

->< 
:::1-..Le 

2. 

:,x 

Si X <ó 

\ [ -t1 )( + - -e . , t -x 
2 o ~ 2 - z [e - ~ ;;: 
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P ( 1 X\ ~ 2. ~ X ~ -\ ) 

1 -2. 
- e == 
2. 



Sea la función f (x) = k · ( bx - a') , V x E N, O < a < b < 1 

a) Calcular k para que j(x) sea una función de densidad bien definida 

b) Calcular j(l) y f(2) 
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¡_ Sea la función/(:x) = k · (J:Jx -ax), Vx E N,O <a< b < 1 

a) Calcular k para que f(x) sea una función de densida d bien defm.ida 

b) Calcular f (i ) y f(2) 

1)~ j~ rc-1J Jea. tvVtctC1 dee131s)dq_d ➔ ~?t'= l ➔ ~ k(bx-Q)()= l 
L t<:=0 

- ➔ l ( ; !; - ~ 0-")" \ ➔ k (b""b -bº - o."' o.-o.º \ " 1 ➔ k (0¡ -~'\ 
x::c X -0 . b - \ o.-\ ) a. ) , 
...-v-J ~ 

Selle fY'l &lle B1 

Y:!f Je.ctt1. Y'B' 6eat1. 

ce~ h< l de ro:it, Q< \ 

--- - (o.-,J(b-,') :; (o.-1)(b-,"') 1 

b-1 - (C\-,-) -b -o_ \ ! J - - -
CA-1 b-\ 

b) f(1): e~ . (b1-o.1) ~ (o.-,Jc,-i) = y (Xsl) 
b-u 

F( 2) = ( o.-i) (l,-I) (bt -a.1) o e~ (h +o.) (l, ¡{) ~ (0.-1 )Cb-í) (b+o.) ~.?ex' 
b-~ y~ i 
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2..3 SL de LCI ecv..C\CÍÓ111, que v&1Le tcdo 

Dado a> O, considere la función /(x) = ~ definida en el intervalo (0,co) 
x-

a) Calcule a para que la función /(x) sea una función de densidad bien definida 

b) Para a= 2 calcule la función de distribución asociada y dibújela 
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3, Dado a > O, considere la función /(x) =:=definida en el intervalo (0.'J°:,) 

a) Calcule a. para que la función f (:x) sea una función de densidad bien defmida 

b) Para a. = 2 calcule la función de distribuc ión asociada y dibújela 

J y>Q 
• 

\!. r:t. (:(~:,t· 1 !'1:\~~ 

2 

~d3»~\.> Je _r:d?~ y robe:: 5 

F(-eo )::o 

ve~)~ -2 e~ -~ )=, 
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Un juego de azar utiliza dos dados. La apuesta cuesta a euros por jugada. Las ganancias son de ª euros si el 
2 

resultado es par, 2a euros si es 7 y 6a euros si es 11. Diremos que el juego es justo si lo cobrado es en media 

igual a lo apostado a . 
a) ¿Es el juego justo? 
b) Definiendo beneficio como lo cobrado menos lo apostado en una jugada . ¿Cuál es la probabilidad 

de tener beneficio positivo en una jugada? ¿Cuál es el valor medio del beneficio por jugada para un 

jugador afortunado (aquel cuyo beneficio es siempre mayor o igual que cero)? 

v.°' X -::: "' óit1er o c.ob n::>.do ( €-)'' 
4 v .o- 01 sc..r-e-t-°' 

a) 

P(be1e-fic.io p::>si+,Vo) ~ P(>'=-2~) + P(.x~6G\.)-::: ~ +-½ 
V. o.. 6 ::. '' berie fic;.ic ~)' ' 

1 

-:: x - o. 

p ( 6=•o..) ., ló 
% 

f(b) = P ( B==-°'~} = ~ 
P(~=o-.)::_§_ 

% 

p(e: ; o.)~ .!_ 
3G 

2=1 

P( €2,:°'~1 n 8?o) ( G = o-. · - - ---!.-- --.!.. + so.. . P e : o-. n B>,. º) ~ 
P('-1>>,o) 

~ ~ 
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2.5 € L de La prLWctrlil tro.V\,.sforw..ClcÍ..ÓV\, a ,1.0.. 11vtLxto. 

Sea la v.a. X con probabilidad unifonnemente distribuida en el intervalo [ O, 5] . Caracte1izar la v.a. Y que 

-X ,0<X<3 

{
2 } queda detenninada por la siguiente transfonnación: q>(x) = 3 

2 ,3~X<5 
,..'( ,, 

~ 

.5 '4 

-~ con ·tiovo._ 

O PAl2TE CON'1"1NIJ~: 

.S 

: P( Y: 2) ~ p(?>, X ~s) =-jsfy(x) óX ~ 1..Ld)( "= ,: ~ 
- 5 ... 5 

3 

,) Y(~) : ~ )( es c.on -h.r,vo-. es·'h;c1'°""e_,..te. c~Qn-(e QJ\. Rx = (e,°?>) O<.X<.3 

f-)Exis-te ir. vec ~ ;§~)~ j-; ~ )l----..:-, x-= ~ ~ -: !/'<.9) 

3) .f \~) es con-~""'°' ~ ~ri" °' b\e ~ l<y s: (o,z) 

~ oo.\~e !?2 CV!nple ~oe 

~os o-plic.:or lo.. f:¡rt'<\ula.: 

fy(~) = f x (x= .f 1
(~)) • f (~f')1 

(~) \ 

~ ~-J¾I~ 3 -10 

10 I 

/ 

1/~ 
• 3Ao 

17
--::, __ _ 

2.. 
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.........._ Sea X una v.a. con fdp: f (x) = - 1
- , O < x < b , siendo b una constante positiva . Se pide : 

1-x 

a) E l valor de b y la media de ~ es c.f'0::..\'=!i\•~, x ~\ "~ F'º~ p~ro.,:.)o.s; 

.........._ 

b) Sedefinelav.a.: Y=c·ln(-ª-), siendo a y b constantesposiíivas .C aracteríce 
l-X 

probabilísticamente la v .a. Y 

-1 ( -, ) : .::.1 + e -Ln e 

b) "T mns;,-formaci'o'r; ~ v.o. C;Ol')i-lf\vo.. (X) QJ\ v,o.. cor-,•i,f\ve- (Y) 

t) s<x) e...~ ~(\\JO\. es+ric..+c,.,..~fQ. crE.cier,.te Q./\ I<><:: (o , 1 - e') 
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S<2 cvmpleFl kxs :3 C.Ot'\c)ic~nes : 

fy<~) , r" (><-• .s'1y)) · 1 ('.i')'<~) 1 • , -c,-~e·-'Jfc) · / T · e~-t / , 
~ ~ 2f r < C / cL"O.. < j <. dc,(o.+l) 

·{/~) 

1/c 



-.. Sea X una v.a. con FD F(x) y la función y= g(x) : 

{

x+0'5 , - 0'5 $x <Ü} 
F(x)= O , x< - 0'5 

1 , x2:::0 

a) Compruebe que F(x) cumple las propiedades de una FD y calcule la fdp de X 

b) Calcule el rango de la v.a. Y y P(Y = 2) 

e) Obtenga y dibuje la fdp de la v.a. Y. Calcule su media y su varianza 

d) Compruebe que la fdp de la v.a. Y tiene área unidad 
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1 -os 

~. * (DOS) Sea X una v.a. con FD F(x) y la función r = g(x): 

o 

!X+ 0
1
5 ,' -0

1
5 ~ X < º] f e-lx l . !xi ::::: 01251 

r"r~-) - O · ~ .-- -0 15 "' ní...,-) - 1 ' i ....... - '..... ... _,. = aV'. - l2 ; l.:xl < or25 J 
. 1 ; x~O 

a) Compruebe que F(x) cumple las propiedad es de una FD y calcu le la fdp de X 

b) Calcu le el rango de la v.a. r y P(Y == 2) 

c) Obtenga y dibuje la fdp de la v.a. Y. Calcule su media y su varianza 

d) Compruebe que la fdp de la v.a. Y tiene área unidad 

ds 

\J. O-. (-(\\XtQ 

J, 

V. °'· OW>(1'Q 
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e) · 1feffibmo;, ~ V{)() V.Q, carnnua_ (X) e1 V,C)_, (y"!lXk cY) 

--Jcrk du~elo. 1' (Y= i) ::: 6 / ~-



-.. Sea U una v.a. continua con fdp f u (u) y FD Fu (u). Se define la transformación 

z = g (u) ~-{u ' ~i u s ª}, siendo a> O 
u-a , s1 u> a 

Se pjde: 
a) Caracterizar la v.a. Z = g(U) 
b) Suponiendo que U es una normal estándar, calcular E(ZU ) 

PQ !l:Tt 1 
t) .9, ( u_) es co"4;"v c-,. es-tóc.--io-Met\fe Cre::tQJrte. el) ªV: (- 001 J..) 

2.) exis ·te. ,,wecs~ 9 ~ 1 
( ~) : -e= u. ~ t ~ =e -:: 3,-' (~ 8 

3) 9;1(:?;) <2.S con-hf'vt\. ~ dal\VOlble e,.. R~,. (-6'0, d...) 

Eg;•r (") = ~ 
t) 9:1(~ es c.on+t"vo.... eT:.1-<-.c+~J-Q_ CJeoi0\'1e '2A. R1.r e (J-.,oo) 

,._) (=,_~ ; º""'"°' .9:,.., ('e) ' 'l.= ll - .;. --, [u. = ~ + J.. = 9 :l' ( ~ ~ 
'b) :f'(~) e'> C.0~1'-'0\ j dQ.,\N~~ ~ Rl. = ( O ,co) 

. [(s.;')' C~h ~ 

f ~(~) = fu ( (A: 9;'(:) ) · I ~;•)'et)' + fv-( v.~ _9;1(~)) • ( L921)'c~) / , 
~"'~ 1 

'f.<º : fu- < lA. = 9 :-' e~)) · I e 9:')t:e> 1 ~ fue-~) . 11 t = ..rv e~) 
: =l,ON (:\ ~ 

O<.~~~: fu ( IJ.-; 9;-1(:e) )- 1 (9.-')'(~) \ + ftr e~~ 3;'(~)) . 1 (9¡•) '(=!) \ 

..: f -u{~:-) · 1 '1 1 + fv· ( "l: +ol) 1" 1 ~ 1 
c:ON ~ ~ 

~> ..t : f1r ( u_:: s;'('?;)). 1(9;~ '(~) J ~ f"-cr( e +J.) . 1-1) 
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Considere una fuente radioactiva situada en el origen de coordenad as que emite paiticulas con ángulos de salida 

0 aleatorios y unifonnemente distribuidos entre -; y ; . ·Se sitúa una pantalla perfectamente absorbente a 

distancia x0 de la fuente 

a) Detennine la función de densidad de probabilidad de la v.a. Y: coordenada y de una partícula a su 

paso por x = x0 

b) Calcule la semianchura de la pantalla d. para que ésta elimine el 50¾ de las partículas que 

sobrepasarían la recta x = x0 en ausencia de apantallamiento 

y 

.,·•' 

... •···•· ... ,•· 

,.,······· () 

d 

- d 

X 

') ..9 (e) es ~4' ,wC\ es..+oc·tt.J-M<~.1de. o-e~rc.-4e. Q.J\ Re = (- ~ 
1 

-~) 

'2. 2. 

2) E)(,s,-te í-wers°' 9\~) : y:: Xo · t.3 ~ [ <9., o.rc t.9 ( ;t> )-; §'<y~ 

3) -~i\Y) e s Corrkl"'I '-' <A- ~ deriVO\.b\e. eA ~y~ (- oo I oo) 

~ s•)'ly): ''><o : Xo 7 
L • t ( :! t Xl + j'2 J .........._ 

~ OVtnp~ IQs 3 ~ oicl 'O\e S~ 

B y(!;)= +.,.(.,. º §(~)) . ' (g·'fo) i = 
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2 .10 EL o.el c.u/ilv..,tLfi-cacfoy ixe 2 bLts. (c:p,<.e tYCll/\,s.fovvv,C! ;eVl.,v.Les. /ilv.,lillóg [e,/ils. eV\, d.lgtto.Les) 

Se dispone de un circuito cuantificador de 4 niveles (2 bits), cuya caracter ística de transferencia es la mostrada 

en la figura l. Suponga que la entrada a dicho circuito es mode lada por una v .a. X con fdp tal corno muestra la 

figura 2. 

a) Detennine la función de distribución de la v.a. Y= q(X) 

b) Calcule los valores de los niveles de cuantificación 61 y b2 que hacen que la varianza de la v .a. 

Y -X (error de cuantificación) sea mínima 

q(x) 

X 
. 

X 
-) X 

Figural Figura2 
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~ Un dispositivo tiene una capacidad C que depende de la tensión aplicada V según la ley: 

. -

e = g( v) = {eº t' :, ,; v, } , siendo c0 y v0 constantes positivas. 
c0 - , v> v0 

V 

Suponiendo que la tensión es una v.a. V, uniforme en (0,2 v0 ), determine: 

"" 
a) La fdp de C = g(V) . Compruebe que f fc(c)dc = 1 

b) E(C) y E(CV) 

e) Si el dispositivo se incluye en un circuito resonante cuya pulsación de resonancia es W = ~ , 
\Jl0c 

siendo l0 una constante positiva, calcule la pulsación media 
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; 11. * Un dispositivo tiene una capacidad e que depende de la tensión aplicada if según la 

{
c0 1--0 ~ 'Vo} 

ley: e= g(v) = /~ -.. , siendo e~ y v0 constantes positivas. c0 - 17 ✓ v 0 '\/~ 

Suponiendo que la tensión es una v.a. V uniforme en (O, 2va-), determi ne: 

a) La fdp de C = g(V). Compruebe que J.'::.,.fc(c)dc = 1 

b) E(C) y E(CV) 

e) Si el dispositivo se incluye en un circuito resonante cuya pulsación de 

resonancia es W = 1
. , siendo l 0 una constante positiva, calcule la pu lsación 

,f :c.C 

media 

I":\ ~(\f) 
·-
';.f(t). ~ : ' .. ... 

~ 

i 
j JO < (J < 2,IJ'o 1/2\fo 

, .. : · .. ~ .. {:; 

T f'OriS~orn'lCLcto, ':') 

G, 

co/'G 

TrOflsro("Y'()O..cJCt! de,V('Q U.O-. ~l()UC) c-\j) ~ U.c:t. rrwxfu. (~J 
..-: 'Vc.rte d1sctQto-: 1 (e;': eo J :; J t\f ~ v-.. ) : '/ 2. 

3(11') 

) v' 
V'o 2V'o 

- "Vort-e cart)A\Jo. : 1) 3 ( i) es ütll)rm_ es-tílcto~te ckc:~1eAie et'\ ( 1/'c,;2.V'o): 1-v-

) ~ 

'"' \J .Q. ~1hn~o. 2) Exi sre ,.~ro. ,'.)' e e J : e , c. ~ 7 ~ 1 = c.1 . '!± ➔ ü = i:o '-11', , 0 
~ ,¡ c2. l...., 

\) ± ~) \~f1 
(e) es ant,O\)C.J c\et1~olle. ~ (~ ca\= 'R .ex. m~ o.. B.-> · J e: 

(J-') (e)-:: Col. \1'
0 

· (-1-)é~~-: - 2..c;V'o -V,e-~-\t-o-~--
c~ 

r éi e e> :: r v (:f' ec~ ~ l0f ') (e') 1 -:: __!_, 1-~1 º 
¿ e - ~¿C(C'o 2v'o e,~ é3 

..) 

€ 

ñ (\0. \ rN11k--> ~ (\)J orxb-.) 
[ ~ Co 

~G (e). 
<.\ 

'lz. (~ (e) :: ? j ~ <'.C(C'o '!1.. 2Q 

½_ 
e¡, . 

1/G:, 
0 Sl c-=-eo >-;;:,,.,. 

/ ; ,~,,;-. 
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e f,' E (w} f \J-1 ~,,¡-Cw Jdw, fo0 ic•J ~ ... C\ÍJ Jv , 
y.; - c,;:, ()() . 



2.:1.2 e l vle Los 0ev.-erci cfoves de V\,!Í.vv..evos 

--.. Se dispon e de 2 generadores A y B de números aleatorios de 36 bits . Los núme ros que genera A son todos 
equiprobables , y lo mismo ocurre con los generados por B. Si se generan sendos números aleatorios en A y B, 

............. 

la proba bilidad de que uno cualquiera de los dos sea igual a un número prefijado 111 es r 35 
• Se pide: 

a) ¿Son los generadores A y B independientes entre sí? 

b) Se obtienen 1011 números aleatorios independientes con el generador A; calcule la probabi lidad de 

que al menos uno sea igual a m 

e) Si se generan 1014 números independientes en A, calcule la prob abilidad de que más de 1500 de 

ellos sean iguales a m 

e\ ;jev:uo.ix:.r- A 1¿\ r, '!! " n.:• l 
Q' ~ er~r (3 e\ n!J "n." f 

ª) P (AUe,) ~ F(A) + P ( s ) ,.. p(AnS) 
-35 - ~G -~ 

Q. = z + 2 - p( A ns) 
P(Ane, ) ... 0 

A~ B son indepe"Oier de G 'ó l P(AnB) ~f'(A ) ·F(aj 

,..í -U, -36 ") 
L.,0-= 2. + 2 ~ _No-+ A ¿j B So"' 

<e~oiE:J'\ i, e._s 

e, ~?.o,,- A 
9:1.~ve e \ 
"VMero f""\' 

www.monteroespinosa.com - Cases de SAL T - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 



1500 - l'"tS S'IG\ ) :: 

.31!,1 14~ 

G (' .,,) -- \ - o'o~q o = o',;:-7 :: 1 - 'T o '.2:'...J 
J. 

I?/\ b.~lo.. 



GAUSSIANAó N(77,o-) :f x(x) }z;ex¡{ 
O' 

(x- ry )'l 
20-2 , E(X) = r¡; Var(X)=CY2 

TABLA DE LA DISTRIBUCIÓN GAUSSIANA 

X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
o.o .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 . .5675 .5714 .5753 
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6 141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
0.4 .6554 .659 1 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6&79 
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
0.8 .788[ .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .&315 .8340 .8365 .8389 
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .B554 .8577 .8599 .8621 
L.l .8643 .8665 .8686 .8703 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
l.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .93 19 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
?~ _,;) .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9.936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9934 .9984 .9985 .9985 .99~6 .9986 
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 :9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .9993 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 
3.6 .9998 .9998 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
'.D .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.8 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 1.0000 1.0000 1.0000 

Valores de G(x) para 0:5x53.89 en pasos de 0.01 

N( o I t) r l .•! C(x) = -- e 2 dt 
- .fiic 

Glx) 



~ Un móvil se desplaza en el plano; en cada instante hay una probabilidad p de ir de un punto (x,y) a otro 

(x, y + 1) y una probabilidad q de ir de un punto ( x, y) a otro ( x + 1, y) . Se pide : 

a) La probabilidad de ir con desplazamientos independientes desde el punto (O, O) hasta el punto 

(a,b) 

b) La probabilidad de alcanzar el segmento MN (alguno de sus puntos), definido por 

M = (a,b), N = (a,b + 1) desde el punto(O,O) 

:: '' n!J oe.sphlió.mi~tos -ved .-ie<x.les'' 

r 
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2. 1.4 e l cleL V\,e1.,1.,b'óv , -pe~tr ílo!ov ele Law..í.V\,as 

--., La profundidad de penetración de un neutrón en un metal puede modelarse como una v.a. con distribución 

exponencial de parámetro 1 mm-1 

a) Calcular la probabilidad de que un neutrón atravies e una lámina de 1 mm de espesor 

b) Si a continuación de dicha lámina se coloca otra del mismo grosor, ¿cuál es la probabilidad de que un 
neutrón que ha atravesado la primera lámina atraviese también la segunda? 

c) Un cuerpo radioactivo emite 1000 neutrones, ¿cuál es la probabilidad de que alguno de ellos atraviese 

una lámina de 7 mm de espesor? 

d) Si se conoce de seguridad que al menos un neutrón ha atravesado la lámina del apartado anterior, ¿cuál 
es la probabilidad de que la hayan atravesado más de 2? 

-,:: '' ~fx,ó co~ ~ F"Q.-t C"OI.C \ Of"\ n 

(rom ) 

P(X>2 f'l X:> 1) 

f'(X>t) -=--

-z. e - ::: 
e-• 

1 Pt2of'!EDA.Q 
..§:_kf?OtvtiNli A.L 

L 
/ 

7 
ej P( X>'-1 / X > 2} ~ P( K >s) 

·-1 

e) V-o.. y : e, ( n:: looo ' p= e1-) <ª><r..o ~ pa.sn" 
f'~ s;o . N O ' ',, e 

::. n~ nevtn:.oes 
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d) Í. ( F'( Y> 2 n Y~ , ) p ('y> 2) _ 
LP Y>2/Y➔1) = P( n•) = P(Y~ i) 

-= , - r>( v: º) - Pe Y:: , ) - ,=, e Y::: 2) -:. 
0'901~4 

, "1- ( '::'°) ( e•fo-e• r-o_ (";"") (e)' ( 1-é' r-~ ( ''t) ( e·r ( 1 - é~)=-2 

o'59&1.f 



---., Un ordenador tiene una memoria de N posiciones. Durante el montaje de la misma se instalaron por error 
algunos circuitos defectuosos , de forma que se sabe que m posiciones no pueden ser leídas, y el ordenador se 

bloqueará cuando lo intente. El acceso a las posiciones de memoria puede ser de dos tipos : 1) aleatorio (en cada 

acceso las N posiciones tienen la misma probabilidad de ser leídas, 2) secuencial (el ordenador lee las 

posiciones sucesivamente a partir de la primera). 

a) Caracterice probabilísticamente la v.a. X 1 : número de accesos a memoria hasta que el ordenador 

se bloquee cuando los accesos son todos de tipo aleatorio 

b) Caracterice probabilísticamente la v.a. X 2 : número de accesos a memoria hasta que el ordenador 

se bloquee cuando los accesos son todos de tipo secuencial 

c) Si m = 1, calcule el número medio de accesos hasta que el ordenador se bloquee para cada tipo de 
acceso 

d) Si m = 1, calcule la probabilidad de que el número de accesos sea menor o igual que N para cada 

tipo de acceso y su límite cuando N ➔ oo 
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1 · IS * Un ordenador tiene una memoria de N posiciones . Durante el montaje de la misma 

se instalaron por euor algunos circuitos defectuosos, de forma que se sabe que m 

posiciones no pueden ser leídas, y el ordenador se bloque ará cuando lo intente . El 

acceso a las posiciones de memo1ia puede ser de dos tipos : 1) aleatorio ( en cada 

acceso las N posiciones tienen la misma probabilidad de ser leídas, 2) secuencial (el 

ordenador lee las posicio nes sucesivame nte a partir de la primera ). 
a) Caracterice probabilísticamente la v.a. X1 : número de accesos a memoria hasta 

que el ordenador se bloquee cuando los accesos son todos de tipo aleatorio 

b) Caracterice probabilísticamente la v.a. Xr_: número de accesos a memoria hasta 

que el ordenador se bloquee cuando los accesos son todos de tipo secuencjaj 

e) Si m = 1, calcule el número medio de accesos hasta que el ordenador $.e r·,:\·. 
bloquee para cada tipo de acceso ,_)-·'·\ ,::.:·::::·.:,,:~ 

d) m = 1, calcule la probabilidad de que el número de accesos sea ñí:e!16i::o igua l 

que N para cada tipo de acceso y su límite cuando IV -::-o= /':\, {);> • . 
.. ,d: ,t:::>~:~·<1;t•:,~:.: 

':,, 
•: ;,-:• ~-"'.::' 

a.') \J.o..Y..\ : lf (Je, Q(_'(e;()s °' (11~~)'.Q hus{l'.\ 1~ .,~(ve~ ~-:°tk~tee-CUO<'rtb 

fos OJ.te~o~ S0'1 fodQ) de -{\r\~!~~(~ét ➔ AcceJ:)S' Q (Y'tJ'{!On°' 

N Geo~) -jo(~~~~~~ \A~mdim:e 
··\ ·,~ ·\. ,d, Y(:::5e bb:·.¡1.~ m \Jn 0cc.-tts<:::, 

. ·:;.. ·•:· .;(•::... -, 

fdy • f", (x,'), P(7,\kc1~.(1 ~'r~l' ~ 
)( ·}~ -;::-·-::-,)· 

b J \J.Q. X-2 ·, 11 
r; ~~~~~'d-:C\ __ ;A-~_,{)CJ. ½>sb. lt ~ ve :f2 clolee (.\ 1(/¡r-b loi o,cteSOS' 

... :> f;---{~:,~i ~ {,yJ ~-:CW)C)u\°'
1 ➔ A{D?_jD~ O, (Y)emCflD cey.i'1difflt<:S 

V,=-\ 
1
2 .. .. oo 

) / 

j 
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:2.1b SL O:e bUSClilY e111, LlLS to.bLi:is. ele Let N OYVM.CIL 

En una distribución normal: 

a) Calcular las siguientes probabilidad es en una distribución normal están dar: 

P(Z s 1 '45) , P(Z s - l '45) , P(l '25 < Z s 2'57) 

P( - 2'57 < Z s -l '25) , P(-0'53 < Z < 2'46) 

b) Se ha aplic ado un test de inteligencia a un grupo de alumnos y se ha observado que se distribuyen 

nonnalmente con media 30 y desviación típica 12. Se pide: 

bl) ¿Qu é proporción de alumnos tendrán una puntuación en dicho test entre 20 y 35? 

b2) ¿Qué puntuac ión mínima tienen los alumno s que se encuentran entre el 20 por ciento más 

inteligent e del grupo? 

e) Calcular la probabilidad P(IX - µ¡<O') en una distribución normal N (µ,O') 
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Tema 2. Variables aleatorias unidimensionales. 

Distribuciones de probabilidad 
1 

t,.\or rro. \ 
\6 En una distribución nonna l: 

a) Calcu lar la s siguientes probabilidades en .una distr ibución normal estándar : 

P('Z :S 1'45), P(Z ::5 -1 145), P(1'25 < Z ::5 2' 57) 

P( - 2'57 < Z s - 1 '2 5), 

b) Se ha aplicado un test de inteligencia a un grupo de alumnos y se ha obsefvaqp 

que se distribuyen normalmente con media 30 y desviación típica 12.:. S~ ~igf) 
b l) ¿Qué proporción de alumnos tendrán una pu ntuación en dichq tt~t eíitr.~20 y ._-.•,;,: ·-:-,, -» 

35? . ..-i:. ¿: :~~:.'•\.:.·:•---:-

b2) ¿Qué pun tua ción mínima tienen los alumnos que se eu~u'éntrfl.1i"-entre el 20 
• ' ' . ' .•f• ~~~:-~-:.:.-..... ,.~~;-· ,·:-;:: .• 

po r ciento mas rntehgent e del grupo? .. ::/:~ '' .)\: .. ;~r ) 
. '•"- .... -~-.:.-, \ • ..... ; .. ; -

e) Calcul ar la probabilidad P(JX - µ.I <: o). en una distril:i'i.l~ióiü'íóriiúil lf(JJ,, a) . :;._ 
·.• .. 

= d 1oos 



~tf) d8o 

~~ 
1 
' tl)-c0 

I 

:: d 6o1B 



-.._ Se define la v .a. Y como el número de veces que se debe lanzar una jabalina hasta conseguir sobrepasar una 

marca de b metros (lanzamientos independientes). Si se llama p a la probabilidad de que un lanzamiento sea 

......... 

superior a b , se pide: 

a) P(Y = k) y demuestre que ¿P(Y = k) = 1 

b) El número medio de lanzamientos necesarios para superar la marca de b metros 

e) Si la distancia alcanzada en un único lanzamiento X, está distribuida según una v.a. Rayleigh con 
-.r1 

X -
fdp /(x) = - 2 • e 2ª

2 

-u(x), con a= 25 ,n, calcule el número medio de ensayos necesarios para 
a 

batir el récord del mundo situado a 88 m 

V.o.. y ;:;. 

= Geo (p) 

a)~ v (y)= p (Y,¡,:) J,c- 1 
;:: (1- p) . p 

:: p ·(-~) : 

~-(~-~); ::)~ ~ 
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e) 
v. o.. X = ,, o ,sio nc,u.. alc..n't o..do... .QA (/(\ lo-t1~0•,1't\,e,¡io 1

' (1"1'1) 

x'2 

f (><-) : ~ • e- z":z°í.'1 X ~ O 
X 2,5'1. / 

1 
p :: 

1 -~ 

2 O l.( • lO 



La tensión de entrada a un determinado instrumento de medida es una v.a. E= N (;,Ji) . El valor medido 

por dicho instrumento , X , coincide con el valor de la tensión de entrada si éste se encuentra en el margen 
(O, v ); si dicho valor está por debajo de O voltios, el instrumento siempre registra O; y sí está por encima de v , 
la medida es siempre igual a v . Obtenga la fdp, la FD y la media de X 
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,..D 1~1n oUC\(Y) f'Cffú~~\ 

\i . * La tensión de entrada a un detenninado instrnmento de medida es una v.a. 

E = iV (; , .. ~;}El valor medido por dicho instrumento, X., coincide con el valor de la 

tensión de entrada si éste se encuentra en el margen (O, -v<) ; si dicho valor está por 

debajo de O voltios, el instmme nto siempre registra O, y si está por encima de íí', la 

medida es siempre igual a t' . Obtenga la fdp, la FD y la media de X 

- · 'V~ le .CD')tlAUQ: 1) J ce):; e. e.J G:n1\l)\JQ es-lncto-lV)e,t\l-C C~Clellt~ (11 Cº1v'):: RE. 

2J fx,~t~ 1ht.r~J\to_ 3-l ('i< J : Y..-= e ~ e_= X ~ j' (X) 

~) S l (l<) '-1 ~+10\Jc. J O'á\llc,ls\t ~ (O? )a )Z l( , ((f 1 )1 (x), \ 

S'-e (1.)rny\~ tQS tf12~ c.tt1d\ C:\0/les J f/lt ct'IC~-S 'f df/l\C>J a.yhCDt h i~ J ~ONY)Q.Ct;:, ·. 

\ 1 - :lx-1//-z-)7- cx-lf'/l\t 
fz (:x) ~ f{; (~r' ('K)J · lG-') (x )\ ~ v'G e_ 2 ~; · \ 'I: !_ e- ~ ) O< 

<i :m v-G J 

. J., 

& v{)Q \J ,O-_, florrrc.\J r (x'-:: -' o -~ rx. 'J cr-6:rr '-- ~ ro ¿X ~ o::> 
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~ Una red de cajeros automáticos está constituida por un ordenador central, al que están conectados una serie de 
tenninales. Cuando un usuario , previa la introducción de su tarjeta, desea realizar una operación, el cajero 
intenta conectarse a través de una línea con el ordenador central, el cual tarda en responderle un tiempo T, que 

depende de factores impredecibles. 
Si el cajero está situado en la misma población que el ordenador, Tes aproximadam ente una v.a. N(r¡,a); si 

están e11 distinta población, T tiene una fdp fr (t) = ; e -alr-µI . 

El modo de funcionamiento es tal que si al cabo de t0 segundos el ordenador no ha dado respuesta alguna, se 

interrumpe la operación iniciada 
a) Si se sabe que la media y la varianza. de T no dependen de la ubicación del cajero , determine los 

parámetros µ y a en función de los parámetros 77 y O' 

b) Si t
0 

se disefió de forma que la probabilidad de que una operación se interrumpa dentro de la población 

sea 0'0 1, calcule dicha probabilidad para un cajero situado fuera 
e) Si la red está formada por 2000 cajeros dentro de la población y 1000 fuera, y se opera con 100 cajeros 

escogidos al azar, determine la probabilidad de que al menos uno no pueda realizar la operación 
requerida 
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t \ orrr~Cl \ J S \rom \ Q \ ,) 1h ,1 fijo . i oJo_ \ 
J 

¡".\ * Una red de cajeros automáticos está constituida por un ordenador central, al que 
están conectados una serie de terminal es. Cuando un usuario, previa la introducción 
de su tarjeta , desea realizar una operación, el cajero intenta conectarse a través de 
una línea con el ordenador central, el cual tarda un tiempo en responde rle T, que 

depende de factores impredecibles. Si el cajero está situado en la misma población 

que el ordenador, Tes aproximadamente una v.a. N(rJ, •u); si están en distinta 

población, T tiene una fdp íÜ) = ~ · e-alt-µ I_ El modo de funcionamiento es, tal 
"' 

que, si al cabo de t 0. segundos el ordenador no ha dado respuesta alguna, se 

intenumpe la operación iniciada 

a) Si se sabe que la media y varianza de T no dependen de la ubicación del cajero, 

determine los parámetros µ. y a en función de los r¡ y a: 

b) Si te se diseñó de fonna que la probabilidad de que una operación se interrumpa 

dentro de la población sea 0'0 1, calcule dicha probabilidad para un cajero 

situado fuera 
e) Si la red está formada por 2000 cajeros dentro de la población y 1000 fuera, y se 

opera con 100 caje ros escogidos al azar, determine la probabilidad de que al 

menos uno no pueda realizar la operación requerida 

0. ce . T -= ,, -l, a'líf> ~ -f t:rrdo. e\ cÓJt.fb 0'I res~~...r 
1 

• 

/ N( lJú-).} &""I e..\ ~~ ~sto'. srt\l0-do e.1 lo. ~1sm~ 1°~\ü.c\O'\ 

~ rdy: f.T (i-): : e.~ (,<_l+-,u\ ) JI e\ mj?JD eJ1Q' .rt+oQcb ffi o-1-ro. -yo~\o-ci&i 
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- % 233 ~'te= 2.33<54· t 
G 

.:: 1 •. a. (to-/>-') - 1 - 6: -2' ,J3(í 
-e_ .;. ..:..e_ cr ~ 
2 

· t 0 : 233u-+\ 

, 't--r 
• Gt :G:/cr-

1 

'"Resue.Ho 'ff l GN ROO TAG'AW-0 
1 1 

c.)· ' / Ex® : U{\ (t~ ero ~J) yver..le ~,to-e- h <:.>J'o"(>.ü;., 
\) .o... y = B e 10:::, ...\0012.o) '--r:R~:it)-_ ., S\ ,. 

:;, ''r{' co.je.fbS ~\.e ~ l~ t{!).\1-1°"' fo. º?~v.ao-i" 

r C:-' ()~ l~~ ~ ·ytcl~ ~\1i:0r lt, oJfiYCC;.,): pe',{~\) = l -P ~ :.O) :: \ - ('00) 1 • o-' ')· 
¡ O 0012.i ,v °to,. 

::: 0~'2..~ 



::2.:w cL ciel coVvtYOL clel cicceso por voz 

--,_ Un sistema de control de accesos de clientes a un detenninado recinto compara la palabra de paso pronunciada 

por un locutor con una refer~ncia interna y obtiene una medida del "parecido" entre ambas que se modela como 

una v.a. X con distribución N(3,1) si el locutor es "c liente" y N(0,2) si el locutor es "impostor". El acceso 

se permite o deniega según dos posibles criterios: 1) El locutor pronuncia la palabra de paso obligatoriamente 

-

n veces y si el "parecido·• supera, al menos, m veces un umbral }'1 se permite el acceso; caso contrario, se 

deniega. 2) El locutor pronuncia la palabra de paso y el "parec ido" se compara con dos umbrales, \ y Ai 
( \ <A,); si es menor que \ se deniega el acceso, si es mayor que A, se permite y, sólo en caso contrario, se 

solicita una nueva identificación, repitiéndose el proceso anterior hasta un máximo de L veces: en la 

L- ésima repetición ( caso de alcanzarse), si el "parecido" es inferior a \ se rechaza el acceso y si lo supera se 

acepta (Suponga, para ambos criterios, independencia entre ensayos) . 
a) Calcule, para el criterio 1, la probab ilidad de aceptar un cliente y rechazar un impostor para 

n =3,m=2,\ = 2 

b) Calcule, para el criterio 2, el umbral \ de modo que un impostor se rechace exactamente en el 

L- ésimo ensayo con probabi lidad l 0-3 si L = 4, \ = 2 

e) Para el criterio 2, con L = 4, A, = 2 y el umbral \ del apartado anterior , detenn ine la 

probabilidad de aceptar un cliente exactamente en la repetición k - ésima, en función de k (no 

olvide detenninar el rango) 
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1 _, Sea (X' Y) una v.a. bidimensional con la siguiente distribución de probabilidades: 

----...., 

a) 

? {X; = -1, Ü, 1 } Y.°' 01scre-o,.. 
P(X=xi>Y=y)=k·(x;-Y1t; y

1
=-l,O,l 

a) Calcule el valor de la constante k 

b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y . . 
c) Calcule la distnbuc10n cond1c10na e a o • ¿ · · · · · ¡ d Yd d X ·Son X e Y independientes? 
d) Calcule P(3X < 2Y) y la covarianza de X e Y 

~~ -, o l 
. 

-1 o ~ 4" 5~ 

o >'- o J{. 2~ 

' 1.f ¡l. #L ¡ o S/{. 

~ 1..~ 1 'o~ ~ :::I '2. JL 

¿~p ij = i -" P (- 1,-1) + P (- 1,0) + P(- 1,1) + P(o,- 1) + p (o,o) + 

+ P( o , 1) + P(1,-1) + P(l ,e>) + p (1 1 1) = 1. ~ ~ (-1- (-1))-z.-t K( - 1-0 )2"+ 

+ .. . + 1<--(1- •/ = 1. - 1'2.1<'.: ,:I_ - r=.~1 
b) D ,s ~b Vc,o~ rnc\3 1f'ICX\ oQ X : 

/ P ( x • Xt) = ~ Pu " J<:.. ( ><, - (-•) )z + J<. (x ,- o f- + i<'.. ( x, -1)'- • 

• . . . = i<:(2>x?+<2.) = ,~ (3x,,,.+z) 
1 

x,• -•,~ 

f (y, Yj)= ~ P.j • i<.- ( - 1- '(j) t+ l< (o-Yj)2 + J<:.( 1- 'l:i)'-= 

.,, • . • ~ /.l. ( 3 ~( 1-2) = ji / 3 ~• + z) , 0 = - 1 'o] 
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¿ 
1
~ ('>q- Yj ),z_-= ,1

2 
( 3><? +2) • 7i" (3 Yf +2)? 

¡ N:>) - no "°" •~O ;e,.+es 1 

Ó~ (:3X~ zy) = p (-1 ,-1) + f'(-1 ,0) + p(-1,1) + p (o, 1) = 

~ .!... (-1- (-,))'2. + J_ (-1-0 )
2 

+ l. (-1-1 ) 2 + .l. {.c - 1)2 == 
12 12 12. lt 

o ~ = ~ 



Sea (X, Y) una v .a. bidimensional con la siguiente distribución de probabilidades: 

a) Calcule el valor de la constante k 

b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y 
e) ¿Son X e Y independientes? 

d) Calcule la covarianza de X e Y 
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2. Sea (X, Y) una v.a. bidimensiona l con la siguiente distribución de probabilidades: 

P(x - ..,. Y - )' " - k , (" ..i.. 2~·) · ..,. - 1 ?- )" - 12 - A • {,J - :} - .A.f 1 ./j J A·i_ - J.JJ i - } 

a) Calcule el valor de la constante~ 

b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y 

e) ¿Son X e Y independientes? 

d) Calcu le la covarianza de X e Y 

Y e~ P> 

deymc\1 e1ies 

'\?-€Sú:tb-y:1' 
\ GNA C\ O 7"F\GfiR'KC> 
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OlRA. r,,\P,.tJEAA ~ 'Pl..t.NíEAR EL 8S)<C'\ClC::, -
i2 

?,k l Si< '6 K 
2 4\< \ (;k \o\< 

l \t. 1 \\ k' t ~ l 

'Dt~ob\le&i ~,ro\ et X 

¡ -Y(~:: \J = 8/131 
l P(z~2); 10/1i) 

f CX':: i'x{~{:: \ · 1-t Z,· b-:; ~ 
J 'J \S I fÍ \8 

(orf'D z=~s =-\ 7 \8k ~, -=) k:: 11 \'6 

• Lo:s r\\t:ls 'j co\\)ri\ID~ ~ :m Yofa"C1(1)()..)es 

~ '!: e. Y cJc:i) tt-J01c\1¡o/rtes 

t>'6inb0c.~ ".,.t:Y"°'\ ce y 
} Ya~ f) :: ~vio 1 
l ? c:1.--2) =-"/ 1z J 



Sea (X, Y) una v .a. bidimensional con la siguiente distribución de probabilidades: 

a) Calcule el valor de la constante k 
b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y 
e) ¿Son X e Y independientes? 

d} Calcule la covarianza de X e Y 
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d) 

3. (D07) Sea (X, Y) una v.a. bidimensional con la siguiente distribución de 

probabilidades: 

P/v - ~ tr - )" ) - K-'. (- ~ • ~- ) · - - 1 ? - ). - 1 "3 \A - A:iJl - ' f,~ - . """i )jJ 1 """é - J-J j - I¿! 

a) Calcu le el valor de la constante k 

b) Calcu le las distribuciones margin ales de X e Y 

c) ¿Son X e Y independientes? 

d) Calcule la covarianza de X e Y 

J. '/2 y 1 = 
JO t ..) J 

s, Ye Y SQ'l ~".Z;e-Y sr-. ./\ 
1 {)deytAc\1~~,3 \p.c,t;~\ach-S 

~; (e, ~o ~ 1:1e,,,e f" ~té \ 
G.YnJ l I r-se - \ 

) G:z =o~ 

~~: l -z__ 
..., 
21 

! 
_, 

1 'jle~\t::, "f'" \GNAOO lJ1Gf,\\t\1() 1 

Cc<ro qS::. 1 ➔ iok~ 1 ➔ )<" 1/?J;) 
¡ k 2k 3k -Gk -

2...., lfi< 8'k \'Lk ~l{1 

Sk IOK l k ¿ s -::, \ 

' lm r, hs j cdu (Y)('QS J::t', f fCJ}Cf'CA 010..\er e-,;trf' S) 

~ X e Y m 1nt1:í)0id1~ieJ 





3 .-4- E:L c:!el CClV'v:í!L ~e CQJ/IA,UVW.CC!clov.-e.s q11..e de vez el/\, cuov-do se L[ci 
sm F e-er re-e--: 

Considera el canal de comunicaciones siguiente : 

o o 

X y 

1 

{
P(Y = 1/ X = O)= O'l }~f'(Y -.o/x .,_o)::: o'q 

Dada la v.a. de entrada P(X =O)= 0'5 y se conoce 
P(Y =01 X= 1) = 0'2 -=> P ( Y-.1 /X "' t )-= o 'B 

a) Calcular la fdp conjunta (X, Y) 

b) Calcule las distribuciones marginales de X e Y 
e) ¿Son X e Y independ ientes? 

d) Calcule la covarianza de X e Y 

P(X=o , Y"'o )= P(:X=o) . P(Y.,.o IX=o) =- 0 15- o'')~ 0 ' 45 

P(X ~c, Y-=.-f)= P(1':o) - P(-Y=1 /~-:o):: o's,0 11:: 0'05 

P(K =~ 1 Y-=o)=P(l<=1) ~P (Y ::o/X "" 1),.. o 's-0 12 ~ 0 10 

P ( X~1., Y"'i)~P(X-=-t) · P(Y=-1 /}{.::. 1)"' 0 15 ·o'S ;. 0 1'10 

b) D ,s.··bi ~00 r<)OfglflC>. 1 oe X 

r P(X=o)~o's l 
LP(2' ,¡) = o,& j 

'i: '=aj_ 

z ==.::L 

P( Y=o)= P(K~,Y:o) -1- P(X,.,1, Y=-o)"" 
= 0 1'1 s -t 0 110 = o•s.s 

P".:(Y,.,),:: P(x-= 0 ,-Y:::1)+ P(X,,,_ 1, Y:t) = 

--::-. 00,G t- 0 140 = 0 1 Lf G 
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o) Cov(X Y): E (xy) - E(X) E(Y) : 
I t 

-: --<;: ~~ 
G" (x) == Z:X¡., P.:::- o · o's + , . 0 1s = o,s 

E.(Y)-= ~'(;~ :e: O· o's :s + \ - o 'y'ó :=- o ' l.fS 

E"(xy) ~ I:~><t Yj~ j ,._ o -o . p(o ,o ) + o . 1 • P( o , 1) -r 

t 1 • O . Pl 1 ,o) + t - 1 -t P( 1 , 1) ::: o ' 4 <> 



{
x+y 

Sea la función f(x,y) = . o 
distribución asociada 

3 .5 st de c/i!LcuLcw Lli! F (x,r:j) 

si O < x < 1, O < y < l} 
resto 

. Demostrar que es una fdp y calcular su función de 

www .monteroespinosa.com - Clases de SAL T - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 



. , ", {X + y s-i O· < X < 1, O < Y < 1}. Demostrar que es 5. Sea la func10n J(x, y) = 0 res t o 

una fdp y calcular su función de distrib ución asociada 

'R~-byx 

ei S1 -X< O ~ '/<.O ➔ t-x;1 (Y..,YJ =-0 
\ GÑAC\0 mGFW,m 

y 

º \) 1 O ~ )( < ! _) O ::J < \ =_) r~ ~ ( X, "Y) :::. J K 

5 t x:~ (x¡'l)dx d~ -= 
Y=--ro x.= -ru 

y:: l X 

~ T~:r (-x/f) ~ j j 
Y= o X=-o 

~ S\ X"i:, I j j ·-~ 1 ~ ~y (',,!t'f) = \ 

r ~~ O.(\J.Y1 \J\◊ todo d~ b l ibs :3.c~., Ye ·1) ' - . '-
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Calcular las fdp marginales de las siguientes v.a. definidas mediante su fdp: 

a) f(x,y) = {10x
2
y si O~ y~ x ~ 1} 

O resto 

{
½ si (x,y)e{(l,3),(-l,3),(2,3),(1,0),(1,-2)}} 

b) f(x ,y ) = ½ si(x,y) = (- 1,-2 ) 
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6. Calcular las fdp marginales de las siguientes v.a. definidas mediante su fdp: 

a) f(x ,y) = {10x~y si O ::; y 5 x _5 1} 
O re;gro 

, {~ si (x,.y) E {(1,3), (-1,3), (2,3), (1,0), (1, - 2)}1 
b) fr,_x v) = ~ l 

,, : si (x,y)=( - 1,- 2) j 
✓ ✓ 
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La distribución conjunta de las v.a . X e Y viene dada por la siguiente fdp: 

a) 

b) 

e) 

d) 

e) 

L 

j(x,y) = , t
( 1 SÍ O s x s 1 : O s y s l} 

O resto 

P(X +Y sl) 

P(½ sX +Ys ½) 
P(X ~2Y) 

P(YsX 2
) 

P(½sX+Y<½) 

Ar~a.. ( &Zxy) 

===;> F'robo.b;l,ch.c) -::. A~ sombre:,.rjo. 

a) P (X+Y~1. ) 

~L •X OPclON 

.!J'"' 1-X' 

b) P( 1 la .f ){ + Y ~ 1/2,) 
,¡~~ -----;¡$ ; 

~ ; 
•¡~ ::.¡~ ~ )( 

OPC10N Z 

~" 1/3 ~ ~f 3/z_""'ll 

7 

_J 
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- O~ION,j. 

~=·: 
~~'-'-:---+ ~ 

~IOrv 1.. 

e) P(½~í(+ ·y~ ¾) 
j 
'1 - -- , 

¾ ' 
.Y=l.-)(. 'k z 

'lj 
-+--..--- 1".'t"L-t-~ )( '1 1¡~ (3 .., 

~=:!-)( 
oPC ,oN 2. 

:::: 

A1í\ 
::: 

fZaJ 

1-J .~ . ,_ 1 . J. . ...!. 
¿. .;:,~ 2 22. S9 

---------= :+2 



.........,_ Sea el vector aleatorio (X, Y) con función de distribución conjunta 

Se pide : 

Ü SÍX< 0,y <Ü 

xy · (x + y - xy2) si O s x s 1, O s y s 1 

F (x,y)= y•(l+y-y 2
) six~l,Osysl 

X 

1 

si Os x s l ,y~ 1 

six~l ,y~ l 

a) Función de densidad condicional de Y dada X= x 0 

b) Función de densidad condicional de X dada Y= Yo 

e) CalcularP(X> ½) y P(X> ½ I Y > ½) 
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Sean dos v.a. X e Y, unifonnemente distribuidas en el recinto de la figura: 

2 X 

Se pide: 
a) Calcule la fdp conjunta, las marginales y la media y la varianza de X e Y 
b} Detennine la independencia, incorrelación y ortogonalidad de X e Y 

........ 
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O;::clON -1 

O<.::J 4 I 
2.¿_~¿__?, 

l <.~<2. 

¿ X , Y or-1:o.gcno. les ? 

E(X Y) = I ) x ._'j f ><I ( ><,!J) Ox~ • r L<.9f & 6<-9) dxdj - JI ><y f lri C,.,,9) dxd_':j = 

R:&2 ~ (!] 

: tx•31~_•2,><_') ~ ~Ox -j:"::2.1~:!J ~~dx °" 
X::eo J:;j-0 K~I ~:: ¡ 

--~---"""""'--

.,.---~ 
. in corre be ; o _,,, 



3 .iO SL de La -p!Íli'ílboLci covtv.CICl ------------------------- ------------ .. 
---.. Dada la v.a. bidimensional (X ,Y) con fdp: f(x ,y) = k ·(x 2 + y2) ,x 2 <y< l 

a) ¿Las v.a. X e Y son independientes? 
b) ¿Están incorreladas? 

e) Calcule P(Y::; O' 5 /X= O) 
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lo. * (F96) Dada la v.a. bidimens ional (X, F)con fdp: í(x, y) = k. · (x-2 + r 2), 

x 2 < :r < 1 

a) ¿Las v.a. X e Y son independientes? 

b) ¿Están inco1reladas? 
e) Calcule P'(V ::; C' 5 / X = O) 

v.) TRtY:~D · -- -

~ 'ie.:i 
:pr, cl?pe11cq \7\+::_\· -----





.-------------------- ....... ----------·-----
Un circuito formado por una resistencia y un condensador tiene una "const ante de tiempo" T = RC , donde 

R y C son v.a. uniformes en (9, 11) e independientes. Calcule: 

a) La fdp de la v.a. T (no olvide su rango o recon-ido) 

b) La media condicionada E(T IR= r) 

e) El circuito anterior se emplea en un oscilador cuya frecuencia de oscilación es F = ½e . Calcule 

el valor medio de dicha frecuencia 

S i 9 ~ C <. 1\ 

'"'óef~ i~-ie.s 9 +~e, ( r, c..)~ fRCr) . { (c.)-= ' < 
( 

4 

O T rt:n s,f;l rl'V')QC¡o7' ~ 

C.Of"\-nOVo... ( rr ~ W) 

l 
ot ~ 

~;:: ~ r ~e 
V -~ ~ (A} 

'dr '?.C 

12-\ 

4 c¡c, 

* 8\ 

~ºº bo lC,\ 

fR~ ( r, e) 

1 
-: 

13\ e,,:t 
r • W 

9 e, 

e 

:J ~. ) 
r 

t -::qw 

w 

q 1\ 

Poe12MO.s o.pli~ .- ~ ~vkx 

e~ '°' i:.rc.f'$ -{<,rrt'C\ct'ÓA 
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t.,. (-l) • L _5 .,,., (t. w ¡¿"" 



Sean X e Y dos v.a. uniformes en (-1,3) e independientes. A partir de ellas se definen otras dos v.a. U y 

. X+Y X-Y 
V, siendo U= -- , V= --

. 2 2 

a) Determine la fdp conjunta f(u, v) (dibuje el rango o recorrido) 

b) Detennine las fdp marginales f(u) , f(v) 

c) Detennine las FD marginales F(u) , F(v) 

d) ¿Son las v.a. U y V ortogonales? ¿Están incorreladas? 

e) Demuestre que P(UV <O)= P(IXI < IYI) y calcule dicha probabilidad 

www.monteroespinosa.com - Clases de SAL T - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 



3.1..3 él o!e Los otos -pu.v...tos uvvo a LC! o!evec.l-.1:;i del otvo 

Se escoge un punto de forma aleatoria en el intervalo (O, T) y un segundo punto, también aieatoriamente, pero 

siempre a la derecha del anterior, y se definen las v.a. X = "posición de] primer punto" e Y:,; "distancia del 
segundo punto al primero" · 

a) Demuestre que la fdp conjunta es f(x ,y) = 1 
, {º < x < T } 

T(T - x) O<y<T - x 

b) ¿Son X e Y incorreladas? 
e) Calcule P(Y < X) 
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¡3. * Se escoge un punto de fonna aleato ria en el intervalo (O, T) y un segundo punto , 

tamb ién aleat01iamente, pero siempre a la derecha del anterior, y se defin en las v .a. 

X : "p osición del primer punto " e Y: "distancia del segundo punto al p1imero ". 

a) Demuestre que la fdp conjunta de las v.a. X e Y es : 

~{ ) i f O < x < T ) 
J ~x,r = .,.,,~ ·· to ,., ~· ,-, T· - vJ 

J .. , -r J \. --.. .,( -..... .. ..,.,. 

b) ¿Son X e Y incorreladas? 

e) Calcu le P(r· < X) 

T-a i 
1 

X 3: 

~1-1:--""~-----➔) .... ~-- - -'1 ry ..... 
1 

y 
1 

-9 t X:t. (Y,Y)-= ( K. ()(0 f.1 ('i/X.)-: 
,____--- , 

T-' 



e) 

----._ 

y ,:,,. 

-, I y-:;.x 
~ - \. _ __ / 
'/L l 

,........._ 



Sean R y CV dos v.a. independientes, tales que et> es uniforme en (O: 2n) y R es una v.a. con fdp: 

?r 
f (r) =-=-, , r E (O, A), siendo A> O una constante . 

A-

{
x = ,, • coscp} 

Sobre ellas se realiza la siguiente transformación: . Calcule: 
y =r ·senq, 

a) La fdp conjunta de X e Y. Dibuje su rango 

b) Las fdp marginales de X e Y. ¿Son independientes? 

e) La covarianza entre X e Y . ¿Están incorreladas? 

d) P(X2 +Y2 >A¼) 

e) p( y> f ✓2 / X= f ✓2) 
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\1\ .. * (S03) Sean R y 9 dos v.a. independientes tales que q:i es uniforme en (0,2,.;) y R 

. ed ·r ) 21· E ~O ·1) tteneuna1 , p: j,.t' . =~, r ( , . ..;. ,,.-
Siendo A > O una constante. Sobre ellas se realiza la siguiente transformación : 

f~: ,~os~} b - T,,;en<p 

Calcule: 

a) La fdp conjunta de X e Y. Dibuja su rango 

b) Las fdp marginales de X e Y. ¿Son independien tes? 

e) La covarianza entre J.' e Y. ¿Están incorreladas? 

d) P, .,-. ..J..y"' A~) 1_.ll-, -;:,-:;--
.,. 
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En el circuito de la figura se desconoce el estado del interruptor , de modo que la resistencia total entre extremos 

es R = R1 +X• R2 , con R¡, R2 v.a. uniformes en (9,11) y X v.a. de Bemouilli, con P(X = 1) = p. Suponga 

R1, R2 ,X independientes entre sí 

R2 
a) Calcule la fdp de la v.a. R. Represéntala de forma aproximada para p = ½ 
b) La media de R 
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15- * (F00) En el circuito de la íigw·a se desconoce el estado del inten-uplor, de modo 

que la resistencia total entre extremos es R = R1 +X· R~, con P.1 y R; v.a. 

uniformes en (9,11) y X v.a. de Bemouilli, con P(X = 1) = p. Suponga 

R1,Ii: )' X independi entes 

a) Calcu le la fdp de la v.a. R. Represéntala de fom1a aproximada para p = ~ 
b) La media de R 

1 

·1 
(":"') E-K 

\\ ) 

,_ 1 l 

:r -
1 J -J /\ 

'l 11 

'1<,-1-<\\ 
1.¿ r:-. 1 ·1 

( 

~-¡' l 
T'-

2.~ 

l :J<) 

..,._ 

11 ~ ¡ 

í_j \ ,-~-' (' 
1 

11 

y' ,b1ni '\i,h:,,·,,1 
f ri ,, \(, et. Ir,, 

( ·" 

¿--: I .,, 

~ .---
~-

1-- . ) 

l'Í '' 



1 •,, 11, 1""'• 

., 
ti -, \ 

, 1 

• \ l 

{( rl ,/)" I / l i \ ! ,~) ,~. r ,, ''C f 

7 ( r. 1 J V' , '-· I 
·t J 

c:.2-r) 
\ 

•) 7:J < ( < 2'?. 1 
I \ i .) .,, 

l 

"-..---.(Í -,, r 
11) 2: 1 27' 

.- -- -~, -\. i ) R, ''7' V k\ ¡•~[?) 

1
~) t(R) e;: E( V-¡ +~ f .• ') ; E(i<,y r [(~;~~- ~~~ 1 '::( ::') t:v.i')- 10+ \) if 1 ·; qHf ) \ 

·--
-----



..-... Sean X e Yv .a. uniformes en (O, 1) e independientes. Se forman las v.a. 

U = {1 , si_X + Y s 1 } , V = {1 , si X
2

1 

+ Y
2 
s 1 } 

O , sz X+ Y> 1 O , si x- + Y2 > 1 

Calcule : 
a) Las medias y varianzas de U y V 
b) Las probabilidades condicionadas P(U = 1 /V= 1) y P(V = 1/ U= I) 

Se definen ahora las v.a. 2 = fil , W = ,J½. Calcule: 

e) La covarianz:a de Z y W 
d) Las fdp marginales de Z y W 
e) Las medias condicionadas E(W /X= x) y E(W / Z = z) 
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Dadas las va.'s X 1 y X 2 independientes entre sí y ambas con distribución N(O;\) se forma el proceso 

· Y[n] = 1 + nX1 + n2 X2 • Se pide: ~~:':~ v· a) La media y autocorrelación de Y[ n], ¿es dicho proceso estacionario en sentido amplio ? 

~°7 1,e~ b) La fdp de primer orden de Y [ n], ¿es estacionario de primer orden? 

~eto e) Se forma el proceso z[ n] = Y[ n]- 2Y[ n-l] + Y[ n-2]. Obtenga P(Z[ n] 2 O'l) 

8) Y [n] : P.~ 121\ ~ o,Sc.reto 
fcnvo..oo F.- v.o'.s co~fil"'o~ X-1~ Xi 

[E( Y[o]) ~ E"( 1 + n.1C, + o.~ X,) = E(1) + n E(X,) + n2 E(>½.)~ 

::. '+ fl •Q + f't'J.. • Q : ~ ~ e>P INC>~P•<3N"n, 

~y [n, M rn] = E (Y[n] Y[n+m]) ~ E ((1 +n ~ ;:)7;:~:~:u)~ +(n,-,.,y-~ )), 

::: E( I+ (nt-O'l)X, + (n+mlx 2 +. nx, + n(n+m)X;- +n (n+m),z.Xi.Iez + n2:X + 
__. ~ "---v= -- ~ ~ - --...- ~ 2. 

,Ir,' ·sez rt"'lo...~ ~ 
+ l"{(n+m ).itix 1 + "'2. (n+rn)~) ::: ~(,) + (<Hm X,)+ (n+rn'\~2.) + n~) + 

------- -......... o 
0

~ ---\-·: ok 

-. n ( rH-f'I)) €(~~) + f) ( n+l'f\fr~) + n% ). + n2 ~¼ 1 )+ 
º~ ~.,-~-, o ~º;._--- ----~ 

+ n'-( <v.m)"-¡¿ (Jh'-) = ¡ + n (" +rn) . 1 ,- n,. ( n+rn )~. 1 , 1 + ~n ( n +n,) + n'-( n +Mj'-l 
Y[n] es E.S.A . ~ €( Y[n]) ~ def"~c:e ele. tt ✓ 

$¡ 

Ry [ n ,o-aj ~ ~~ <3e n. X 
solo <:le l'f) 
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-.., 
-t.2 ~L deL nú do bLCIV\,CD estri,c,to M rwcCIL ql/4e t1t rcivLesci 1/41/1, t rel!\, de deLtcis 

Sea X [.n] un ruido blanco estricto con fdp de primer orden norma l estándar. Sobre X [n] se apl ica una 

trªnsforniación lineal e invariante de h [ n] = aó [ n ]- bo [ n - 1] , obteniéndose como resultado el proceso 
Lí l 

Y [ n] . Calcular: 

a) La autocorrelación y densidad espectral de potencia de Y [ n] 
b) La fdp de primer orden de Y [ n] 

){ [ n] : ru,oo bb.o co e~-1-nc.-t-o 

'. N ( o,1) 

X.["1-~>~-~Yr~ 
h[n]-= a.tS["J-bh[n-t] 

'""'b) Yrt\J ~ X[n] * h[n] = X [n] * ( °'S[n]- b S [11-1]) =-

= CAX["]-bX[n-1] = O.· N(o ,1)- b -N(o,1)= 

• X[oJ~ ~[n-n o] 

=Xfn-no] 
•1C[1D · b[n-n o] 

-=-X[no]· ~[f\-no] 

~ N (o ,o.) - N(o ,b) ~ N (o-o , ~a1.+b~ )= N(o ,, ✓o.z.+b~) 

,Xz' ~ 
~r l"Ui' 
<&> es-1,o-

'""' a) § y[l'l\] = RxJíYl] ~ h [~ l'hf-~:: 

~

.si fY)*O ! i::"(X[n])E(X.[n+m] "O · Q.,. o 
{<:lt[MJ= E(X["]X[n+MJ):: c,nQ~) --- -.......-~ 

-si"""º : E(x-i.["]) = 1 v(~[n})' =E(X 2 [n1)-
Rx[mJ = 1 , S[m] [€Cx.[~])]2. = 

~ ,~-:; ~~[r,J) ... 0'2. 

E:(x?.[<:J),:: f 
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~ +iu - o.b ~ . c.os..!2 -:: '2. l- '2.. . 2 1 

~co ,ce>-. ee fl9-"c'.IOO 2:.rr 

(-ñ< .J:1..<-~) 



Sea X[n ]= Acos\0 0n + <D) unPEdiscretoeneltiempo,siendo Q 0 unaconstant ey A y <D v.a.'s 

independientes. A tiene de media y varianza 1'] A y cr~ , y <D es una v,a. uniforme en (O, n) . 

a) Determine la media y la autocorrelación del proceso X [ n] 
b) Dete1mine la densidad espectral de potencia de X [ n] 
e) Calcule la autocorrelación del proceso Y [ n] = X [ n ]- X [ n -1] 

E( eos.2.(~"+ t)) = J~;(~íH-t)~(<p)J~ 
(j>;.-00 

f.<lC[n,n+f'tll -:: E(X:[o] X.[r\+IYI]) :::: E ( Acol(.rz.o"+ ~) AG:J,¿;'2-(..CJ.o(n+rr.)+ ~)) ~A, t indep 

[
V(A)'° ECA

2
) - [€(AjJ

2
] ( ) -: t=(/.>t) €(cos 2 (.non+q>)<-cs:2 (.J2o(n+rn)+4?)) = \>Á~= _ 'rt"'-z. :;; i( 

-- -- - -- ~- -.....------ -------- -::-- - f;(A2.):::. u.;l.. .p, :t. 
~ A "'A:..--- r.- ------

e(cos1.(~0+~)cos.2(.Jlo(n~)-t{P)) = E ( 1 +cos(~f'lt2~) . 1 +oo s 2.~n+rc-,)-t':2.<;p))== 

* [~ + ~ ( oos ~) ,- é ( eo;:5~ 2CJ!)2 + ~ ( ws(:zn,;-,+ 2!2._c;:_ (Wd.;:: i..~x 
o o . 

~ ~ 1 +E(-½ (c os ( 4Jloíl ¼-~N) + 4 ~)+e.os (2.ncm) ~ -:: ~ '[ 1 + ~ [€(~ ~ + li~)+-

-t-[ e e.os;; ( ~~m )111 ::: t [, + ½ cas (2.flort) )] 

Cos°' •U)sb-:: i: [ co.s(o.+b )+ o:::.s(~-b~ 
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---.. 
4 .4 5L del Yuí.do blvi 1-'\,C,O e.sb-í.cto 11\,0YVvl.ClL que -pct.sct UII\, víllor vi b.soluto o UII\, frell\, ele deLtcis 

En el esquema de la figura, X [n] es un rui_do blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario en senti do 

amplio, con fdp de primer orden N(O,l); se tiene, además: g(x) = lxl y h[ n] = 8 [ n] + 8 [n-1} 

.....---1 g(x) 11------_ Y[n]=g(X[n]) 

X[n] -----1 

1 1 '----- ¡ h[n] 11---+ 

Calcule: 

a) La autocorre lación de Y[ n] 
b) La correlación cruzada de X [n ] e Y[n] 
e) La fdp de primer orden de Y [n] 
d) La fdp de primer orden de Z [n] 
e) La densidad espectral de potencia de Z [ n] . Represéntala gráficamente de forma aproximada 
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4 .s el de LCi Ci utoc.on--elCi cíóV\, de o!litto que -pci .;lit U V\, 1::veV\, de o!eLtcis. 

Sea el proceso discreto en el tiempo X [ n], de media nula y estacionario en sentido ampl io, con 

autocorrelación Rx [m] = alml, O < ial < 1. Se hace pasar X [ n] por un sistema lineal e invariante con respuesta 

al impulso h [ n] = l5 [ n] - b8 [ n - 1] , obteniéndose como sal ida un proceso Y [ n] 
a) Calcule la autocorrelación de Y[ n], Rr [ m] 
b) Calcule el valor de b que minimiza la varianza de Y [ n] 
c) Para el valor de b del apaitado anterior, calcule la densidad espectral de potencia de Y[ n] , Sy (Q) 
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4.6 el de ~os dos -procesos co~ l,(.t,\,tC!Vvtev,.,te e.s .C!. q l,,(_e fon"v1.C!v,., l,,(_V\, proceso v,.,uevo 
-.. -----------------------------------------

Sean X(t) e Y(t) dos proce sos conjuntamente estacionarios en sentido amplio, qe medias nulas, 
autocotTelaciones R x (-r) y Rr (-r) y densidades espectrales de potencia Sx ( ú)) y Sr ( ú)) , respectivamente. 

Su correlación cruzada es R xr ( -r) y el espectro cruzado S xr ( ú)) . Se define el nuevo proceso 

U(t) = X(t) cos(ú)j) + Y(t)sen(ú)/), siendo ú)0 >O. 

a) Determine las condiciones que deben verificar los estadísticos de X(t) e Y(t) definidos anteriormente 
para que U(t) sea estacionario en sentido amplio 

b) Para las condiciones del apartado anterior, calcu le la densidad espectral de potencia de U(t). 
Particularice las expresiones de la autocorre lación y la densidad espectral de potencia de U(t) para el 
caso en que X(t) e Y(t) sean incorrelados 
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.......... 
Sea X [ n] un ruido blanco estricto con fdp de primer orden nonnal estándar. Se define el nuevo_µroceso 

Y[n] = U(X [n ]-A) donde U(-) es la función escalón unidad y A es una v.a. de Bernouilli, independiente de 

X[n] y con P(A = I) =p. Calcule: 

a) La media y la varianza de Y[n] 

b) La autocorrelación y autocovarianza de Y[ n]. ¿Es estacionario en sentido amplio? 

e) LacoITelacióncruzada Rxr [11i,n2] ,Vn 1,n2 .¿Son X[n] e Y[n] conjuntamente estacionarios en 

sentido amplio? 
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Sea p(t) una señal periódica de período T. Se forma el PE X(t) = p(t + E), donde E es una v.a. 

uniformemente distribuida en (O,T) 
a) Demuestre que X(t) es un PE estacionario en sentido amplio. Calcule para ello su media y 

autocorrelación 

¡1, O <t < T l 
b) Aplique el resultado anterior para p(t) = T 2 

O, - <t < T 
2 

c) Se forma el proceso Y(t + t0 ) = aX(t), donde a es una constante. Determine a para que 

Z(t) = X(t+ t0 ) - Y(t +t0 ) tenga un valor cuadrático medio mínimo 
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4 j EL cie l.¡::¡s. U.11\,Lfovvi,teS. tl eL ru.ício blCH11,c.o 

Sea el proceso X(t) = Acos(úV + 0) + N(t), con ú) 0 >O, A una v.a. unifonne en (-1, l ), 0 una v.a. 

uniforme en (n ,2n) y N(t) un PE de media nula y autocorrelación R(r) = a 2ó(t). Suponga A, e y N(t) 

independientes. 
a) Calcule la media condicionada E(X(t) I A= a) , la media y la autocoITelación.de X(t). ¿Es 

estacionario en sentido amplio? 

Se hace pasar ahora X(t) por un sistema lineal e invariante de respuesta en frencuencia H(jú)) = 1
. , 

1 + JO) 
obteniéndose a su salida un nuevo proceso Y(t) . Calcule: 

b) La densidad espectral de potencia de Y(t) 
c) La media y la autocorrelac ión de Y(t) 

www.monteroespinosa .com - Clases de SAL T - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 



4 .10 5L ele líl fílVtAfüíl ele cos.evt,{)s, 

Sea la familia de sucesos estocásticos X,, (t) = cos(n(t + 0)), siendo 0 una v.a. unifo1111e en el intervalo 

(O, 2n:) y n un número natura l mayor que O 

a) Encontrar la media y la autocorrelación de X,, (t). ¿Son procesos estacionarios en sentido amplio? 

b) Calcu lar la con·elación cruzada entre X
11
(L) y X

111
(t), con n =t: m, ¿son sucesos incorrelados?, ¿son 

sucesos ortogonales? 
c) Sea Z(t) = X,,(t) + X,,,(t), con n =t: m. ¿Son Z(t) y X

11
(t) conjuntamente estacionarios en sent ido 

amplio? 
d) Calcular los espectros de potencia de Z(t) y X,Jt) 
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4.1 1 5L del fí Ltro fverne1AdaL 

a) Sea X [ n] un proceso estocástico de autocorrelación Rx [ m]. Se hace pasar dicho proceso por un 

sistema lineal de respuesta al impulso h[n] = 8 [ n ]- 8 [ n - 1]. Calcu le la autocorrelación del proceso 

de salida Y[n] 
b) Seaelproceso X[n]=A[n]cos(Q0n+<t>)+W[n],con Q0 unacon stantep osit iva, A[n] unPEde 

media r¡A y autocorrelación RA [m], <t> una v.a. uniforme en (0,JT) y W[n] un PE de media nula y 

autoconelación Rw [ m] = cr; ·ó [ m]. Suponga A [ n], <t> y W [n] independientes. Calcule la meda y 

la autocon-elación del proceso X [ n] . ¿Bajo qué condiciones es estacionario en sentido amplio ? 

c) Para el proceso definido en el apartado b), calcule el espectro de X[ n] y dibújelo suponiendo que e l 

{Áo, 'º' ~ Q A l espectro de A[n] en el intervalo (-n,n) es: SA{n}= I I ,donde Ao y QA sean 
O, Q >QA 

constantes positivas y se cump le que Q A < n0 < n - Q A 

d) Suponga ahora que el proceso X [ n] definido en el apartado b) se hace pasar por el sistema lineal 

definido en el apa1tado a). Calcule el valor cuadrático medio del proceso de sa lida Y[ n] 
e) Sobre el proceso definido en el apartado b) se aplica la transfo1111ación z = g (x) = x2

. Ca lcule la 

media del proceso transfo1mado Z [ n] 
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4 .í2 EL ql,(_e tíet!\.t C,OS,(ilS, del t eV'.A.Cl .'.2 

x' 
Sea X[n] un ruido blanco estricto con fdp de primer orden: f(x) = x, e-2 u(x). A dicho proceso se le 

f Y x<a} __¿ 
aplican las transfo rmaciones: y= q(x) = ) P - , z = g(x) = l - e 2 

, siendo y¡, y2 ,a constantes 
LY2,x>a 

positivas. Se obtienen los nuevos proceso s Y[ n] = q(X [ n ]) y Z [n] = g(X [ n ]) . Calcule: 

a) El valor de a de manera que el proceso Y [ n] tome el valor y 1 con probabilidad 0'4 

b) La fdp de primer orden de Y [ n] , para el valor de a obtenido previamen te. ¿Es Y [ n] estacionario de 

orden 1? 

e) La autocovarianza de Y[n], para el valor de a obtenido previamente. ¿Es Y[n] estacionario en 

sentido amplio? 

d) La fdp de primer orden de Z [ n]. ¿Es Z [n] estacionario de orden 1? 

e) Lame diay lavarianzade Z[n] 
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.1/-.13 5L que tí.etAe c.of.Clf. del i::e1t1A.ci 2 (2 ) 

Sea X[n ] un ruido blanco estricto con fdp expo nencial: f(x) = c-e-cxu(x). A dicho proceso se le aplica la 

transformación: y= g(x) = y 0 (1 - e-ex), siendo y0 > O una constante. Se obtiene el nuevo proceso 

Y[ n] = g(X( n ]) . Calcule: 

a) P(Y[n]>
3
Y0 ) 
4 

b) La media de Y[n] 
c) La fdp de primer orden de Y [ n] . ¿Es Y [ n] estaciona rio de orden 1? 

d) La autocovarianza de Y[ n] . ¿Es Y[ n] estacionario en sentido amplio? 

e) Se define el proceso S [n] = Y [ n ]- J.X [ n], donde A. una constante. Determine el valor de ésta para 

que la correlación cruzada Rxs [ n1, n2 ] sea nula para todo n1 :;t: n2 
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, Sea el proceso Z [ n] = X [ n] · Y [ n], siendo X [ n] e Y [ n] dos PE discretos en el tiempo independi entes y 

estacionarios en s~ntido amplio, de medias T/x y T/y, y autocorrelación Rx [ m] y Ry [m] , respectivamente . 

Calcule: 

a) La media y la autocorre lación de Z [ n]. ¿Es Z [ n] estacionario en sentido amplio? 

b) La correla ción cruzada Rxz [ tli ,n2 ]. ¿Son X [ n] y Z [n] co1tjuntamente estacionarios en sentido 

amplio? 

c) La media condicionada E [ Z [ n] / X [ n] = x] 

d) La densidad espectra l de potencia de Z [ n], suponiendo que Rx [m] = a"111 (lal < 1) y Rx [ m] = 8 [m] 

e) La distribución de primer orden de Z [ n], suponiendo que para cada n, X [ n] e Y [ n] son v.a. 

discretas, con P { X [ n] = - 1} = P { Y [ n] = - 1} = p y P { X [ n] = 1} = P { Y [ n] = 1} = 1 - p , con 

O <p<l 
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-t .1s Sl de ui,,,,íl.s e,uCtv,,ttis VI-OY'V\11.tiles 

, Sea X [ n] un ruido blanco estricto, con fdp de primer orden Gaussiana (de media nula y varianza a}{). Se 

fonnan los procesos Y[n] = X[ n F-aX[n- 1], Z [n] = Jr [ n ]J. Siendo a una constante: 

a) Demostrar que Y [11] es e.s.a. 

b) Fdpdeprimerordende Y[n] 
e) Espectro de Y[n] 
d) Media y varianza de Z [n] 
e) Fdp de primer orden de Z [ n]. ¿Es estacionario de primer orden? 
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4 .1b 5L Cile Let tvet V\,sfov11v1.ciúóV\, cle UV\, n.úclo bLci V\.C-o 

Sea X [ n] un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario en sentido amplio, con fdp de primer 

orden uniforme en (-1, 1) Sobre X [ n] se aplica la transformación: 

g(x) 

a -1-➔-

-1 -a 1 

1 1 1 1 

l X 
a 

~ (siendo O< a< 1 ), obteniéndose un nuevo proceso estocástico Y[n] = g(X [n ]) . Calcule: 

a) La autocorrelación de Y [ n] 
b) La correlación cruzada de X [ n] e Y [ n] 
c) La fdp de prime r orden de Y [ n] 
d) La media condicional E(Y[n+m]I X[n] = x) 

e) Se hace pasar X [ n] por un sistema lineal e invariante , con respu esta al impul so 

h [n] = 8 [ n ] -8 [ n-1 ] , obteniéndose un nuevo proceso estocástico Z [n] = X [ n] * h [n]. Calcu le la 

autocorrelación de Z [ n] 
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r~e: X [ n] un .-u ido b lane-0 esn·icto, discreto en el tiempo y estacionario en sentido amplio, con fdp de primer 

• orden normal estándar. Sobre X[ n] se aplica la transfo rmación: 

g(x) 

-1 

X 

obteniéndose un nuevo proceso estocást ico Y [n] = g(X [ n ]) . Calcule: 

a) La autocorrelación de Y [n] 
b) La correlación cruzada de X [ n] e Y [ n] 

Se hace pasar X [n] por t1n sistema lineal e invariante , con respuesta al impu lso h [ n] = D [ n ]- o [ n- 1], 

obteniéndose un nuevo proceso estocástico Z [ n] = X [ n] * h [n]. Calcule: 

c) La autoco rrelación de Z [ n] 
d) La fdp de primer orden de Z [n] 
e) La densidad espectral de potencia de Z [ n] 
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4 .i g el c!eL fíLtvo pciso bajo 

~ En el esquema adjunto, X(t) = cos(Ot + <D) representa una señal aleatoria, donde O es una v.a. con 

distribución uniforme en (w¡, w2), (siendo O< w1 < w2 ) e independiente de <l>; ésta, a su vez, es una v.a. 

discreta que puede tomar los valores 0,~,7r, Jn con igual probabilidad. El proceso estocástico X(t) pasa por 
2 2 · 

un filtro paso bajo ideal de ancho de banda wc < w1, dando como resultado un nuevo proceso Y(t) 

H(co) 

X(t ) = cos(í'lr + <I>) 
Y(r) 

Se pide: 
a) La media condicionada E(X(t) / n = w) 

b) La media del proceso X(t) 

c) La autocorrelación del proceso X (t) comprobando que es estacionario en sentido amplio 

d) La densidad espectral de potencia del proceso X (t) 
e) La autocorrelación del proceso a la salida del filtro Y(t) 

sin(at) {l,lwl <a} NOTA: x(t)= <.->X(úJ)= TF(x(t))= 
1 1 

(a>O) 
nt O, w 2::. a 
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A pariir de dos procesos estocásticos X [ n] e Y [n] discretos en el tiem po, se define: 

Z[n]=X[n]+Y[n] 
a) Obtenga la expresión general de la autocoITelación del proceso Z [n]: R2 [ n1, n2] en función de las 

autocorr elaciones y conelaciones cruzadas de los procesos X [ n] e Y [ n] 
b) Particularice la expresión de R2 [ n1, n,] , obtenida en el apartado anterior y obtenga la densidad 

espectra l de potencia de Z [ n], en función de las densidades espectrales de potencia y el espectro 

cruzado de X [ n] e Y [ n] , para los dos casos siguientes: 

a. X [ n] e Y [ n] conjuntamente estac ionari os en sentido amplio 

b. X [ n] e Y [n] estacionarios en sentido amplio y 011ogonales 

e) Suponga que X [ n] = A, siendo A una v.a. de media cero y varianza cr.!, e Y [n] es un ruido blanco 

estacionario en senti do amp lio de media cero y varianza u~ e independiente de A . Calcule la media y 

autocon-elación del proceso Z [ n]. ¿Es estacionario en sentido amplio? 

d) A pai1ir del resu ltado del apartado anterior obtenga la densidad espectral de potenc ia del proceso 

Z[n] 
e) Considere aho ra qlle Z [n] = nA + B , siendo A y B independientes con fdp normal está ndar. Calcule 

P( Z [ n] > k) y paiiiculatice para n=2, k=5 
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10 enero 2018 Señales Aleatorias 
Publicación notas: 19/1/2018 
Revisión examen: 24/1/2018 

Normas de realización del examen 

• Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a l O puntos. 

• Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parcia l no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello 
supondrá la renuncia a la nota que tuviera n en el primer parcial. 

• La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso con trario, se considerará suspend ida la convocatoria). 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Considere X e Y dos v.a.'s unifom1es en (O, 1) e independientes. Calcule: 
a) La FO Fu(u) y la fdp f u(u) de la v.a. U== max(X, Y). No olvide indicar el rango. 

b) La probabil idad cond icional P(X> l/2 IY> X). 
c) La fdp f s(s) de la v.a. S == -l n(X). 

{

} Ü <X< 1- y 
Se fom1a la v.a . V= g(X, Y), siendo g(x,y) = 

0 resto 

d) Calcule la función de distribución Fv(_v) e indique si X y V son inconeladas. 

Considere ahora las transfo1maciones: 
Z = X-Y 

W = X+Y 
e) Calcule la fdp conjunta de Z y W, dibujando su rango. 

2.- En el esquema de la figura, X[n] es un mido blanco estricto binario, con 
P(X[n]=-1 )=P(X[n] = 1)= 1/2, y h[n] = ½(S[n] - b"[n- 1]). 

X[n] .,¡ h[n] 1 Y[n ] = X[n ]*h[n¡¡ l·I I Z[n] = IY[nJI 

Se pide: 
a) Las funciones de distribució n de pnmer orden de Y[n] y Z[n]. Represéntelas 

gráficamente de forma aproximada. 
b) La autoconelación y densidad espectral de potencia de Y [ n]. Represéntelas 

gráficamente de forma aproximada . 
e) La covarianza cruzada de X[n] y Z[n.]. 
Suponga ahora que X[n] es un ruido blanco esfTicto con fdp de pr imer orden N(17,a). 
Calcule: 
d) Las funciones densidad de primer orden de Y [n] y Z[n]. Represéntelas gráficamente 

de forma aproximada. 
e) P(Z[n]<o'). 

NOTA: XesN(77,o-) ⇒ fx(x)= ~exp[ - (x - 7)2], E(X)==77, Var(X) = o-2 

o- 2,r 2o-
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'"' TABLA DE LA DISTRIBUCIÓN GAUSSIANA 

.t .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
o.o .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
O.J .5398 .5438 .5478 .5517 .5551 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
0.2 .5793 .5832. .5871 .59i0 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .633 l .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 
0.5 .69 15 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
0.8 .7881 .791.0 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
0.9 .8159 .8186 .82J2 .8238 .8264, .8289 .8315 .8340 .8365 .&389 
1.0 .8413 .843& .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .914•7 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .92-22 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1..7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878' .98&\ .9884 .9887 .9890 
2.3 · .9&93 .9896 .. .. . 9898 .9901 .9904 .990 6 .9909 .99ll .9913 .9916 
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .996 P .9961 .9964 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .998 1 
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3.1 .9990 .999[ .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .999 7 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 
3.6 .9998 .9998 .9999 · .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.7 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.8 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 1.0000 1.0000 J.0000 

Valores de G(x) para o s:xs:3.8 9 en pasos de 0.01 

r I -'~ G(x)= _ .. _ e 2 dr 
_..firc 
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20 noviembre 2017 Primer Parcial Señales Aleatorias 
Duración: 1 hora 

1 A¡,ellidos: 
Nombre: 

Sin libros ni apuntes 

1 

Sean X e Y dos v.a. 's de Bemoulli de parámetro p=0,5 independientes (pueden tomar los 
valores O y 1 con idéntica probabilidad) . Se forman las v.a.'s Z= X-2Y+a y \V=g(Z), siendo 
a una constante y g: 

{

z z¿:Q 
g(z) = 

O z<O 

a) Calcule la media de Z y compruebe que es nula para a=0,5. Dibujar para ese valor la 

función de distribución de W: Fw(w). 
b) Hallar para el valor de a=0,5, las probabilidades condicionales P(\V=w; 1 X= l) v'w;Enw. 

c) Hallar la covarianza entre X y Z para el valo r de a=0,5. 

Suponga ahora que X es una v.a. normal N(l,8) e ·Y una v.a. nonnal N(-1 ,3) 

independientes: 

d) Hallar la fdp de Z,/z(z), en función de a. 

e) Hallar el valor de a para que P(W=0) =0 ,5. 
1 ( 2 2 2 X es v.a. n01mal N(17,CJ) ⇒ f x(x) = .¡¡;; e- x- ,,l 12ª , E(X) = 17, Var(X) = o-

a- 2,r 

o X::oo 1 y.,,,\~~::: o-2. ·<t> + 0 1s::: · .G 

. x~, , ·Y=o .--:::i, Z,::. 1-2. -0 +ois-= 1 's 

ea 1(: 1, Y = 1 ~ ~ = 1-2 · 1 +o'.S-:: -ds 

h. f.'::>\o::..b I idaj 
de les '-f 

P() :0 125 
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29 junio 2017 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 6/7/2017 
Revisión examen: 10/7/2017 

• Cada ejercicio se coITesponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 10 puntos . 

• La calificación de este examen final extraordinario será la media de los 2 ejercicio s, 
siempre que en ambos se obtenga una nota mínima de 3,5 puntos (en caso contrario , se 
considerará suspendida la convocatoria). 

o Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se pennít e el uso de libro s ni apuntes. 

1.- Sean X e Y dos variables aleatorias independientes con función densidad de probabilidad 

exponencia l de parámetro ,1,=l. Se fonnan las variables aleatorias Z=X + Y y W=X /(X + Y). 
Detemúne: 

a) La P(X < Y). Demuestre que esta probabilidad es igual a la función de distribución de 
la variable aleatoria W en el punto w=0,5, es decir: Fw(w)l,v=o,5• 

b) La correlación de Z y W. 
e) La función densidad de probabilidad condicional jz(z l X=l). 
d) La función densidad de probabilidad marginal de Z. 
e) La función densid ad de probabilidad conjuntafZH{z,w) (no olvide indicar su rango) e 

indiqu e si Z y W son independientes. 

2. - Sea el proceso estocá stico Z[n] = Xcos0 0n + Ysen0 0n siendo 0 0 una constante en el 

intervalo [0,2n). X e Y son dos variables aleatorias ortogonales, con idénticas medias y 

varianza s: E(X)=E(Y)=1¡, Var(X)=Var(Y)=d . 

a) Determinar las condiciones que deben verificar los estadísticos de X e Y para que el 
proceso Z[n] tenga una media que no dependa de 11. 

b) Detenninar , para las condiciones del apartado anterior , la autocorre lación y la 

densidad espectral de potencia del proceso Z[n ). 
c) Se forma el proceso W[n] = Z[n] *h[n] siendo h[n]=a oó{n]+a 1 ó[n- I ] . Calcule la 

densidad espectral de potencia del proceso W[n]. 
d) Determinar la correlación cruzada de los procesos Z[n] y W[n]. 

Se sabe que X e Y son variables aleatorias discretas con función de probabilid ad conjunta : 

P(X = l ,Y=O)= l/ 4, P(X =O,Y=l)=l/4 , P(X=-l,Y=O)=l/4, P(X=O,Y=-1)=1/4 

e) Hallar la función densidad de probabilidad de piimer orden del proceso Z[n]. 

X v.a. exponencia l:/ x (x) = ,ie-J.r 
1 1 

x ~ O; E(X) = A; Var(X) = A-2 

cos(a - b) = cosacosb+sinasinb 



-X 
V.o.. X : f}C(x.)-:: e I 

f.yC~) = e-.!J 1 

l'lCOC'~ \QQQ.S 

(no ho~ Coc'1"e\c.dci\ b) 
ei,-if"Q cillo.s. J 



9 enero 2017 Señales Aleatorias Publicación notas: 23/1/2017 
Revisión examen: 26/1/2017 

Normas de realización del examen 

o Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

o Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello 
supondrá la renuncia a la nota que tuvieran en el primer parcial. 

• La calificación del examen fina l para los alumnos que no hayan seguido eval uación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

o Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
a La duración del examen es de 2 horas y no se penni.te el uso de libros ni apuntes. 

l.- Considere el esquema de la figma, donde X es una v.a. N(O,u) e Y es una v.a. independient e de 

X, de rango o recorrido Üy= {- 1,1}, siendo P(Y= l)= p, P(Y=-1) = 1-p = q. 

Z= X Y .-------, 
X W=Z 2 

y 

Calcule: 
a) Las fdp's condicionales: j 2 (zlY= - l), / 2 (zlY=l) y la fdp margina l de Z:f 2 (z). 

Represente gráficamente f z (z) de fonna aproximada . 

b) La covarianza de X y Z. ¿Para qué valor de p son X y Z incorreladas? 
e) La fdp de W (no olvide el rango o recon-ido ). 

Suponga ahora que Y es una v.a. N(O,u) independiente de X. Se forman las v.a.'s: 
U= Xcos0 - Y sen0 

V= Xsen0+ Y cos0 

siendo 0una constante (0:S 0<277). Calcule: 
d) El coeficiente de correlación de U y V. 
e) Lasfdp'smargina lesdeUyV: f u (u) y fy(v). 

NOTA: Xv.a. gaussianaó N(17,u) :f x<x) = ~ exp[- (x-7)2]; E(X) = 17; Var(X) = a-2 

Uv2TC 20" 
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-
2.- En el esquema de la figura, X[n] es un mido blanco estricto, discreto en el tiempo, estacionario 

en sentido amplio y con fdp de prim er orden uniform e en (-3,3). Se tiene, además: 

{
I x l;I x ¡;:,; 1 

z=cr(x)= 
o l ;I XI> 1 

y a una constante que verifica la condición O<a<l. 

g(x) ,_____.,. Z[n] = g(X [n]) 

X[n] ---o 

L--i,~-------,-!> Y[n) = X[n]+a Y[n-1] 

Calcule: 

a) La fdp de primer orden de Z[n ]. Represéntela gráficamente. 

b) Media y varianza de Z[11). 
c) Correlación cruzada de X[n] y Z[n). 
d) La dens idad espectral de potencia de Y[n]. Dibújela de forma aproximada . 
e) Media de Y[n]. 

NOTA X . e: ( ) E(X) = x, ~ X2 ,· : v .a. uru1om1een x 1,x 2 : 
( X X )

2 

Var(X) = 2 - 1 

12 



30 junio 2016 Señales Aleatorias 
Publicación notas: 11/7/2016 
Revisión examen : 13/7/2016 

Normas de realización del examen 

• Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

• La calificación de este exame n final extraordinario será la media de los 2 ejercicios, 
siempre que en ambos se obtenga una nota mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se 
considerará suspendida la convocatoria). 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Consid ere el esquema de la figura, donde X y W son variables aleatorias independientes. 

X Z = h(Y) 

Suponga que X es un v.a. de Bemoulli (con p=q=0,5) y W una v.a. normal de media - 1 y 
varianza unidad. Calcule: 

a) E(Y) y Cov(X,Y) . Indique razonadamente si X, Y son v.a. 's inconeladas u ortogonales. 
b) La probabilidad condicional P(Z==llX=O). 
c) Las fdp's condicionales f z(z IX= O), / 2 (z IX = 1) y la fdp marginal / 2 (z). 

Suponga ahora que tanto X como W tienen distribución uniforme U(O,l). Calcule: 
d) La fdp condicional f y(y I x) y dibuje el rango de (X,Y). 

e) La fdp de la v.a. Y, fy(y) (no olvide el rango). 

2.- Sea X[n] un ruido blanco de media nula y varianza a}. Se forma el proceso Y[n]=X[n]*h[n], 
siendo h[n] = ao ó[n] + ak ó[ n- k] y k una constante entera distinta de cero. Calcule: 

a) L.,a autocorrelación y densidad espectral de potencia de Y[n) = X[n]*h[n]. 
b) La correlación cruzada de los p .e.'s Y[n] y X[n). 

Se forma ahora el proceso estocástico : 

Z[n] = A + BX[n -k ] 
Siendo A y B dos variables aleatorias con igual media 17A = r,8 y va rianza <í} = <í] , e 

independientes entre sí y con X[n:]. Calcule: 

c) La media y varianza del proceso estocástico Z[n]. 
d) La correlación cruzada y densidad espectral cruzada de los p.e. 's Z[n] y X[ n]. 

e) La autoconelación de Z[n). Indique si es conjuntamente estacionario con X[n,]. 

Xv.a. uniforme en (x1,xi): E[X]= x, ~x 2 ; Var[X]= (x2 ~; 1)2 

GAUSSIANAó N(r¡,u) :/ x(x) = ~exp[- (x- 7;)2]; E(X) = 17; Var(X) = u 2 

a- 2rc 2<í 
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TABLA DE LA DISTRIBUCIÓN GAUSSIA}lA 

X .00 .01 .02 .03 .04 º' .06 .07 .08 .09 
o.o .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .633 1 .6368 .6406 .6443 .6480 .65 17 
0.4 .6554 .659 1 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6819 
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .705 4 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 
0.6 .7'1.57 .729! .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704- .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
o.s .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
l.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .90 15 
1.3 .9032. .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9 147 .9162 .9177 
1.4 .91.92 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 _95'99 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .976'7 
2 .0 .9772 .9778 .97&3 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9S17 
2.1 .982I .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
'J • 
-·.:> .9893 .9896 .9898 .990 1 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 .99 18 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9-934 .9936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2_9 ,998 1 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3. 1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994- .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 
3.6 .9998 .9998 .9999. .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.7 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.8 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 1.0000 J.0000 l.0000 

Valores de G(:,;) para o::;;xs:3.89 en pasos de 0 .01 

r 1 -·~ G(x)= - · e ª dt :t/)() _.,fiñ 

á) v.°' X:= U(c, 1) -f~ (><) :::: { O <X(I •~ 1 • X 
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8 enero 2016 Señales Aleatorias 
Publicación notas: 22/1/2016 
Revisión examen: 27/1/2016 

Norm as de realización del examen 

• Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 10 puntos . 

• Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello 
supondrá la renuncia a la nota que tuvieran en e] primer parcial. 

• La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es. de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- La va bidimen sional (X, Y) tiene una fdp conjunta dada por la expresión: 

{

ke-x O<y<x 
l,\'Y(x,y) = o 

resto 

siendo k una constante positiva . Calcule: 
a) La constante k y dibuje el rango o recorrido QXY. 

b) Las fdp marginales de X y Y (indique sus rangos). ¿Son X y Y independientes? 
c) La media condicionada E(YIX=x). 

Se forman ahora las va 's Z=X-Y, W=Y. Calcule: 
d) La fdp conjunta de Z y W y dibuje su rango. 
e) P(W>l) . 

2.- En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y estacionario 

en sentido amplio , con fdp de primer orden unifonne en (O, 1). Se tiene además que 

h[n]= ó[n]+ ó[n-1]. 

X[n] --►I h[n] 

Calcule: 

a) Media y varianza de Y[11]. 
b) Correlación cruzada de los pe's X [n] e Y[n]. 
e) La densidad espectral de potencia de Y[ n]. 

► Y[n] = X[n]*h[n] 

d) La fdp de primer orden de Y [n]. Dibújela de forma aproximada. 

e) La fdp de segundo orden de X[n] /x(_x1,x2;n1,112) para ndn.2. 

;.r, ( ) [ ] X1 + X-, Xv.a. un.1_¡orme en x1,x2 : E X = - ; 
2 
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23 noviembre 2015 Primer Parcia l Señales Aleatorias 
Duración: 1 hora. 

Sin libros ni apuntes 

1 Apellidos: 1 

No 

Sean X e Y dos v.a.'s uniformes en el intervalo (- 1, 1) e independientes. Se forman las v.a.'s 
Z = g(X) y W = u(Y), siendo: 

Calcule: 

g(x) = e- lxl 

u(y) = {l y 2'. O 
o y< o 

a) La fdp de la v.a. Z. Compruebe que J~
00 

fz(z) dz = l. 
b) P(Z > 1/2). 

e) Media y varianza de Z. 

d) E(ZW). 

e) P(ZW > 1/2) . 
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23 noviembre 2015 

1 Apellidos : 1 
No 

Primer Parcial Seña les Aleatorias 
Duración: l hora 

Sin libros ni apuntes 

Sean X e Y dos v.a.'s uniformes en el intervalo (-1, 1) e independiF:ntes. Se forman las v.a.1s 
Z = g(X) y vV = 1.t(Y), siendo: 

Calcule: 

g(x) = e- lzl 

u(y) = {1 y~ O 
o y< o 

a) La. fdp de la v.a. Z. Compruebe que J~ fz(z) dz = l. 
b) P(Z > 1/2). 

e) Media y varianza de Z. 

d) E(ZW). 

e) P(ZW > 1/2) . f...,. r.,_, 
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29 junio 2015 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 8/712015 
Revisión examen: 10/7/2015 

• Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 10 pw1tos. 

• La calificación del examen final es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se 
obtenga una nota mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la 
convocatoria) . 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hoja s separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Sea un punto (X, Y) del plano, cuya abscisa X se escoge aleatoriamente con distribución 
w1ifom1e en el intervalo (O, 1) y, a continuación, la ordenada Y se escoge también 

aleatoriamente, pero en el intervalo (O, .Jx), de modo que se tiene la siguie nte fdp 

condicionada: 

f r (y j X = x) = {l / ✓x O .< y < ✓x 
O resto 

Se pide : 
a) Dibuje el rango de la va bidimensiona l (X, Y) y calcule la fdp margin al de la v.a. Y. 

Repr esénte la gráficamente y compruebe que f: f r (y) dy = 1 . 

b) La covarianza de X e Y. ¿Son v.a.'s incon-eladas? 
c) La media condicionada E(XJY=y). 
Se define la v.a. Z =✓X . Calcule: 

d) La fdp de Z . Represéntela gráficamente y compruebe que J.:.r 2 (z)dz = 1. 

e) E(YZ). 

2.- En el esquema de la figura, se tiene que X[11] es un p.e. gaussiano, estacionario en sentido 
amplio, de media nula y autocorrelación 

{

2 m=O 

R x[m] = 1 m = 1 ó m = - 1 

O resto 

Y[n] es un ruido blanco estricto, independiente de X[n], con fdp de primer orden N(O,l), y 
h[n]= b[n]+óin-I]. 

X[n] 

Calcule: 

►p Z[n] ►I_--' .. .. _ h[n] 

Y[n] 

W[n] = Z[n]*h[n] .. 

a) Autocorrelación y densidad espectral de potencia de Z[n]=X[n]+ Y[n]. 
b) Fdp de primer orden de Z[n]. 
e) Covarianza cruzada de Z[ n] y W[ n ]. 
d) Correlación cruzada de X[n] y W[n]. 
e) Densidad espectral de potencia de W[n]. 



ª1f<e[n,n+rn] = E(2,[n] ;\[n+<n]) = E( ( X[n] + ycn))(X[n+rn] + Y[n+rn1))= 

X[o] 
YCn]"l, 

: E(X[nJX:[()+~) + G(XCnJ Y[li+niJ) + t: (x[n+m]-y(n]) -t E(Y[n] Y[n+""IJ)-= 

1r.oeF ~ Rx[rn]+ ~¡;;'(y[n+r-rí ]) + E~E(Y[o]) + ~y[r.-D 
o o 

: b [rri+ i] + 2 ~[N)l + ~ [ft\-11 t f> [fY'I] = $[m+ 11 + 3S[N\) + & [""-i] / 

\_ Y["] r-, ;,lo blcAoo .,.. =e~ ,~ nu~[,,,¡¡ : aje. b[l'l] = ,'- ¡;r...,] , ,&[..,,] 

~:a (..a.) • TF i iz,,, [ m] ~ z TF { / ~ • e•j-'\ 3 + ej~. 3+ Zoos.a. ¡ -" <-'.'.° <,;-

- · . . Dl.?noo Zit .,.a. -)..n.. ' 
cosx: e +e 

z 

b) 
¡ru;\. 

~[n1 ~ X[n] + Y[li]::: N (o,~ ) + N (o,, ) ~ N (o+o .1 ✓<.rz:)-2.+,~) = N(o ,~) 

(X[nJ)~ E(x2[n])-[6ú<[ oJ)]'l. 

-= E(X Era:XCnJ) - 02.~ 

~ í-Zx[o] ~2. 

e) o 

Gov~w[o,n+m] = t;( t[n] W[n+<Yl])-~ E(W[n •HY\]) : 

~~~~~ ---
.. E(ZL"J) ·=- E(X[n] +-'Y[nJ) ~ ~(X[n]) + É(YCf'\]) = o + o= o 

& W[n] = ? [n] * h [n] -:: 'l;[oJ * ( &[o] + 2>(n-iJ) == ~(o] + ~[n-i] 

~ E(~ [n]- ( ~ ["'+rril t- Z ["+~ - 1])):::: 

s:: E( ~[li] ~[n~N"\]) + E(~[n] ·z["+rn- i]),., R~(M] + '2~[""-•1 ~ 

:: ~ [M·H) + 3 b[N\] -¡- ~[M~l + -~[O'\]+ 3--5,'Y'l-i] -i- ~ [rn-2] :: 
-.......-



= S[n\+ i] + 2$ [m] t- ~ [rn-1] +· ~(N\) + 2.$ [rn- i] + b LN'\-z.]-= 

-= ~ [rt)+i] + 3,$[°'] +- 1..$(N"l-i] + ~ [1Y!-2.] 

~(-D-)---r1= ~ h[n] ~ =TI"~ b[n1 + ~ [n-i] ~ -= 1 + éj..n. :: 

= 1 + eos (- ..a.) +j se11(__n.) == 1 + e.os ..íL -j ~..o.. 

1 }-\ ( ...Q.,) \ 'l. = ( 1 -t- CO .S ( +,s:z..)) 2. + (- 5eJl ..SJ-) 'l.. =. \ + 2. COS .J"?.. -t CO S 2 ..(L.. + &e,\ 'l. ...0-

-::;: 2...( 1 +co s_a..) 
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9 enero 2015 Señales Aleatori .as 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 23/1/2015 
Revisión examen: 29/1/2015 

• Cada ejercicio se conesponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

• Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello 
supondrá la renuncia a la nota que tuvieran en el primer parcial. 

• La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes . 

1.- Sean X e Y dos va's con fdpc: 

{

C X 2 Ü, y 2 0, X + y ~ } 
Íxr(x,y) = O t 

res o 

Calcule: 
a) La constante e y las fdps marginales . Dibuje el rango de la va bidimensional (X, Y) y decida 

j ustificadamen te si X e Y son independ ientes. 
b) La covarianza de X e Y. ¿Son incorreladas? 
c) La media de la variable aleatoria X cuando Y toma el valor 0,5. 

Si Z = X+ Y, calcule: 
d) La covarianza de X y Z. 
e) La función de distribución de Z. Obtenga también a partir de ella la fdp de Z. 

2.- Sean X1[n], X2[n], . .. , XM[n] M secuencia s aleatorias de ruido blanco estricto, independientes 
entre sí, y con función de probabilidad de primer orden Bemoulli (procesos de Bernoulli 
independientes) con P{Xk[n]=0} = P{Xk[n]=I} = 1/2 (k-1,2, . .. ,M). 
Se define el proceso discreto en el tiempo: 

M 

X[n ] = ¿X k[n] 
k=I 

a) Obtenga la fdp de l er orden del proce so X[n] y la P{X[n ]> 1} en función de M. ¿Es X[n] 
estac ionario de primer orden? 

b) Suponga M=2 y calcule la media y autocorrelación de X[n]. ¿Es X[n) estacionario en 
sentido amplio? 

Considere ahora el esquema de la figura, donde X1[n] es una de las secuencias de ruido blanco 
estiicto de BernouUi anteriores, W[ n] es un ruido blanco estricto con fdp de 1 er orden normal 
estándar e independiente de X 1[n), y h[n] = ófn]- óf n- 1]. 

Z[n] = Y[n] * h[n] 

Calcule: 

c) La media condicionada E{Y[n] IW[n]=w} y la P{Y[n]> l }. 

d) La correlación cruzada y el espectro cruzado de W[n] e Y[n]. 
e) La autocorrelación y la densidad espectral de potencia de Z [n]. 



@ .~ ~G ·· •~)= e,(n ~p~JJ 
X[n]-:: _2X~[n]::: Xj[n] + Xz.[n]+ . .. r x, ["] ' f- 2 1 - z 

~:., M ---<---~_.,, ~ 
a) r; / xi.r,,1 .-.'\c1 

ec["] ~ Ser( p= ½) + --- ... Ber (p= t) : ~( t, ±) + --. + e,(t, ~) ~ 

= 6(M, ~ ~ ;;--::;:s -
t (X[n]: K) = (~)-(t.t ( 1-~ r I< , /¿: o, I,<?, .•• j 

X [n] es es1o,c-t)n~ne de o("tje_" ~ s.i ~ (x I t1) :X[".] es es-+o_c:.ic<l<:"Acio 

¿ P( X[t\] =~) ~ cie~cle de n. ✓✓ tj 6e croe " -1.. 

1 P (:X:[n] > 1) = P(X[n), z) + P(X[n)=:3) + ... +-P(X[nl=,..) = 

= 1- P(X[n],c, )- P(X[n) =I) = t -{J) u)"'-(~)u td -(M: )( 2..1 >1 
º T 

b) X["]~ }(,[n] + X
2
[n] 

~(xr.-,J)= E(x,rnJ +X,r.,J) = E(:M.,1)+ t(x;,[ nl)= i_ + -} = ~ 
§,e["' n+~ = E (X:Cn]x [Mffl]) ~ É ((X. [ n] + ~[n])( x, [ n "'V+ Xd'n+niJ )) : "'°' 
~ E (X ,[ti] ~, ["-tmJ) + ~ (~['1] Xz.["+MJ) + é:(X2[nJX,[l"'\+-«l]) + E"(X4[t\) Xzff\-+-N\J) ~ 

= /<-x.['""'],+-€(X,[n]) e (Xz[rvt~) + 6(X¡[tiJ) e(x , [ni-rr))) + {x2CltlJ' 

= 2CZ.x(mJ -t- .l. . ...!.. + .l. -1 = ~ r 7 
L ' . ¡ 2 2. 2 2. '4"lt,[MJ ~ E"(x,(riJx.[n-t-Ml ) 

= 2-(-¾¡¡ .. ~ .!,[,..,]) + ~ = 1 + ~ .!,, [,,, fl } • ~~o , E(x,r'\l)Ecx,rn,.,~ = ½. ½ = ~ 
l w SI m = o : E(><7["ll) ==-~ ><t.tP't = 6· {+ •1·-½:: j 

_ 1 ( 1 _ 1 )$fi 
c:)@(Yrcil/wrnJ•~)= E'(X.fn]wrnJ/w-c"]~w) L - -q + ~ Y l'll] % ~ .. ~ ó[""J J 

~ "-
= E(%,t~)w)"' w i;'(J<:,[nl) =-W • ~] 

E(Yrñ] > 1.) = p ('Jl, [ n] =o) . p (Y[" 1 > 1 /X , ['1] =o) + f' (1C, [ riJ = 1) . P(Y[n] >' /x;rnJ = 1) ~ 
Y[n]=X,l"]W[oJ ~ -: ½ · ~(Y[")=o >:1.) + ½ P(N(c,,) > \) =-

<:oi-,,o ¼,[n) eG llt\ó.. Qerr,¼íli ; \ o ~ 
0 X,C"J~o .:>Y(n)=o 'lz O 1 

• X,[nJ -:;i~ Y[nJ ~v/["3,,. N(o,1)'11.. ::: O+~ (1 -G(t)):: { (1-c:M~~) 

~:::) ~ .. ·~ ::o~ 
O 1 ~ 
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X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
o.o .5000 .5040 .5080 .5120 5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
0.2. .5793 .5832 .5871 -5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772. .6808 .6844 .6879 
0 .5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7l90 .7224 
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
0.7 .7580 .761 1 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
J. l. .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8.980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .91 JS .9131 .9147 .9 162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 ..9591 .9599 .9608 .96 ]6 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9.821. .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 - 2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 "'- 2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .993 1 .9932 .9934 .9936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .997 1 .9972 .9973 .9974 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3-l .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 ,9993 .9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 ,999(i .9996 .999 6 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .999 8 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 
3.6 .9998 .9998 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.7 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.8 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999 1.0000 1.0000 1.0000 

Valores de G(x) para O~x ::;3.89 en pasos de 0.01 

r l - '~ G(x)= --e 2 dt _..fii ){¡[ri], WfnJ i"d 
.--...... 

d ~.,..,,.[ n . n+n'i] : E ( w[ n] y [,,. "'3) ~ t: ( W[ n1 X, [ <i+..;J \.Jl """J 
i 
= 
~ 

,fÜC ,[<i+MJ)~ f ½~frtíJ! '2.w[o-il:: a-~ f[M] ::: ,'2.. b[rn] ~ &[f't\J 
1' 

v'/tt'\1 rv i<.)<:) °l?\CJ'lc..o ~ ,c.._ ov\o-_ 
~(m) 

§wi-c.o.) =TF ~ ~-r"I)> ~ TF" ~ ~ b["V ~ = Il F--eco 21'( 
-7T<_...Q...<.íC 

e) ~[mJ = '2-y[f'<1] ~ h[M] * h.[-m] -
Q~[N\]= E(Y[nJY(n+MJ):::: E,(_x.[n]W[o]X;["tl't\)W[n+MJ)::: 

inCT ~cx.,[n]X.1[1\+'1Y\j) E(W[f\Jw[n+'""]): ( ~ +-~ ~L""J) • i[MJ ~ 
. ""'"" -

Qx,CN\J Rw[nif 



: i ~[m)*(~[""] - b[M-11)* (~[-N"\J-~[-Ni-Q)~ ----- (M+1) 

:: "t ~~f1 t. ( ~[M]- $[m-iJ)* (b[~ -Sf"'•O):: ~ [ b[m)- b(IY\+•J-Í[M-i)-'"Í[~D ~ 

= -i J[M-tJ +~[ ~1- ~ ~[~ +iJ 



21 noviembre 2016 Primer Parcial Señales Aleatorias 

1 Apellidos: 
Nombre : 

Considere una v.a. bidimensional (X,Y) de la que se conoce : 

La fdp marginal de X: / x(x) = 3x 2 O< x < 1 

{
ky O<y<x<I 

La fdp conjunta de (X,Y): fxr(x,y) = 
O resto 

Se pide : 

Duración: 1 hora 
Sin libros ni apuntes 

1 

a) Dibuje el rango o recorrido de (X,Y) y obtenga el valor de la constante k y laP(Y S XI 2) 

b) La fdp marginal de Y. Indique su rango y compruebe que f:fr(y)dy = l. ¿Son 

independientes X e Y? 

c) La fdp condicional f r(Y I x) y la media condicional E(YI X =x) 

d) La fdp de la v.a. Z=g(X), siendo g (x)= x2 
• Indique su rango y compruebe que 

J:f 2 (z)dz = 1. 

e) E(XZ) e indique si X y Z son o no ortogonales. 

SOLUCIÓN: 



~ Co~s,d~te. ül\<l. \J ,()_. b1¿,l'/\~01CJ'o.\ l'X,~J ~ lC>. ~~ st m1K)~: 

· l0-Cov t'(\~\I\().\ ~X: C-x:C)(')=-:>x.1-Jo<x<l 

1 

. lt\ ~c\-v COIÍJuMa de c~,1.): ~:ne~/'/)-:: k:y .,o<y<)(<l 

s~ ~\~~: 
o.) D1'b\)\ e. e1 ro-~\l o ~cotn~ ~~ (X,!) 1 o'tilet-,Jo. t\ ,rGai cr d" lCl c.cl)oto.n le k. 

J La. ·V l'-g: !: X/2J o:> 

b') lo. \°l mcc,110.\ ¿~ J . \f\a,~ 0\) ('O~O ( (OM¡>~'be. ~~ J .. ~.t! ('i')d~::. \ . 

g Son \(\~i;\6l~t~6 
e) lo. to1 (tlí\c\1c\a\a\ f:r ('1/~)j (o_ti'lr.CIQ. ((iftcl1C\00o.l t('St(Z.=X"') 

d) lo. ~(\? ~ lo_ \J.ll.. °t¡ \'.) ~) .. J"1e/\~Q j ()(J:: )(.'1.. \f\dl~lt ó\l tol\Jº J 
comJN~ll ~~ JO(). Ci (i) Ot. ~ \ 

~ 

t.X~tl\EN 
Sf\LT 

21 cw\/-2016 

Vo..tc.\o.\ 
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~ 

~X 

Ííorulof'(tlo.C\ll\ de \l.A . <ro-\\lw(),. (-X') en \J.O.. @~lt,lj;) (1
1
) 

--------------
1) j (>i) o.s ~\I\VO. e.rt11dru111>"1~e crtt10\\(' O\ Rr;: (o/) 

i') ()(,s~e. 1.~\i') ·. t:: l -) J<.-;. + fi \:f' (1.:') 

~') j' \l.') ~J ~w10. '( ~\Jo.~\~ m Rt,-= (o,i') 

(j'~ (f)-:. l :[
1h

: ~ 
't -z.-íl. 

Se. (\lit\~'°' lo.~ trtJ (qlQ1Cl 3\~S J 'f\\C11C.l?J yoo~oS o.~\rn,t lo. rcrro•J\o. ~ lo. {rM.1{ormo.t\M : 

c~-J (i) = ~x (it.=-J'1~)"). \~,',' (1.)\: i1 ·\ i¼-\ :: ¾-G,) º <t.< 1 

"!"1'~ ' f \Jt)<R, r ~ G d1 , :,/ f "-~/1. J 1-:' : \ / 

¡ .. ()\) 'i.:o J- J :i:o 

)("'o:> )(':' ' 1(:.1 

E ('Xi0: t(,tjl~~: J X·j(X) ~ (x)~x:.f=~.'/., 1 . 2>~"c1X::65lcx: ~ [~ 1 -: 
'l{<-0;) )(-:.o )(•O (; 'i.::o 

:. ~ f o ~ y I q_, ~ Ot'~tY')\Q \ e.,~ 



·'.30 junio 2014 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 9/7/2014 
Revisión examen: 11/7/2014 

• Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 10 puntos. 

- • La calificación del examen final es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se 
obtenga una nota núnima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la 
convocatoria). 

• Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Sean X e Y dos va's independientes. X es uniforme en (0,1) e Y es una v.a. de Laplace con 
fdp: 

1 y-1 
,Y< 1 -e 

J y(y) = 2 

1 -(y - 1) -e ,y 2: 1 
2 

Se realizan las transformaciones Z= 1 Y-1 1, U=X+Y, V=X-Y. 
Calcule: 
a) La función de distribución de la va Y. Dibújela de forma aproximada . 
b) P(l SYS2) . 
e) La fdp de la va Z. Dibújela de forma aproximada . 
d) La covarianza de U y V. 
e) P(V<O) =P(X<Y ). 

2.- En el esquema de la figura, X[n] es un ruido blanco estricto, discreto en el tiempo y 
estacionario en sentido amplio, con fdp de primer orden N(O, I ). Se tiene, además: · 

_ x -{x sijxJ 2?. 0.5 
y - g( ) - O siJxl < 0.5 

y h[n] = b[n ] - a ó{n-I], siendo a una constante que verifica la condición O<a< 1. 

g(x) -- Y[n] = g(X[n]) 

h[n] 1---__. Z[n] = X[n]*h[n] 

Calcule: 

a) Media y autocovarianza de Y[n). 
b) F dp de primer orden de Y[n]. Dibújela de forma aproximada. 

e) Covarianza cruzada de los pe's X[n] e Y[n]. ¿Están incorrelados? 

d) La fdp de primer orden de Z[n]. 

e) La densidad espectral de potencia de Z[n) . Represéntela gráficamente de forma 
aproximada. 



\11-QO(!:."mr,rfE 

Cy[ t\,t\+róJ ~ E(Y[n] Y(n+,-,,J)- E(Yfn1) EC~n+IY>] =o'9,GiJ">_¡ 

Í<y[~,n+raj::: E(YCn]"Y[n +rnJ) = E ( 9(X[n])9(XCn+rriJ)) -:: ~ 

b) T(""O\nsforN\ C~.c.-o~ oe. ''p1: (X)¡yfir,vo···,cc"J" 0\. Pé mrx-+o11 (Y[nJ) 

• P<1«re o,sca,rr., ; ~ (Y["]~º) = p (-o'S < X[ "l L o •s) = , - z P(x~s) = 
-o 'S< X'-.0 1

~ . ~ ,:-:::7 o•s 
1{Mft& ::: 1 -2.[1 -G(o 'c;.~:: 1-2(1 - 0'691s):: 0 ~ 

0 

• P<l"-1"C com::.,: ~"1 ( Y, n) " f":x (9,n) = ¿_ ¿½9'- \ ¡ ~~:.~ 
,<l..--o1S A víñ . 
X>o 'S ~ 

f.Zesum,enco.' 

· F( Y[n] ~o) ~0 •~&.3 

f~(~ 1n)::. 



-----
Xes v.a.-unifonneen (x¡,x 2 ) ⇒ E(X) == Xi ~X2' Var(X) = (x2 -xi/ 

12 

X es v .a. Laplace ⇒ J x (x) ='!!_e -blx-al, E(X) = a, 
2 

Var(X) = , 
2 b-

1 1 , (X-µ) Xesv.a.N(µ,<J) ⇒ fx(x)= .¡¡;;e-<x-µ) 12
~, Fx(x)==G -- , E(X) =µ, Var(X)=a- 2 

· a 2n a 
,~· 

G(x) = )¡;; r e..,,212du 
2n _, 

f x2e-x' /2 dx == -xe-x' 12 + f e-x' 12 dx 

TABLA DE LA DISTRIBUCIÓN GAUSSJANA 

X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
O.O .5000 .5040 .5080 .5120 .5160- .5199 .5239 .5279 .53 19 .5359 
o.~ .539g .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6 103 .6141 
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 
0.5 .69 15 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7 123 .7157 .7190 .7224 
0.6 .7257 .72-91 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .75 17 .7549 
0.7 .75 80 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .805) .807& .8!06 .8133 
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 
LO .8413 .8438 .&46i .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
l.l .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .91 15 .9 131 .9147 .9162 .9 177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .93 19 
l.5 .93 32 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
J.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .97.26 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901' .9904 .9906 .9909 .99ll .9913 .99i6 
2.4 .9918 .9920 ;9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9931 .9934 .9936 
2.S .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 ,9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .. 9962 .9963 .9964 
2.7 ,99155 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 ,9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 · .9979 .9979 .9980 .9981. 
2.9 .998 1 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 ,9?87 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3.1 .9990 .9991 .9991 ,999 1 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993, .9993 
3 .2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9~94 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .999(:i .9996 .9996 .9996 .999 7 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 ,99.97 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 
3.6 .9998 .9998 ,9999 .9999 .9999 .9999 .9999 :9999 .9999 ,9999 
3.7 .9999 .9999 ,9999 .9999 .9999 ,9999 .9999 .9999 .9999 .9999 
3.8 .9999 .9999 .9999 .9999 .9999, .9999 .9999 l.0000 1.0000 1.0000 

Valores de G(x) para o ~ .i::0.89 en pasos de 0 .01 

1 • -r .. 
G(x) = _ ...fiñ e 

2 dr 



Fo.ooz1\ 

e) G,~ ( SZ.) = 5.,. (__a..) · / H (.a..) 1; f • ( f +o..,_ - .lo..cos .n.) ~ 1 + tt' - 2o.. cos ..a. J-·m .a. < 11 

5x(.n.)-= ¡-¡=:~ Q"[íf"\]~ :e TF~ ~[tn] ~" 1.. 

H ( -'2..) ::: TF ~ h(") 7 = ·rt= i $[n]- o..&["'-Ü}-= 1- °'_ ¿j.a..= 1- o-.(~-os(-J2..) ..-j~l-.t'.-)):;, 

~ 1 - o... e.os .n +jo. Se-\...n. 

IH(..n..)\1
:: (t-o-cos .!2.)Q.+ (o..~.ri..)?...-= f-2~cos-!2. + o..,z.cos'-..IZ. +Cl~$e,\z..rt = l-+-~-2o.~.n.. 

--..........r 
o,:2-



... 

Se ~ohtoo lt\l trof\SforMo.ticr.e.s ~,:: / 'l-1 \.; \J =X+ S ., V-= X -1 . Co.\~lt ·. 

o..') lo. ~\lM .\~ ~ ~tsm"ou~ de lu \J.~. y . D\bvjelo. ~ tor('IICA ~vr~,~~o.. 
b) 9 (, ~ "1 ~ ~) 

e J Lo-~óf ~~ \o. \l .lX. 1; _ 1)1b~jt\o. di (orffl~ o-vrol<,mC\.do. 
<:!) f.o. ~CNIC\fl\o. ~ IJ '/ V 

f) V( V-<.o")~ V(X<: T) 

--

'TroNf.orl"I\O<t\C/) ~~ \J.O.. <t:n~\l'\IJC\. C!) 91 \l,o.. ~ )MO- Ct} 
-t -=J\.'I) h&1t 1or~ o~t\~\t '/ ior~t t~c.\f)'l\t rn R:r.-= (-()-')1<X1') 

Vtllit 1 , ) 3, l't) : -) +, es «11~,(\vo. estnt\o. 11\e'\~t ~c,~le.. -tt1 Ry = (-()(), 1) 

-r-- l) f.¡1,¡S,~t ,r.\.,~~() ;f,1 (l) ·, t.~ -, ti =) y,; 1-i • J: (-l) 
.:} <-\ o) ~s: (t') 1!.S C\1\\1 l\vo. 1 ól?!\~tr.'b\~ t" R i, : (. ª. CX) ') 

(f,'tt)=-\ 

~AtT 

2!u\)~\()2Q\~ 

~l 



VMJ't1.. l) j,N)-: 1--, es cml)nvo. fstric\~mO'I~ oec,~te ~ R1.=l\01:,) 
---r-

i) f)C\J t~ vw,¿r~ -3; (l) ·. 1.: 1- 1 :) 'Y : 1 +l ~:R (f) 
~) _9~ \ l) tl Q:11'.\\1100 ) Ó~v~'o\e ti\ t~_-= [o,~) 

\ 

~;') (:C): 1 

~ CUI'"'?'°' lM t¡tj' (Cj\~)C\Ol\e,.,; ~\<)I\Ctl JodC'//m o.y\icor ltA r~rN'>\l\o. ot lo. {roi,J\-()r('t'lO.C\Cfl ·. 

f i ('l )-= ry b ·=\f,' (i)') · , lJ:1

)

1 
(1.)\ + f51: (" =j~' (l) J • \ ~,.' )1 

(t.)\ 

-:: ~ el·t·I. \-\\ + i e.- (H1-l).' 1 \:: e_:¡_ J t~O 

~; º f é1 dt, -[e'1r' - (e-"-€º)' l ✓ b 
-ro o o 

\J ("I; :_E:('31.)~~('S:)Y° ~ E(Y.:z.):: \f(Y) +[t(5t)y:: 2.-+l~: 3 

~("f)c \ , ~: ~ ,~____,. 

-1, 
~ ( v;:. t(X-\-~f) =-t(x) 4-t(!J:: J..+ l-= ~ 

~ 2, 

f( V")-; E(X-'1"') :E:(X)·EC'i): ~-\ :: -4- -------



14 enero 2014 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 28/1/2014 
Revisión examen: 3/2/2014 

o Cada ejercicio se conesponde con la materia de uno de los exámenes parciaies del cur so y 
se califica de O a 1 O puntos. 

o Los almnnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parcial no precisan entregar el primer ejercicio; en caso de hacerlo, ello 
supondrá la renuncia a la nota que tuvieran en el primer parcial. 

o La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de 1.os 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrar io, se considerará suspendida la convocatoria). 

° Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.-. Sean X _y Z dos variables aleatorias independientes. X es una v.a. N(0,l) y Z es una v.a. 
de Bemouilli, con P(Z=O)= -P(Z= 1) = 1/2. Se forma iavi: u;;--z~x.-calciife:··· -.... . 
a) La media de U, la varianza de U y la covarianza de Z y U. 
b) La función densidad de probabilidad fu (u) de la v.a. U. Dibújela. 

c) P(U> 11 Z= 1) y P(U> 1). 

Considere ahora otra v.a. Y N(0,1), independiente de la v.a. X anterior. Calcule: 

· d) La función densidad de probabilidad fw (w) de la v .a. W = ~(X + Y) . 
. -v2 

P.) L.., fun--;An rlo,~s1· rlad dP p1•f'lh<=1hilirh,ct ,..o··n,iunta +__ (w VI r!P. las V a ' s· _. a .J. 1.vJ.vu '-"'-""lJ. u · .... ...,v,.,.._v......._.,_....,.""' .., ~ J i·VV , 1 _,.,, .. ...,. 

1 
W= ✓2(X+ Y), V= Y 

Indique razonadamente si las v.a. 's W y V son o no independientes . 

2.- Sea X[n] (n E~) un ruido blanco estricto, con fdp de 1 er orden: f.,c(><,f'I) 

· {l+x -l <x<O ,1-- 1.. 
fx( x;n) = 1- x 0:::;x<l ~ 

O resto - 1 , >' 
Se hace pasar el proceso X[n] por los bloques de la figura, donde g(x)= ixl y 
h[n] =ó[n] +aó[n - N] (siendo a una constante real y Nun número entero mayor que O). 

X[n] .,¡~ _ g_(x_)~ 'Y[n] = g(X[n]~I h[n] 1 Z[n].,= Y[n]*h[n] 

Calcule: 
a) La función densidad de probabilidad de ¡er orden del proce so Y[n]. Compruebe que 

J.: Ir (y; n)dy = 1. ¿Es Y[n] estacionario de primer orden? 

b) La autoconelación de Y [n]. ¿Es Y[n] estacionario en sentido amplio? 
e) E{X[n]Z [n]}. 
d) El valor de la constante a que hace que Z[ n] sea de media nula. 
e) La densidad espectral de potencia de Z[n], para el valor de a del apartado _anterior. 

Represéntela gráficamente, suponiendo N= 1. 



1) 9
1 
(x) = - X es col'\·ti"vo.... es+ñ~~-+e ~QA+e QA R x"" (-1, o) 

z_) E"xis+-e i",we~ci.. 9~'(y) ~ ~=-X ~ E-= -_y: .91-
1

(~ 

3) (9: 1
)(~) es ~"''~ _y rj&\Vo • .ble ~ Ry: (o,,) 

~~•)'e~)=~ 

r) 92,(x) :-:-x e3.s ,:,.:,cyti('\.IJC\. es4ñc~evte ~~ •f..e e11 ~ ~ (C,t) 

~) ex,ste ll"\Ver~ 91.1 
(~) ! ~ :q ( ---:) G=-!;j ~ 9i''cy2J 

~) ( 9;') Cj) es c0,-,-h"v0-. ~ c:1e~ve-.bie. el\ I<.} -= (o, t) 

~9;')'(y) =j 
5e w."nfie , CA.p\\CC:!- le.. •~:-Mv lo.. de. \ C\. tf<:J\.S ~rMo..c.~ : 

~-y(y' ") = f& (><: 9;'<9)) . / (9~')'(~) 1 + f,t Ü< ·9=-· (9)) . 1 es,;:•)' (y)) 

~ ( , -"') · 1-11 + ( 1 -~) • 1 si = 2 • ci -y) , o <\Y 7 
·-

Y [~es e.stc:.i.c.--o{)o..n"o de o~~ 51 .fyC.Y,") ~ de.pQ,,"~ ~ '1 / 

Y[n] 'ii,.¡ es es~c.'t:>t"l~--O de oro~ 1.., 



b) ~[n,n+">] ~ E (Y[n] y[n+ mJ) = E (9( X[n]) g(x'fn+"!J)) 

• .S• m1 O ~ E"(9(X[nJ)) E(s(X[n+mJ) ) ~ 
( rv ieo blo.C\<..o) 

G(9(xfnJ)) ~ J00

9( x)fx (><)óx ~ J ~xi · f~ ú<)ó x = 
·"' - 1.._..,.., '----'-' - ....., PAR PAA. 
~ 

pi:¡p_ 

1 

2 J x(1-x)d'>< = •.. =J... 
o 3 

'e') Y[nJ '2! es ES A 

~[o ] .: Y[nJ • h[n ] = Y[n] * ( h[n] + o. ~[ n-N]):: Y[n] + <AY[n ·N] = 3(Xf oJ)+ o.9(X[n -N]) 
r-u¡()o bbnc.o 

~ E ( X[n1s (~[ru )) -t o.. ~e XIn] 9(1C[n- N]) ) t E(X[.,J9(x[nJ))+ a E(X[oJ) E(sC,l[n -NJ)) s:. 

:-o + o..•o-..!. ::.o 
3 

e) Sic=)= Sy e=)· 1 li <..a.)l 2.; (2-; 1(-"-) + ,',;,) 2. ( 1 - cos (.n.N)) ~ 
fiy(...o..) = TF ~ ~~ [rn] ~ = T~ ~ J. + J.. $[NI]~= ...!... 2-it ~(.a.) + ..!.. 

9 IS q tS 

H(_n_)= TF~h.[nJ~= TF~ ~ [nJ+ o.&[ n-N) ~ : l+o..e-J.a."'= 

~~ 
é (X[nJ) = j ~gc)dx .. o 

-;>6 p 
-1--.r-

I 

: t + o. [ eos (-..aN ) + J ~" (-.a.N)] ~ 1 + o.<os ( ..a.N) -j °'sen ( AN) 

- ( H (...(2...) f' = ( 1 + o..cos( ..a..N))
2 

4- (-o. S<é!r\ (JL!'J))'l. = l +'2..o-~ ( ..tt.N)-+ ~ c.os•2-( fl-N) 

,4 Q '2 s e,,¡z( ...IZ.tl/) -:: 1 + ü '2. -+ 2. 0.. DOS (..D.N) "' 2 ( t - COS ( .a,.f',I ~) 
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25 noviembre 2013 Primer Parcial Sefiales Aleatorias 
Duración: 1 hora 

1 Apellidos : 
Nombre: 

Sin libros ni apuntes 

1 

Se tiene una variable aleatoria X uniforme en el intervalo (- 1,1), a la que se le aplica la 
transformación indicada por la siguiente función: 

( ) {
1- X 

2 
, X ~ Ü 

y =g X = 
1 + 2x,x::;; O 

a) Calcule la fdp de la v .a. Y =g(X) e indique el rango de la v .a. Y. 
b) Calcule P(Y > O) 
e) Calculelamediadelav.a. Y. 
d) Decida jus tificadamente sobre la ortogonalidad, incorrelación e independencia de las 

v.a.'sXe Y. 
e) Se tiene una v.a. Z con la siguiente función densidad de probabilidad condicionada: 

fz (z IX= x) = {k, - 1 < x < 1, O< z < 1 
O, resto 

calcule la constante k, la función densidad conjunta de Z y X, y la función densidad de 

probabilidad marginal de Z. 

SOLUCIÓN : 



-

26 junio 2013 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 5/712013 
Revisión examen: 9/7/2013 

a Cada ejercicio se corresponde con la materia de uno de los exámenes parcia les del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

• Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igua l que 
3,5 en alguno de los dos parciales no precisan entregar el ejercicio correspondiente . 

• La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

° Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas . 
o La duración del exame n es de 2 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Sea la fdp conjunta de la v.a. bidimensiona l (X,Y) 

{
asin(x+y) 0<x5'1l/2, 

Íxr(x,y) = O resto 
0<y5'1ll2 

Calcule: 
a) La constante a. 
b) Las fdps marginales de X e Y. ¿son independientes X e Y? 
e) La media de la variable aleatoria X. 
d) Se realiza la tran sformac ión: U=X+Y , V=Y. Calcule la fdp conjunta de U y V (no olvide 

indicar el rango o reco1Tido de la v.a. bidimensional). 
e) La fdp de la v.a . U. 

2.- Sea X(t) un proceso estocást ico continuo en el tiempo 
X(t) = cos(t + <I>) 

siendo <P una v.a. discreta que cump le: 
P(<l>= O) = P(<P=n/2) = P(<l>=n) = P(<l>=3n/2) = 1/4 

Calcule: 
a) La media de X(t). 
b) La autocorrelación de X(t). ¿Es el proceso estacionario en sentido amplio? 
c) La fdp de primer orden de X(t) y dibujarla para t = O. ¿Es el proceso estacionario de 

primer orden? 
d) La densidad espectral de potencia del proceso X(t). 
e) Se hace pasar X(t) por un sistema linea l e invariante, con respuesta en frecuencia 

H(úJ)=l/(l+j w), obteniéndose un nuevo p.e. Y(t) =X(t)*h(t). Calcule la densidad 
espectral de potencia y la auto correlación de Y ( t). 

Fómrnlas de inter és: 
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb 

f xcosxdx = xsinx + cosx 

f xsinxdx =-xcosx+sinx 
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15 enero 20 13 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Public ación notas: 29/1/2013 
Revi sión examen: 4/2/2013 

o Cada ejercicio se co1Tesponde con la mater ia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

,., Los alumnos que hayan seguido evaluación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en el primer parci al no precisan entrega r el primer ejercicio . 

• La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los 2 ejercicios, siempre que en ambos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

,., Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas. 
• La duración del examen es de 2 horas y no se pe1111ite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Sea la va bidimensional (X, Y) con fdp conjunta: 

{
- l<x<l 

f XY ( x, y) = k 2 1 
X <y< 

Se define, además, la v .a. Z = X2
. Calcule: 

a) El valor de la constante k y las fdp's marginales de X e Y. ¿Son independient es? 

b) La covarianza de X e Y. ¿Son incorreladas? 

c) · La fdp de Z . Compruebe que [/ z (z)dz_ =l. 

d) E(YZ). 
e) Las medias condicionadas E(X IY=y) y E(YIX~x). • .. . .. 

2.- Sea X[n] un ruido blanco estricto con fdp de l er orden Normal estándar . 
Se forma el proceso · v."\ ck:..ae k 

· 7' , CN>'O 
Y[n)=A(l + X[n-JVJ) 

siendo N una constante entera mayor que cero y A una v.a. discreta, independiente de 
X[n], con P(A = 1) == J/4, P(A = -1) = 3/4. 
a) Determine la fdp de l er orden del proceso Y[n] y calcule P(Y[n]> 1). ¿Es Y[n] 

estacionario de orden 1? 
b) Calcule la media y la autocorrelación de Y[n]. ¿Es Y[n] estacionar io en sentido 

amplio? 
c) Calcule la correlación cruzada entre X[n] e Y[n]. ¿Son X[n] e Y[n] conjuntamente 

estacionarios? 
Suponga ahora que X[n] no es un ruido blanco, sino una secuencia estacionaria en sentido 

amplio con autocorrelación R x [ m] = co{; m). Se hace pasar X[ n] por un Sistema Lineal 

e Invariante con respuesta al impulso h[n] = ó[n ]-ó[n- k], siendo k ~na con stante entera 
mayor que cero, obteniéndose a su salida la secuencia Z[n]. 
d) Calcule las densidades espectrales de potencia de X[n] y Z[n]. 
e) Calcule R2 [ m] y determine el valor más pequeño de k que hace máximo R2 [O]. 
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26 noviembre 2012 Pl"imcr Parcial Señales Aleatorias Duración: 1 hora 

1 A¡,ellidos: 
Nombre: 

Sin libros ni apuntes 

1 

Sean X e Y dos va's independientes. X es uniforme en (0,1) e Y es una v.a. exponencial , de 
parámetro A. Determin e: 
a) P(Y>X). 

b) La función de distribución c01~jun ta Fx,,(.t,y). Utilice este resultado para obtener 
P(0.5<Xs2 , Y s2). 

Se realizan ahora las transformaciones U::::Y, V= X+Y. Calcule: 
c) La covarianza de U y V. 
d) La fdp conjunta de (U, V) y dihuje su rango. 

DATOS: 

X+ X X v.a. uniforme en (x 1 ,x2 ) : E[X] = 1 • 2 ; 
2 

(x )2 
Var[X] = 2 - x, 

12 

Xv.a.exponencial:fx(x)=)ce - il..'"U(x); E(X)=±; Var(X)= }~
2 
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29 junio 2012 Señales Aleatorias 

Normas de realización del examen 

Publicación notas: 9/7/2012 
Revisión examen: 12/7/201L 

° Cada ejercicio se conesponde con la materia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 10 puntos. 

0 Los alumnos que hayan segu ido eva luación continua y obtenido nota mayor o igual que 
3,5 en alguno de los tres parciales no precisan entregar los ejercic ios corre spondientes. 

0 La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido evaluación 
continua es la media de los tres ejercicios, siempre que en todos ellos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 puntos (en caso contrario, se considerará suspendida la convocatoria). 

e Cada ejercicio deberá entregarse en hojas separadas . 
e La duración del examen es de 3 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

1.- Sea un punto aleatorio en el plano, de coordenadas polares (r,<9), siendo runa constante 
positiva y <9 una v.a . uniforme en (O, n/2). 

y ---------·--------· ----- ' 
- : 

' ' 
' 
' 
' 

X 
Calcule: 

a) Las fdps de las coordenadas cartesianas del punto: X e Y. Represéntel~s gráficamente 
de forma aproximada. 

b) E(XY). 

c) La fdp del área del triangulo rayado : A = XY/2 (no olvide el rango o rec01Tido). 

Suponga ahora que la v.a. 0 es discreta y puede tomar los posibles valores 
{O, rc/2, n, 3 n/2} con igual pro habilidad. 

d) Caracterice probabilísticamente las v .a.' s X e Y y calcule sus medias y varianzas . 

2 .- Sea la va bidimensiona l (X, Y) con fdp conjunta: 
k 

f xr (x, y) = ----:¡--:¡_ x > 1, y> 1 
xY 

Calcule: 

a) El valor de la constante k. 
b) Las fdp's marginales de X e Y. ¿Son independientes? 

c) P[max(X,Y)~2] . .J P ( M10 (X,)[) :;z) 
Se realizan las transfo1maciones U = XY, V = X/Y. Calcu le: 

d) La fdp conjunta de (U, V) y dibuje su rango en el plano (u, v). 
e) Verifique que la fdp conjunta obtenida cumple las condiciones para serlo. 

f) lcu f?Y r<lce3,no.\es ce_ iJV-Y. g Son ,rice,~c\1eA~~b 
3) Lo. rlJflt\c/\ ~ d,s-l-r,~C\~ & V . SIGUE AL DORSO ➔ 



e) 

-.+--i t----'""'> X 

[t7 ~), r~;(~,Y)Ox, c:j~, .... _ i, , ~> ~ 

t:g ()() . tí:(~) :: - ' . ~ 
X:- ~-

X>I 

J .lol >t 

= 

Z-e 'Y ;~""'b -.,..blc;¡ 
~ e\ ~ CbCf,:,.'O 

o T("O,ns,for m c\L ,~ de V.o- bio i"°'eASiono. \ 

~+h ..so- ( X I y) (). V.o. b ,o!/'Y\eJ-5,; I °'"'"' \ CO"l+it"'lv°' ( u I V) 



........_ 

3.- A partir del proceso estocástico X[n], discreto en el tiempo y estacionario en sentido 
amplio, se definen los procesos Xi[n] = X[n+k] y X2[n]= X[kn], siendo k una constante 
entera mayor que l. 
a) Indique si X 1 [n] y X2[n] son procesos estacionarios en sentido amplio. 
b) Indique si X[n] y X 1[n] ó X[n] y X2[n] son procesos conjuntamente estacionarios en 

sentido amplio 

Suponga ahora que el p.e. X[n] anterior es un ruido blanco estacionario, de media cero y 

varianza cr~, y es la entrada del sistema que se representa en la figura 

X [Ll~ _ s_.L_.r_. ___,1-- -y-l>l>-~ [n] -.,,L h[n] 

{
_l n= - 10+1 

donde h[n] = 3 ' ' 
O resto 

c) Obtenga la autocone iación y la densidad espectral de potencia del proceso Y[n] . 
d) Obtenga la autocorrelación y la densidad espectral de del · proceso 

Z[n ]=Y [2n]. y-::U.. 

-,f,"---- --:..:::._~I,(,. 

'2w 

~ 
e) CoMF\::o.C\"o'n . . 

\Ifuv(u,v) dLsc\v , [~ ff~•,~ ;,.~v dv] dct ~ 
l.,\ . 

' U..>00 - j ¿_ Lnu. diA 
u_'?.. 

u.~' 



1/z 

® a) ¿x (n] es = ~ 
' x[n] é-S..(A 

1 
E(X,[n]) = E. (X[n+K]) == ~ir / / 

~ X, [n] e.s .~ es . 

ex; [n ] e ~ e .~.o. "? 

+v( V) 

o's 

~ Jr[n] 14$. l?.~o-

1 

V 
1 1. 

E ( X:2[nJ) z E(X[/<'.nJ) = 1lx 
1 

· 
ª·~1 [ n ,,H·""].:: .S-(X;,_[n]¼[n-\-MJ)-= i;(-,c[""'-]X[("-trt'\)~] -::: Rll:@-t)] ~ 
~ X 2 [n] es e:-.s.o.. 

b) X[n] y x¡[n] 

'Rxx, [" , "+<ri] = 

= E("lC[nJ~,[n+O'\ ]) ~ E(X[n ] "JC[r.+-NH-u)) = Rx[m+I-'.] ✓ 

-..u,, :X,[0], )?:,[.o) Ct> Oj.J ""~el\f-e eso._ 



e) 
xtnJ YrnJ 

h[o]z ~($[n+1]+ ~[n] t c§(r,->J) 

~~ 
X [n ] '"'-'•~ b\CJ\ ~ de rnQÓ;~ rwlo,. 

12..x [M) = tí/ S [NI] ~[m] es 

l~ 
..L ( $;[m .. i] t- Sf""'Jt-~[m-u) * .l. ( $[-"'+-1] +-~f-""]+ &C_::;-iJ) -=: 
.3 ~ --...,...----: -----

= ~r-cm-1>1 ~[ iYI] t& [-(í\'\t-,)) 
... ~[""-,] ~ J[m.+1:J 

2.. 

=- ~>< ( ~[M1 + b[M +\] + l> [rn-t-i) +- ~[M-t] ·t- ~ [fT\] + $ [M+i] ·t- ¿;(ro-2] +~[m-•] t-~flY\J)= 

= ~ x"-[ .1) [M t- 2] +-2.Hm+ 1] t- -;!, b [ m l ,- 2. HM -i) + ¡; [0\-2.]] 1 

~ l ~"~[ j st.Z j ..R. -j..n.. -j~ 
Sy(..a.) ,TF ~ '2..y[M] ~ = TF~ "T [--·] ~ ~ 9 e +2e + 2,+ 2e + e ) 

= cr-f [ ,Zc.os(::? + '-t cPSJ2. +i!, 1 1 --n-~~';; COS)(; e¡\é~ 

á) ~[n] = y[2t1] 

t2.y["'1 

_l...---'---1----1--'-➔ N) 
-1. -, o ' z.. 



.--· Seo. !Ji) Jl!l't~ o-'tn1ona ~ cl 1\0JDJ ~ cooidcro.cbs \dm~s (r·,) ~'¡.,.rerb (' uro. coisfot\~ YJS~i\h ~ 
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b) f(&I') ~ ) X 
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J @) . 11/2 1i 

'-'X 
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v ~ 0 
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C' 
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18 enero 2012 Señales Alea torias 

Normas de realizaci ón del examen 

Publicación notas : 1/2/2012 
Revisión examen: 7/2/2012 

~ Cada ejercicio se conesponde con la mater ia de uno de los exámenes parciales del curso y 
se califica de O a 1 O puntos. 

o Los alumnos que hayan segu ido evaluación continua y obten ido nota mayor o igua l que 
3,5° en el primer o segundo parcial no precisan entrega r los ejercicios corre spondientes. 

o La calificación del examen final para los alumnos que no hayan seguido eva luación 
continua es la media de los tres ejercicios, siempre que en todos ellos se obtenga una nota 
mínima de 3,5 punto s (en caso contrario, se considerará suspen dida la convocatoria) . 

o Cada ejerci cio deberá entregarse en hojas separadas. 
0 La duración del examen es de 3 horas y no se permite el uso de libros ni apuntes. 

l.- Sea X una v .a. uniforme en (0,1). Se define la v.a. Y=g(X), siendo: 

{
xi a si x~ a 

g(x) = . 
a/x s1x> a 

donde a es w1a constante que verifica la condición O <a< 1. Calcule: 

a) La fdp de la v.a . Y. Compruebe que [ir (y)dy = I. 
b) E(Y 2

). 

Se define ahora la v .a. Z = h(X), siendo: 
· {1/ 4 si x ~ a 
h(x)= 3/4 . 

SIX> a 

con a la misma constante de los apa1iados anteriores . Calcule : 
c) E(YZ). 
d) El valor de la constante a que minimiza E [(X- Z)2]. 

2.- Sea X una v.a. de Bernouilli de parámetro p y sean Y1, Y2 dos v.a.'s N(¡..t, a) y N(- µ,a), 
respectivamente. X, Y 1 e Y2 son independientes. Se forma la v .a. Z =XY 1 +(1- X) Y2. 
Calcule: 
a) La media y varianza de Z. 
b) La fdp de Z . 
c) P(Z<-µ) . 
d) La covarianza de X y Z. 

Datos: 

1 2 2 (x-µ) X es v.a. N(µ,a) ⇒ f x (x) = -& e - (x- µ) 
12

u , Fx (x) = G - - , .E(X) == JL, var(X) = CT
2 

O" 21! CT 

G(x) =-1-fx e_,,2,2du 
-& O) 

SIGUE AL DORSO ➔ 



~N'A 

: ··;,,-· ~"' ........ ,.I l ~y~ [o_ i] 
,eOtlf'I 

" ')( 

o.. ,, 

3) 9;1
(~) es c.or..4-.!'\Jo-. 'j ~ñ~b•e e., (<y -= [o , 1] 

Es:•)' (y) ·~ 

1) ú ,, (x)-: ~ es 
.J- X 

2..) f: )<;.;,.--,te I tWQl"So.. 9¡' CYJ, '.J' ; ___, r: ; ~ 3;' (y~ 

3) 9;'(y) es C()•,+i"\JC\. <J óeJ,Nc.b~e. ~ Ry' [cx,1) 

gg;')' (~) ~ O.· (-t). ~-2: -;J 

fy(Y) = r~c ')('.: 9,1(~)) • \(g;')'cy)) + fJ( (x=9; 1<y)) • ) (g;')'c~)) 

l 
O<y<.CA 

;: ~N e\ '1 

a.~~<.I : 

'?CNA 2 

fx (x ,:9;'<~)) · 1 (9;')1
C~)} ,. 1-°' = o-. 

-r~ c)<~gtc~)). \ (~·)'Cy) l + f-ic (><-=9;·'<<:1))~ l (g:')\y) \ 

-< \ • lo. 1 1- 1 . \ -; ) = °' ( , ~ ~1.) 



3.- Se define el proceso estocástíco discreto en el tiempo X[n] = Acos.Q0n, siendo .Q
0 

una 

constante distinta de cero y A una v.a. discreta con P(A = + 1) = P(A = -1 ) = ½. 
a) Obtenga la función de probabilidad de primer orden, la media y la autocon-elación del 

proceso X[n]. ¿Es estacionario de primer orden? ¿Es estacionario en sentido amplio? 
¿Es un ruido blanco? 

A partir del p .e. X [n] anter ior se forma el proceso Y¡[n] = X[n]+ BsenD 0n, siendo B una 

v.a. de media 17 8 y varianza a-;. 
b) Obtenga la media y autocorrelación del proceso Y 1[n]. ¿Qué condiciones deberían 

cumplir las v.a.'s Ay B para que fuese estacionario en sentido amplio? 
Considere ahora el proceso Y2 [n] = A+ W [n], siendo A la v.a. del apaiiado a) y W[n] un 

ruido blanco binario con P{W[n] = + 1} = P{W [n] = - 1} = ½e independiente de A. 

e) Calcule la densidad espectral de potencia de Y2[n] Sr, (ejQ) . 

d) Se hace pasar Y2[n] por un sistema lineal e invariante con respuesta al impulso 
h[n]=ó [n]-ó[n - 1], obteniéndose como salida un proceso Z [n] . Calcule la densidad 
espectral de potencia S2 (e

10
) de Z[n]. 

Datos: 
cos(a ± b) = cosacosb ::¡:: senasenb 

sen(a ± b) = sen acosb ±cosasenb 

e) ~: h(X) 
2: h()() 

d) 

cosacosb = l/2[cos(a - b) + cos(a + b)] 

senasenb = l/2[co s(a - b) - cos(a + b)] 

E(("'.}.{~'1;.)'1"): E((}l-h(x)f) ~ E(x 2 -2xh(x)th1-(x))~ 
-= E(}{) - 2E( X\\(}(.)) + E( \-)2 (x)) .:. 



~ V.o. X ~ 0ec--(p) 

\/ ,o.. ·Yi -::: N ( f-, rr') 
a) [É (?e,)= i:(~ + p-x)'t..), ----~ 

E(XYJ +/::(Ct-X)Yz¿ ~ 

~ ~Cx.) E{'í.) + E"(•-x) E(~) = 

Elx) E('I.) + [ E"(-1) - tCX)] G{~) -~ 

V(~ )= v(xy: + (, -·~)"¼) "ºu~°' ... F·f' + ( 1- p) . (-JA-) ::. pµ -¡.,i + f'f ~ ,M(zp01 
~ O•~~ ~ 

' E(~•) - [/;Ca t: ,¡'-T f>-
4 

- (µ(2p-1)) \ ,r-'' + ,,._,. _ > (2p l }f'(X:o) • ~ 
-- - ,t . fP(E-1)-:: p l ~ 

E(~
2

):: ¡¿-((~, + ( 1 -x)~ )'2.) :::: (;; (x'LT,+ ~'K:i, (•-~)~.+ ~(X)::: ~><e fl::: o -(1-p)-t ,. p= f 

' (1-"$)'2.¾2.) 
-=-~rxY.)-t €(2~(1 -:&Yf.Yi )+f:~t)~'--- ' 

\c., L..!., 1 -1L..:.Ji...J L-::.1 . 

sz7tx,)E(7;•) :~~ ~:.))'i-:i)' ;(~•~ '~(fi~2rt) 6(1.') • 

o: €(~) E(Y.1-) + i.,_E(x.)_-€(X.2.)) E(Y:) e(Yz) + c e(,)-ZE(ll) + E(Xf)1 G('I/ )-= 

~ f' . ( \>2 +,U~) +~) + ~ ( o-z + fA ~ )-= 
T ,-p 

2 
cr + /"1.. 

€(1' 2
)-; ~><tf'l ::: cf(-+p)+ 12-p ~f 



ó)[eov(~/r;) ~ E(X'l'¡- é (X.) b°('i:) ~ f'/-' • f '/-'(2p-1)• f'l-'(l-2pH)• 

-: ___ I __ -=2pJJ,c,-r)/ 

-r;(x~), E(:;,~ t ~-z):t,)): E(x"Y,): ~(Z(I~-------------

::: é(~)E{~1-+- €(X(1-:g_))ECY;)::: e-(x2-)E°CY.)+[€(X:)- é(x 2 ~t.SCY2.)== 

:: F·fA. +~)-=PI-A 
o 

. -
----



a) p G <V\ --h'<aMpc ~i'SCreto / f>rrno..dc fº' º"~ Solo.. V.ex d•S.Cre-t(). A 
¡>.;,- \,,_ __________ _, 

~ 1 
º hmci'oñ ~ p,-obc.,bitic:l:xd K p ( )( [ "] = - C.05 (.!lo") = 1/z. l 

óé J ~ C("OO'\ : tyP(X::[o] ~ Cos( .aon) = '/2 r 

$ X [n] es e$~l:)(y;,,.rio O? o ,~ d. s ·1 ~u f:,nc ;Ó<) oe. f<"t>b:>..bí l~ ~ order\ ·:1. ~ 

~de de "- X ~ 1 X[<\] no es es.-kc.o"nño <la o.-0>~ 

Erxrn1) : t (A · =s(.n...n)) = CO$(--",,n). €CA) =3 ..... ):..--z-t.::::::\-~;;-:::-(--,). ± +1. - i:: 

§xf n,n. rnJ = E( X[<>] x[nrrn]) ~ t (A=s(.n.,") Ao,s (..O.,(n.,,,J) = 

-= c.os(..\1c,n)cos (..1?.o(t\tn\)) E(A 2
) = ces (.!lon) <:.os(~("+m)) 

ec~)-= ~uTpí. ~ (-1)'2-. l.+ ,2 • l: f 
l. 2. 

J E(X[n]) NO ~Óé de f) ✓ 
l R~[",''+~ ~ oe~de den X 

(so\ooem) 

b) Y, [ n] = X [ n] + 8 ""'" ( 4, '1) = A cos( .a., n) + e,""-' (.í>.,,o) 

ÍE_(Y,[n]) = E( A-cos( n..n) ~ Ssen(.rt,.n)) = 

=. ~ + $Q" e .n,, ")€Ce.) = l'ze . """ e ..a,,º) l 
R,r, [ r, , n+ni) = é ( Y,C "]Y.[ o<"l]) = ;; ( (A cos ( -"<>n) + B so,,cn., n) )( A =C .n,,t, "")) +e, <Ro{:no< o"") J) 

= cos(-'Zon) eos(.12o<"+"')) E(~)+ [<;.cs(.Jlof)) ~ (..OOCn-+m)) + ~~(JloC\)cos(~C"+"'))] e(AB) 

+ ~<'\ ( ..!2ol'\) S<?/\ (..ílo(<'+M)) E"(Q.~ ): COSO..· cosb e: ~ [ COS(<A-b)+ cos(C\+b)] (A~~~ 1. 
s.~,, o..- se.l\b:: ..L[a>s.(o-- b)- c.os(cx +b~ ) · 

.::: -
1 

rcos(4'.oM)1-cos(2..c2on +..aorr,5] + se\(C\+b) = SRl):cosb+ Cl::6A.~h ¿_/ I V(~)-;€(13")-[ecs)f 
z t: ºe : -71.e-1 

) ) ):7 2) E(ef)-:: 6i2. .,, + sen ( 2..A>n+.9--ort'\ E(A'6 + "t [ eos(~M)- cc::,e(2J.2.c:,n+ ~IV'\ 'J (fl! + CYB s+ti~ 

, ~ 



~ 2. ... 
@ E ( M )-= O ~ A. ~ B o.--to~r-Q.les · t\s + 'va : l ~ cr'p,-=-1 

, L T I 1 ► ?;[ n] 

l-{n]• $[n] - tSCri-1] 

~::-0 

).f(.a.)::--n::-~ h[n]} -:'TFi b [n]- &(n-1]'?' ... 1- t .¿J~ 

-= 1 - ( cos(-..n.) + j ~'1'\(-.t1.)) ~ t - co~ .,_ j $QtiJt 

f H( ..a..) i2 = ( 1 •• cos .a )2. + ( S\?.I\ ..n t ~ l -1:,os..s1. t 

-- +~.n.-= Z(\-eos . .n.) 
~ 

s ~ C ..n.) = 5 1"!2. (A-) · 1 H ( ..1t.) 12. ~ 
/ X[f\) $[n-"J ~X[c ] • ~[t'\] 
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28 noviembre 2011 

1 AEellidos: · 
Nombre: 

Segundo Parcial Señales Aleatorias 
Duración: 1 hora 

Sin libros ni apuntes 

La función de probabilidad conjunta de una v.a. bidimensional (X,Y) viene dado por: 
P(X=x¡,Y =yj)=k(x!+yj) x1 =1,2,3 yj = l,2 

Calcule: 
a) El valor de k. 
b) Las funciones de probabilidad marginales . ¿Son independientes las v.a's X, Y? 
c) La función de probabilidad condicional de Y dada X: 

P(Y=yjlX=x 1) x1 =l,2,3 yj=l,2 
d) La media condiciona l de Y dado x¡= 2. 
e) Caracterizar la v.a. U=max(X, Y). 
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31 octubre 2011 Primer Parcial Señales Aleatorias Duración: 1 hora 
Sin libros ni aeuntes 

1 

1 AEellidos: 
Nombre: 

Sea X una v.a. con fdp (exponencial): 
fx (x) = k -'"'U(x) 

siendo 1>0 y U(,) la func ión escalón unidad. Calcule: 
a) La función de probabilidad de la v.a . Y= g(X), siendo g(·) la func ión "parte entera": 

g(x) =k (kE Z ) si y sólo si k'.5,x<k+ l. Compruebe que "" "' P(Y = k) = 1. 
~ k=-<t> 

b) La media de la v.a. Y. 

e) La fdp de la v.a. Z = +.Jfxi (no olvide su rango o recorr ido). 

d) P(Z > II~). 
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oPCION 1. 
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