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TEMA 1 : SERIES DE FOURIER

En lo siguiente abreviamos Desarrollo en Serie de Fourier como DSF.

Febrero 2008 ej1

a) DSF en [ —x, 7] de periodo 27

b) Igual que lo anterior pero para otra funcién.

Hay que hablar de la convergencia de las anteriores series, algo que resultara facil puesto que
emplearemos siempre los mismos argumentos.

c¢) Se soluciona acudiendo a la combinacion de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.
Los célculos y operaciones son de los mas sencillos.

Septiembre 2004 ej1

Este es el ejercicio tipo de este tema (salvo el apartado d), que es de idea feliz):

a) DSF en [ -z, 7] de periodo 2z La funcion no es par ni impar.

b) Estudio de convergencia. Recuerda que en las discontinuidades el DSF siempre toma el valor
medio del salto.

¢) Suma de una serie a partir del DSF calculado en a)

d) Este es el apartado dificil, aqui hay que saber algo de FMT2 para sumar esta otra serie

e) Identidad de Parseval: Muy importante este tipo de apartados.

Septiembre 2007 ej1

Muy parecido al problema anterior puesto que incluye unos apartados muy tipicos del tema. En este
caso la dificultad es algo mayor ya que los céalculos y las expresiones son algo mas complejas, pero el
desarrollo en si es similar.

a) Extensiones pares e impares. Facil, de dificultad preuniversitaria.

b) Dibujo de una grafica. Facil, como lo anterior.

¢) DSF de periodo T (es conocido pero lo dejan en funcion de un parametro).

d) Estudio de la convergencia. Se aborda como todos los apartados en los que analizamos la
convergencia (facil si se han hecho muchos ejemplos y si se conoce la teoria).

e) Suma de una serie a partir del DSF calculado antes. Muy tipico y ademas el valor de la suma es
conocido por ser muy tipico el que aparezca.

f) Identidad de Parseval. Importante conocer su formula y vital para hallar la segunda suma.

Septiembre 2006 ej1

a) Enunciar la identidad de Parseval. Se trata simplemente de saberse la teoria.

b) Pregunta que en principio sorprende, pero que con picardia relacionamos con el apartado anterior:
apoyandose en ello se responde pero en necesario acudir a lo aprendido en los temas de series de
FMT?2 acerca de la convergencia y divergencia de series. ‘

¢) DSF con célculos algo engorrosos. Importante saber desenvolverse en estos casos algo complicados
de operar.

d) Convergencia.

e) Suma de una serie a partir del DSF calculado antes. Aparecen algunas ideas algo felices y conviene
tener destreza en las operaciones.

Septiembre 2001 ej1

a) DSF no dicen intervalo ni periodo asi que elegimos [~1,1].

b) Estudio de convergencia. Facil pues no hay discontinuidades.

c) Fenémeno de Gibbs: solo se produce en las discontinuidades de la funcién. Como esta funcion es
continua no se produce este fenomeno.

d) Apartado teorico
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Junio 1998 ej1

a) DSF de periodo 4 entorno al origen. La funcién es par (por tanto los coeficientes b, son nulos).
Atentos que en los a, salen tres casos distintos en funcién del valor de 7.

b) Estudio de convergencia. Facil pues no hay discontinuidades.

¢) Suma de una serie a partir del DSF calculado en a)

Ejercicio 5 de clase

a) DSF de periodo 2w entorno al origen. Lo tnico novedoso es que aparecen funciones hiperbdlicas.
Las integrales se resuelven haciendo dos veces por partes.

¢) Suma de una serie a partir del DSF calculado en a). Recuerda que en las discontinuidades el DSF
siempre toma el valor medio del salto.

Septiembre 1999 ej1

a) DSF no dicen intervalo ni periodo asi que elegimos [-7/2, 7/2]. La funcién es par (por tanto los
coeficientes b, son nulos)

b) Piden convergencia del DSF en x = 0.

¢) Apartado conceptual. Conviene detenerse para entenderlo.

Junio 2005 ej1

a) Dibujar la funcion seno y sustituir sus valores en la funcion u(?).

b) DSF de periodo 27. Ojo esta funcion no se puede prolongar para convertirla en par o impar porque
el periodo viene fijado en el enunciado.

¢) Estudio de convergencia. Recuerda que en las discontinuidades el DSF siempre toma el valor
medio del salto.

d) Suma de una serie a partir del DSF calculado en b)

Este ejercicio es bastante tipo, salvo por el primer apartado que condiciona al resto.

Junio 2006 ej1

Este ejercicio viene a ser practicamente una repeticion del problema anterior. En este caso la funcién u
est4 definida de otra manera pero el desarrollo de la resolucion es similar al de junio de 2005.

a) Representacion gréfica.

b) DSF de periodo 2.

c) Piden la convergencia.

d) Hallar el valor de una suma conocida. Imprescindible tener bien resueltos los dos apartados
anteriores.

e) Apartado sin demasiados calculos pero que exige pensar todo lo relacionado con las extensiones
pares e impares de las funciones.

Junio 2007 ej1

Este problema es similar a los dos anteriores, también hay definida una funcién u que termina siendo
clave para resolver el ejercicio, pero ahora es algo mas complicada de entender (aunque se siguen los
mismos razonamientos de antes).

Junio 2008 ej1

a) DSF. jAtencion  jSenos y cosenos hiperbdlicos!

b) Se trata de sustituir en el DSF anterior. Operaciones engorrosas y en las que posiblemente se tarde
algo mas de lo habitual.

c) Particularizar la serie anterior para dos valores y combinarlo para obtener el DSF del seno
hiperbolico. Fundamental entender la férmula del seno hiperbolico y tener bien el apartado primero.
Muy técnico.

d) Idea feliz, independiente de lo demés. Tiene que ver con los razonamientos de simetria que
aplicamos en las extensiones pares e impares, con ello sale facil.
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Ejercicio 2 de clase

Cambio lineal de variable en un sistema trigonométrico. Aqui expliqué lo que es y para qué sirve. En
este ejercicio se hace el cambio mas general posible (que luego no se utiliza nunca en la practica). Mas
atil son los casos particulares del final de donde se obtiene unas conclusién muy practica: el sistema
trigonométrico es el mismo en [~ 772, T/2] y [0, 7]. Esto nos sera til a partir de ahora cuando nos
pidan desarrollar funciones en un intervalo [0, 7] que no esté centrado en el origen.

Ejercicio 3 de clase

a) Piden comprobar si tres sistemas dados son ortogonales. En el sistema {1, cosxux } no olvidarse de
comprobar el producto escalar de cosnx con cosmx.

b) Cambio lineal de variable. Perfecto para poner en practica lo aprendido en el gjercicio anterior.

Junio 2000 ej 3

a) Cambio lineal de variable.

b) Ojo con este apartado ya que es dificil. Para calcular la norma que piden utilizaremos la igualdad
de Parseval (se nos tiene que ocurrir). Hay que dejar el resultado en funcidn de fx) genérica.

¢) DSF no dicen intervalo ni periodo asi que elegimos [-7, 77. La funcién es par (por tanto los coefi-
cientes b, son nulos). Calcular los a, es bastante lioso ya que tiene que quedar todo en funcion de 7.

d) Piden convergencia del DSF. Recuerda que en las discontinuidades el DSF siempre toma el valor
medio del salto.

Febrero 2004 ej1

a) Cambio lineal de variable.

a) DSF de periodo 47. Ojo esta funcién no se puede prolongar para convertirla en par o impar porque
el periodo viene fijado en el enunciado.

b) Estudio de convergencia. Recuerda que en las discontinuidades el DSF siempre toma el valor
medio del salto.

¢) Suma de una serie a partir del DSF calculado en a)

Este ejercicio es bastante tipo.

Junio 2003 ej1

a) DSF en [0, 2x]. Ojo esta funcion no se puede prolongar para convertirla en par o impar porque el
intervalo viene fijado en el enunciado.
b) Demostraciones teoricas. Dificiles.

Junio 2002 ej1

a) Piden comprobar si un sistema trigonométrico es ortogonal en [0, 2] (completo lo es siempre por
definicidn).

b) Cambio lineal de variable.

c) DSF en [0, 2]. Ojo esta funcidn no se puede prolongar para convertirla en par o impar porque el
intervalo viene fijado en el enunciado. En este caso la funcidon viene definida por una sucesion de
funciones por lo que primero hay que hacer el limite puntual (esto es de FMT?2).

d) Estudio de convergencia. Recuerda que en las discontinuidades el DSF siempre toma el valor

medio del salto.

Junio 1999 ej3
a) DSF no dicen intervalo ni periodo pero piden explicitamente que prolonguemos la funcién para
obtener un DSF que contenga solamente senos. Para ello debemos convertirla en una funcion impar

entre [, [].
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Ejercicio 4 de clase

a) DSF piden explicitamente que prolonguemos la funcion para obtener un DSF que contenga
solamente senos. Para ello debemos convertirla en una funcién impar entre [z, ].

b) DSF Ahora piden explicitamente que prolonguemos la funcién para obtener un DSF que contenga
solamente cosenos. Para ello debemos convertirla en una funcion par entre [, z].

Septiembre 2000 ej3

a) DSF piden explicitamente que prolonguemos la funcién para obtener un DSF que contenga
solamente senos. Para ello debemos convertirla en una funcién impar entre [-27, 27].

b) DSF Ahora piden explicitamente que prolonguemos la funcién para obtener un DSF que contenga
solamente cosenos. Para ello debemos convertirla en una funcion par entre [-27, 27].

c) Es una idea feliz que utiliza los resultados de los dos apartados anteriores.

Junio 2004 ej1

a) Demostraciones tedricas. Mas asequibles que las de jun’03-¢j1, conviene entenderlas. Aparece la
definicion de sistema completo.

b) DSF de periodo 27 entorno al origen. Atencién: Dentro de los b, hay un caso particular!!. Esto no
suele suceder con frecuencia pero cuando sucede debemos darnos cuenta. El caso particular es el

coeficiente b4 que hay que calcularlo aparte.

Ejercicio 6 de clase
a) DSF de periodo 2w en [0, 27]. Atencion: Esta vez entre los coeficientes hay dos casos particulares!

Los casos particulares son los coeficientes a; y b; que hay que calcularlos aparte.

Ejercicio 1 de clase
Demostracion de que un sistema trigonomeétrico es ortogonal en cierto intervalo, algo que hemos
usado habitualmente. Al fin y al cabo se trata de desarrollar unas integrales y ver que todas son nulas.

Ejercicio 7 de clase
Ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Piden ortonormalizar un sistema de cuatro vectores.
La segunda parte (lo de los polinomios de Legendre) es anecdoético.

Septiembre 1998 ej1

Este ejercicio es continuacion directa del anterior (ej1 de clase)

a) Piden la mejor aproximacién de f mediante un sistema finito de cuatro vectores.
b) Piden la mejor aproximacion de f mediante un sistema finito de cinco vectores.
c) Desigualdad de Bessel.

Septiembre 2002 ej1

a) Determinar si el sistema dado es ortogonal.

b) Piden proyeccion ortogonal (Es lo mismo que mejor aproximacién).
c¢) Desigualdad de Bessel.

Junio 2001 ej1

a) Piden la mejor aproximacion de f mediante un sistema finito de tres vectores (lo primero es
comprobar que sea ortogonal). Fijate que como piden aproximar una funcion par (un coseno)
mediante tres funciones impares (tres senos) el resultado es la funcién nula fx) = 0. Es decir, en
realidad no hace falta hacer ninguna cuenta.

b) DSF en [ 7, ]. Es una funcioén par. Los calculos hay que dejarlos en funcién del parametro a.

c) Apartado interesante: piden calcular cot(ar) que se obtiene particularizando en x = a el DSF
obtenido en el apartado b).
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TEMA 2 : EDOS DE PRIMER ORDEN

Ejercicio 1 de clase
EDO de variables separadas. No olvidar las soluciones particulares. Estas se obtienen poniendo la

EDO en forma explicita y" = f(x,y) e igualando el numerador de f(x,y) a cero.

Ejercicio 2 de clase
EDO lineal con coeficientes variables. Aqui se introduce el método de variacién de pardametros. Es
muy importante entenderlo bien.

Ejercicio 3 de clase
EDO de Bernouilli. Se reduce siempre a una EDO lineal con coeficientes variables tras un cambio de
variable que hay que saberse (siempre es el mismo).

Ejercicio 4 de clase
EDO exacta. Primero siempre se comprueba que cumple la condicién de EDO exacta y luego se dan
los cinco (mini)pasos que vimos en clase.

Junio 2000 ej1 b)

EDO exacta. Como siempre: se comprueba que cumple la condicién de exacta y luego se dan los
cinco (mini)pasos.

Septiembre 2002 ej2

EDO exacta. a) y b) Muy faciles. Cuidado con el c): para ver donde no tiene solucién ponemos la
EDO en forma explicita ' = f(x,y) e igualamos el denominador de f(x, ) a cero

Ejercicio 5 de clase
EDO de factor integrante. Nos dicen que el factor integrante s6lo depende de y.

Junio 1999 ej1 a)

EDO de factor integrante. Nos dicen que el factor integrante sé6lo depende de x.

Ejercicio 6 de clase
EDO de factor integrante. Nos dicen que el factor integrante es de la forma x™ y". Este ejercicio es
muy interesante.

Ejercicio 7 de clase

EDO homogénea: }' = f [Zj . Para el apartado b) es mas rapido hacerlo como y' = f (i]
X y

Ejercicio 8 de clase
EDO auténoma: y' = f ( y) . No olvidar que estas EDOs suelen tener soluciones particulares.

Ejercicio 9 de clase
Tedrico. Es una demostracion.

Ejercicio 10 de clase
EDO lineal con coeficientes constantes. Conviene entenderlas muy bien porque luego contintan en
el tema 4.
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Ejercicio 11 de clase
EDO lineal con coeficientes constantes. Se trata del PVI que aparece normalmente en [ACR. Aqui
demostramos la férmula que utilizan en esa asignatura. Ejercicio anecddtico.

Septiembre 1999 ej3
Tanque con agua y sal. En este ejercicio lo complicado es plantear la EDO. En el apartado a) el
volumen del tanque es constante pero en el apartado b) hay que tener mas cuidado por que el volumen

empieza a disminuir (deja de ser constante) a partir de =10

Septiembre 2002 ¢j3

Tanque con agua y sal. Este ejercicio es mas complicado que el anterior. En ambos apartados el
volumen del tanque es constante. En el apartado b) hay que tener claro que el agua que se evapora no
lleva sal.

Junio 1996 ej2

a) Teorema de existencia y unicidad. Muy sencillo.

b) Soluciones singulares. Dibujar las soluciones y buscar la envolvente.
¢) Dos EDOS: exacta y auténoma

El apartado d) es del tema 4.

Junio 1998 ej3 a)
i) Teorema de existencia y unicidad.
ii) Soluciones singulares. Dibujar las soluciones y buscar la envolvente.

Septiembre 2000 ej1 a)

Teorema de existencia y unicidad. Muy interesante. Ayuda hacer el dibujo de las soluciones que nos
dan. Acuérdate que la raiz cuadrada esta definida siempre que el radicando sea mayor o igual a cero y
que un cociente no esta definido cuando el denominador es igual a cero.

Junio 2000 ej1 a)

Soluciones singulares. Como siempre dibujar las soluciones y buscar la envolvente.

Junio 2001 ej2 a) b)

a) Soluciones singulares. Dibujar las soluciones y buscar la envolvente.
b) Teorema de existencia y unicidad. Complicado.

Septiembre 1998 ej3 a)

1) y ii) Teorema de existencia y unicidad.

iii) solucién analitica.

iv) Soluciones singulares.

Septiembre 2006 ej3

a) Problema en el que previamente hay que construir la EDO a partir de los datos aportados en el
enunciado. Esto es lo particularmente dificil, la resolucion es sencilla.

b) Soluciones singulares. Importante dominar la explicacion a través de la grafica y saber explicarla
con la teoria.

Febrero 2005 ej2

Similar al apartado primero del problema anterior.

Junio 2003 ej3

Ecuaciones de Alexander Alenxandrovich sobre las ecuaciones de la relatividad general.
Inclasificable. Es dificil de entender lo que piden en algunos apartados, sin embargo la inica EDO que
hay que resolver es de variables separadas.
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Junio 2006 ej2

Problema completo dado que abarca todo el contenido del tema 2, con desarrollos algo farragosos;
mas concretamente:

a) Apartado acerca de si el conjunto de soluciones tiene estructura de espacio vectorial. Hay que
saber que toda ecuacion lineal homogénea tiene un conjunto de soluciones que resulta ser un
espacio vectorial cuya dimension es el orden de la ecuacion diferencial.

b) Existencia y unicidad.

c) Resolucion de una EDO homogénea. Variables separadas.

d) Resolucion de EDO no homogénea. Variaciéon de la constante a partir del apartado

anterior.
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TEMA 3 : METODOS NUMERICOS

Junio 1999 ej2 a) ¢)
a) Utilizacion del Método de Euler basico
d) Resolucion analitica de la EDO de primer orden (tema 2). Es de variables separadas.

Junio 2002 ej2 a) d)

a) Utilizacion del Método de Euler basico

d) Resolucidn analitica de la EDO de primer orden (tema 2). Ojo con este apartado que hay que
hacer un cambio de variable que se nos tiene que ocurrir sobre la marcha.

Junio 2000 ej1 c)

1) Construir un método numérico. Empezar por este que es el mas asequible.
i1) Expresarlo en notacién Runge-Kutta

iii) Aplicarlo a un ejemplo practico.

Septiembre 2000 ej1 b)

i) Construir un método numérico. Parece igual que el de jun’00 pero es mas complicado
i1) Expresarlo en notacién Runge-Kutta

iii) Aplicarlo a un ejemplo préctico.

Junio 2001 ej1 c) — Junio 2008 ej2
i) Construir un método numérico. Misma idea que en el de sep’00.
i1) Expresarlo en notacion Runge-Kutta.

Septiembre 2005 ej3 _
i) Construir un método numérico. Misma idea que en el de sep’00 y que en el de jun’01
ii) Expresarlo en notacién Runge-Kutta.

Febrero 2008 ej2
i) Construir un método numérico. Misma idea que en los dos anteriores.
ii) Expresarlo en notacién Runge-Kutta. Similar que los anteriores.
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TEMA 4 : EDOS DE ORDEN n

Ejercicio 1 de clase
EDOs lineales con coeficientes constantes homogéneas. Muy bésicas.

Ejercicio 2 de clase
EDOs lineales con coeficientes constantes no homogéneas. Cuidado con los apartados c), d) y e) ya
que en estos casos resulta que A es raiz de la ecuacion caracteristica. Muy basicas.

Ejercicio 3 de clase

EDOs lineales con coeficientes constantes no homogéneas. Estas son algo mas complicadas, sobre
todo la c) donde hay que separar el término independiente en dos partes y el d) donde las raices de la
ecuacion caracteristica son complejas.

Ejercicio 4 de clase
EDO lineal con coeficientes constantes no homogénea. Hay que separar el término independiente en
tres partes.

Junio 2002 ej3 a)
EDO lineal con coeficientes constantes no homogénea. Después de haber hecho los anteriores
ejercicios de clase no debe haber problema para resolver esta EDO. Es tan facil como parece

Septiembre 2001 ej2

EDO lineal con coeficientes constantes no homogénea. Aqui la EDO depende de un pardmetro £ y
nos piden calcular las soluciones en funcion de ese parametro. Es el mas complejo de todos y mejor
intentarlo el ultimo después de haber comprendido todos los anteriores.

Junio 2007 ej2
EDO lineal con coeficientes constantes no homogénea. Aqui la EDO depende de los parametros a'y
b y el razonamiento para resolverla es analogo al descrito en el problema anterior.

Septiembre 2005 ej2

a) Simplemente se trata de resolver un determinante siguiendo la teoria de wronskianos que trataremos
al final del tema. Muy sencillo.

b) Al contrario que en los anteriores en los que nos pedian resolver una EDO lineal con coeficientes
constantes homogénea, aqui tenemos que construir dicha ecuacion a partir de las soluciones
dadas. Mismos razonamientos que en todo lo anterior pero pensando a la inversa.

c¢) Resolucion de una EDO de coeficientes constantes no homogénea similar a las vistas en los
ejercicios de clase.

Ejercicio 5 de clase
EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. Ejercicio tipo total. Ideal para aprender el
“método de los doce pasos™. En el paso 4 aparece una ecuacion algebraica.

Junio 1988 ej3 b)
EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. En el paso 4 aparece una ecuacion algebraica.
Ejercicio tipo.
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Junio 2001 ej3 c)
EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. En el paso 4 aparece una EDO de 1% orden con
coeficientes constantes. No dan dato adicional sobre la solucidn particular pero hay que fijarse que la

suma de los tres coeficientes de la EDO es cero por lo que y(x) = e” es solucion particular. Ejercicio

tipo.

Septiembre 2006 ej2

Ver apartado resuelto en el que la ecuacion esta desarrollada siguiendo el método habitual de los doce
pasos.

Septiembre 2000 ej2

EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. En el paso 4 aparece una EDO de 1¥ orden con
coeficientes constantes. En el apartado a) preguntan por el Teorema de existencia y unicidad y en el
d) algo sobre el wronskiano.

Septiembre 1998 e¢j3 b)
EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. En el paso 4 aparece una EDO lineal de 1¥ orden
con coeficientes variables. Ejercicio tipo.

Junio 1995 ej2

EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. En el paso 4 aparece una EDO lineal de 1% orden
con coeficientes variables. Ejercicio tipo. Después hay dos apartados cortos y faciles de EDO lineal
con coeficientes constantes y Wronskiano.

Septiembre 2007 ej2

EDO lineal con coeficientes no constantes y homogénea. Método de los doce pasos pero el hecho de
conocer dos soluciones particulares gracias al enunciado nos facilitara bastante los calculos y seran
menos los pasos a seguir. Hay que seguir la indicacién y con eso es facil la resolucion mientras se
hayan entendido los problemas anteriores.

Junio 2008 ej2 c)

EDO lineal con coeficientes no constantes y homogénea. Idea parecida al problema anterior. La
férmula de Liouville nos facilitard bastante el procedimiento de resolucién, aunque se puede hacer de
otros modos ya asimilados en los problemas anteriores (introduciendo las dos soluciones dadas en la
ecuacion y de ahi despejando para hallar el polinomio pedido, por ejemplo). Sencillo si se han
entendido el resto de problemas parecidos.

Junio 1999 ej1 b)

EDO lineal de 2° orden con coeficientes variables. Nos piden demostrar que la segunda solucion
particular es de una determinada forma(en funcion de una integral). Después ya piden resolverla como
siempre.

Ejercicio 6 de clase
Wronskiano. Es la demostracion de la formula de Liouville para orden dos. Muy interesante.
Contiene teoria: Derivacion de un determinante.

Ejercicio 9 de clase
Wronskiano. Piden calcular el wronskiano de unas funciones definidas a trozos. Interesante.

Junio 2003 ej2 a) b)
Wronskiano. Ejercicio muy interesante sobre dependencia e independencia lineal de soluciones de
una EDO.
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Junio 2001 ej3 a) b)
Wronskiano. El apartado a) es tipo test. El apartado b) es una demostracién muy interesante.
Conviene estudiarla hasta entenderla.

Ejercicio 7 de clase

EDO de Euler. Cuidado al principio: hace falta multiplicarla por x para que sea de Euler. Importante:
recuerda que hay que saber calcular las derivadas del cambio de variable mediante la Regla de la
cadena (No basta con sabérselas de memoria).

Ejercicio 8 de clase
EDO de Euler. Importante: recuerda que hay que saber calcular las derivadas del cambio de variable
mediante la Regla de la cadena (No basta con sabérselas de memoria).

Junio 2005 ej2

EDO de Euler. a) Hay que hacer el cambio x = ¢ . b) piden resolverla de dos formas: b1) la tipica,
como EDO lineal con coef. ctes. y b2) convirtiéndola en un sistema de EDOs (se vera en el tema 6).

Junio 2004 ej2 a)

EDO de Euler. Ojo: en este caso el cambio es del tipo ax+b =e” (que es un poco mas complicado

que el tipico x =¢').

Septiembre 2007 ej3 c)

EDO de Euler en la que nos es necesario acudir al cambio de variable habitual. La EDO resultante
quedara en funcién de un parametro a y por tanto tendremos que dejarlo indicado en las soluciones
correspondientes.

El resto de apartados son los mas féciles: el primero es sobre la estructura de espacio vectorial de
soluciones de la EDO (es espacio vectorial mientras la EDO sea lineal y homogénea) y el segundo es
uno muy facil acerca de lo visto para soluciones singulares.

Junio 2000 ej2 a)

Regla de la cadena. Esta EDO no es de Euler pero nos piden hacer un cambio de variable mediante la
regla de la cadena. Importantisimo entenderlo bien.
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TEMA 5 : RESOLUCION DE EDOS MEDIANTE SERIES

Ejercicio 1 de clase
EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto ordinario.

Ejercicio 2 de clase

EDO de Airy. a) Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x =0 que es un punto
ordinario. b) En este caso la serie de potencias estd centrada en x = 1 que es un punto ordinario.
Cuidado en el primer paso, al meter los coeficientes en la serie de potencias.

Junio 2004 ej2
EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto ordinario. Piden convergencia (Fuchs). Ejercicio tipo.

Junio 2000 ej2 b) c¢) d)

EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto ordinario. La ley de recurrencia es un poco liosa pero dando valores sale algo. Piden
convergencia (Fuchs). El apartado c) es un cambio de variable inmediato, no hay que calcular nada.

Junio 2002 ej3 b) c)

EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x =1 que es
un punto ordinario. Basta con obtener la ley de recurrencia de a,, .

Ejercicio 3 de clase
EDO lineal de 2° orden homogeénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto singular.

Junio 2005 ej3
EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto singular. Piden convergencia (Frobenius). Es casi idéntico al ejercicio de clase anterior.

Septiembre 2003 ej1
EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto singular. Piden clasificar los puntos singulares y piden convergencia (Frobenius).

Junio 1998 ej2

EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x = 0 que es
un punto singular. Hay que dejarlo todo en funcion del parametro c y las cuentas salen un poco
farragosas. Piden convergencia (Frobenius).

Septiembre 1999 ej2

EDO de Chevychev. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en x =1 que es un punto
singular. Muy importante: para introducir los coeficientes en la serie hace falta Serie de Taylor.
Piden convergencia (Frobenius). Ejercicio muy dificil.

Septiembre 1998 ej2
a) Estudiar el caracter de los puntos singulares y estudiar convergencia (Frobenius)
b) EDO lineal de 2° orden homogénea. Se resuelve mediante serie de potencias centrada en

x = 0 que es un punto ordinario. Piden convergencia (Fuchs). Ejercicio tipo.
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Septiembre 2006 ej2

Ejercicio completisimo: el primer apartado exige que se resuelva a través de series y es similar al
resto de problemas del tema; en el segundo apartado se resuelve siguiendo los procedimientos vistos
en el tema anterior; el tercer apartado sirve como comprobacidon de que los dos anteriores han de
coincidir. Esta resuelto muy profundamente y se recomienda encarecidamente analizarlo y
comprenderlo.

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 — Tifnos 91 548 31 78, 619 142 355 13



www.simplyjarod.com

TEMA 6 : SISTEMAS DE EDOS LINEALES. ESTABILIDAD.

(2 Ecuaciones)

Ejercicio 1 de clase
Resolucion de sistemas. Imprescindible recordar como se calculan autovalores y autovectores de
matrices para poder clasificar el problema y construir la correspondiente solucién.

Septiembre 2005 ¢j3 c¢)

Igual que uno de los casos pertenecientes al ejercicio anterior.

Ejercicio 2 de clase
Piden analizar la estabilidad aplicando la definicion, la cual es imprescindible conocer de memoria.
También es necesario resolver el sistema.

Ejercicio 3 de clase
Analizar la estabilidad de los sistemas propuestos. Simplemente es calcular autovalores y fijarse en
las partes reales que presentan para aplicar el criterio de teoria y clasificarlos.

Junio 1995 ej3

Estabilidad. Similar al resto.

Septiembre 1996 ej3

Estabilidad. Igual que lo anterior.

Septiembre 2000 (Parte Practica)

a) Resolucion. Analogamente al resto

b) Definicion de Estabilidad. Igual que el niimero 2 de clase.

c¢) Calculo de autovalores y criterio de teoria habitual. Igual que el resto.

d) Hay que decir que, al ser sistema lineal con coeficientes constantes, todas las soluciones se
comportan, en cuanto a estabilidad, de igual manera.

Junio 2008 ej3

a) Estabilidad. Similar a los ejercicios de clase y facil si se sabe manejar con soltura el calculo de
autovalores y el correspondiente criterio.

b) c) Simplemente es resolver el sistema (igualmente que en los problemas de clase) para los valores
dados y después analizar el caracter de las soluciones obtenidas.

d) Funcién de Liapunov. Similar al ejercicio 5 de clase.

Septiembre 2003 ej3

Interesante entender por qué una ecuacion diferencial de orden n equivale a un sistema de n
ecuaciones y saber cémo se pasa de uno a otro.

a) Estabilidad. Similar a los anteriores: calculo de autovalores y aplicacion del criterio habitual.

b) El sistema es lineal y con coeficientes constantes,asi es que la estabilidad de cualquier solucion
es similar a la de la solucién nula.

c) Interpretacion fisica del movimiento. Hablar de las caracteristicas de las funciones
trigonométricas (ondas) que componen la solucién.

d) Resolucién para un caso concreto. Similar a los ya hechos.
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Junio 2007 ej3 — Febrero 2008 ej3

a) Hay que recordar que el conjunto de soluciones de un sistema tiene estructura de espacio
vectorial en el caso de que el sistema sea lineal y homogéneo.

b) Es mas sencillo de lo que a primera vista puede parecer. Se trata de sustituir los posibles valores
del parametro y manejar las ecuaciones para poder operar dos ecuaciones diferenciales. Uno de
los casos no tiene solucién. Los célculos son muy engorrosos pero son inevitables.

Ejercicio 4 de clase

Sistema de EDOs no lineal con coeficientes constantes no homogéneo. Dado que no es lineal,
hemos de linealizarlo aplicando el método propuesto. También es necesario conocer la definicion
(sencilla) de punto de reposo. Muy mecénico y de facil comprension.

Ejercicio 5 de clase
Funcién de Liapunov. En definitiva se trata de derivar la funcién dada respecto de la variable
independiente del sistemay aplicar los criterios de teoria. Muy mecanico.

(3 Ecuaciones)

Ejercicio 6 de clase
Sistema de tres EDOs lineales con coeficientes constantes.

Junio 2006 ej3

Igual que el anterior pero con otros datos.

Junio 1996 ej3
Sistema de EDOs lineales con coeficientes constantes homogéneas. L.a matriz no es diagonalizable.
Se necesita la matriz de Jordan. Ejercicio Tipo.

Febrero 1997 ej3
Sistema de EDOs lineales con coeficientes constantes homogéneas. L.a matriz no es diagonalizable.
Se necesita la matriz de Jordan. Ejercicio Tipo.

Junio 2003 ej2 c) d)
Sistema de EDOs lineales con coeficientes constantes. En este caso el sistema no es homogéneo.
Ejercicio muy dificil.

Junio 2004 ej3

Sistema de EDOs lineales con coeficientes constantes. En este caso nos piden transformar una EDO
lineal en un sistema de EDOs. El cambio de variable que hay que hacer esta en la teoria. El resto del
ejercicio es tipo. El problema estd en que si no sabes obtener el sistema no puedes hacer nada mas del
ejercicio.
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PROGRAMA DE LA ASIGNATURA .

Tema 1: Series de Fourier

Espacios funcionales euclideos con sistemas ortonormales. Coeficientes de Fourier.
Completitud de series ortonormales y convergencia en media. Serie trigonométrica de Fourier:
convergencia en media, puntual y uniforme.

Tema 2: Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Terminologia general. Teoremas de existencia, unicidad y continuidad. Soluciones
singulares. Ecuaciones resolubles mediante el teorema fundamental del calculo. Ecuaciones
autonomas. Ecuaciones separables. Ecuaciones lineales. Ecuaciones cuasi-lineales y
soluciones implicitas. Ecuaciones diferenciales exactas y factores integrantes.

Tema 3: Métodos numéricos

Planteamiento general. Métodos unipaso: Euler basico, mejorado y modificado; métodos de
Runge-Kutta. Errores de discretizacién y de redondeo. Estimacion del error de
discretizacion en los métodos de Runge-Kutta. Método de Runge-Kutta-Fehlberg. Nociones
sobre consistencia, convergencia y estabilidad.

Tema 4: Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Definiciones generales. Dependencia e independencia lineal de funciones. Ecuacion
homogénea y sistema fundamental de soluciones. Ecuacion no homogénea: método de los
coeficientes indeterminados y método de variacion de parametros. Ecuacion de Euler.

Tema 5: Resolucion mediante series

Soluciones alrededor de un punto ordinario: método directo y método de coeficientes
indeterminados. Soluciones alrededor de un punto singular regular: método de Frobenius.

Tema 6: Estabilidad de soluciones

Definiciones generales. Teorema de existencia y unicidad. Resolucion de sistemas lineales
homogéneos con coeficientes constantes.

Conceptos basicos de estabilidad. Estabilidad de soluciones de sistemas auténomos lineales.
Retratos de fase de sistemas lineales.
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TEMA 1 : ESPACIOS EUCLIDEOS Y SERIES DE FOURIER .

1.1 Espacios funcionales

En este tema vamos a trabajar con los siguientes conjuntos de funciones:

o ( ([a,b]; IR) es el conjunto de las funciones f: [@,b] — R continuas en [a,b].
Fijate que los elemen-
tos de todos estos con-
juntos son funciones,
no nameros

o CTA([a,b];R) es el conjunto de las funciones f: [a,b] — R que cumplen :

- f es continua en [g,5] salvo en un numero finito de puntos x, € (a,b) i=1,...,n

- En los puntos de discontinuidad x, ( que son siempre de primera especie o de salto
finito) el valor de f es:

ACBRPICS)
2

f(xi) =

A este tipo de funciones las llamaremos “funciones continuas a trozos con valores asigna-
dos en las discontinuidades™.

o (T ([a, b];R) es el conjunto de las funciones f : [a,b] — R que cumplen :

- f escontinua en [a,b] salvo en un numero finito de puntos donde la discontinuidad es
de primera especie o de salto finito.

A este tipo de funciones las llamaremos “funciones continuas a trozos”.

. R([a,b];R) es el conjunto de las funciones f: [a,b] & R que cumplen :
A este conjunto
también se le denota:

) - f es continua en [a,h] salvo en un numero finito de puntos donde la discontinuidad es
L’ ([a,b];R) de primera especie o de salto finito.

- f puede tener discontinuidades de segunda especie (salto infinito) en los extremos a y/o b.
- f? es integrable en el sentido propio o impropio.

A este tipo de funciones se las suele llamar “cuadrado integrables”.
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Importante:

Por ahora nos restringi-
mos a espacios vecto-
‘ales sobre el cuerpo
4€ los reales

Este no es mas que el
producto escalar que
se estudia en el bachi-
llerato
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1.2 Espacios euclideos. Producto escalar

Sea E un R —espacio vectorial. Un producto escalar en E es una aplicacién de la
forma:

<> ExE—->R

u,v — <u,v>
que cumple las siguientes propiedades:

. <u+u,v>=<u,v>+<u,v> Vuu,veE
<u,v+v>=<uv>+<u,v> VuvyvekE

2. <au ,v>=qa<u,v> Vu,veE VaelR
<u,pv>=pf<u,v> YuveE VfeR

3. <y, v>=<v,u> Vvu,vekE

4, <u,u>20 Vwuek ,ademis <u,u>=0 < u=0

Llamamos espacio euclideo y lo notamos como (E, <,>) atodo espacio vectorial E
sobre el que se ha definido un producto escalar.

El espacio euclideo més conocido es el de los niimeros reales R” donde est4 definido el
producto escalar de la siguiente forma.

Sean (x,...,X,),(,---.¥,) € R”,suproducto escalar es:

<X X)), (Ve V) > = X¥ +  + XY,

Sin embargo, nosotros en este curso no vamos a utilizar el espacio euclideo R” ni su
producto escalar. Nosotros vamos a trabajar todo el tiempo con los conjuntos de
funciones definidos en la pagina anterior. No debemos olvidar que los elementos de
estos conjuntos son funciones.

Todos los conjuntos de funciones expuestos en la pagina anterior:

(Cla,b], R) , (CTA[a,b], R) , (CT[a,b], R) , & (a,5];R)
tienen estructura de espacio vectorial con dimensi6n infinita (se puede probar).

Sobre todos estos espacios vectoriales vamos a definir un producto escalar de la
siguiente forma:

<fig> = [ f) g

se puede probar que esta funcion es un producto escalar. Y por tanto tenemos que los
cuatro conjuntos:

(Cla,b], R) , (CTA[a,b], R) , (CT[a,b], R) . (R[a,b], R)
son espacios euclideos con el producto escalar asi definido.
Dicho de forma simple, durante todo este tema calcularemos productos escalares

haciendo integrales definidas. Esto se debe a que hemos definido el producto escalar que
vamos a utilizar como una integral definida.
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1.3 Norma euclidea

Sea (E,<,>) un espacio euclideo, una norma definida en E es una aplicacion:

v~ =<

Propiedades

1. YuekE, uz0 < |lull> 0

2. VYuekE, u=0 < Jujl=0

3. Vuek, Viek, ||[Au|l =|2]|lu]

4. VuyeE flu+v] < flull + [Iv]

5. Vu,veE |<u,v> < Jull-lvi|

6. VuveE 2<uyv>=lu+v|} —|ulf —|v|}

1.4 Sistemas ortogonales y ortonormales

Sea un espacio euclideo (£, <,>).

e Se dice que dos vectores no nulos #,v € E son ortegonales si su producto escalar es
nulo, es decir:

<u,v>=0

e Se dice que el sistema { u,, neN } es un sistema ortogonal si todos sus vectores son

ortogonales entre si, es decir:

<u,, u,>=0 Vn,m eN / n#tm

s Se dice que el sistema { u,, neN } es un sistema ortonormal si ademas de ortogonal

n*

se cumple que:

flu, || =1 Vne N
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1.5 Otras formulas de interés

Desigualdad de Bessel

o Si {fn ,neN } es un sistema ortogonal:

2

<f.f,>

<f.fs STl

N>

i=1

¢« Si {en, ne N} es un sistema ortonormal:

1]
17 = Y l<re >l

Fe=l

Identidad de Parseval

e Si { f,.ne N } es un sistema ortogonal y completo:

2

<f,f,>

Py e

I =2

i=]

o Si {en, ne N} es un sistema ortonormal y completo:

n
I = 31 seof
-
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1.6 Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

‘ne N} = {fi» fo » s f,} de un espacio vectorial

existe un método para obtener una base ortogonal. Es decir, una base en la que todos sus
elementos son ortogonales entre si.
Este proceso se llama “Método de ortogonalizaciéon de Gram-Schimdt” y es el siguiente:

Dada una base cualquiera { f

n

w(x) = f
< fo.u >
w(x) = f, - —F1= 4
<up,u >
< foouy > < fytty >
w(x) = f, - -—[3*’—1—'”1 _ ___fé.’...?_.._.uz
<u,u > <uy,u, >
< fou > < fastty > < fosthy >
w(x) = fy - AL W Jurth U, - AL U,
<u,u > <uy,U, > <Uy, Uy >
n-1
< f,u >
u,(x) = f, - D =,
o <u,u >
Una vez obtenida una base ortogonal {un ‘ne N} = {ul s Uy ey un} a partir de la

base { f, :neN } = { Jis Jrs oo fn} de partida puede que necesitemos normalizarla.
Para ello basta dividir cada elemento de la base ortonormal entre su médulo:

u, () _ ()

O =T uas

y asi obtenemos una base ortonormal {en ‘ne N} = {e1 s €y 5y €, }
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1.7 Series de Fourier

Sea (E, <,>) un espacio euclideo (donde £ es el conjunto de funciones C, CTA, CT 6 R).

En este caso el sistema | 562 { f,, RE N} un sistema ortogonal de elementos de E.

tiene infinitos elemen-

tos
e Atodoelemento f € E se le puede asociar una serie de la forma:

TS S s <lhs . <ds
Y A N hhs P s

denominada serie de Fourier de f respecto al sistema { f.» neN } .

A la mejor aproxima- | ®  Si la serie de Fourier es “cortada” en el término » obtendremos una aproximacién de

cion también se le < f
denomina proyeccion ésta, es decir, f ~ Z ./,
</fi» f

ortogonal

En este caso el sistema mediante el sistema { Siseees fn} .

tiene un ndmero finito
~ de elementos

f, que denominaremos mejor aproximacion de f

e Al conjunto de escalares:

Importante:

Estas expresiones, una <f.fi> e N
vez calculadas, son < f f >" s
nameros isJi

se les denomina coeficientes de Fourier.

e Siel sistema es ortonormal { e, ne N} la serie de Fourier queda:

ne

f= i<f,e,.>e,.

i=0

Observaciones

¢ La serie de Fourier de una funcién f{x) no es mas que una representacién de la
funcién f{x) por medio de una suma ponderada de las funciones que constituyen el
sistema ortogonal.

¢ Laponderacion de esta suma viene dada por los coeficientes de Fourier. Es decir,
cada elemento de la serie tiene mas o menos peso en funcién del coeficiente que se le

asigne.

¢ Calcular una serie de Fourier consiste, por tanto, en obtener los coeficientes de
Fourier.

¢ La“representacion” de la funcion f(x) mediante su serie de Fourier sera tanto mas
precisa cuanto mas términos tenga el desarrollo en serie.

Esto es s6lo una e Se suele decir que la serie de Fourier “aproxima” a la funcién f(x). Pero, ;qué
explicacion intuitiva significa esto?. Se puede entender de forma intuitiva diciendo que, segiin vamos
nada rigurosa afiadiendo términos a la serie de Fourier su grafica tiende a confundirse con la grafica
de la propia funcién. Es decir, ambas graficas toman los mismos valores en todos los
puntos del eje x.
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1.8 Series trigonométricas de Fourier

Dentro de las series de Fourier en general existe un caso particular de especial importancia.
Este caso se produce cuando tenemos una funcién f(x) periddica de periodo T'y elegimos
como sistema para obtener la serie de Fourier al conjunto formado por:
Recuerda que este ,
conjunto esté formado {l, sen£, cos#E, sen4ZE, cos4ZE, sen &, cos &= }

Lo T » T T T » T »
por infinitos vectores

que habitualmente denotaremos de la siguiente forma:

{1, sen22= cos2z=, ne N}

Ojo, el sistema trigono- | este sistema se denomina sistema trigonométrico y se puede comprobar que es ortogonal y

métrico no es ortonor-

mal completo en [-£,%].
Las series de Fourier desarrolladas con este sistema se denominan series trigonométricas
de Fourier y son las mas importantes de este curso. En las series trigonométricas los
coeficientes de Fourier quedan definidos de la siguiente forma:

' " )1
. x -
La integral del <f, 1> _ -[T/2 F(x)

denominador vale 7 <1> 1> - j.:r/z 11 de

-T/2

27nx /2 27nx
< f,sen > i f(x)sen dx
La integral del - T/2 n=0.1.2.3
denominador vale 7'/ 2 D mnx 2mnx 772 R mnx sly Ly dyeee
< sen ,S€n j n- ——
T T 772
27nx 7/2 2mnx
< f,cos > [T/zf(x)cos dx
La integral del 5 5 = 5 n=12,3,...
denominador vale 7'/ 2 < COS 7mx ,COS X > j 2 L7X
T -T/2

Sin embargo, a pesar que la teoria sobre este tema es bastante extensa, la forma practica
de calcular una serie trigonométrica de Fourier es bastante mecanica.

De todas formas no se debe olvidar que la serie trigonométrica de Fourier no deja de ser un
caso particular de la serie de Fourier general.

La forma practica que utilizaremos en los ejercicios para calcular series trigonométricas de
Fourier se explica en la siguiente hoja.
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El término independien-
te siempre se pone
dividido entre dos

Fijate que en el coefi-
ciente del seno la n
comienza en 1

Fijate que el Unico
cambio con respecto al
caso anterior esta en
los indices de integra-
cién.

Esto se puede demos-
trar mediante un cam-
bio lineal de variable tal
y como se ve en el
ejercicio 2 de clase
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Cilculo practico de la serie trigonométrica de Fourier
La serie trigonométrica de Fourier nos permite, basicamente, expresar cualquier funcion
periddica como un sumatorio infinito (serie) de senos y cosenos.

Sea una funcion f(x) periddica de periodo 7. Entonces su serie de Fourier viene dada por
la siguiente expresion :

27nx .

donde T es el periodo de la funcion y {1, COs T, sen=F=;
ortogonal y completo en [-772, T/2] 6 [0, T].

Por tanto, para obtener el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier lo Gnico que hace
falta calcular son los coeficientes a, y b, de los cosenos y de los senos, asi como el tér-

27nx

ne N} es un sistema

mino independiente a, .

Si f(x) viene definida en el intervalo [-7/2, 7/2] los coeficientes se calculan con las
siguientes de expresiones:

. _ 2 T2 dx
a, = ? —T/zf(x)
2 T2 27nx
- a, = ? _T/Zf(x)COS dX‘ n:0’1’2’3’

Danx

T T [T/Zf(x)sen n=123, ..

e Si f(x) viene definida en el intervalo [0, 7] los coeficientes se calculan con las
siguientes de expresiones:

a, = % jOTf(x) dx

- 2 (T 2mnx
a, = = jof(x)cos —d n=0123.
2 T 2mnx
b = ?J‘Of(x)sen T dx =1, 2,3,..
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Donde el intervalo [a,5]
ya no tiene por qué ser
simétrico

Ver el ejercicio 2 de
clase

2 Hacemos el cambior
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1.9 Cambio lineal de variable

Sabemos que el sistema trigonométrico { 1, sen22= cos22E, peN } _es ortogonal en
[=%.%] pero resulta que si cambiamos el intervalo por otro distinto el sistema anterior deja de
ser ortogonal.

El cambio lineal de variable nos permite obtener un nuevo sistema ortogonal en cualquier
intervalo de 1la forma [a,b] partiendo del sistema que ya conocemos

2 2 rr
{1, sen<Z% cos<ZE, ne N} que ortogonal en [—%,%].

El proceso es el siguiente:

| 1. Partimos del sistema { 1, sen22= cos#2=, neN } que es ortogonal en [-Z,1].

3 _ donde falta determinar o y B.

3..Hacemos la siguiente identificacion:

[-5.35] - [a0]
x>

4.:De donde obtenemos el siguiente sistema:

i

aa+ f
ab+ f

IS = BN

it

5: De aqui calculamos las incognitas o y B. El nuevo sistema sera:

{ 1’ sen 27rn(;rt+ﬂ) , cos 27m(;¢t+ﬂ)’ ne N}

que es un sistema ortogonal (y completo) en el intervalo [a,b].

Jer
En la practica los espacios utilizados en la casi totalidad de los ejercicios son:
- I([-%.5]R)
- E((0r]R)

y resulta que tras el cambio lineal de variable ambos tienen el mismo sistema trigonométrico, es
decir, el sistema { 1, sen = cos#E, neN } es ortogonal en [—Z, L] y también es ortogo-

nal en [0,7], lo cual es una casualidad bastante util a efectos practicos.
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Todo lo dicho en esta
pagina también es
aplicable si la funcion
viene definida en el
intervalo [0,7]

En el examen hay que
sustituir 7 por el valor
correspondiente en
cada ejercicio
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1.10 Convergencia de la serie trigonométrica de Fourier

Sea una funcion f: [—%,%} — R ysea F(x) su serie trigonométrica de Fourier (DSF).

Convergencia en norma (en media) de la serie de Fourier
Por ser el sistema trigonométrico { 1, sen3Z= cos#Z=, neN } ortogonal y completo en el

espacio r ({—3,3] R) la serie trigonométrica de Fourier F(x) converge en el sentido de la
norma (en media) a la funcién f(x) en el intervalo [—L< 5 2] (y a su extension periédica en

R).
Lo mismo dicho de otra forma:

La serie trigonométrica de Fourier F(x) converge en el sentido de la norma del espacio
r ([ .51, R) a la funcion f (x), pues dicha serie ha sido calculada respecto a un sistema

ortogonal y completo en un espacio euclideo completo. La ortogonalidad del sistema implica
que la sucesion de sumas parciales asociada a la serie de Fourier es una sucesion de Cauchy, al
estar trabajando en un espacio completo dicha sucesion de Cauchy tendra un limite en tal
espacio. Y aseguramos que ese limite sea precisamente 7 (x) imponiendo la completitud del
sistema.

Convergencia puntual de la serie de Fourier
Teorema
Si se cumple que (hipétesis):

- feCTA([-1.5LR)

fEY+ G
2

SE = 1D =
- ['eCT([-5.5LR)

Entonces (tesis):

La serie trigonométrica de Fourier F (x) converge puntualmente a f(x) en [-7,7

Forma practica de interpretar el teorema

’ La serie trigonométrica de Fourier F(x) es siempre una funcion CTA, asi pues convergera

puntualmente a f(x) en aquellos puntos en donde f(x) sea continua. En los puntos donde

f(x) sea discontinua habra estudiar cada caso concreto (es decir, puede converger o no).

Convergencia uniforme de la serie de Fourier

Teorema
Si se cumple que :
- La serie de Fourier converge puntualmente a f(x).

- feC(la,b], R) con [a,b] [‘%»g‘]

Entonces (tesis):

La serie trigonométrica de Fourier F (x) converge uniformemente a f(x) en [a,b].

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355 T-10



; www.simplyjarod.com
Forma practica de interpretar el teorema

La serie trigonométrica de Fourier F(x) converge uniformemente a f(x) en cualquier
intervalo cerrado donde exista convergencia puntual.

Observacion
Siempre se cumple que:
Si F(x) converge uniformemente a f(x) => F(x) converge puntualmente a f(x)
Pero el reciproco no es cierto, es decir, existen puntos donde hay convergencia puntual pero
no hay convergencia uniforme.
Fendmeno de Gibbs
En las cercanias de los puntos de discontinuidad de la funcion Ax), la serie de Fourier no
converge uniformemente a f{x).
Esto se debe a que en esos puntos cercanos a una discontinuidad se produce un rizado cono-
cido como “Fenomeno de Gibbs”. Por mucho que aumentemos los términos de la serie de
Fourier 1a amplitud de este rizado no tiende a cero. Por eso la convergencia no es uniforme
en los puntos de discontinuidad.
Xn(t) xn()
PN NIV
, <
N=1 N=3
™~ ol
S - 0 T N\o NS T, 0 T,
(@ (b)
xn() xn ()
- AVA\/AVA V‘v‘v‘v N v‘v‘v
\ N=7 : N=19
- o / Vo N - AT A AVAV“ S
~ NU-T, 0 LV V=T, 0 T
(© @
xn()
N=79
-7, 0 T
(e)
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1.11 Utilizacion de las simetrias

La utilizacién de simetrias es muy 1til a la hora de calcular el desarrollo en serie de Fourier ya
( que, la mayor parte de la veces, ahorran mucha labor de calculo. Las funciones de R en R
pueden tener dos tipos de simetrias:

No existe simetria . - . .y e s .
respecto al eje X Sise cumple f(—x) = f(x) sedice que la funcién es par (simétrica respecto al eje Y)

Si se cumple f(—x) = —f(x) se dice que la funcién es impar (simétrica respecto al origen)

Una funcién no puede
ser par e impar al De manera que una funcién puede ser par, impar o ninguna de las dos cosas.

mismo tiempo . . 2 4
Ejemplos de funciones pares son: x°,x", cosx, ...
Ejemplos de funciones impares son: x, x>, senx, tgx...

Ejemplos de funciones que no tienen simetrias son: e, \/; ,Inx, ...

e Propiedades de las funciones simétricas

La suma, resta, multiplicacion y division de funciones pares es par.

= Lasumay laresta de funciones impares es impar.

= La multiplicacion y division de funciones impares es par.

% Lasumay la resta de una funcién par y otra impar es una funcién que no es ni par ni
impar.

+ La multiplicacién y la division de una funcién par y otra impar es una funcién impar.

«  Si f esuna funcién paren [-T,T] se cumple que:

w

L@ a = 2 f)

«  Si f esuna funcién imparen [T cumple que:

: [ rdc =0

e Funcionespares f(-x) = f(x)

Si la funcién que vamos a desarrollar en serie trigonométrica de Fourier tiene simetria par
entonces:

2mnx

4me() dx 0,1,2,3
a = — x)cos n=0,1,2,3, ..
T T

con lo que la serie trigonométrica de Fourier queda desarrollada solamente en términos
coseno mas el término independiente: B

a, = 2mx
= — +
f(x) 5 z a, cos T

n=1
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* Funciones impares f(-x) = — f(x)

Si la funcién que vamos a desarrollar en serie trigonométrica de Fourier tiene simetria
impar entonces:

27nx
T

A & n=123
n‘FL f(x)sen n=123..

con lo que la serie trigonométrica de Fourier queda desarrollada solamente en términos
seno sin término independiente: ' ' .

27nx
T

f(x) = ibn sen

¢ Funciones que no son pares ni impares

Este caso es el mas general donde hay que calcularse todos los coeficientes.

En algunos ejercicios donde la funcion viene definida entre [0, T'] nos piden de forma

En la guia de estudio explicita que obtengamos la serie de Fourier de la funcién .sélo CON Senos O cosenos. En
vienen ejercicios de estos casos lo que tenemos que hacer es prolongar la funcién de partida para convertirla en
este tipo una funcion impar o en una funcion par en el intervalo [-7', T'] segiin queramos que el

DSF contenga solamente senos 0 cosenos.

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355 T-13



www.simplyjarod.com

Anexo al Tema 1:

A continuacion se tienen algunos ejemplos de funciones comunes y sus desarrollos en serie
trigonométrica de Fourier correspondientes. Algunas apareceran en los ejercicios de clase o
de examen. Se recomienda en todo caso practicar con ellas y comprobar que, efectivamente,
partiendo de la funcién y acudiendo a lo aprendido en clase, se llega a obtener la serie
indicada.

Funcidn f(t) Serie
> ' n+1
flty =t —% ot W Z sinnt
o
T 4 cos | 3}1 — 1 t
t = |t U _——— DT W ———
fit) = It 5= g PO
i X sin nt
flti=a—t 0<t<2x Z
i) = 0 <t <0 j_3i¢m(‘>n-u N
’ t O0«<t -7 4 T — {27? — L.
_1}:7—%—1 )
—{—Z—{—————— sin it
n
=1
. -1 -7 <t 0 4 X sin (20— 1}t
fit) = e
1 0<t<x T 1
fy =10 —7 <t <0 1+3i in (2n — 1)t
N 0<t<mw 2 T 2n-1
2 4 S cos2nt
() = |sint - =gy _—— —_—
fit) = [sind] CL 4n? —1
» 2 4 i—l) (05212?
t} = |cost (- e —_—— e —
)= oo iyl
0 -t < 0 1 2 o cos2nt 1
i) = _—— e e e 23117 £
A {smz‘ 0=t s W;4;?3—1 2
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Anexo al tema 1:
A continuacion se detallan graficamente los comportamientos de la funcién signo y de su
desarrollo trigonométrico de Fourier. Nétese que a medida que vamos afiadiendo sumandos
al desarrollo, éste se va aproximando mas y mas a la funcion.
m .
8 -1 —-7<t<0 £(8) 4 3 sin(2k — 1)t
1 O<t<m | Timy 2k—1
f(t)
Esta gréficaesla ; : : ——
funcién original . ( :
£(t) 2, f](y 3s
'/ T R N T T
N T B | E R
Estas cuatro gréficas i { i ? | ) ! ] | ;
son desarrollos en serie | | f ; I T ! | i i I
de Fourier para | ; | ! i i | i ;
distintos valores de £ | g i ~,[ | g i 3 :
oo T b T [ i
"';fﬂ‘f”»""%;u‘ ' “‘.L‘D'“?f kY AT IR T, i}u’“ T
f(t)l 315 ; £(t) > 100
: } . |
e T T e T - 1
1 1 H 1
{ i ! ’ |
S . | L
i 1 !
! : | i
% | { !
i i r |
1 32 \" ] :’i o[': i ‘( ' f
%? l‘f ff‘ fl "li

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT4 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355 T-15



EDO= Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias

Recuerda:

iLas soluciones de ias
EDOs son funciones,
no nameros

Fijate que ia caracterls-
tica fundamentai de las
EDO auiénomas es
que la variable x no
aparece explicita en la
eciacion
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TEMA 2: EDO DE PRIMER ORDEN .

2.1 Definicién

Una ecuaci6n diferencial ordinaria de primer orden es una ecuacién que rela-
ciona una funcién incégnita y(x) con su derivada »'.

Forma explicita o normal: ' = f(x,y)
Forma implicita:  F(x,»,)') =0
Forma diferencial: P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0

La solucion de una EDO de primer orden es una familia de funciones y(x) que
cumplen la ecuacion.

Llamamos problema de valor inicial a:

{

A la ecuacidn que acompafia a la EDO la llamamos condicién inicial.

En este tipo de problemas se trata de hallar una tnica funcién, dentro del conjunto
de funciones que son solucién de la EDO, que cumpla, ademas, la condicidn
inicial,

_}" = f(xny)
y(x) =y,

No existe un sistema met6dico para calcular las soluciones de una EDO. De hecho la
mayoria de las EDOs no se pueden resolver. Por tanto, nuestro objetivo se limita a
aprender a resolver ciertos tipos conocidos de EDOs para los que se conoce su méto-
do de resolucién, Estos tipos son los que se presentan a continuacién.

2.2 Ecuaciones del tipo y' = f(x)
Son las EDOs de primer orden mas sencillas que nos podemos encontrar.

Resolucion:

Y =C + [fG)an

2.3 Ecuaciones autonomas
Una ecuacion anténoma es de Ia forma ;
Y =1

Resolucion: No existe una forma metddica de resolverlas. Normalmente se reducen a
EDOs de variables separadas.

Hay que tener cuidado ya que las EDOs auténomas suelen contener soluciones particulares
que no estdn recogidas dentro de la solucién general que obtendremos. Normalmente
estas soluciones particulares las obtendremos por inspeccion visual (a ojo).
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Mas exactamente
vamos a hablar de
EDO lineales con
coeficientes varlables
Mas adelante vaeremos
que cuando los cosfi-
clentes de una ERO
lineal son constantes
se resuelve de olra
forma

Ya verés en los
ejercicios que no es
necesario que
memeorices’ia férmuia

La mejor forma-de en-
tender estos métodos
es mediante ejemplos.
Nosotros solamenie
utllizaremos e primero.
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2.4 EDOs de variables separadas

Una ecuacién diferencial de variables separadas es aquella que tiene la forma :

Y= 1(0g0) = {%=fumw)

también puede aparecer con el siguiente aspecto:
P(x)ds+Q(y)dy = 0

Resolucién: Se integra por un lado la variable x y por otro la variable y:
[Pxyax + foay = 0

También hay que tener cuidado con las EDOs de variables separadas ya que suelen contener
soluciones particulares que no quedan recogidas dentro de la solucién que general que obten-
dremos. En este caso la forma de obtener las soluciones particulares es sistemética y se
explicara en los gjemplos.

2.5 Ecuaciones homogéneas

Una ecuacién diferencial homogénea es de la forma :

B

Resolucién: Cambio de variable y =ux y obtenemos una EDO de variables separadas.

2.6 EDOs lineales
Una ecuacion lineal (de primer orden) es aquella que tiene la forma :
Y= fByrgt)

Resofucién:
La solucidn de esta EDO viene dada por la siguiente férmula:

y®) = | K + [ge J7Gods dx 7@

De todas formas no es aconsejable aprenderse esta formula de memoria, Para llegar a ella
existen dos procedimientos:

1. Calcular la solucion general de la EDO homogénea: ' — f(x)y = 0 yuna’
‘solucitn particular de Ia EDO completa mediante el método de variacién de los

parametros (fambién llamado variacién de las constantes).

2. Realizar el cambio de variable y = wuv
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También se puede
hacer integrando O(x,)
en vez de P(x,y). En
ese caso también
cambiarfan los
siguientes pasos.

Normalmente en este
paso se van términos
que estan repetidos en
ambos lados de la
igualdad

En el 4° paso no olvidar
la constante que
aparece al integrar

En el 5° paso no olvidar
igualar a cero la solu-
cién
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2.7 Ecuacion de Bernouilli

Una ecuacion de Bernouilli es de la forima ;

y=f(x)y+g)y" donde neR

Resolucion:
Dividimos entre )" en ambos lados de la igualdad , después hacemos el cambio de variable

~h+l

y =u y queda reducida a una EDO lineal,

2.8 EDOs exactas
Se dice que la ecnacion diferencial :
- P(ry)dx+Qx,)dy=0

es exacta si existe una funcion real F(x;3) que llamamos primitiva, definida en D, tal que,
en diche dominio, L
oF

s 2F _p 0

[ =R

la manera de ver si una EDO es exacta es mediante el siguiente teorema:

 P(x,y)dx+ O(r, )y =0 esexacta <> O = 22
e oy ox

Resolucion:

La resolucién de una EDO exacta se hace a través de 5 (mini)pasos:

1.- Integramos P(x,3) con respecto a x, suponiendo y constante :

F(x,p) = [P(x,3)dx +p(») = R(x, )+ 9(»)

2.~ Derivamos F(x,y) = R(x,y)+@(y)conrespectoa y:

ﬁ—-@.;. '()
2y =5y tV

3.~ Igualamos ‘;—F a O(x,y) y despejamos @'(y):
y

L0ty = Z4p0) = 00)
Y oy

4.- Integramos @'(y) y obtenemos p(y).

5.~ La integral general queda en forma impticita:

F(x,p) = R(x,y)+@(y) =0
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2.9 Ecuaciones diferenciales no exactas. Factores integrantes

Sea una ecuacion diferencial del tipo:
P(x,y)dx+ O(x,y)dy = 0

que no es exacta ya que;

apP o”Q
é’y ax

Un factor integrante para esta ecuacion diferencial es una funcion real x(x,y) que
admite derivadas parciales continuas , de manera que

106, ) P(x, y)dx + p(x, y)Q(x, y)dy = 0
ya es una ecuacion diferencial exacta y se 1esuelve como tal. Se verifica entonces que

| 5(#P) é’(uQ)
dy — ox

desarrollando ia derivada del producto en ambos lados de 1a igualdad queda:

Op, 0Oty 00

a2y oy 0”x
e Q0 apP
pZE _ =yl —=-— 1
Jy Q [é’x é’y) -

Una vez llegados a 1a expresidn {1] el enunciado nos tiene que proporcionar algin dato
adicional para poder saber la forma exacta que tiene el factor integrante, Los dos siguientes
son los casos mas habituales (jpero no los inicos!):

a) Si nos dicen que el factor integrante es funcién de x finicamente; la expresién 1] queda:

du _ oy ox

L u o

donde obtenemos la expresion de u(x) integrando a ambos lados de la igualdad.

b) Si nos dicen que el factor. mtegranteesfunméndeyumcamente, la expresion [1] queda:

du _ Ox dy dy

Y7, P

donde obtenemos la expresion de u(y) integrando a ambos lados de la igualdad.
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La diferencia con {a EDO
‘neal ya vista en el punto
2.8 es que aqul! el coefi-
ciente de la incégnita y es
una constante (no varla
con respecto a x}

Solucién General de la
Homogénea = SGH

Solucidn Particuiar de la
EDO Completa = SPC
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2.10 EDOs lineales con coeficientes constantes

Una EDO lineal (de primer orden) con coeficientes constantes es aquella que tiene la forma :

!

Y o=ay+ g(x)
Resolucién

La resolucion se hace en dos partes.
Primero se calcula la solucién de la EDO homogénea (sin término independiente): ' = ay

La solucién general de la EDO homogénea (que llamaremos SGH) es siempre:

Yy (x) = Ke™

Segundo se caicula una solucidn particular de la EDO completa {con término independiente)
mediante el método de coeficientes indeterminados. Este método consiste en suponer una
solucién particular de la EDO basandose en la forma del término independiente,

Veamos algunos ejemplos ilustrativos:

:;' ..Si g(x) = 4¢** probaremos con una solucién particular de la forma y,(x) = ae’

|Si g(x) = xe™ probaremos con una solucién particular de fa forma y,(x) = (ax +b)e*

18i g(x) = x> -5 probaremos con una solucién particular de la forma y,(x) = ax’ +bx+c
|8t g(x) = cos2x probaremos con una sol. part. de Ia forma y,(x) = acos2x+bsen2x __
Si g(x) = e "sendx probaremos con una sol. part. de la forma y,(x) = e (acosdx + bsen4x);_'::5

:'f. etc, ...

Por altimo para obtener la solucidn de la EDO completa se suman ambas:

¥(x) = yu(x) + y,(x)

Observaciones

* El método de los coeficientes indeterminados no siempre es aplicable. En general sélo se
puede aplicar cuando e! término independiente tiene la forma de “polinomio por exponencial”
o “(seno + coseno) por exponencial”,

s Volveremos a ver este método de forma completa y rigurosa en el tema 4 cuando estudiemos
las EDOs lineales con coeficientes constantes de orden »# (paginas T-31, T-32 y T-33),

» En asignaturas aplicadas (JACR, EBAS, etc...) lo comiin es utilizar la # como variable
independiente representando el tiempo (en vez de la x que es la usual en mateméticas),
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2.11 Teorema de existencia y unicidad
]
- . y'=fxy)
Sea el Problema de Valor Inicial (PVT) siguiente: {
y{x) =y,
Existencia de solucién del PVI
ﬁ:u?g’;’;”;“;}‘fﬁcﬁiﬁgg‘ " | Silafuncion f(x,y) escontinuaen (x,,,)
de dos variables se ha |
estudiado ya en FMT2 |
. Entonces:
" Bl PVI tiene al menos una solucion y = y(x}definida en (x,,y,)
§i
Unicidad de la solucién del PVI
of
Si —(x, ) existe y es continua en (X, ), )
%
: Entonces:
;; . Existe una Gnica solucion y = y(x) del PVL
Observacion
El teorema de existencia y unicidad de solucion de una EDO nos proporciona condiciones
suficientes (pero no necesarias). Esto quiere decir que, si se cumple la hipétesis entonces
seguro que se cumple la tesis; pero, si no se cumple la hipdtesis nada podemos decir sobre
la tesis, es decir, se puede cumplir o no cumplir.
2.12 Soluciones singulares
Sea una funcién y = @(x) que es solucién de laEDO ¥ = f(x,)). .
'Se dice que y = @(x) es-una solucién singular de la EDO si por cada punto de  y= QJ(x)
_pasa ofra solucién de la EDO y ambas tienen la misma tangente en ese punto. .
Observaciones
+ Toda envolvente de una familia de curvas solucién de una EDO es solucién singular.
Sin embargo, se puede tener una solucién singular de la EDO sin necesidad de que ésta
sea una envolvente de la familia de curvas solucién de dicha EDO.
e Las EDOs lineales no tienen soluciones singulares.
F{:“’E"s:’?[‘g es ¢ En los puntos de las soluciones singulares no se verifica el teorema de unicidad de
P solucion.
s No confundir solucion particular con solucién singular. De hecho, no todas las solucio-
nes particulares son soluciones singulares.
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TEMA 3: METODOS NUMERICOS .

3.1 Introduccion

¢ Los métodos numéricos se utilizan en todas las ramas de las mateméticas y sirven para
dar una solucién aproximada a problemas que no tienen solucion analitica.

e La solucién que proporciona un método numérico es siempre un nimero (como su
propio nombre indica).

¢ Nosotros, en esta asignatura, s6lo nos centraremos en la resolucién medianie métodos
numericos de EDOs de primer orden.

s Dado el siguiente PVI;

{y’=f(x,y)
Y(xg) = Yo

su solucién se puede calcular de dos formas:

Solucion analitica:

Una solucion analitica de una EDO es una funcién del tipo:

y = y(x} Solucién explicita
F(x,y) = C Solucién implicita
Las EDOs de primer orden que tienen solucion analitica las hemos visto ya en el tema 2.

Sin embargo ;qué podemos hacer con aquellas EDO de las que no sabemos calcular su
solucidn analitica?. En este caso podemos calcular una solucién numérica.

Solucién numérica
Una solucién numérica de una EDQO se suele dar en forma de tabla de la siguiente forma:

Xg x, X, X, X,

Yo Y Y V3 Y

En esta tabla los valores x, e y, vienen dados por la condicién inicial del PVI. Los

X, los fijaremos nosotros y la distancia entre ellos lo Namaremos paso y lo nombra-

remos A. El paso h no tiene por que ser fijo.
Nuestro objetivo serd encontrar los valores de ¥, que serdn los que me den el valor

aproximado de la solucién en el punto x;.

* Los métodos numéricos se pueden clasificar seghn dos categorias:

- unipaso o multipaso
- explicitos o implicitos

Nosotros vamos a estudiar inicamente los métodos unipaso explicitos.
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* Nomenclatura

Vamos a utilizar la siguiente nomenclatura para referirnos a los distintos puntos que
vamos 2 utilizar:

k= Valor del paso

x; = Valor inicial en el paso i de la variable x (valor exacto)

X,,, = Valor final en el paso i de Ja variable x (valor exacto)

j::: ¥(x,) = Valor inicial en el paso / de la variable y (valor exacto)
¥(x,,,) = Valor final en el paso / de la variable y (valor exacto)
Y, = Valor inicial en el paso i de la variable y (valor aproximado)

¥, = Valor final en el paso i de la variable y (valor aproximado)

3.2 Desarrollo en serie de Taylor

No se trata de un método numérico propiamente dicho. Estd a medio camino entre los
métodos numéricos y los analiticos. La razén de su estudio es que los métodos numéricos
que vamos a ver mas adelante se basan todos en el desarrollo en serie de Taylor.

La forma de calcular ef valor aproximado de la solucién del PVI es obteniendo el siguiente
desarrollo en serie de Taylor y particularizando en el punto concreto x, = x, +nh:

(;1}1)5*

nh?- _”_..__ : m
(rh) 3 y'{x,) + ...

Vu = Y0) + nhy' () + 5=y (x%) +

Observaciones

- Requiere ¢l calculo de las derivadas sucesivas de la EDO. Esto es costoso en tiempo

- Aungue proporciona una buena aproximacién de la funcién solucion cerca del punto x,,

esta aproximacion empeora notablemente segiin nos alejamos de x,,.
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3.3 Métodos unipaso explicitos

Surgen para intentar solventar los problemas del método de desarrollo en serie.
La filosofia de estos métodos es la siguiente:

-Partimos del PVI original :
{ Y =fxy)
(%) =¥,

-Partiendo siempre de la condicién inicial y, obtenemos una estimacién y, = y, + &y, de

Y (x,) mediante un desarrollo de Taylor de bajo orden.

-Construimos con ello un nuevo PVI con la misma EDO pero cuya condicién inicial es la
calculada en ¢l apartado anterior:

{ y' = f(x)
y() = p

- Repetimos este proceso hasta llegar al punto en el que queremos aproximar Ia solucién,

En general se trata de calcular, para cada paso, la siguiente expresién: Vin =V, + Oy,
donde &y, es una estimacion de la variacién de y. S

La diferencia entre unos métodos y otros estriba, inicamente, en la forma de calcular &y, .

3.3.1 Método de Euler Bdsico

Utiliza como  dy, la pendiente en x;:

&, =hy' = hf(x,y(x)) = hf(x,.y)

L Yia =Y H0y =y + hflG,p)  i=0L2. |
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3.3.2 Método de Euler mejorado

Utiliza como dy, la media de las pendienies en x, yen x,,,:

_p S GG+ S y()

é:)). 3 = 5y.|' = 'g‘[f(xi:yf) +f(xi+1:yi+1)]

Fijate que en fa expre- h ‘
sién final aproximamos Y=Y +W=y+= [f(x,. V)b f(x +h, ¥y, + ]1f(xi,yi))] i=0,12,.
el valor desconocido 2

¥y con un Euler basico

3.3.3 Método de Euler modificado

Utiliza como &y, la pendiente del punto medio entre x, y x,,,:

k
Donde: = i
Hap =X+

2 oy, = ]7f(xf+%5 y,-%)

Fijate que en la expre- h h

Sy o Yin It =y (54 4o fE) | =012,
Vi €ON un Euler
bésico de paso /2
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3.4 Métodos Runge-Kutta
3.4.1 Definiciones

e Decimos que un método numérico es de r etapas cuando para calcular y,,, necesitamos
evaluar la funcién r veces,

¢ Decimos que un método numérico es de orden p cuando su desarrollo “equivalente” en
Esta definicién no serie de Taylor es de grado p. '

es muy rigurosa
¢ Llamamos método de Runge-Kutta de r etapas a
Yimn =W +a K, +a,K, +..+aKk,
donde:

- 4a;, j=1,...,r son constantes escogidas de forma que y,,, se aproxima cuanto
sea posible al desarrollo en serie de Taylor de y(x,,,).

- K, j=Ll..,r sonestimaciones de Jy,.

3.4.2 Observaciones

¢ Elmétodo de Euler mejorado y el método de Buler modificado son casos particulares del
método de Runge-Kutta de dos etapas:

Yip =W +a K +a,K,

Euler mejorado,

1 1
Vi =V +§K, + EKz Ki=hf(x,y) K,=hf(x,+h y, +K,))

Euler modificado,

h K
Y = + K, Ki=hf(x,y) K, =hf[x;+5= yf+—21_)

* No se tiene que confundir el niimero de etapas con ¢l orden de un método, De hecho, para
r=1,2,3,4 secumple que:

- Con métodos de Runge-Kutta de » etapas el méximo orden que puede conseguirse es »

Pero sin embargo para # = 5,6 se cumple que:

- Con métodos de Runge-Kutta de # etapas el maximo orden que puede conseguirse es r» —1

» Elmétodo de Taylor persigue mayor precision a cambio de que haya que evaluar en
(x;,¥;) las derivadas parciales sucesivas de f. Los métodos de Runge-Kutta intentan
conseguir el mismo fin evaluando solamente la funcién £, pero en varios puntos.
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3.5 Error de discretizacion de los métodos numeéricos

Un método numérico nos da siempre una solucién aproximada del PVI, Por tanto es muy
importante para nosotros conocer el error de discretizacién que viene expresado por:

Ey =y(x0) = Yin

Este niimero, sin embargo, va a ser imposible de calcular pues, como ya sabemos, y(x,,;) es

un valor desconocido. Por tanto tendremos que conformarnos con una estimacién suya,

¢ Cémo obtenemos esta estimacién del error de discretizacion?. Lo que haremos ¢s utilizar una
segunda estimacién ,,, de y(x,,) més precisaque y,,.

Para obtener esta segunda estimacién mas precisa se pueden utilizar dos técnicas:

Primera técnica

Usar un método del mismo orden p y menor longitud de paso.
Utilizando esta técnica la estimacién del error de discretizacion viene dada por:

-~
o Y~ Vi
2% N 1 2—-p

Segunda técnica

Usar un método con la misma longitud de paso # y mayor orden.
Utilizando esta técnica la estimacion del error de discretizaci6n viene dada por:

Eiy® Y=Y
Observaciones

» (Qué utilidad tiene el cilculo del error?. Normalmente al aplicar métodos numéricos para
calcular la solucion de un PVI nos interesa que el error cometido al avanzar en la solucion
numérica no rebase una tolerancia predefinida, La tolerancia usualmente se calcula para
un paso determinado y si en un determinado paso se sobrepasa lo que se hace es volver al
paso anterior y continuar con un paso menor,

¢ Ademés del error de discretizacion en los métodos numéricos también se comete otro error
que es el del redondeo de decimales. A veces este error no es despreciable, Por ejemplo,
sabemos que disminuyendo la longitud de paso se consiguen resultados con menor error
de discretizacion, Sin embargo, ¢l disminuir demasiado la longitud de paso puede llevar
consigo un aumento de los errores de redondeo con lo que el error global (error de
discretizacion + error de redondeo) puede aumentar.
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TEMA 4: EDO’s DE ORDEN SUPERIOR

Llamamos EDO de orden # a una relacién entre una funcién incdgnita y(x), su variable
independiente y sus derivadas hasta orden »:

FO, v,y s ¥, x) =0
En este tema nos centraremos exclusivamente en resolver las EDOs lineales de la forma:

(n-2

Y4 p YT+ py (YTt p ()Y = g(x)

4.1 EDO lineales con coeficientes constantes de orden #

En este tema vamos a estudiar el tipo mas simple de ecuacién diferencial que existe. Se trata de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOQ) lineales con coeficientes constantes de orden #. Las
EDQ lineales con coeficientes constantes de orden uno ya fueron vistas en el tema 2 as{ que aqui se
trata de generalizar lo visto alli para ordenes mayores que el primero.

Una EDO lineal de orden # con coeficientes constantes tiene la siguiente forma:

(-1 {r-2

YO py T py T py Dy = q()

donde py, ps, ... , pa son constantes reales o complejas y ¢(x) es el término independiente.

Resolveremos este tipo de EDO calculando por separado la solucién general de la EDO homogénea
{que llamaremos SGH) y una solucién particular de la EDO completa (SPC). Una vez obtenidas
ambas, las sumaremos para obtener la solucion general de la BDO completa

y(x)=8SGH + SPC = y(z) yH (x) + yp().)
Veamos a continuacion como se calculan cada una de estas dos soluciones.

Solucién general de ]a EDO homogénea (SGH)

Sea la EDO homogénea:

(n-1 {n— 2

W+ py"+ pyy A p, Y ++py=0

La solucion general de esta EDO homogénea se calcula a partir de las raices de la ecuacion
caracteristica asociada: e
]'" + pﬂ'”‘] + pzi.”“z +..f P, = 0

(a1 — ],n—t n "

donde hemos sustitvido: y=1, y'=r, y"'=r* , .., y

Dependiendo de que las distintas raices (soluciones) de esta ecuacion caracteristica sean reales o
complgjas y de su orden de multiplicidad tenemos cuatro posibles casos:

' Raizreal r = asimple,

y = Ae™

* Raizreal 7 = a con multiplicidad 5,

yo= (A" o Ax A4 ) e”
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*' Dos raices complejas conjugadas 7 = or £ fi simples,

y = e“'[Acosﬂx + Bsen ﬁx]

y = e [(4_x"" +..+ Ax+4)cos fx + (B, x"" +..+ Bx+B,)sen Bx]

A continuacién, a modo de ejemplo, se muestran todas los posibles combinaciones para las EDOs
de orden uno, dos, tres y cuatro segiin sean las raices de su ecuacién caracteristica asociada:

¢ y+ay =0 EDOdeordenuno (unaimica posible solucién)

. _ £IT
-1 =a y = de

y'+ay +ay =0 EDOdeorden dos (tres posibles soluciones)

~-n=4a B =b y = Ae™ + Be”
- 1, = a (doble) ¥y = (Ax+B)e™
-h,=axpi y = e™[dcos fix + Bsen fx]

s Yy +ay' +ay +ay =0 EDOdeordentres (cuatro posibles soluciones)

- =a r=b n=c y = Ae™ + Be™ + Ce™
-1 =a (doble) r,=5 y = (Ax+B)e™ + Ce™
-1, = a (riple) y = (Ax* +Bx + C)e”
-1 =a ry,=atpi y = Ae™ +e™[Bcos fr + Csen fix]

o Yray"+ a,y" + a,y' +a,y = 0 EDO de orden cuatro (nueve posibles soluciones)

-n=a r,=b ry=c ry,=d y = Ae” + Be™ 3+ Ce™ + De*
=a (doble) r,=c r,=d y = (Ax+B)e™ + Ce™ + De™

]
-~

-1 =a (riple) r,=d ¥ = (Ux?+Bx + C)e™ + De™

- 1, = a (cuadruple) y = (A +Bx* + Cx + D)e™

-1, =a (doble) r, =b(doble) y = (Ax+B)e™ + (Cx + D)e™

-A=ar=>b 1, =axfBi y = Ae™ + Be™ + e"“[Ccosﬂx + Dsenﬁx]

-1 =a (doble) 1, =a+ fi y = (Ax+ B)e®™ + e [C cos fx + Dsen ﬁx]

-, =atfi o, =ytdi y = &"[Acos fx + Bsen fic] + ¢*[Ceosée + Dsenéic]
- hhasa =@t Bi (dobles) y = e“[(4x+ B)cos fir + (Cx + D)sen fx]

Por supuesto no hace falta aprenderse todas estas soluciones de memoria. Fijate que siguen una
regla muy sencilla de construccidn. Basta con saberse los cuatro tipos basicos explicados en la
pagina anterior y combinarlos correctamente.
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Solucién particular de la EDO completa (SPC)

Una solucion particular de la EDO completa SPC se obtiene aplicando el método de coeficientes
indeterminades. Ya esbozamos este método en ¢l tema 2 con EDO de primer orden. Todo lo que
alli se dijo sigue sirviendo pero ahora vamos a terminar de formalizar el procedimiento.

El método de los coeficientes indeterminados consiste en probar una solucion particular que tenga
la misma forma funcional que e! término independiente g(x) de la ecuacion, salvo por los

coeficientes que habra que determinar.

‘s Primer caso; Bl término independiente ¢(x) es un “polinomio por una exponéncial”.

281 g(x) = (Apx* + 4x"T + ...+ 4,)e™ lasolucion particular va a ser de la forma:

y,(x) = (Coxk +Cx L4 C',f)e’”T

~Si g(x) = (4,x" + Alx”H + .4 A )e™ yademds L es raiz de multiplicidad m de la

ecuacion caracterfstica. Entonces fa solucién particular va a ser de la forma:

Yo (x) = x" (ng" + Cx L Ck)e’“

*: :Segundo casor El término independiente ¢(x) es un “(sého + coseno) por una exponencial”’

+ 4 )cos fx + (Bt + + B)sen fx]e® | e

particular va a ser de la forma:

¥,(x) = [([Cox* + ... + Ceosfx + (Dx* + ... + D,)sen fx]e™

+ B, )sen fix]e™ y 0.+ Bi s

rafz de multiplicidad # de la ecu. caracteristica. Entonces la sol. particular va a ser de la forma;

¥,(x) = x"[([Cox* + ... + C)cosBx + (Dpx* + ... + D,)sen fx]e”

Ohbservacion

Queda solo una cuestion por resolver: jqué ocurre si el término independiente g(x) no tiene una
de las formas indicadas més arriba (polinomio por exponencial o seno + coseno por exponencial)?.
En ese caso existen dos posibilidades:

Primera: Intentar descomponer el término independiente en dos o mas funciones que sean de esa
forma y aplicar a cada funcién el método de coeficientes indeterminados.

Segundo: Si lo anterior tampoco es posible habria que recurrir al método de variacion de pardme-
tros que es general para cualquier EDO lineal (tenga los coeficientes variables o
constantes)
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4.2 Resolucion general de las EDOs lineales de orden dos

Ahora vamos a resolver las EDOs lineales de orden dos que son las siguientes:
YA D3+ p(x)y = g(x)

Para resolver esta EDO seguimos los siguientes doce pasos:

1) Sinos dan la EDO de otra forma que no sea la anterior (por ejemplo, con un coeficiente
distinto de 1 en y” ) manipulamos la expresion hasta llegar a ponerla como estd aqui.

2) Resolvemos la EDO homogénea:
Y+ ;3 + py(x)y =0

que siempre tiene como solucién una funcién de la forma:
Yyr(x) = Cp(x) + Cyy, (1)

donde y,(x) ¢ y,(x) son dos soluciones particulares linealmente independientes de
la EDO homogénea.

3) Para encontrar estas dos soluciones particulares el enunciado nos tiene que dar algin
dato adicional. Algunos de los mas comunes son:

=~ Nos dan directamente una de las dos soluciones particulares y, (x)
5 - ()
= Nos dan una relacidn de cociente de la forma: ———= = f(x)
¥,(x)
+~  Si la suma de todos los coeficientes de la EDO suma cero entonces sabemos que
una soluci6n particular es siempre y,(x) = e*

4). Encontramos la otra solucion particular y,(x} mediante la férmula de Licuville:’
W) = cednOE
donde W(x) representa el Wronksiano que se define de la siguiente forma:

nx) y(x)

W = C)y Vi X =
(x) SAEINNE))) ¥ yy(x)

5) Una vez que hemos simplificado convenientemente la férmula de Liouville pueden
suceder dos cosas:

- Nos queda una ecuacién normal (algebréica) donde despejamos p, (x).

- Nos queda una EDO de primer orden del tipo ¥" = f(x, ¥) que tenemos que

resolver con las técnicas vistas en ¢l tema 2. Importante: La constantes que
aparecen al resolver esta EDO las elijo yo libremente, No hay que calcularlas.

6) Una vez encontradas las dos soluciones particulares y,(x)} e ¥,(x) comprobamos que

son linealmente independientes y que, por tanto, forman un sistema { y,(x), ¥,(x) }
fundamental de soluciones de la EDO homogénea, Para ello comprobamos que:

W(x) = W0 @),0,0) 0 vx
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7) La solucién de ta EDO homogénea es, por tanto:

a3 = On) + 6y ()

8) Ahora utilizamos el método de variacién de los parametros (o variacién de las constan-
tes) para obtener la solucion general de la completa. Este método se basa en suponer
que la solucion general de la EDO completa tiene la forma:

20 GERE GO

9) Tras sustituir en la EDO y operar obtenemos ¢l signiente sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas C;(x C,(x) que resolvemos por Cramer;
gn 1 Yy Ly q P

I
=

Cix) ¥ () + Ci(x)p,(x) =

{ Cl(x)n(x) + C(x) ..q.:();).

L
RN
~—
"
R
Il

10) Obtenemos mediante integracion C,(x) y C,(x)} y ahora si que mantenemos las
constantes que aparecen al integrar que Hamaremos K; y K.

11) La solucién de la EDO completa es, por tanto:
)= GEME * Cm ).
que en realidad se trata de un conjunto de soluciones pues no hay que olvidar que

queda en funcién de K y K que son constantes a determinar.

12) Por altimo, en el caso en que nos den dos condiciones iniciales (es decir, un PVL)
podremos determinar el valor de K; y K» y obtendremos una Gnica solucién que
resuelve el PVI.
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Demostracion de los pasos 8 y 9 del método de los doce pasos

Ahora vamos a demostrar la forma de obtener el sistema del paso 9 aplicando el método de
variacién de los pardmetros. Para resolver una EDO mediante los doce pasos no es

estrictamente necesario conocer esta demostracién pero si es muy recomendable para
posibles preguntas tedricas,

Partimos la EDO homogénea
¥ AP+ p(x)y =0
cuya solucién general es

Yu(x) = C3(x) + Coy,y(x)

La idea decisiva ahora es sustituir las constantes C; y C), por las funciones C,(x)y C,(x).
Esto da:
y(x) = Ci(x)y(x) + C(0)p,(x)

A continuacidn se intenta determinar C,(x)y C,(x) de manera que la expresion anterior

sea una solucién de la EDO completa en lugar de serlo de la EDO homogénea.
Para ello derivamos la expresion anterior:

Y= G + CEY() + )y, (x) + Gy (x)

Ahora, para tener dos ecuaciones, suponemos que (grado de libertad):
Cnx) + Gy =0 (1]
Con Jo que la derivada primera derivada nos queda bastante més sencilla:
Y = GEY(E) + C(x)y,(x)

Derivamos otra vez para obtener »" :

V= Gy () + GOY) + Gy (x) + Co(x)y5(x)
Ahora se sustituyen y,3" e 3" en la EDO completa:

Y+ p()y + p(x)y = g(x) =

[Cp(x) + C{x)3 () + Co(x)y5(x) + Co(x)y5(x)] +

+ p(O[C )y (x) + C (), ()] + p (HC () (x) + C,(X)p,(x)]1 =0

GOV + p()y[(x) + p ()3 ()] + C()[5(x) + p,(x) ¥, (x) + p,(x) 3, (x)] +
+ G(x)y, () + )y (x) = g(x)

Cada una de las expresiones entre corchetes de la ecuacion es cero porque tanto y; como

¥, son soluciones de la ecuacién homogénea. Por consiguiente, la expresion anterior queda:
G0y (x) + GG = g(x) [2)

Finalmente las ecuaciones [1] y [2] son las ecuaciones que hemos utilizado en el paso 9.
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4.3 Ecuacion de Euler

) Una ecuaclon de Euler es una EDO lineal con coeficientes variables de 1a forma;

"l q(x) aeclkR

ax Y + Y+t axy () + ay(x) =

Esta ecuacion se resuelve mediante un cambio de variabie que la convierte en una EDO
lineal con coeficientes constantes. El cambio a realizar es:

Cft=lhx = x=¢
Gracias a esto cambiaremos todas las derivadas de la EDO que dependen de x (es decir, y'(x))
por derivadas que dependan de 7 (esto es, ¥'(1)).
) ) ., at ,
Dado que en los célculos posteriores va a aparecernos la expresion E— , calculamos previamente
X

su valor:

1
X

Aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta todo lo anterior, se tiene:

. yw=2- f,yj; YO =y = y(De
o ¥ dy i[jﬂ = [y@]= [y'(t) "’]‘ [y'()"

i [:;d? POl + 02 ]J ¢ =[y'O-yO)e™ =y =[y0-yle”

4’ dld .y d , ' »
& [dny x[y @] =—{[»0-r©le™ =

* y'(x)=
d " t -2 di d " 1 -2 [ V d —2¢ ~¢
=—{lr'®-yole ]Et:[zf”[y O-y Ol +[y'0-y Ol {e ]}e =
=[["®-y'®)e™ -2[y'O -y Ol e ] =[y"0- 3"~ 20"+ 27'(1)) ™

= y"(0)=[y"0)-3y" ) +2y'0)] ™

o« =[O 670 + 1Y) - 650 ]

Sustituyendo todo esto en la EDO inicial obtenemos una EDO lineal con coeficientes constantes:

los suman-dos de fas b”y"J ([)-t—b”_ly"él)(f) FoHhY (O +by(t) = g(¢') , beR
derivadas de y{(f)

{Coeficientes

constanies)
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¢ También se consideran de Buler las EDO de la forma:

n-]

a, (ax+b)" Yy (x)+a, (ax+BY"" + )" V() +...+a,(ax + b)Y (x) + a,y(x) = q(x)

En este caso el cambio de variable es:

e —b
a

t=ln{ax+b) > ax+b=¢ = x=

y las derivadas, operando de forma analoga a la anterior, quedan:
Y = siae’
Y =-yate™
Y =0r=3y 4 2)a’ e
Y'= "= 6y + 11y - 6y)a’e™

Sustituyendo todo esto en la EDO inicial obtenemos una EDO lineal con coeficientes constantes:

rh-—
bo}’f{” + b[J’:("_l +. +b Y +by=gq (e b} beR
o
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4.4 Dependencia e independencia lineal de funciones. Wronskiano

Definiciones

» Sedice que n funciones y,(x), ..., ¥,(x) definidas en el intervalo en (a, &) son

linealmente dependientes sii:

Hexyso, @) # (0,...,0) / e n(x)+ .+ @y, (x) =0, Vxe(ab)

* Sedice que # funciones y,(x), ..., y,(x) definidas en el intervalo en (a, b) son
linealmente independientes sii:

=, =0, Vxe(ab)

n

o)+ ot ay,x) =0 = ag=

¢  Sitenemos n funciones y,(x), ... ,¥,(x) definidas en un intervalo (a,b) y con
derivadas hasta el orden # — 1, se define el Wronskiano de las funciones como:

by Yy oo Wy
Wey=det) Mt T2
yt(n~l ¥, (n—1 y,;("_l

Resultados para funciones cualesquiera

En este apartado vamos a considerar que las funciones y,(x), ..., ¥,(x) son funciones

ualesguiera En este caso se cumplen los mgu:entes 1esultados
. Sl yl, vy y” son lmealmente dependlentes en (a, b) = W (x) 0 Vxe(a, b)
. Si 3y, €(a,b) / W(x%)#0 = y,..,y, sonlinealmente independientes.

<Vph > <YWy >
¢ Las funciones ¥, ..., ¥, son lin. depen. <> det : : =0
<y_n’yl> t <yrr’yn>

siendo <y,,y,> = [ ,(y,(x) dx.

Resultados para soluciones de una EDO lineal homogénea

En este apartado consideramos que las funciones y,(x}, .... , ¥, (x) son soluciones particu-

lares de una EDO lineal homogénea de orden » de la forma:

+"'+ .pn(x)y =

{n-1 (-2

W p )y + p(x)y

| En este caso particular se cumplen los siguientes resultados:

e I e(@d) IW()#0 & W(x#0 Vre@h)
° Las solucmnes Ws eees Y, SO Imeaimente dependlentes & W(x) O Vxe(a b)

e Las soluciones y,, ..., , son linealmente independientes <> 3x, & (a,b) W(x,)#0
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4.5 Teorema de existencia y unicidad

Sea un Problema de Valor Inicial (PVI) formado por una EDO de orden 1 y » condiciones
iniciales:

( {n

W+ p(x)y
J’(xo) =¥
S Y(x) = »

(n-1 {n-2

+ P, Y+t p,(X)y = q(x)  xe(a,b)

Ly("—l (xo) = yn—[

Silas funciones g(x) y p{x} (=1,...,n) son continuas en (@, b) entonces podemos ;_
jasegurar que el PVI tiene solucién Ninica en (a, b).
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TEMA 5: RESOLUCION DE EDOs MEDIANTE SERIES .

5.1 Introduccion

En este tema vamos a estudiar como resolver EDOs mediante series de potencias. Nos limitare-
mos a resolver EDOs de la forma:

Y+ p(x)y + pr(x)y =0
es decir, nos limitaremos al caso en que:

- La EDO es lineal de orden dos con coeficientes variables..
- La EDO es homogénea, es el decir, el término independiente es nulo, g{x) =0,

- Los coeficientes p,(x), p,(x) de la EDO son polinomios o cocientes de polinomios. Si

en alglin caso no fuese ast tendremos que sustifuir los coeficientes por su desarrollo en
serie de Taylor.

5.2 Desarrollo alrededor de un punto ordinario

Se dice que x, € R es un punto ordinario de la EDOsi p,(x) y p,(x) son analiticas (es

decir, continuas y derivables)en x, e R.

Para resolver EDOs mediante desarrollo en serie de potencias alrededor de un punto ordinario
existen dos procedimientos.

Primer procedimiento: Método de coeficientes indeterminados

Este método consiste en suponer que la solucion buscada es de la forma:

o
Y = Z a,(x—x,)" (o punto ordinario)
n=0

y se trata de determinar los coeficientes g, sustituyendo la solucién y sus derivadas;

o0

y' =3 na,(x-x)"" Y= nn=1)a,(x—x)""

=1 =2
enla EDO, y" + p,(x)y" + p,(x)y = 0.

En Ja mayoria de los casos el punto ordinario es x = 0. En ese caso lo que debemos sustituir en
la EDO es:

[=e]
y= 2 ax = a+ax+ax’ +ax -

n=0

o
Yy =D nax" = a +2ax + 3a,x7 + dax’ +...
0

y' o= Y an-Dax"? = 2a, + 6a,x + 12a,%" + ...

n=2
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Segundo método: método directo

Hay otro método para obtener {a solucion de nna EDO en forma de serie depotencias.

Se trata de aplicar directamente la definicion de serie de Taylor. Es decir, si la solucién
general de la EDO es analitica (continua y derivable) en x entonces la serie de potencias
solucién que vamos buscando no es mas que la serie de Taylor centrada en xg.

Veremos ¢dmo se utiliza mediante un gjemplo.

5.3 Convergencia de la solucién obtenida

Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia que llamaremos p . Este radio de
convergencia p puede tomar los siguientes valores:

- p = 0 laserie de potencias sélo converge en su centro xg.
-peR —{ 0} la seric de potencias sélo converge en el intervalo (x, — p,x, + p).

- p = o laserie-de potencias converge en R .

Por tanto la solucién de la EDO en forma de serie de potencias que nosotros hemos calculado
(ya sea por el primer o el segundo método) tendra un radio de convergencia p .

Para determinar ese radio de convergencia de la serie de potencias solucién se utiliza el
teorema que se enuncia a confinuacion

Teorema de Fuchs

SealaEDO y" + p(x)y' + p,(x)y = 0 ysea x un punto ordinario de la misma, es
decir, pi(x) y p.(x) -son-analiticas (continuas y derivables)-en xq.

Entonces la solucién general de la EDO alrededor de x, es analitica en xq y se puede expresar
como una serie de potencias:

@D

Y= z an(x_xﬂ)n

n=0

con radio de convergencia p =|x, — p, !

donde p, representa el punto singular de la EDO mas préximo a xj.
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5.4 Desarrollo alrededor de un punto singular regular

Se dice que xp es un punto singular de laEDOsi p, (x) 6 p,(x) no son analiticas (es decir,
continuas y derivables) en xy.

Se dice que X es un punto singular regular de la EDO si:

lim (x—x,)p,(x}) = keR
IXG

lim (x-x,)’ p,(x) = kR
x—xp

En caso contrario se dice que xqes un punto singular irregular.
Nosotros trabajaremos siempre con puntos singulares que sean regulares.

Método de resolucion

Para explicar el método vamos a suponer que el punto singular regular alrededor del cual
estamos calculando la sofucién es x, = 0. El método consiste en suponer que la solucién

buscada es de la forma;

I @
T no__ N5
y=x z anx - Z a,x

n=0 n=0

y se frata de determinar los a, sustituyendo la solucién y sus derivadas:

o o0
y = 2 (n+rya,x™"? y' o= Z (n+r)(n+r-1) g x™?
n=0 n=0

enla EDO, " + p,(x)y' + py(x)y = 0.

Los valores de » vendran siempre determinados por la ecuacién indicial:

Hr—1) + pgr + g, = 0

donde py es el término independiente del polinomio xp,(x) ¥ ¢ es el término independiente

del polinomio x* p, (x).

De todas formas, esta ecuacion no hace falta memorizarla pues aparece a Ia vez que calculamos
la relacién de recurrencia como coeficiente de ayg..

Una vez calculadas las rafces 7, y > de la ecuacion indicial comprobamos que:

n-r, 27

Una vez comprobado lo anterior se sustituye #; en la relacion de recurrencia y se obtiene
a,(n) con la que construimos la solucién y,(x). Después sustituimos #, en la relacién de

recurrencia y se obtiene @, (r,) con la que construimos y,(x) .
Finalmente Ia solucién de la EDO serd de la forma:

Yy =Cy(x) + Coy(x)
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5.5 Convergencia de la solucién obtenida

Al igual que pasoé con los puntos ordinarios la s6lucion de 1a EDO en forma de serie de

{ potencias que nosotros hemos calculado alrededor de un punto singular regular tendra

también un radio de convergencia o .
Para determinar ese radio de convergencia de la serie de potencias solucion se utiliza el
siguiente teorema:

Teorema de Frobentus

SealaEDO »" + p,(x)y" + p,(x)y = 0 ysea xq un punto singular regular de la
misma.

Entonces la EDO admite como solucién general una combinacién lineal de dos soluciones
particulares:

y = Cy(x) + Cy,(x)

donde estas soluciones particulares se pueden expresar como una serie de potencias de la
forma:

Lral
y = Z a, x"" con radio de convergencia 0 =|x, —p, |

h=0

donde p, representa el punto singular de la EDO mas proximo a x, sin contar el propio x.
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TEMA 6: ESTABILIDAD. SISTEMAS DE EDOS .

6.1 Introduccion

Conceptos intuitivos

La estabilidad es un concepto que nos dice que a perturbaciones pequefias en las condiciones
iniciales se dan como consecuencia perturbaciones pequefias en las soluciones:

5.THS
a.4518

36261

La inestabilidad es un concepto que nos dice que a perturbaciones pequefias en las condiciones
iniciales se dan como consecuencia perturbaciones grandes en las soluciones,

(XS [E.TH FEL 1,472 1.€48% T 25831

La estabilidad asintética es un concepto que nos dice que a perturbaciones pequefias en las
condiciones iniciales se dan como consecuencia perturbaciones pequeiias en las soluciones y
ademds con el tiempo no hay diferencia apreciable entre ambas.

¥
5.7599

Tt}

Tl

B.E4AL B.2958) A HIM 2.591e5 B 7355 [ ALyl 1.m554
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Conceptos matemaiticos

¢ Sedice que la solucién x(f) es estable cuando :

Ve>0 38(e)>0 tal que para cualquier otra
X, = Y| <8 = [x()-y(D)] <&

solucion y(t) tal que si

¢ Se dira que x(t) es inestable si no es estable,

¢ Se dird que x(t) es asintéticamente estable si:

1. Es estable.
2. Sien la definicién de estabilidad el §no depende de & Es decir:

36 >0 Ve >0 tal que para cualquier otra
X, =y |<8 = x(O-y(n)| <

solucion y(t) tal que si

Nota: Ver que fx(t) - y(f)l <& Ve>0 equivale a ver que limlx(f) — y(f)l =0.
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6.2 Estabilidad de sistemas de EDOs lineales
Se estudiara siempre la estabilidad en el punto x; = 0.
Modo de proceder:

1, Tenemos el sistema:

Y ay Gy o dy [N
]

Yai |9 Gp = Oy, (| 1
'

y R aul anZ a:m y n

2. Diagonalizaremnos la matriz, obteniendo una serie de autovalores y de autovectores:

Asees Ay Y VyserisV,

3. Aplicaremos el siguiente resultado teérico:

3.1 Sitodas lasRe(4,) <0 entonces el punfo x = 0 es asintéticamente estable.

.+ 3.2 Si existe alguna Re(4,) > 0 entonces el punto x = 0 es inestable.

3.3 Si hubiera autovalores con Re(4,) =0 y se verifica que:
Recuerda que la

muitiplicidad alge- - El nimero de autovectores tinealmente independientes asociados al
bralca de 2 es ef Py TV .
nimero do veces autovalor J; coincide con la multiplicidad algebraica de 4, .

que aparece como
solucion del polino- - Elresto de antovalores (en caso de haberlos) tienen Re(4) <0
mio caracteristico. 7

entonces x=0 es estable (pero no asintiticamente estable)
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6.3 Sistemas de EDOS lineales con coeficientes constantes homogéneas

Ahora se trata de resolver sistemas de ecuaciones diferenciales, es decir, un sistema de la forma:

Y =Ay
con A una matriz cuadrada,

Observa que el anterior sistema se puede rescribir en la forma:

] L
W ap v Gy i N N =ap)h + et ayy,

L.
Y Ay Ay A\ Vs Yp=8Quh .ot a,y,

Solucién general del sistema de EDOS lineales

Lo primero que tenemos que hacer siempre es calcular los autovalores y los autovectores de la

matriz. A. En este mismo proceso obtendremos las multiplicidades algebraica y geométrica de cada

autovalor lo que nos permitird comprobar si 4 es diagonalizable o no lo es.

Si A es diagonalizable

Construimos las matrices diagonal D y la matriz de paso 2.

A partir de la matriz diagonal D obtenemos e” que se define como:

A 0 - 0 e 0 .- 0
Ho|O A 0 o |0 ot 0
0 0 - A 0 0 o

n

Entonces la solucién viene dada por:

y=Pe”C donde P eslamatriz de paso y C un vector de constantes
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Si A no es diagonalizable

En este caso construimos las matriz de jordan J y la matriz de paso P (ver apéndice).

A partir de la matriz de Jordan J cdleulamos la matriz exponencial ¢” . La tinica diferencia os que
esta vez se hara por cajas, De esta forma tenemos que:

Si la caja asociada al autovalor A es de 1x1 la sustituimos por (e’u)

it
e 0
Si la caja asociada al autovalor A es de 2x2 la sustituimos por ( ;: z:)

te” e
e 0 0
Si la caja asociada al autovalor A es de 3x3 la sustitnimos por | fe” e* 0
a
%!'e te,il At

Entonces la solucidn viene dada por:

y=Pe”C donde P eslamatrizde paso y C un vector de constantes
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6.4 Paso de una EDO lineal a un sistema lineal de EDOs

Tenemos la siguiente EDO lineal con coeficientes constantes de orden n:

{n—1 {n-2

{n _
Yo pyT pyt et oy py = qX)
La idea es expresarla como un sistema lineal de primer orden con » ecuaciones.

Ia forma en que lo vamos a hacer es mediante un cambio de variable:

=y
Y= Yy
Yy =y

Si derivamos la anterior expresion nos queda:
TR
(yl) b B

(.Vz )’ = .V” =MW

(n-1 (-2

(9.) =y =q®-py*" - py" == pY — DY
=q(x)—‘p1yn = Piloa — T By — N
Por tanto, si rescribimos las ecuaciones en forma de sistema lineal:

(wY [0 1 0 - 0) ») 0

Y, 0 0 i e 0l 0

I B : : R [ S

V-1 0 0 0 e 1 vy 0

Y / \_pn Py —Pwa B J Y J \q (x)

La utilidad de este cambio de variable es que el polinomio caracteristico de ta matriz que nos ha
salido coincide con la ecuacion caracteristica de la EDO lineal(cambiada de signo). Pero las
soluciones de la ecuacion caracteristica y del polinomio caracteristico son las mismas, En este caso
resolver el sistema y resolver la EDO lineal es completamente equivalente, También podemos usar
esto para estudiar Ia estabilidad de ecuaciones y sisteinas lineales.

Por ejemplo, para el caso de # =3, la EDO es siempre de la forma:
Y'Y+ DY py = q(x)

Hacemos el cambio de variable:

y,=y (J’l) =Y =0

¥, =y detivando {(y,) =»" =y,

”

=Y (1) =¥"=4(x)~py" = PV — Dy = (x)= Py — DyYs =~ DYy
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y el sistema equivalente queda de la siguiente manera:

Y 0 1 0 ¥ 0
v, =/ 0 0 I iy |+]| O
Y3 P P —PAMs q(x)

Veamos que el polinomio caracteristico y la ecuacidn caracteristica coinciden:

Calculamos el polinomio caracteristico de la matriz:

0 1 0 1 0 0 -4 1 0
0 0 1 (=410 1 OY= 0 =4 1 =
P —P —D 0 0 1 -0y —Py, —p—A

=(-2) (~p=2)~ =[P, A= 2 (-p, = A)-ps -1 A=
=A*(=p=A)-p, ~[mAl=2 (-~ A)-p—py A=
=—p A =2 =p,—p, A=—(2 4 p 24 p, A4 p,)

Ahora calculamos la ecuacidn caracteristica de la EDO lineal:
3 .2 .
=D —pr—p

Es decir, que son iguales pero cambiadas de signo.
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Apéndice: Autovalores y Autovectores. Diagonalizacion

1 Sea la-matriz;

Los valores propios (autovalores) de la matriz 4 vienen determinados por las raices de
su polinomio caracteristico, IA - Al I =0
Llamamos multiplicidad algebraica de un autovalor 4, m,(2), al ntmero de veces

que A; es raiz del polinomio caracteristico.

La suma de las muitiplicidades algebraicas de todos los autovalores debe ser siempre
igual al orden de la matriz.

Cada uno de los autovalores calculados tiene un conjunto de autovectores asociado.
Este conjunto de autovectores asociados a un determinado autovalor forman siempre

un subespacio vectorial que Hlamaremos autoespacio S 5, asociado a Ay

Las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial S 5 asociado a A, siempre son:

a4, — 4 ap ayy * 0
dy  Gp—A a4y =10
sy sy Gy — 4, Xy 0

Todos los vectores solucion del anterior sistema son los autovectores de A; .
Llamamos multiplicidad geométrica de 4, (4}, a la dimensién del subespacio
S 4 asociado a J,, que coincide con el nimero de pardmetros que imponemos para

resolver el sistema.
La multiplicidad geoméirica de. un autovalor.siempre mayor gue cero y menor.o ignal
que la multiplicidad aIgebralca::' m (ﬂo) >m (/T.) > 0
Decimos que una matriz A4 es dlagonallzable si existe una matriz diagonal formada
por sus autovalores:

%

0
D=|0 A
0 0

0
0
A
de forma que 4 y D son semejantes 4 =P D P, donde P es una matriz de paso

formada por autovectores de cada uno de los autoespacios asociados a cada autovalor.

Ei siguiente teorema nos da una condicioén necesaria y suficiente para que una matriz

sea dlagonahzabie

Una matriz es dzagonahzable siy soio si ia mulnphcm'ad algebraica de cada uno de
sus aufovalor es comctde con su mu!npizctdad geomén ica. ;

Cuando una matriz no es dlagonahzable entonces calculamos su matriz de Jordan J, y

su matriz de paso P que siempre existe.
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Esto es un brevisimo
resumen aplicado a
matrices de 3x3

Se trata del caso de
matriz diagonalizable
ya esiudiado, que es un
caso particular de
matriz de Jordan

Enloscasos 2y 3 que
la mafriz de Jordan sea
una u otra depende de
la muliipficidad geomé-
frica del autovaleres
como veremos a conti-
nuacién

Es decir una caja de
Jordan contiene en su
diagonat principal un
unico autovalor (no
puede tener dos distin-
tos}) vy justo debajo de
la diagonal todas las
posiciones estan ocu-
padas por 1
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Apéndice: Nociones sobre la forma canénica de Jordan

Como hemos visto en el apéndice anterior no toda matriz tiene una matriz diagonal seme-
jante a ella, Es decir, no toda matriz es diagonalizable.

Sin embargo si se puede demostrar que todas las matrices son semejantes a una matriz de
Jordan.

Una matriz de Jordan est4 compuesta por los elementos de la diagonal principal, que son
los autovalores de la matriz, y por un ndmero indeterminado de unos justo debajo de la
diagonal principal. A continuacion se muestran, a modo de ejemplo, todos los posibles
tipos de matrices de Jordan que existen para matrices de orden tres:

1. A=a, A=b, A=c autovalores simples. La matriz de Jordan es:

o o R
o o0 O
o o <o

2. A=a doble, A=5 simple. Existen dos posibles matrices de Jordan:

Il
o O
o> O o

0 0
a 0 J
0 b

(- e N
=

3. A=a triple. Existen tres posibles matrices de Jordan:

8 o o
o — 9
- Q o
Q o o

0 0 0
a 0 J a
0 a 0

=

Los casos para matrices de orden cuatro y superiores son més numerosos pero siguen la
misma filosofia.

Cajas de Jordan

Liamamos caja de Jordan asociada al autovalor A a una submatriz de la matriz de Jordan
de la forma:

A
1 A
1

1 A

Dentro de una matriz de Jordan un autovalor puede tener una o més cajas de Jordan
asociadas:

El nlimero de cajas que tiene asociadas cada autovalor dentro de la mairiz de
Jordan es igual a la multiplicidad geoméirica del autovalor
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Obtencién de la matriz de paso P

Una vez obtenida la matriz de Jordan J se necesita una matriz de paso P tal que
A= PJP. Vamos a ilustrar aqui los casos posibles para matrices de orden fres. De los
Los casos en que ia

matriz es diagonaliza- | SE1S €as0s vistos en la pagina anterior omitimos aquellos en que la matriz es diagonalizable

ble ya estdn estudiados | y nos centramos en los tres en que la matriz de Jordan no es diagonal:
en el apéndice anterior

Primer caso
a 0 0 m,(a) =2 n (a) =1
J=11 ai0
bOb_ m, (b) =1 m, (b) = 1

Ahora, las columnas de la matriz P (que denominamos #,,u,,u, ) se obtienen de la
siguiente forma:

Fijate bien en el vector 2,
ul Se calcula asi para = (A-al)’u; =0 y (A"'a[)ul #0
que sea linealmente i, = (A —(1'1)112 =0

independiente de u2

w, = (A—blu, =0

Segundo caso

Ahora, las columnas de la matriz £ (que denominamos #,,u,,4,) se obtienen de la
siguiente forma:

w, = (A-alu, =0 y (d—aDu, #0

u, = (A-alu,=0

u, = (Ad-aljuy, =0

Tercer caso

a 0 0
J={1 a 0 m(a)=3  m(a)=1
¢ 1 a

Ahora, las columnas de la matriz P (que denominamos #,,u,,%, ) se obtienen de la
signiente forma:

Fijate bien en los u = (A—a])3u] =0 y (A—aI)"ui 20
vectores ut y u2. Se )

calculan asf para que _ — _

sean linealmente Uy, = (A-alyu, =0 y (4 al)u, # 0
independientes de u3 u, = (A _a[)u3 =
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FMT4
Ejercicios de clase
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TEMA 1: SERIES DE FOURIER

o Demostrar que el sistema trigonométrico
Ejerciclo 1
{1,cos(nx), sen(nx);n € N}

es ortogonal en m([—ﬂ',ﬂ:],R).

-00 S;Jréma _ES. octosonal en R ([abl,R) si el [’fbducfo esalar de dos
) ey !'\UIO/' Qf'l?)' es . sl Se

\ec oles walegqimem ool S;Jema }CX):}
cofisfpe {}60 30 = f 6. améx -0, JUP [q (omemed).

{4 oy (1X)? = ],{ (oy(ﬁ){)AX - Sonf{nx)

Utwﬂ(ﬂmf J;A-Sen(mc\% = ~COS£“X2 "’* .o = {dsald¥N7=o
-p
-

o <b L4.cos(hx)> =0

- n ]
- L3R, cos (X)) = ) enlix)cos () Uy - senx) "
2n

-T
i r_m(nggea{m/)

Lasl) cos (005 = | cos(ix) orlimx)dx =

o =p Lsen(tx), cos(0X)) = o

j !{en(nx)sen(mx\JX =

(nfm) - i = cos{mdy =3 dua-ruen[nxwx i = 5ed(nx) <b du = n(of(f‘X)A
(A\f (O)(!\'\X\ax—h J= Qﬂ(mx) A.j Si?!l(ﬁ\x) X= {= -(o)‘(m}()
7T ,Z o1
- _{}_1’ X)Coiff“’d J Cas[nx’) Loy (M)AX] /(oy(m)mr(mx dktﬁ
m{7m i s
- m -
Z
b men j cor (00 G (X)X = =0, Cmdn = Jcor(nx)(m ()0 = 0 =b (st st
(0 ¢
| i 12 INTESRAL Pcia PRRIES RuTeROR ~TF i) n)
L Len(n) senlmx)y = j "X = ——j cnx)an(mx)Ax -0 -r?@eﬂ(nx!:en@wx
(t4m) / Ly (h4m)
IR 1) )
LsenlX), Gos(mX)> = )ﬁeﬂ(ﬂX)Coffﬁ\X)aX .4 | Qﬂfmx)ém 0K =
(t$n) o = 5oh) < i < ncor(nx)éx sl =d dy =@k
00= sl = (= %n{{mx) (A\f gpgapxdx_p) V=" Cﬁé&m
a [ ) b !
=~ a[ﬁ%@)‘%}ﬂ; wjgen(nx)asf[ rﬂx\(})(:[ j @I Cmme)AX %
= L);enmxwf[rm(}x = MEL =b J;oﬂ[n@wﬁmx JOX =0 =t {nlw), i) =00
m r ) -T7 Kﬂ*m)

ot todo e, ¢l sistemo Mzcm’fm,&eﬂ(ﬂx),’ ﬂc—m'ex aﬁf\oﬂa( ef j{([mrﬂ.ﬁ)‘)
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Ejercicio 2

A partir del sistema {1, COShX,SeNnux, i € N} ortogonal en R([—z,7],R), obtener por

cambio lineal de variable el correspondiente sistema ortogonal en  R([«,5],R),
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Comprobar que el sistema {l, COS hX,SCNHX, € N} no es ortogonal en R([0, 7], R), pero que

Ejercicio 3

cualquiera de los sistemas {1, COSHX; ne N} 0 {Sen nx;ne N} si lo son. A partir de este re-

sultado obtener, mediante cambio lineal de variable, dos sistemas ortogonales en ®([0,7], R}.

Para comprobar que el sistema no es ortogonal, deberemos encontrar dos vectores del
mismo cuyo producto escalar no sea cero. Calculamos (1, sen nz):

4 -1 ] 0 sinespar
(1,sennz) = [ sennzdz = — cosnz| = —(cosny — 1) = _ :
0 n o n si n es impar

EASS

que no es cerc para valores de n impares. La conclusién es que {1, cosnz,sennz;n € N}
1o es ortogonal en R([0, 7], R).
Si analizamos ahora el sistema {1, cosnz;n € N}, tenemos:

i 1
n#0 (1,cosnz) :f cosnzdz = —sennz
0

m
=0,
0

™ cos(m + n)z + cos(m — n)z

i
n#m (cosnz,cosmz) if cosn:ccosm:cd:c:f 5 dz =
0 0
" g sen(m — n)a| = 0
———8en(m+n IEI +————sen(m — njz| =1,
2(m + n) ( ) o 2(m —n) 0
) T ™14 cos2nw | T
n=m {cosnt,cosms) fo cos® nzdz fo 5 ¢ =g+ osendnz| = o

(1,1):f ldz = .
0

con lo que el sistema es ortogonal en R([0, 7}, R), siendo el sistema {#, %;n € N}

ortonormal.
Analizando el sistema {sennz;n € N}, tenemos:

T cos(m — n)r — cos(m + n)a

n#m (sennz,senmz) = [ sen ng sen mrds = / 5 dz =
0 0
! sen(m — n)z 1 sen(m + n)zx "~ 0
2(m —n) o 2(m+n) o
i 71— cos2nz m 1 T
= = 2 = —-'---—'-rh—*—'""*-“-d = e — — 2 = —,
n=m (sennz,senme) /0 sen” nrde /0 5 =g = seninz| =g

y nuevamente el sistema es ortogonal en R([0,7],R), siendo el sistema { S\e/"T"T;;n € N}
ortonormal.

En este caso el cambio lineal de variable serd z = at + 3, debiendo satisfacer las
condiciones t=0=t=0ayz =7 =t=>,donde a =0y b =T. Estas condiciones dan
lugar al sistema de dos ecuaciones

0=a0+f8 —0=0

=al o=
=0l +f a =

y consecuentemente al cambio de variable z = Zi. Con este cambio de variable obtenemos
los sistemas

nw

{1, cos %t;n € N} y {sen 7

t;n € N}

que seran ortogonales en R([0, T], R).
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Efercicio 4 | Desarrollar en el intervalo [0, x] la funcién f(x) = € en:
a) Serie de Fourier que comprenda solamente senos.
b} Serie de Fourier que comprenda solamente cosenos.

-

@ e* 5l Oex<fY
5961. a(x)z

s X=0

,.e'x s ~Mex< O

3(5() es uvna {Lndon lmf?af‘ qute en [O fT)

comcrc/e Con {UE' = On (O rr) 508 c[esa.rru log

de Fourer son 'é 14605 Y el o 9&) 6o

_Eﬂ'l[Iean sermos ol Ser g[x) /mfmr .

A, =0 J n=oi'{1213;“' P

Qn " MPar  im OO

Zjiﬂ(x)&e p 2y oy = o 8()5%2””)(:/)( = / ﬁb{) sennx dx =

-

:ll>-_

=

lﬂ(x) Stnaxdx —/egennxe (%

(m!a}/amos A 'OW{'Q {a infe ra[:
=Cosn><=‘;ocJU:—n$enﬂx(Jx

U= sennX ) JU =1ca5nNX X N X - v
f@x&mnxJX=[Jvz exdx = V=~ ]" o eennx VrféhSRXJX [Jvee"a(x =) V= eX J

| - exémrlx - (exfaSﬂX ——/ex(-nsen nX)cfX) = £Xsennx —ne*esnx —-nzfe"é'«%nx c/x ‘=>

(

e )
X - ne” = sennX - NS
- (}+n1) exsennx:{x = e’sennx - ne”@snX P

,%m Vc)lwena[a A (*) . 0 (U ,,O PL
by = 2[ €™ [sennx- ncosmﬁ =%(+n 5?/ Ncosniv (3747-.’15@50))=
LT0T |
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N % (} f:l (o - n(—;)"),- jjn? 4)) 1+n2) 1-C) )

- ; = /_(_j)nen‘_] / 12 c& Fourer ex :
IQJr‘ {am[m ' Ll),l- ZQ[ a  Ser
rr{1+m) j que comclale ton 6[){ en(nn)
o) » S by > |ar 2 27 w"e”] sennx | cn ) en (o).

: ex
Sec. aé() :{ .

s Osx&m

s -IWgExs0

d(x) es uvno. funcdn Pw‘ 3"9 en (O ﬂ”) a)[n(lclg

3
t
i
!
{
=T 0 X

{ort (X) /t)@ﬂo €n (O;!T) SUS cjt"affbno? dfﬁ FUW son
tJe/. 1S (:on‘léwm A 9/ Ck 6(){) gilo 'th?fmrnﬁ € Gsaro.

Ln :O n:/'?fgr"'

T2 /2 Y ”A_- 2 2 [0
VR R IR

= 2 (). Ug?ﬂmc{,\ 2 (x) c{ =5 | I)es xdx -:.—u/ 5[
/nmf y f 5 @Sax ax [{f n e tosnx

(a cdlomolo 991[& m{é’a‘fa( ([0 fofmm Simficie &70&\1*'67«[;) A / 15 ?{»Ec/q :

ri
23 / 2
ah:’f [n"i’f (COQQX‘FH;SQ””X)J r-_.ﬂa'f/’ [@n&}snﬂ‘-/{) :wﬁ'(nz-f}) [("‘})neﬂ-" ’{] ,n-_;,{Q

() °
Por bodo  ay, dﬁ'i_jé%:i y [oc sere de Fourer es

Glx) v ?_;‘_-A + 2 fi et 4 cas‘nx}

it s} ﬂz.f ,{

QAo 2
)= =24 2 0,66 Dy
A=y T

6()() f/.?rncfaé’ Com /r“ Unicion 5()) £ (T'H'f) 9 (o aoél’) én (O fq) [Gl fQFf?A&n{MW /i -
f(cr’ & g(x) eés mer (/Kné: 5

16()
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Ejercicio 5§ Desarrollar en serie de Fourier de periodo 27 1a funcién:

0 - <x<0
f(x):{

cosh x O<x<nm

o (__1)”
Calcul .
ot ,,Z;‘nz+1

El desarrollo en serie de Fourier de esta funcién va a converger puntualmente a f(z)en
(—m,0) y en (0,7) ya que la funcién f € CT([~n, 7);R) y su derivada '€ CT([—m,7); R).
En los puntos de discontinuidad (z = —%,z =0,y z = 7), dicho desarrollo va a converger
a los valores ©SPL L y coshm roqpectivamente. La funcion tiene la siguiente forma:

E{x]

Por lo que respecta al calculo de los coeficientes del desarrollo de Fourier, estos seran:

ap 1 [~ 1 /" 1 /“ 1 7 senhw
e = z)dr = — Odzs + — cosh zdz = —senhz} =
2 27 [,, /(=) 2w J_. + 27 Jy oo 2n
1 /* 1 f7
Qp =— f f(z)cosnzdz = = / cosh 2 cosnrdz =
Vi3 —7 m ¢
} diante integracion por partes | - COSNZ du = —nsen node
que resolvemos mediante integ por p dv = cosh 2dz | v — senha
1 T o [T
=-—genhz cos n:c] +— / senhz sen nzds =
i3 0 7 0
U = 8en N du = necosnzdr
dv = senhzdz | v = coshz
r(—1)" — senh0 T p? 7
___senh'fr( ) 2+ Zeoshnzsena| ~ / cosh z cos nzdz =
T Vil 0 w 0
-1)* n? f7
=---—--—-—-—S€nhﬂ( ) — — | coshzcosnzdz
kig m Jo

Aparece una expresion recurrente \
-1)" 3 _1\n
an = L [ coshz cosnzdz = 5——-J—L‘°'“h“ﬂ — & [ cosh z cos nzdg = iﬂh%L - n2a,
2y _ senhw(—1)%* __ senhw{—1)"
an(1 +n%) “_'vé_L“”ﬂ“Tl?ﬁz—)wL
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senhm(—1)"
(1+n?)7

Obtenido e, calculamos b,,.
1 s

1 b
by =— | flz)sennadz = - [ cosh zsen nzdz =
_ 0 '

—

du = ncosnzdz
v = senhz

% = sen nT
dv = cosh zdz

1 T
=-—genhz sen nz

n ks
— / senhz cos nzdz =
0

T 0 7
% = COS NI du = —nsennzdz
dv = senhzdz | v = cosh z
n T p? %
=0 — —cosnxcoshz| —— cosh z sen nzdzs =
T 0 T Jo

n n? T
=— —{(=1)"coshm ~ 1) — ——f cosh z sen nzdz
yid T Jo

Nuevamente aparece una expremén recurrente
b, = —%(( 1)?coshnw — 1) — ._._f coshmsenm:d:n = —2((-1)"cosh 7 - 1) — n2,
ba(1+n%) = B(1 — (=1)" cosh ) — b, = ey (1= (= 1)"' cosh )

by, =

_(_i+nn_2)1r(1 — {(—1)"cosh )

El desarrollo en serie de Fourier serd

hr o= (—1)" —{-
senhr Z( 1)"senhr cos n$+zn(1 1)* cosh ) N

27 (1+n?)rm (1+n?)m

n=1

— n .
Para caicular Z T(L2 1 empleamos el desarrollo de Fourier en = = 0, el cual converge

al valor 1/2. El desarrollo en serie de Fourier sers

00 n _
senh _l_Z(—l) senhw cos 0+Z n(l — (—=1)" cosh )

1/2 = =
/ o ) AT o) sen nl
senhm  senhnw <= (—1)"
=T T : (1+n?)

1 = 1 = (=1)n
2 senhx a_z(l—t—n?)

Z (=1* 7 —senhn
(14+n%) "~ 2senhw




www.simplyjarod.com
En el espacio CTA([—I,I],R), o bien en los espacios CT ([wl, 1],1[&) o R ([—1, ll,R) , S€

Ejercicle 7 | considera el sistema infinito {x"'[; ne N} . Aplicando el proceso de ortogonalizacién, obtener

las cuatro primeras funciones del correspondiente sistema ortonormal { e, (x);ne N} .

Comprobar que para estas cuatro funciones ¢,(x),¢,(x),e,(x) y e,(x) es valida la relacién:

2n+1
&) = \[=>—h@®  neNU{l)
donde
, 1 d"[(x* -1)"] . ,
P(x)= ' —:neNuUl0
{ ﬂ( ) zﬂn! dxll { }
es el sistema de polinomios de Legrendre (puede verificarse que esta relacién es valida
Vne NU{0}).
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Ejercicio 8

. 7, si-mLx<{ )
A.- Dada la funcién f{x)= ) , s¢ pide:
7—-x, si0<x<nm

{Repaso def Tema)

a) Desarrollo en Serie de Fourier.
b) Analizar la Convergencia de la Serie.
= 1

c) A partir de los resultados anteriores, hallar el valor de —.
= (2k—1)

d) Escribir la igualdad de Parseval.

B.- A partir del sistema trigonométrico {l,cos(nx),sen(nx);neN}, ortogonal en

R[([—n’,ﬂ]),R], obtener el correspondiente sistema ortogonal en R[([a,b]),R]

mediante un cambio lineal de variable.

C.- Obtener la mejor aproximacién de la funcion g(x) = cos(x) en el espacio generado

por el sistema S = {1, x,xz} .
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Primitiva 1

No existe una regla fija
para elegir uy dv.
Sélo {a experiencia nos
ensefia a elegir correc-
tamente.
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Calcular [ = Ixcos(ax) dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracién por partes :

Ju dav = uv-— Ivdu

en nuestro caso elegimos,

I= {x cos(ax)dx
o

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos u e integramos dv ,

H=x = du=dx

|
dv = cos(ax) dx = V= fa’v = Icos(ax) dx = —sen(ax)
a
de forma que sustituyendo en la férmula obtenemos,

I= Ix cos(ax) dx = xlsen(ax) - Ji sen(ax) dx =£sen(ax) — (—%cos(ax)) +C
a a a a

Solucién: /= m{sen(ax) + izcos(ax)-k C
a a

Primitiva 2

Calcular [= J.xsen(ax)dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracién por partes :

Iu av=uv-— _[vdu

en este caso elegimos,

I= I x sen(ax)dx
N T

ahora tenemos que calcular du y v. Para ello derivamos u e integramos dv ,

H=x = du =dx

dv = sen(ax) dx = v= I dv = Isen(ax) dx = — 1 cos(ax)
a

de forma que sustituimos en la férmula obteniendo

I= Ix sen(ax) dx = x(—lcos(ax)) - I(mlcos(ax)) dr=-2 cos(ax} +~1—2 sen(ax) + C
a a a a

Solucién: [ = izsen(ax) - icos(m:) +C
a a
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Primitiva 3 || Calcular ] = J‘xz cos(ax) dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracién por partes :
_[u dv=uv— Ivdu

en este caso elegimos,

1= _[J. cos(ax)dx

ahora tenemos que calcular g y v. Para ello derivamos v e integramos dv ,

u=x> = du=2xdx

dv =cos(ax)dx = v= Idv = _[cos(ax) dx = lsen(ax)
a

y obtenemos

2

se trata ahora de resolver

I= Ixsen(ax) dx

que calculamos integrando de nuevo por partes. Elegimos :

I= I x sen(ax)dx
L-.;-—?%,—J

av

de forma que,

H=x = du =dx
dv=sen(ax)dx = v = jdv = Isen(ax) dx =
con lo que obtenemos
1 1 X 1
I= |xsen(ax)dx = x{(——cos(ax))— j‘(*— cos(ax))dx = ——cos(ax) +— sen(ax)
a a a a
finalmente, sustituyendo el resultado de esta tltima integral tenemos el resultado
x° 2} x 1 X 2 2x
I= ~—sen(ax)—~|—=cos(ax)+—sen(ax) |[+C = —sen(ax)—— sen(ax)+— cos(ax)+C
a al a a a a a

I= Ixz cos(ax)dx = x° lsen(ax) - jisen(ax) 2x dx = x—sen(ax) _2 Ix sen{ax) dx
a a a a

1 cos{ax)
a

x2

Solucién: [ = [———— %Jsen(ax) + 2—J;cos(c:ur) + C
a a a
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Primitiva 4

Calcular [= _[xz sen(ax) dx

Esta integral se resuelve utilizando el método de integracién por partes :

Iu dv=uv— _fvdu

en este caso elegimos,

I= _[ x* sen(ax)dx
e et

u dv

ahora tenemos que calcular dv y v, Para ello derivamos u e integramos dv ,
u=x’ =  du=2xdx

dv =sen(ax)dx = v= Idv = Jsen(ax) dx =— —}—cos(ax)
a
y obtenentos

I= j‘ x” sen{ax) dx = xz(—lcos(ax))— I(—l cos(ax)) 2x dx = —x—z’cos(ax)+g jxcos(ax)dx
a a ¥é a

se trata ahora de resolver

I= _[ x cos(ax)dx

que calculamos integrando de nuevo por partes. Elegimos :

I= I x cos{ax)dx
T\—,—J

de forma que ,

H=x = o = dx

dv = cos(ax) dx = v= J-dv = Icos(ax) dx = 3—«sen(ax)
a

con lo que obtenemos

I= |xcos(ax) dx = isen(ax) — _[l sen(ax)dx = i.sen(ax) + LZ cos{ax)
a a a a

finalmente, sustituyendo el resultado de esta ultima integral tenemos el resultado

2 . 2
I=- JC—cos(auc) + —%[i sen{ax) + iz cos(ax)} +C =— x—cos(ax) + Z—i( sen(ax)+ %cos(ax.) +C
a ala a a a a

2
Solucién: 7= [%M—A—Jcos(ax) + 2—fsc:‘:n(ax)+ C
a a a
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TEMA 2: ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
Ejerciclo 1] Ttegre laEDO  3e™ tan ydx + (2 —¢")sec’ ydy = 0
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Ejercicio 2§ intepye fa EDO ¥+ ycosx =sen xcosx

( 3’(\%) + D(x) cos{x) = 3¢n (%) cos (x)

S é "\ (UC\'C\ e wnew ECLJLC{,C} & \\b\\ ?? cenci Cm,@ Oro&ﬂ& ¥ ie ((fi)@)
Pvé‘ S‘\(b qre es  wunae el oicml covy 3 ncx%n?‘{a 3 ¢ x) que €n
< . . ,
realiolod. se Leoda “de wuna j’u neid . AP apareces como
{

YY\C;:K‘*\ o cksz O \/“(”)\OLO\, Qm Ff‘im&f\O\ s una  £EDD A@ j—‘”@f(i@n
V(—nmw de wa;- -Jr‘\?‘? de EDo de 1T orden se dsedia

ey + Rewd o iw _»:,c':x}( xj gD Cineal

rPam r@swiwr (o0 EDo QEneaQ davemes siem pre des fcxs‘os:
W“Q/Q ?r\mero Cens“\gp\ Yoo en resolver la ED0 ir\omcﬁf)n@@
| Aasock adhon ( qve %Lrgﬁ oo A hacer q(x) =0, © bien de

consiohe ro v a}l\f\tcam-‘er’l“e les '&é-r'miﬂ_m‘; ALl E'ﬁ?o 1
€ O\?Cﬁ”‘ﬁ-ﬁ(c&n (%) u) SALS Aeriveac as,

(

Ce m?\“e}()\ £y lo::‘a

\3 en ‘edo aso, é\?cho« EDC va a4 cer Al \Lﬁﬁw
VO & Lﬁ?.& Se -?ara__d a;g-)_

#* £l sequndo  const SLi o en hacer vasiar (o (.@ftS“*ﬁfl,j'(’ﬁ
Fr‘ea"e,m/\@ en la colwerén de la £DO %pom@ Enea
C’K«g@GRG\O{Q 13 %@f"%@\f A qve (oo Runcion @Llen‘\ci;cm. o
Sea solueign de la £DO comft’f’-' ( mélode de vaciacién
cke {,O\ COﬂS“%o& n‘i’e j

j’cx)+ j(x)cosfx): sen{xycos(x) + EDO com?le‘lo\

‘j(x) + ‘3(7‘) cos(¥) = O EDO L;omo(jéheo\ qsOc,\c\olO\

(I) Bgm(»xdén de (o l’mmeﬂénea CVar?a!ples se?amolas)

() + ALX) co5(x) =0 => dy 00 + Yl cos(x) =0

RN i ol

_A,R,L_’i’ = — LJ(#) cos(x) =5 0\3___00 = - cos (xyd¥ = S dy Lo = f),fﬁf")ol*
% (x)

jtx)
. Qn luinl -SeNCx) K
Qn 'b()‘), = - Sen(x) + k ; 6 "9 = & e = :j(x)

I . r g
U -s‘en(ﬂ\ taH(x) es solucién de la EDO \r‘wmc,jefn Ca
3"( e 5€3u’m com PrOluamos A conllrwtac 1&n

K& sen(x)
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¥ és en(x}

3:40‘) =
-Seén (x)
j’H {(x) = = Keosix) e e

..S{’n(‘x} _st,nc )
D'(x) + jdx) cos(x) = @ = -K cosex) @ + Ke S os(x) =

com PFOkc:u:\ Sn correcha 4t

5 \Dh(x)-: ke‘“sm“) es SOQ&AC'iGA ole 3’6:)+ch)cos£x):o/

(1) Variacidn de la constante

— 50 (»)
Du(x) “Ke es solucion de lo &Do komog#mecx

) = k(=) 67 o5 colucidn de o EDo comp leta
A perkic de eshe momento, el objelive del prollema es )
otQ,Lerm\f\_qr gvu‘en €s KCR), Comio 5abemos gwe jCXJ:K(X)E’MSM(!’

os solucidn e 'Cx) + :jC%) cosls) = cas{xysen(x) (o

i nsertacemos en diella §uneldn, la forzaremos agw
(e CMmf[G'\‘ Ej Jele rinayemos ast Guien es K(x), que

UNA ez %S‘Ll‘\‘utf”\a en K (% QLSGHCX)*:J(X) nos da e
la solucién oo (o EDO com()(eﬁ(a gve  buscames.
f(x) - k/c“j e-S‘t’n Cﬁ) _ k (_x_) cors (_K) e_gen(x)

S&ASIL“LMB'QV‘O{O en e« EDO Conq?le{*q.,_

’ ~5enixr) “Sen(x) —5e
koo ¢ - W 4 Koo 22000y = sen (%) cos (x)
1 3 L._,__.*;

‘%) € x)
St es%amos reso(vt\enolo L?er\ Y Frol;(@ma, les Brm‘mag
con Kx) se cancelan; ss§lo sobreviven K’¢x).
W (%) = Sen(x) COs(x) @ Senex)
de mrevo Liene gre surgiv una EDO de variables se?amo[ag
(K)

d ch): Gsencxgemx)cos(\c) = dk(x) = cosn @* Fgon ) dix

E[}C
jdkc}d - S@Sék) esenCMSt’nCz) Ax + K

sen dx) =
Kb{): ¢ t [S‘?h{xj «-i]—#k}) :ijJ: sen (%) - i+k’e sen x//
} = ~sendx)
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Ejercicio 3 2

Integre la EDO y':_y__g-._x_., x#0, y#0

2x 2y

£DO de Besnculli  (nmunca he én'{'rc«do)
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Ejercicio 4

Integre Ia EDO (1+y > —2.1312)611‘ + (arctgx——2x2y +1)dy = ()
X

ES‘"‘Q EDG &-“54(‘5& @.S(*‘vﬁﬁ[c.\ en 80%"\'?10\ OL\\&PPF{DFIC‘?C{ﬁ, porg e en
s &3@{"”‘?‘?3;5” q{)a\"ﬁ(‘em les 4ér mines dx Y a(:j Po s
eS\r@: -mo‘L\i\fe emp(?'{amoS SOS P@('Ii’lamoiO que se “‘%rvt'{cx
o\e Unien  EDO exocta. .

Siiem?fé. g‘w@ manej(*mos 'S)Oc‘nqa.ﬁ 0{;1 (J*(“Pnc?a(@_@ COMEn ¥ remios
pev osceibic [aS c)ib@ s?jm,l\pn'&%’ ool :
L Py - L& tx -

4. Con trmanmios ﬂ/w sE ‘(‘f‘z’»\?ia oLQ wina, £bho ?Xﬂcr'io\
\/@f‘%g“‘ cando la s;?ﬂm“(en‘ne i‘(cjmmﬁo(aol entre

cied veedlas i:araf\“ ales:

gj?ﬁff_ﬂj _ Q%Y 5‘ ne caim Pié‘ es ta
EZ) ) mmﬁ;%m ‘3“0&6‘10\01 NO es eKacl!O\
BZLX.V 3):%3 3 L(Ka
d w Co‘tnc\O{Gn => £DO QXO\C\tO\
DQQewyy 4 Ux
Ox 4% J

2. (TD\ES@(.A\C.}(gh
O POy _@Q(’i_i)._ &Edo

”"—975”— - Dx W>chxcia => 3 Foxg)s @%%123 = Plxy) }

Flwyl = C

(()F(,k!j) e SO(A{C;(’:Y\

| 55
& fa_ff_éi‘f_i): Py z:>jcl F g JPlogdx > Fong - (Prasdx s ety

Pt chiﬂ)

Flx, 9) = S(;%a - ?ij)"kx + ((9(3) zaarcjrjix) - §<232+ @(y)

*'k“ @l:_agt_;iﬁ = CQ(V; ‘J) = é"% [Jc\rc‘*‘ x) —X?:ja-f‘ (P[j)l = qf‘("l:)(x)“ in&ybi
‘=>cwcjrj(%) - 2%23 n LQ'(‘j) = a\"C“\j (x) - ngj TR RN W’Cj)‘; 4
,L(ejaclos 2N eSLE' Fun*b, "’laﬂ ah cancela\’se ‘[—oolos [os ‘{e'rm\nos exc‘epl{v e(
CoOY res(:onclienLe oA ‘erls). Nos g,wl(if-\r‘o: wna EDO de U-art‘c&é,’@j‘
Sn':ecxrmo\as. ‘
Qg s > @lysyr @ = Fluy=ygarigeomxy vgrd
SOhA?:?én: Flx y)= a o= gc\f‘c‘ts(*‘-)* 7‘?32* :j + (=0 = ‘quc‘ljlx?— X232+j ::—G_j/
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MO e rpegiio{e comp TOJDOLC\tOF(\
\Despedcxm@:s w o Jde tcx orma cﬂ?ferenda’() . S>>1r.t,&"L"J-Mfr"’e‘o.sé

en el[a (e olaravo\o(q Lc\ SO&LC;O“” oé[}em‘o(a
Se‘j\f\m len re_gla Ao o cadena.

132 _QxJ?Jo\x +[ ar*c“'giw)— 2x23+ij 43 =0

dividiende enlre dx...
)

T zsz T [O‘ﬁ:ﬁ'ﬂw — Dty ij Ci;[(é=o
L1

_:)X:j'l _ L& Dl

44+x%

f_
= —t =
3 C\r‘CBC‘X) - 2 x?‘j g
g\é& j(x) arc{:jc'x) NG (:j(xj)z_\_ jo) =

j:;z —_ Z_Xj?.__ Zx‘ly ‘j""— U’ = O
(‘J' [qrc"rscx) - szj +i] - ZXJz Y

" Jex?
Y2
Lj - 2><3 -

g oy Compobade queda

%’ ,O\‘CC“ W)+
J 3( J 3
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Ejercicio 5§ Obtenga la solucién implicita de la ecuacion diferencial
(y—8xy2)dx + (3x—16x2y)dy =0

sabiendo que admite un factor integrante que es funcion sélo de y.

En case de Hve L:\ £DC aolm{‘Jo\ cw]ior ;‘n.p%rmnif’ Sa\ﬁm’)r‘(’
(O SO\L)Y“(?MOS jr()&o?@(ﬁ' (’\Q @ AN C/\\C?{CJCJ“ TC"V\E‘MOS (J-"]“LG"I(\C“’S \(‘-—ﬁ.’s
aFczkmmms: e 3@’104‘0( “""‘f@-f’)m“k’ CA&’P@’V\C’{P s le de o (como

: y
es X cmso oM eslna iaf"D)::lfﬁ“"i’RGr en o c]/v-? f’m‘:‘i@_a‘\‘\"pmos {on
35(%\.@.& des eriton  ymds mLO\J’o P ron hallar e Pactos inle mnlp))
2, gmcrLo( L \e asoun Ye J\Qi)enole 5 fo e x (en e caso

~

habrla gve Q,,m{a(ear N Sormu(c\ Aes crita en \Leorfo\)/ 4
qve eX 80\(},{0!’ {V\Leqran% oﬁ.})é’nfiﬂ‘ {O\ﬂ“t() e X ecomo ol

((’ﬁ MISWMG  ernaineioad

" ) imj)@rma\ e guxieﬂ es X 5acz"{orJ
Ln\r@.cﬁrcxn\"»(o, e ekjc*frc"x‘c’\‘c; §)

£l &ac&@f ‘\n\re,ranlwe €5 un (‘efl‘mfﬂo gve sirve paro Y\MAMir}?mf

una  EDO gve ne es e}(ac‘*o\ 3 converticla en EDO exacta.

?Fqc"lor ‘\y\\-e‘f})‘(a r\‘}g e ( :j)

MY ) Ao ),\ * ver {a
dnty 200 _ 8 Peey) ) Jor il on wqg
(‘3" S’X‘jz)olx + (3% -—iszj) olj = O
P () 4y — L Qe ) —
9Qvy) . 4,
T ax 3 [l Q%Y D Py - —-iéw(zj
0 rl”()ytj) . 4 - 46w A% ~—-—————~m—~———a =
DA (x4)  OP(riy)
T« 53 - 2~ 46xy
Pixvy) Y- g xv?

0‘)\(33 _ Z“i-gx‘i)(}z,_; z(i"ng )J:> Aj/\ (g) = “l‘dﬁ}
Jly) ngxja 3(i~ Ex ) Miy)

A ~ =2 0iyliqg = @
fﬂy - [Fdy > Lalptgl=2 talyla

Al faiyt® @
gt el

P = Cy

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355



www.simplyjarod.com
[‘3— x4 T + [3x- 16x"yTdy =0 admile cmo J’cxc‘\ior ;ﬂ[r@jmnﬁe
CJZ
[JBH ng‘do\x + [ij?— (GXF’JEJJS =0 Edo e.'xqc‘,'{o\
Lo A lxy) = e By —I

CJZ[[B“S’XJZ] dw + [3x —I@"‘j]o‘j] = O.

aA@lX(B}: 332_32)(3‘3

- coincicken => EDO e xacto
a B(xr ): 332_ 32)(33

X

’éF( )
Do e‘wccu:‘La = Flx y)< 5"’%“

= Alxiy), 9FCxry)
©y
Flwy) = ¢ es slucicn

= B ('K'I‘j.’

DECxYY
T = A(x,\j} => ?:(bc,j) '——jP\(hj)JXw L()fj) :j(j"‘— ?kj{tjc".)(*- ‘P(j}

FOuy = xy? -ty iy

(()F(K: ) -
_a_j_j_ :B(k(j) = ‘g-j ng‘_ L{lewftefj)l: BXJE'IGX?JS

Byj?“ iGKZDSA— (P'(j) =73 )«jz'j‘cxzjs
@’(j):o => <{7(tj) =
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Ejercicio 6 Obtenga las curvas integrales de la EDO (5)(3 y+2 yz) + (2364 +3xy)y' =0 sabiendo
m_ M

que admite un factor integrante de la forma  p(x, ) = x"y", m,neN

?MPS‘JB gve o EDO admile of ﬂat‘{or inte f‘tm‘/t” ijnj
ngi*&’a.remoj diche termine para W\ﬁl?(t\f‘ar o £po b C’onwr‘hf'/a
G&g[ vl ¢ }\(\C‘lﬁ\( o‘\e ‘?.Si»e MOJO OL--Lﬁ“nc;Lf‘em@_-‘; ¥r \j ﬁ)~

Una. vez @Lj'(ln\\aka la e’x‘cxc.l{;ca NG oS ﬂ,amcia rd rma S G

soluverla. Pl
VESTIVUE T LD %x

(55{33 + 24:)2) + (2% "y 3)(3) 3_:‘:— o] rm,x,“ f[)[lc\anclo PO« AK» oo

(533'3-{-- 23"')6{‘!5 + (2)(“‘-#3)(3) clj =0 {forma Al fc’renciau
admile « (%y) = x™ ”(m,néﬂ\))
¢ }A il -
oMo Sumlor i Neﬂrc\n €.

ijn (5\x%:j+ Zj?)ol)c + ijn(a"w-*rj?‘.j) C{j =0 ha e ser exacta

mi+3 tn - + + Hi+n
(SX f:]i xmj n)AX + (ZXQBQ B;li )szo
Py ) — QU
’ ' A[ircd se dhe una EDO
Q%f:& = E(n+s) xmzbn 4 7 (n +2)xmj“'”‘ exqc{a&(;f \\ALernsio(O |
DY ‘rvw\ih?ltcmla por & j’“ of
. a3 . M oar L inlec ran b qre admi l—e
,@.%.E_l) = 2(mst) X ‘)n + Slmead x ) tenémes $N3@5¥¢3 dos

M rvedas c;\rc‘m\es Son ijt.w\ es

5(h.g_,j_):.2(m+"f\} M:JJ %\S'\‘\x‘\'\ endo en (o EDO ...
n =4 3

2{n+2) =3 {m+1)

(5)( e 2x :jrb)o\x +(2 x5~3+3xzjz)0\j O ADO  exoctan
By 25 e

DPC Y~ 40 R + Gx
) J J } cotnetolen => E){o\c{‘cx

’a@\tyf 3} u d k'
_,D,;.l = 10Xy 6%y

5 5 -
O Flxy) _ POy = FOuy) = j(Pij)al% + Wiy = X :j?"k ijj+ ety
8 )‘ q ____r_.___._._.m_..-w,u.,,,;_
AT _ @ (xyd -=>;_% Flog = &334 +3%°y =5 @y =0 S|y = a)
©
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Ejercicio 7 | [ntegrar las signientes EDO:
a) xsin(y/x)(ydx + xdy) + ycos(y/x)(xdy — ydx)
b (F —xy+ )y +y =0
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Elerciclo 8| Hallar todas las soluciones de la siguiente EDO auténoma y=y-1

-
y'=4'-) 2 g = (4 (y-1)
P)r !nspec:ao'n wsua{ ( "a o(fof) se oLéen/q que { 3(%}:4 { e

pamculoﬂ’s‘ c/e /cx EDO.

\(7()()-—*—'{ S _So[e)qones

C( Cron Y AN
jﬁ’ = [(,J«i-/)(tj-«f) —=>_._.i—— = c{)( ﬂeszom/mﬂemus 2 f/ac oy S /D&
X .

(y1)ly-1)
= B-A
4 A, B Aly~) +8(y4) =~ l{zﬂ(,:j__,{)_{_g{gﬂ) = J-(A+B)j +
T - G A T -
A+8 =0 A:'_-’-[ , g=,?§(_ | -Afz 4]2
iy

clg -/55}-*49 —:/?c{x =) I ffj#{ - g’?/:j’f}f‘-“ Ix+( = 2(x-c)=

bl [
W‘J >[5

~C - [X*C) , /_F
. -/ _ 2x-¢) — ﬂ_/_!, =1 e 2 5@(&:@': im ﬁa ¥
=) jn“}g’;}/—)—] = ?(X—-C) =) /Bﬂq- = £ > i//-r/l F

ﬁ’wr@\ Yames O lrl{%‘{q(;, anIPU[Cch‘!O [G& eKPfeﬁo/m oi:hj—@mc’;\,/ olj'ga,,p_,ﬂ o 50/1)(;‘0/’? CXP{‘/CF{O\:
' > M. 2 . k3
4 e?("“c) = [+ 9 4plymh 2y | o k-c) Y

= ___?__.___—.—— :). j(x): {8LL(C">() ?

MNaTA: E:s{as 50[06001123 (’7‘\%«2(‘0‘/@3 e mciva.en 7Y ’0.3 54:;[909;@} par’hm{wes 8.—: i/l f}a”ac!c& a( Prmcaplo.
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Notando que la solucién general de la EDO lineal de primer orden tiene la forma
y = Cg(x) ++ w(x), con C constante arbitraria, demuéstrese que si conocemos dos solu-

p ciones particulares y,(x) , y2(x) de la EDO, podemos conocer todas las restantes sin necesi-
{3 dad de realizar ninguna integracion,

Ejercicio 8

[&: fo[wfén 6/2 /0\ EDO /’”QG( U"Ef?(’()ﬂ *6(*) €s Sf&ﬂﬁf@ c[e [q dporma:
[ ‘\/}: Colx)+ Plx) Upﬁmr o dn Jonciones So/l)oJM fﬁ’fem/mnﬁa de C

Jon(je C&(){) és /(2 SD/Ucrc{n 555'12123.(4!2 th EDO Lomcﬁé'v@o\, Sl(fnc/o C une, COMS{Cme
grue Fuecjfz éDmOd“ C@'ﬂulj\)&f’ VQ/DF J LP(;() es  unez, SD/U(lo';», fr‘f‘{’CU/Q(‘ Q{Q [& DO

Aﬁ J J Vobres A /a wnﬂl"‘”fe C Ulﬂle“?ﬁo 50[06:@:22 FW'?II(U/GM qé /a EDO,
\&3] taando

§o(umo’m ‘omf flco/ar‘ )Dr,:ra. ( =C( : 34 = C} Q{[X) + (’)(X) [27

(|
_ ‘%[Ucw;" Pa.r{tcu[ar’ poce (=G 32 =G, ¢(X)+ ([}(x) [3]

Al restemes [IJ~[2] ¢

90 = CH WG oo W) > o= (- G) 0 O
Mo redomes [37-127 -

YYi = GF +V00 =G P = P > Frda ™ (C-C)p6)  [5]

\‘j si c/‘Wa/"W—" [4] edtre [5] -
(

4 (o)t I L E9 ko gy - k(YY)
Y4 (GG %91 GG

=) \‘j = k(ﬂa “fj;) + Y4 = 4= Kd() + Ox) #l) “YrYs v LP@) =
qve os o soluasn 6&;@! A EDQ,

Ex céa G nom/%g déf olcions W?écu/amg ch /01 EDo aﬂ) primer o/‘i:[Pn_ Foaéwg
Oéi@ﬂ-@f /0» fo[(,'c:o?o ﬁewq( j ) f;b[‘ {'c{n’{oj (’.[ f'ef{o JQ 50/(/00;238 4 5in 4@@(0/@4 Cé f/’ﬂ[{? Y Te
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Ejercicio 104 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) 3y +y=e* b) 2y'+ 5y =x"+10 c) 6+ y = cos2x
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Ejercicio 11 | Resolver la siguiente problema de valor inicial:

4y + y=7
y0) =12

Generalizar el resultado anterior para el siguiente problema de valor inicial:
En esle ejercicio se
demuestra una for-
mula que se utiliza { ' +y=CF
mucho en tACR

y) =i

donde 7,CF,CI eR.
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Una mafiana de invierno el duque ha sido asesinado en su mansién. El mayordomo y su

ASESINATOEN | | .cocinera son los sospechosos y se trata de descubrir cual de los dos es el asesino.

. LA MANSION Y
(~ ‘DETERMINACION | I A} llegar a Ia mansién a las 12:00 se comprueba que la temperatura del cadéver es 34 °C y

'DEL MOMENTO . .
DE LA MUERTE que el termostato de la casa estd fijado en 22 °C. Al interrogar a los sospechosos se
descubre que ticnen sendas coartadas:
q

- El mayordomo fue visto en la barberfa del pueblo desde las 08:00 hasta las

09:00.
- La cocinera fue vista en el mercado desde las 09:00 hasta las 10:00,

Tras el interrogatorio, cuando son ya las 13:00, se vuelve a medir la temperatura del
cadéver, obteniéndose como resultado 33 °C. -

¢ Quién es el asesino?

NOTA: La ley de enfriamiento de Newton establece que la variacién de temperatura de un
cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del ambiente exterior y la

temperatura interior de dicho cuerpo,

(o SOLUCION

Gracias a procedimientos empiricos se ha descubierto que la temperatura de un objeto varia
de forma proporcional a la diferencia entre la temperatura ambiente y la temperatura del
objeto en cuestion. Esto es lo que se conoce como Ley de Enfriamiento de Newton.

Llamemos go(t) a la temperatura del objeto en el instante £, con lo que Ia variacién de ésta a

do(t
través del tiempo serd % Sea T" la temperatura ambiente, a la cwal suponemos

constante. Entonces, segin o dicho por la Ley de Enfriamiento de Newton, tenemos la
siguiente igualdad:

W) —plp()-1]

siendo p la constante de proporcionalidad (serd una concreta para cada caso y siempre se

R determinard a través de mediciones experimentales). Néotese ademds que aparece un signo
negativo que nos indica que [a fasa de variacidn es negativa, lo cual significa que el cuerpo
pierde calor con el tiempo (en todo momento estamos suponiendo que la temperatura del

cuerpo es menor que la temperatura ambiente, con lo que (0(1‘ ) < T y el miembro derecho de

Ja anterior igualdad es siempre negativo).

Consideremos que el cuerpo sometido a estudio tiene una temperatura inicial @,; esto es,

(t)(O) = @, . Tenemos pues el problema de valor inicial que detallamos a continuacion:

- plo(y-1]
4”(0) =@

Pasemos a resolver la ecuacién diferencial, que es lineal, de primer orden y no homogénea:

k | | 0'(1)+ po(f) = pT
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Lo primero que hemos de hacer es solucionar la correspondiente ecuacion homogér?eal,,que va

a ser de variables separadas:

ar(0) dq)—ft) =~pp(t)=

qo'(t)+p¢)(t)=0:>—~d;—+p¢(t)=0:> y

‘Z)TE;) =—pdf = J‘%) = I—pdt => Ln[go(t), =—pt+C=

= g _ g€ ool p(t)=Ce™*

La solucién de la ecvacion homogénea ¢ '(t) + pe (1‘) ={) es pues @y, (t) =Ce™”.

Acudiendo al Método de Variacién de la Constante, se sabe que la solucién de la ecuacion
completa, go'(r)+pq9(t)x pT, es qo(r) = (t) ¢ . Derivando respecto del tiempo

Ilegamos a lo que sigue:
p(1)=C(t)e” = p'(f)=C'(t)e™ + C(t)(—pe““”):: p'(t)= [C'(r)—-pC(r)]e""
Dado que la funcién go(t) es solucién, cumplira lo dicho por la ecuacién, luego tenemos:

[C'(t)-pC(1)]e™ +pC(t)e™ = pT = C'(t)e ™ = pT = dCTEt)-e“” =pl =
Z0) polt)
= dC(r)= pTe”di = [dC(¥)= [pTe”dt = C(t)=Te" +K

Puesto que ¢(t)=C(t)e” y C(t)=Te” + K, llegamos a que p(f)= [Te”’ +K]e"” :

d%.?):—p[qp(f)—]’] es la funcién

Esto es, la solucién de la ecuacidn diferencial
@(t)=T+Ke™.
Imponemos la condicién inicial para resolver el problema de valor inicial:

p(0)=p,=>T+K=¢g,>K=¢,-T
Esto 1ltimo, llevado a la expresién de ¢ (t) , nos hace tener la solucién buscada:

q;(t) =T +[goo —T]e"”

Esta expresion rige la temperatura del cuerpo en funcidn del tiempo, pero atin nos falta por
concrefar quién es la constante o . Ya dijimos que esta determinacién ha de hacerse a fravés

de mediciones experimentales, de modo que tenemos que acudir a los datos del enunciado
para fijar la constante presente en nuestro problema y que a su vez es la que calibra la
cantidad de temperatura que se va perdiendo segiin transcurre el tiempo.

Si, transcurrida una hora tras encontrase el cuerpo, la temperatura es 33 °C, tenemos que
gp(l) =33; Llevando este dato a la expresién de qo(t), llegamos a que
go(l) =T +[q00 -T ]e"’ ; por otro lado, la temperatura a la que estaba dicho cuerpo cuando
fue descubierto (instante inicial) tenfa un valor de 34 °C, luego (p(O) = @,=34.Y, ademss, la

temperatura ambiente siempre es constante e iguala 7 =22.
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33=22+ [34 - 22] e’
Despejando:

33=22 +[34—22]e"° =11=12¢™" = ¢ =%:> p= LnG—:IZ]
Una vez conocida la constante o, propia y exclusiva de nuesiro caso, podremos afirmar que

también es conocida Ia funcién qa(t) =T+ [% - T] e™”, la cual queda de la siguiente forma:

11

12 12Y* ‘
@(t) _ 22+[34_22]e~m{-ﬁ) - 22+128M[HJ =27 4 1261){12] = 22'?‘12(11_21)’

En definitiva, la temperatura que fiene el cuerpo en funcién del tiempo, a raiz de datos
experimentales propios de la investigacién, es:

11

o(t)= 22“2(5),

Ténganse en cuenta las siguientes observaciones:

- Efectivamente, ¢ ( 0) =34 (temperatura inicial, al hallarse el cadéver).
- En efecto, ga(l) =33,

t f
- QJ(I) = 22+12(§) = qo'(t) = 12[%) Ln(%) <0, lo que quiere decir que

la temperatura del cuerpo decrece con ¢l tiempo: se enfifa.
- Se satisface la ecuacién diferencial:

i t ¢
12(2) Ln(ﬂ)=—m(£) 22+12(5) -22 =Ln(£)12[£)
\2) Tz A 12) F 12) 12

2] .

v

2(1) -r o)

Despuds de asegurarnos de que lo obtenido se ajusta correctamente al problema, buscamos la
conclusidn: pretendemos saber a qué instante / corresponde la temperatura normal y habitual
de un cuerpo con vida, que es de 37 °C. Este valor del tiempo nos indicard el momento en
que, presentando la temperatura dicho valor, empez6 a decrecer; o lo que es Io mismo: nos
informa del momento del asesinato.

! H !
37= 22+12[E) = 15 :(—1—1) = Ln(E) = Ln(g) = Ln lS_) =tln E) =
12 12 (12 12 12 12 12
_ 0223143551 = =-2"'564533067 (horas)

0'223143551=-0°087011376¢ => t =———————~~_
0'087011376

El signo negativo significa que el suceso tuvo lugar en un instante anterior al inicial (lo cual
es obvio). Concluimos pues que el asesinato sucedié unas dos horas y media anfes del
hallazgo, en torno a las 09:30. Entre las 09:00 y las 10:00 la cocinera estaba en el mercado,
luego el asesino tuvo que ser el mayordomo.

it EL ASESINO ES EL, MAYORDOMO !
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TEMA 4: EDOS DE ORDEN SUPERIOR

Resolver las sigaientes EDO lineales con coeficientes constantes homogéneas:

Ejercicio 1
a) V' +2y +y=0

by y'+3y=0

c) ¥'+5) +6y=0 y( 0 =3 V(0)=2
d) y"+5)"+6y' =0

e) V' +2y +y =0

) ¥ +8y" +16y=0

ay yrizyay-o
Esta Couacion, @mo lees Jl esde o Uper r'}-cx,ofos, e de
Ciifoin.(‘?.ﬂ i;{,{(at’:’ o ol wno (S‘(DS \;U")C{O @ro{t’ . Pvel Q_o\\ olﬁri\ﬂ
Mt D@f es e @»Pcsmrl 010‘.)/ de co Q%)E cienle s con olen 'L(’ ¢
V(W\Q..,L'Eghmﬂci@ A Yy s decivadas lenemos ches N
ne gmﬂckoa’? é‘S) 3 ‘4@ i’)’?c&s,{npa( {cj\mﬂ o ce r'@)*!
gmg\)e.?{'cxmos co VLS“S‘?WU Eﬁﬂ(l(} (5@ i)fﬁ(-\ nemie cw\rcxc.&'e.r'(sh‘(‘@.

Po 0. Ccnrac‘l.: Y 4 2e v 4s0

Sejd&“ S e (0\_3 Yo CeEs cix ‘E‘S‘\fc ?ol}nom\\u(ﬂz‘ Qj( W{“‘P(‘“;u)

Cong*&rmt‘remos LArles W cﬂkrm So[rcxc?c;n_

(r+ﬁ,) (c+a)=0 . =-4 , Mg=.2 (rm,\()_l\ li(‘iolaa{
‘ \ a 39.!; raicen)
50(,\,\(:\0“1 ch)f U\"A*B) é—i)x “Unew voly Olo)g’e
il) :j” «(—3\3 =

(P()-th‘CX\’\C\GL"- V2-+‘5w;o =S T =od\m - i\)@\ﬁi: i\f:g{’

‘(‘oﬁces:‘iri:o +V3({ Ma=1
+
SOL{JLCﬁoh: 270 - U3 ¢ Me =4

é(x) = " [Asen(\fﬁ %)+ B@S(V@XJJ

<y \3” + S.jf + CD =0 =2 rae
Pol. caract: rZ 4 551 €20 = (rr2)(rad) =0 J\«é:% Mo =
Solucién :
Yoo = NET 1B = Yoo - -2ATL e
Ylod =3 = AMB=2 A=t
(o) =2 >-2A-3B=2) B=-¥

- -3
Lai‘f\) = 44 e ex_ e “
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<) 3”'(%’) +5 j”(") + G‘J’cw:o

?GQ. cqmc‘».: P4 502, Ce=0 = (pho)'(mz)(\’w%) =0

Ty=-2 , Mg=4
> =<3 /| Ma =4
3 © , mag=4
Solucrén:
Y= AT > ¢ e

yn) = A p 3%, &

i}

dy 404 24100 . g 0 =0
Pol. carmch ¥ .2 e? +0=0 = (r-0) (vr 1) (r+1) = 0O
Yj,t O/ e, = 4
rz’ i'z"-{',- mq-.:z
SoLt-tc’chn:
ar
Yo = Ae” + (Bx+C)e
‘j(;’d: A+ (Bx+c) e~
& 4™ 6 8 it (x4 46 509 20
Pl covad s ¥ v 9,21 2o o L0 8L 1ic o
2
(4720 D b=-tl = 2 $/[ =5 ¢ = 642

-4)%

=0+ 28 mg =2
TZIO“Z‘?IMQ:.Z

Selweldn:

g = " [(AX*B Ysen (2x) (O D) cos (23]
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Ejercicio 2 Resolver las siguientes EDO lineales con coeficientes constantes:

a) Y'+5y +6y =¢*

( b) ¥'+5) +6y = xe**
¢) Y +5)' +6y = xe
d) ym: x2

&) Y +2y +y =(4x* +x)e

fsi’e @{)@.f‘d“\ e (y sus qpar‘@a_o@os) es similar al eiereieis
dﬂ“@r-}e& , P erpg Cﬁ.\"l(}f‘(}\ ne Sen ‘r\omgc d neas (a_S‘ @C(/éadi--i‘{)nﬁs
(Po\ & %’éfgoQ v@s’(a% cla eyrioes cios PaSGS‘ N '-{“G’S(}Q.V‘Q. TE e s (c’\

EDC homeoadnea asocieacto. 3 c@,qg*lb%ﬂ\"emoﬁ if’\‘ e Mercl e, SHC‘K))
© 3\/\1&0_?@5« A como seo € Wrmino e hace e la
EDO e sec {nm'\%_@sévwﬁ construivemes una solieidn
pcxrv¥-‘\c,a,¢¢:xr A loe misma o la e quc\rwmﬁﬁ :;jptx}

(é foddes ole s o bgt ctenles | oleboroy Nacles )

,Za So&&ﬁ{&m Ae (o £D0 no L\nmogt’} nec. S¢re '3u‘+3
: P
X

. ] . i

A) 3”4 .'53‘ +63: e " ; 3&0: eL‘
SO(JULC\i o ne 3(;) = Y (x) 4 3?(;()
l\Ol’VlO Es)teﬂ\:

3”&) +S (jfc ¥ 16

ijJ
“X , 21
30‘): = ‘-'-—? 3?0‘) = ae (A@Lemos C‘C)Mt)rv)l:ar g
coe Y.
}nfi({,{- E’,Q £ No es safie VQR r\‘X)Q (m(‘mC“L
da ch homeo o

<o moe P es S'L’OQLLC/\GJV\ A o EP0o no home O‘Hea
4

i vando ‘o«biSi"\(‘M‘:)@n"lc’ en (o EDO (o

=20 = SDQLLC‘\‘O’V\ :JH('Y);: AC‘_Z\(&B (%itswx

X

- Cim lt\(*cx/
Y asi olg\-e,no\re MoS Qa v P
/ u
3()(_) = L(O\c-: X/f ”CK) o 160\ el’i"
1404 .
16 o € + 5. Ua e L Caner @ x > QZ%E

A hx
3f,(x), o e

j'(j(,LLC\O"h: (BH <+ 3’\) . A &--?‘¢+ rE)c-{bXdL _;-’I: Q{M&
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b_) ‘a”(ﬁ)*' SD/(X) + 63(_%) = xeéfx

Se "¥ro&a de ma EDO Lineal
coON Co ?thr\\-e_s conS"‘Un*\eS.

de 29 ovctn ne Lomﬁﬁ'nm‘

o

‘C Solateidn @ w(x) = ::)H(x) 43?“"

8 JHCx) = solucidn Ao [a EDO komoSénea ofgsoe)\cxcidx
s 3"(x)+ Sj’fxn Gjéx):o

8 (PoQ- cavroct: %4 Se+ 6 =0 = (v+2)(r+3)

Yafces | Ty =~2 , ma =4 -2 _
‘g {Tz:“3.mm:i jH(X)‘:AE X"*Be-:sx
3‘?8‘”"’ solu.ctd mn ftmhow[ar de Lo £po CorﬂP[“e‘LO\

> 4 : .
o/ (=)= — _ . Hx como 4 no es TN E
b, (3 )= Xe Cm_;:>- Yp 6 = (ax+b) @ Al e momte carocl.

Inaled. no l’\qj qve focar nado

COmo 3? es solmetdn e o EDo | der-lvames Y %LS'LTLAIm&J
Cn (a Edo ﬁ)ar& l\Ck”CLf o, 3 k.

) L U .
JIP(X): e} et(x+ (oax+b) e % = e >([Lfa\x + OL+(/H:>J
:j"Pbd: 4 e‘lx[qa\er a+ Ub]+ GL‘X' Ha = eqx[iéax +?a+i€£]

8/%[’2“+a+251+Sﬁ?{[‘qu+a+‘-ré>]+€(o\x+b),e/w{: x/@gu(
—— oy y —

‘)P 5:er____.._’ LHQGJP

H2 ax + 43 a + UZh =x =>{42a =4 Q:%
130.."\' L‘ZE =0 L - iz
. eqx[ 43 T e
dr 0= Y_‘TZJ
-2 B YU x 2
(x) = A e “+ o e _ s e
(‘j A BL + g2 [X "z es SO(-MC\O mn
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Cj Hrsya & S ixy + ¢ (x) = X Cj»".ix.
8 3 )
Goluek G 3()() = DH (%) ) o (30
aH_(x) = soluc\ém M e EDO ho motjéﬂeo\ CkSoc‘\moio\
3”(x)+5t)f(x3 +« 6 jho = O

FOQ- 60m0+1 Yie B § =0 = (yr2)(r+3)

r Ty = -2 Mo =4
Yoanees ' O _ 2 x )
{WZ:-'s , Ma =4 DHCXIWAG s Be %
("),P(x) - soluaidn ?ar'LQc&dar A lo\ EDo comPLe,“LO\
goo s xe T 5 yeto s (axab) &
in

como -2 37 es roie oled PoQ. covoct. <o
Jpeo = x* (axrb) €77 < (axibx) € %
TEXL e X {ax?y bx)
DP(” = emzx[._-gax?- + 2l - b)Y x+ faj
D"p(x) = =28 [F2ax+ 2(a-byw+ b ]y eqxlnumx r2(a-b)]

t'a)(

\3PLX)—- (2ox +bh)e

n
‘3()()

4

[ dox?e 4 (2a-b)x+20-4b]

,gf{[zm ~efzabin+ (o zz,)j-vsy”/[ 2o+ 2(a-b) wtb [+ 6 (X 2 b ) 2% x5
e

Co Y e T

Ox%+ (2o +Ob) X + 2o+ b =X 2o + 2o b =X

. 2 X Loa+b=c . b - -1
3?00 ;(%7\2_%] e = -’—Z(j(wz)e«u

boNf—

- - ~Z % . on
‘j(%) = /~\62¥+Be x4 -»(\x 2) ¢ @5 SC)LLA«(,\OW
; 7 ©X
4 4= %% = xt&”
kom-;;(jan@a 3'"()0 DO >0 H X=0,mu=3
’ZOX_“>\3{X),_(QX be“‘c)@ -X:{

5
- X
solucidn: qoo = AxZa B x4+ C+ =<

po v 28 ud\\o«\' : 3(»0 =

cO
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Ejercicio 3 Resolver las signientes EDO lineales con coeficientes constantes:
a) Y — 4y = xe*

b) ¥ —y" =12x" +6x

¢) Y-y -2y=e+e™

dy Y —y=3cosx
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Jj 3@—3 = F(osx
( gOIDCl;n )5 fc:\( de {o, EDO /’c’mé“é'w‘ j@"j =0

2 2 rZ__,[-_-o = r:ij
=0 DV -1=0 >0 )(Y)-0 {rq}zo = 1= ti(x=0,p7)
3H(x)= Ge*+ e+ Cyeonx + Cysenx

X go{uC;dn par{uu/ar" c[e fa EDO Complella.

EnsajamoS Cort UP(X) =X ( a-msmb_saqy) = (AXGGRX 4 £>X<§€ﬂ><

r Ser r‘=£' rar’.} c/e /a ecoaon Car'ac‘{'en,s@

:ﬁ,f(xj = OULB3X —aXSenX + L;;emx *‘l’»m'ﬁx

O
'\c#,’(x) = - asenX - ASenX - ok x +beoax +hasx —bxsenx = Zasenx - axasx + Thcos x-bxsenx

it

N2

v ,
Ypl0 = 3asenx +asenx + oxeosx -3baosx ~bessx +bxsenx =ostax + axeosx brosx + bxsenx

(x) = ~Zeacos x ~ Qcosx + BXSenX = Zbsenx ~bstnx - bxcosx = -Soeosx-+oxsenx - 3bsenx - bxcos x

SuSllﬂtmeS. en {OL EDQ :
311" _7(\1 - 3 oS X
Ypsonx +CRTeSX ~ b cos +M;M &:B)@_eﬂ& = Beosx

Y osenx b osx = Beoosx

'anzo S o= 0
=3 ) T be-7

(

=) gp x) = - ZixSenx

Lor ‘I{(hn'(o (ox. Solvadn dﬂmef‘c;.{ (le /a EDO Cahloﬁl{é\ es

96() ‘—'fju(x) + 39(4’) =) U(X) - gex+ée"x+(3 Cosx + (ySonx - %X’seni

{
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Ejercicio 4§ Resolver la ecuacion diferencial:

Y 4y = e (x> ~1) + 8cos xcos(2x)

(

¥ go [UCio/n ﬁenfem[ cl?- [a /’bmoﬁé’ﬂa . ECUacto?? Cﬂffkc‘ll@f‘é{ico\ al@ 3 “-fi.j =
() =0 = (las) D =T =4 E:f BH(X)-: A cosx + Bsenx }

*SO[(M“;” per l“"”"*"' de { . éom/OlQ‘[ou

J(x) = eX(x3:)) + Frosx. cos(Z) = M +”{_¢5_3_2+M con cosflosB= cos{A;82+(osM~B)
) PXON. X
o focen &(x} %Qdam ﬂf?} = [o»x'ﬁ-l:.x te e
Ypl) = (2x th)e™ 4 (oebxsc)ex
Goul) = Zae™+(2oxsh). 267 4 (ax?+bx+c)ex J 50575{‘&”" er o EDO .

" éaex+(?ax+l>)‘2e"+(c<x2+£x+c:) " + (ax2+Lx+c)eX = (xz?l)ex 1/
, . =] D a=Al2
[ slor2B)x ¢ (20042 2c) Jo = () > Liithe0 o bt

@ﬂ(x) = (’%‘z‘— X) eq 2&-!-2&)-#25‘ =f..} = =0

o Pove, &(Y) @So.\kjmqy Y. = Acs3x +éfen5'x

ﬂ;’zix) = -3asen3x+ 236 ms Ix

‘j?fz(&) = - Jacos 3x -Q]Asengx ] SUSA{U\?QML @ [a €DO -

(_. ’ﬂaa‘e@?x - %sengx + a5 3x +bsen3x =Yws3x /
- “Ca=4 = a=~1/
- 8n683x ~ Syé&emg{( = { s Bx = —8Z=- o —-=>> l(j= O -

{ 5P2(x) = n-.g—dasgxl

o Par’a cf?»(x) (?rws‘a\c.}mn&? \L)Pj' = X ol X —f'IQXSQnX

{ ! - - 55 ) =
J%(X) AGLEX = AXSEIX +£.senx +[7X( 3 X ] gu&{l I[U\Lj en 6/0 on {c« EDO -
g%(szgm%ﬂx - w@gx.f-?j::(ofsx _Exs-en)(

7 somx - GXTSXA Zbrosx - BRsany 4 Bxeosx £ bR =Yooy _
O
-~ {‘Za = =) A=

{Zc_sgﬂx +'ZECOSX = q&osx => 2£)'-’-' L( _-_—D [)._._. 2.

\ ESPB(X) = Zxsenx 1
L For {arﬂto, \Lf(X] = flcosy. + Bsenx + Ex(gf -X)+ {,— cos 3x + Zxsenx
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Ejercicio § Resolver el siguiente PVI:

sen(x) y" + 2cos(x) )’ — sen(x) y = 2cos(2x)
y(#x/2)=1
V(@#r/2)=0

sabiendo que el cociente de dos soluciones particulares de la ecuacién homogénea es x.

‘Se 4*(0\40\ 0(9\ wna £ DO /Q.\QPO\Q Ol!l '?O@f‘ékfi’n no L@Vﬁdﬁﬁ,
Oi(? co e,g“z c,‘“iffr”LLQS o (“‘OF)S“I‘C{ r’[‘\tcf?S, {

Ei] C()men?aYﬂC’)S )«qc‘ien(»lo ‘c?v@ Seq 'i 60 mef, (le ,(lel

En st o r(:mla\fema”, Avidiremos entre sendx)

Q”“—\«‘d‘ 1€x)
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Ejercicio 63 Si y; e y» son soluciones de la ecuacion diferencial

Y+ p(0)y + py(x)y =0

en donde pi(x) y pa(x) son continuas sobre un intervalo abierto 7, entonces el wronskiano
Wy, y,)(x) estd dado por

W(y,y,)(x)=Cexp (-— I p(x) dx) (Férmula de Liouville)

donde C es wna constanie real.
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Ejerciclo 7} Resolver la ecuacion diferencial:

Ky 4+ 5x" +3y = x
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. 4
Resolver la ecuacién diferencial: ~ x*y™ + 2xy" — 4)' + ;y— = 2x

Ejercicio 8

/M/l,ol'cw gFror e

"’+2xzﬂ"—'-(x3'+ ‘{j = 72x%, x?»0O

x33

ﬂ‘}e 28 uUnG Ba)ac:ém c&. Ef.-llﬁf'. ”a(&nos /0.3 S!aulfen-[les 5U5{l£JCl0n2/3:

J
X = e“lL
e e’
';j"= (‘je"‘“ tjé)e'& Lo {[g’" v de oblwer estas expresiones esllci descedo,

d 1 ck{ﬁo\" o D\’C
(. E}|ll=(‘jgl"3fj:f+23£)eh3{ @ e en [ pdmc». T-26.

y o e
A gr-3y) +’23;)9ﬂ1+2¢2‘({52—m*)gff_tfffijgyﬁ 1y = 7€
e R R U

G <40 -4yl sty 2% 00 lned do cnflmbe cstoes

SeH« 3ot lriy- o

(
i "’I -4 + (f_"j)(fz..q)=o (}-.:_1
xz ] Ao -y (r‘})(F—Z)(r‘.;.Z =0 = ?_:22 3 rouces fﬂa{?/g Jm{m'a
J o-4 o 3=

Yol = Gx + x4 ¢y }%—?' = Ox+0x %4 (X2
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Calcular el Wronskiano entre 0 y 2z de las dos siguientes funciones:

Ejercicioc
cosx , 0<x< %
0 x , 05x<n~rx @) . o
x)= g(x)=3x-%2 ,Z<x< &
senxy , #<x< 27 xzz > 2
n<x< 27w

2 >
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TEMA 5: RESOLUCION MEDIANTE SERIES

Encontrar la solucién en serie de potencias de x de la signiente ecuacion:

Ejercicio 1

Vi+y=0
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Integrar la siguiente ecuacion diferencial,

Y =xy

Ejercicio 2

a} En series de potenciasen x
b} En series de potenciasde x — 1

(Ecuacién de Airy)

utitizando el método de los coeficientes indeterminados,
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Integrar, por desarrollo en serie de potencias alrededor de x = 0, la ecuacién

Ejercicio 3

2x%y" —xp' + (14x)y =0

y encontrar su radio de convergencia.
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TEMA 6: SISTEMAS LINEALES DE EDOS. ESTABILIDAD.

Ejercicio 1 | Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:
(A A [l
2) df b) dt 0 dt d) dt
dy dy dy dy
—_— =X —_— =X —_— =y — =Xx+ ¥y
dt dt dt dt
ay w (4 = 3(‘4)' sistema ole 2 EDos Ginea € ¢ Mﬂm lenelve
D"(e) = w (H) mctLrT’% hC&SOCE(‘ACBjO\), A, cc;eﬁ~ Cl"é‘g (&/QDG los
@;Qeme r‘\‘\e:s de o wwd v serdn yun Ve yess

3 Vo Sx.xﬂckmﬂé“ﬁ;) ! l«omotjefnea (Férmiﬁc)

{uole P enolien \’9’ nunfe )

> ()= (6 5) () ()

3o

SQ ‘&{‘G\\‘Q oei c;iiz,‘“@t‘m\\na.f S\\ lcx ma‘tr?fz cxroc’.tqo(q =N
o no  es cX‘cO\So nol i 2able . Fara ello L\a“a remes los
vectores Y compararemos las

)
A matrie Te rminto
asociada inolepvnclienle

CLU\,\OV(‘JJ@{ES o oo

W&‘Ligb 5 CTo\oiol(‘_’S-
AW\O\W\[O\’G?S: l A - 2ZId ] = O 1’”3 2’@
)ﬂ>\ E O > N wd=O &> N =%4

L =X

Antoveclores: ker (A—%Tol) _

W kee () o (2 L]t <(8) o[
Uy -Ug =0 => W = (Wi, Ue)=(4,14)

Sub emos qve (a M, M k=1 es 4 (ma(;:d)si),
Lo mg Ae A=14 damlién es 1, pOvgve SLWC}{ e hacer
Rm (‘\%a) - 1 ec. Bibres = 2-4 = 4,

A= -d = Ker (A+Ta) D ( i)(fﬁz‘): (3) = Witz =0

W+ =0 o Xfu ) =(4,-4) Malr=-1)=4
( mﬂCkz—ﬁ) = 4

Zas WAQL‘(‘)Q\\C_?OLOKA(’S c».ﬂ;j@l:)mi‘cns‘ j 380!Mr'Lrchg
C’@\V\c\o\@h f;cx'f‘o\ caada  axdo M&[@f} Qh\Qso A es

doqo na i zable 2 solucidn: X\ Y Ok
S (%”*Q%“kwﬁﬁg)
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soluci &n: (ng) =G e it (i) + G E_j-’é (_ig,)
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—m—

chos(ﬂ—zre)smm) (xw)
Dot somld) 4 2/ cos (D) N9

X)) = ¢, cos () - G sen ()
)C"r) = Cy Senl¥) + C, cos (H)

i‘J () = x4 '
j(-wl-«) = x(-+)+ju)§

En los dos casos anlecioves la mo&‘ir\‘{? e row diac Oﬂaﬁ? 7.
{em une Los cx%'o\s\o«.[ofﬁ?ﬁ' < i Y en of 0][_‘,0 "é'ﬁ;
Fn *&Sx‘? caso, la W‘“'\"‘“:? o €S 0uo\jcs nali é?c:x.éLf’,

(i) = (2 2) G« ©)
andovalores: [ A-2Td) = O | i:\ i)\ =0y (4-2)" =0

=4 (ma=z2) a:’)“(z) S Uy =0 2> A =(61)

amdo verto A 4 (32) = Q’Vlﬂui)
A ne A ckﬂorw«[‘\ '?.-’a)o\e =3 solucidn: g)’”&m%msﬁy '
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V)= (8) e
4 S
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)
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Aplicando la definicién, analizar la estabilidad de la solucién del sistema

Ejercicio 2 éx— 4
a7
&
dt

que verifica las condiciones iniciales x(0) = y(0)=0.

www.mohteroespinosa.es - Clases de FMT4 - Tfnos 91 544 53 77 , 619 142 355




www.simplyjarod.com

Analizar ]a estabilidad de los siguientes sistemas auténomos lineales:

Ejercicio 3
sz—Zy étxﬂk y iif:V—x 2y E=x-l-2y
dt dt dr dt
a) d ; b) dy ; ©) dy ; d) &
—=3x—4 —=2x+ —=-2x = =-5x—
at Y a 7 dr 4 a

Se teada de sshemas CGoaeales ho mecy nces e coef cles
(P(‘Ild'—cx @thx_eh ar  SiA {eS‘RE?[E'Jme QYZ“‘*F&@mo} st mad et %

asoctada, holld mes  se adoveleres D analiza mes
(as P“‘f\»es ceoles e \\maﬂ?‘f‘ar'tw Ao Tada une oA ellos

A i -2 Me-dsol
Md\‘L re  aseel aola - ('5 ) (1) Mf\o\rmlo reSt N, 2u2 v0 i
Tedos (o3 M*owmlo res lenen ’FCI(LQ recd | Ct"h\l‘a,
QA»Q 10 (a.s coliciones cown oLSN’\Wl('; L‘s‘ camente  es QL[PSA
) My =-410]

4 2 -
, és Mﬂ,'\\r‘\% c)LSOC‘tOxOlQ 3 ( z d—) C\N\\\Q\(‘O’Llorés- }\2 = 3 YO

Ex?sle c\,Q wenes Wn oLbLio VC&[@( o n PG\O’)'Q f‘er,\ﬂ fOSi'h\l‘qI
sbnclo nes inestables.
Q)wecj:) LCLS %é)lwk(‘/u& neEs  sSon \n(os‘*a ‘A‘ e

<l Mo&ri% asectada : (:’; _?i ) cw\'\o\m(or‘psz Ng = -4 -2%
Todos los ow\iov-odo ces fienen ?frle reall ne m[\‘\m,
Qpp<30 (e s S‘OQ,U\QCOYK()S son ow?ﬂ“‘fo“h Cawnle cas4al:[@9‘
, . tad o - 4T lov | e }1=C)+'?€
4_) Mo\&“?? asoctacta: | g “j_\ amloNaloYes S = O - B
T@Cloﬁ \OS C‘LM\—\\OVO'\[O\(@}‘ it‘f—’i’l@r\ qu)'@. reoﬁ W(Qr
ade Mmas Q*isLQN Jantes GKA/\“‘O\/-Q(‘AO(‘P§ como

Ml{?\tctoﬂao{ﬁs TOAYe cadla ou,do\mlcn; Lo o

el S‘(g\,e,mo\ es @s“oxls(p, pevo ho Cftskn'wlo"q(thwn _

@T* “Y ‘Jﬁeor e
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orcicio 4 Determinar los puntos de reposo de los siguientes sistemas auténomos no lineales y
Ejercicio analizar su estabilidad aplicando el método de linealizacién:

—=y-x"—x i~‘ix~=(x-*1)(y—l) é=5—Jc2-—y2
0l . dt N

dy 2 ’ dy , dy 2

——=3x—x" - ——=xy-2 —=1+y"-

a TR a a7

www.monteroespinosa.es - Clases de FMT4 - Tfnos 81 544 53 77 , 619 142 355



Ejercicic 5
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I.- Demostrar que el punto critico (0,0) del sistema auténomo

&
dr g4
dy__ L2
a0

es asintéticamente estable.

IL.- Empleando una funci6én de Liapunov de la forma V(x, y) =ax™" +by™", analizar la
estabilidad de la solucién nula del sistema auténomo lineal

3
—_—=x -
dt Y
dy 3
~=x+
da 7
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o Calcular las soluciones del siguiente sistema:
Ejercicio 6

»ftr o 0\ n

Vs 2 3 4 Ya
.V:; I -1 -2 Ya
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Recuerda que:

valor propio = autovalor
vecior propio= autovec-
tor

Procira aplicar slempre
que sea posible las pro-
piedades de los deter-
minantes antes de po-
nerte a calcularlos

www.simplyjarod.com

DIAGONALIZACION
Catcular los valores y vectores propios y diagonalizar, si es posible, la matriz:
1 0 0
A=12 3 4
1 -1 -2

Calculo de los valores propios

Sabemos que los valores propios (autovalores) de la matriz 4 son las raices de su
polinomio caracteristico,

|[4-21]=0

asi pues, pasamos a calcular estas raices,

1 0 0 1 00 1 0 0 A 00
2 3 41-2{0 1 0{i=0 = {{2 3 4{-i{0 4 0ll=0 =
1 -1 -2 001 1 -1 -2 0 0 4
-4 0 0
= 2 3-A 4 =0
1 ~1 -2-4

ahora calculamos el determinante desarrollando por la primera fila para aprovechar los
dos ceros que hay en ella,

3-4 4
<1~A)t B _2_/1]=(1-z)(<3—ﬂ)-(—2~f1)—4-(—1))=0

A-)(B-A)(2-2)+4) = 0
(- A(-6-34+22+4%+4)=0

A-D (A2~ 1-2) =0

y resolviendo la ecuacidn de segundo grado tenemos que,

’%z_(_l)i\/(_ly_4.1.(—2):11\/§§=1¢J§:1i3:> A=
2-1 2 2

por lo que el polinomio caracteristico queda factorizado,
A=A (A%2=2-2) = (1-A)A-2)(A+]) = 0

Por tanto los valores propios (autovalores) de la matriz A son :

=1, =2, A=-1
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Cileulo de los autovectores

* Autovectores asociados al autovalor 4 =1

-4 0 0 Yx 0 0 0 0Y(x 0
2 3-%4 4 Jxi=lol 2|2 2 4ix|=]0>
1 =1 —2-4 % 0 1 -1 =3\x,] (0

{2xi+2x2+4x3x0 o {x,+x2+2x3=0

X, = X —3x,=0 X —-x,-3x=0

Tenemos un sistema con tres incégnitas y sélo dos ecuaciones linealmente indepen-
dientes. Esto quiere decir que el sistema es compatible indeterminado. Para resolver-lo

asignamos a la incdgnita x3 el pardmetro 7, es decir hacemos x, = ¢ y ahora
sustituyendo nos queda un sistema con dos ecuaciones y dos incégnitas;

N+x+2%=0 = x=-x -2

Asi que nos queda:

5t
2
5t 4
X, = =X,=2f = x= —(——J -2t = X ==
2 2
Por tanto los autovectores asociados al autovalor 4, =1 son de la forma
Hemos particularizado Fi 5f . i 5
=1 por simplicidad # =}—,——, t| que, porejemplo,para =1 queda ¥ ={—,——,1].
pero se podria haber 2 2 2 2
elegido cualquler otro
valor para la t
* Autovectores asociados al autovalor 4, =2
1-4, 0 0 Xy 0 -1 0 0}Yx 0
2 3-4 4 Li=10l = 2 1 4ix|={0|=
! -1 -2-Z x 0 1 -1 —4 j\x 0
= {2 +x, +4x, =0 = X +4,=0 = x, +4x, =0
X = X~4x,=0 = —x, —4x; =0 = x, +4x, =0

Hemos llegado a una ecuacién con dos incognitas, Para resolverla asignamos a la
incégnita x3 el pardmetro ¢, es decir hacemos x; = f y sustituyendo nos queda:

X, =t
X, +4x, =0 = x,+4i=0 = x,=-4f
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Por tanto los autovectores asociados al autovalor A, = 2 son de fa forma
v = (0 , —4t, f) que, por ejemplo, para =1 queda v = (0 y ~4, l).

*  Autovectores asociados al autovalor 4, = —1
I-4, 0 0 X 0 2 0 0)x 0
2 3-A4 4 NL|=10f =12 4 4|x{=10 =
1 -1 =2-2 1\ x 0 1 -1 -1 jix 0
2x, =0 = x=0
= 12 +4x, +4x,=0 = 4dx,+45=0 = x, +x, =0
X~ X— X=0 = —x = x%=0=x +x,=0

Hemos Hegado a una ecuacién con dos incGgnitas. Para resolverla asignamos a la
incognita x3 el pardmetro #, es decir hacemos x, = y sustituyendo nos queda;

X, =t
hp+x,=0 = x+t=0 = x,=-1{

Por tanto los autovectores asociados al autovalor 4, = —1 son de la forma

W = (0 s 1 t)-que, por gjemplo, para =1 queda w = (0 ,—1, I).

Asi pues, como todos los autovalores tienen igual multiplicidad algebraica que
geoméfrica la matriz dada es diagonalizable y podemos poner la matriz diagonalizada
segun la expresion:

A= PDP
donde la matriz P es una matriz en la que las columnas son los tres autovectores u, v

y w que ya hemos calculado previamente,
Asi pues nos que queda;

-1

1 0 0 172 0 01 0 0 720 0
2 3 4| ={-5/2 -4 -1}10 2 O||-5/2 -4 -1
I -1 -2 1 P pjio o -1 1 I 1
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Junio 85 | Tntegrar la ecuacion diferencial

Ejercicio 2
a e’

. YV+—=y -—y=be+c— , x>0
( x *

a) para a2, b=0, ¢ =2, sabiendo que, en este caso, la ecuacion homogénea admite una
X

' e
solucion particular y,(x) = —

b)Para a=0,b=1,¢=0,
¢) Si el wronsksiano de dos funciones y(x), y»(x) esigual a cero Vx e(a,b), ;Qué
puede decirse sobre la dependencia lineal de las funciones en ese intervalo?.

f ul 4 = X
2y (0. EDO qr /«aj qve resolver o5 : {1;4_}?_\} f_’[ 2%
K 5olu(.‘tafn &nerof ch ’(A l’lomée;ma y"+%ﬁ'_5 =0
W(X)fl do k1% g1 _Q_fﬂ; _ xer-ex -

| - * X 2
Y % Xe = e Y X X

ﬁf’A(X)C‘X ff% c[x = ZB':X‘ +K

Apllcancja !a L{%?muia er Lloviﬂe ); W(x) = Q_f P'(X)Jx 7533 gdequ!

x fhx A Qx { (J—x)e |
,32 ﬂxfe 4, - Ce-ZP +k =C‘;€_\\€h"h k D et

_i {rq =% cJ’}om c&? feso[der ona EDO [meo a(a f?er,f‘ orc[aa Pafa oéﬁ[aaer /c?. éfo'uncja
f . r‘{md{a/" % de {a EDo do sequn o ofi"
vCon FA :17 6 (J-X)ex

5o

{ y 50’06!0’11 5!9"2"‘% 32 O €DO équrQA[e

: _ a{? - _
/%'i %é}'{" Q—-)—t-z\-g—-/tf? =0 = ?étrf}—(x—i c{x"--) fhgzzﬂ[hﬂc/x = x..fnx,:-C =)

S L Y

° ,éyluacfn FW’IICUIW‘ Por Wrrlecion a/e [as &:mﬂérmﬁa ( VeritcrSa cé /of po.f‘o.;fne{ros)
ﬂz(x] = k(x) 'Q){j / j;:(x) = kl(x) "E:‘Fk(x) ﬁ:;;—ﬁ 3 SUS'thUenclo es"{o en Io. EDO cf(%

cé {c\ eDo /)DmO,Q,mq; _)_2_31

P‘fm&r orc[?n s ,Iue' - } ,
rer-er | en | (I9erp o ex Lo k. é’_,_-;; k=€
(k () & VS Cati \) k) a

X X '

www.monterocespinosa.com - Clases de FMT4 - Tfnos 91 548 31 78 , 619 142 355




w.simplyjj;od.com

K(X) '-‘/etzxclx = --2{-6-2,‘4—6 , asi P}e«s /(:'JL _QJ/UCID’n PWIIICU cr 32 f]‘-’e

(I. Ea(x)zk(x) @:‘-: -.iézx_‘_ ()gf - e_x 4+ Q’Q - - _g_i H?-mo:’,‘ lﬂCLo C‘-’O j 3{
J x (2 X Zx C—)? > 32&)— X _é o cbsorbe .

5&):‘ (\%(XHG%(KJ >

gr’ 'Eano /0- SD/UCIc;n (ﬁj'ﬂ/s?fa[ cé /0- EDO /’“”%(7'?;'&& es .

j(x)=g§1+<;_e,;_j

# Solocion 3&12{‘6‘\/ A le. EDO comp/e{a pedonte varioas, de o P AL

Lo So/Ur:c:n e & '[Omer {a ({%{‘mq J(x-)___. (}(’()‘;{?’4" szﬁr) %-j

x

C; e + C; _Q______ = O _ /
. X X ( ﬁg ()f[w, uéﬁ‘{enemos (}![K) j CZ(X)_
ey e xy) | ze?
(g8l el 2
e” e
NN xdl x4
A=) ) | T T x - =2
X X
O o

dae)-p > q(x)=ij=x+&

e ¢
-~ /{ —-_,__,I_,- Zx Zx _ 2x _‘—ﬂi e k
( 2= z— BX(X-—/) o = > Ze = - :---> CZ&)-/(—Q )JX— 2@ + 2
% .

lo. S‘O{Uac;n (p}gurﬁ{ c/E [R EDO gu&‘cjca;
-Gyl o) 40k ) &

oeX e xR s X
=\K-—-‘:+kz~—"——+x.f ; le'_ ox e +ex k.* {
R o — = = Lo =1
Y Xk, X_“ CX 7 x LK,. X +K, X , fn K 5

e,

E}(K)‘—f ‘f_a*—gi+k2@;—x +?f
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E}J:rfigi;gg a) Considere el problema de valor inicial:
.
P+
0)=0

Sin intentar resolverla, jPuede asegurar que admite solucién? ;Y si la condicién inicial

fuese y(\/i ) = €”" ? En caso de que alguna respuesta haya sido afinnativa, ;puede
ascgurar en ese caso que dicha solucién serd unica? Justifique sus respuesta,

b) Suponga que para cierta ecuacién diferencial de primer orden:

Y'=rfxy)

se encuentran las curvas integrales (x —C)* + y* =4 (VC e R) ;Puede afirmar que

larecta =2 es una solucién de la citada ecuacién? ;Podria proponer ofra solucién del
mismo tipo? Justifique sus respuestas.

¢) Resuelva las ecuaciones diferenciales:
L 2xy+ )+ (4200 =0
iy = cos’(y)

d) Resuelva Ia ecuacion diferencial lineal no homogénea:

¥ -2y + y=2e" —xe*

) v L '

L
X HY
PV.L. (1) | L]
j (fO) O C(tmch cion i i cial
Xo Yo
?cxf‘a qm(ii’ar (o exis\renc‘\cx P Mnkc‘mlao\ Ae SC)L(AC.\\OY\G’_S
Q

OMen gamos amd(enolo A

3]

EDC

i

£Do, oees,o'ed‘amos D/(x) :j
=N tc& f)af+ﬂ.. oLQreChC\ la [lamamos f)‘/j) . Se ‘(’Y‘C’L"lcx de
anali 2o € (a  continidad ol j Y e ura ke sus e rivadas

Pareim\es en wAnt Fqﬂ"‘o en Concre,‘fo_

TEZOREMA D FRISTENCIA DE SOLUCTONES B Uy RUT.

4 St J;hc,j) es condinua en O‘c—,jo)
e¥X\S solucidn o0 Py,

¥ Sy 50(;3) NO s continma ¢en (Yo,jo)
en‘\en ces e Foolimos asequrar nadao
acerca oo la ex“s\en el ae soluctones

i , \
En el Py (T), %Cr;,j):: )il ! qve ne el continwa e n Le,ey,

QA)\CSB O ‘)oohlh’los qseju\-ra‘r g\\r@ ‘“‘ts.‘ﬂ SO'QJ"&C\\("” OVQ rPU'I(:H‘
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¢

i .
Y e EDO
J K24
VT () Yoz = &' cr (
4 %
Xy jo
En X PUT (1) j(xf'j'):xg} s
QN\G—SO Pootems otse:ju\mr ﬂﬂﬂg exisle wolueidn ol PVI (1)

gve sT es cants rUACK €N (Xo,ja)'-‘(\f?,éﬂ)

TEOREMA DE UNICIDAD DEsolvcion AL PUT

AFb 5’\‘ Dg_m) es (_\OY\“-\\ nAAloL en C\(o,:jo)}
enlo ncés laa soliciédn all PVI es dnica

oS 2 (2] No es c«;n!t‘wwm €N C‘#o;‘jﬂ);

@-’\JronC(-;Q neo Poolemo.s as ey Y na«io\

acevea ol oo unicidad la solcion.
(
a C‘F( ) ’*2 ’L‘ - <4 ) L(/ .« e . .
= .,—-—3»0.' , cont A en (xo,jo) =(Vz, e ) => solcidn tinica
o (eye)

by Se leato de @S»wa{‘icw (as soluciosde (o EDO 3" -::j(x,«j)/
qv@ €1y (‘ea\,{'kc}%aéq es JArna ﬁx@‘r-&sﬁéw cen la gt W‘Dar‘ece
Da C)%SP@S(X(XR CCENYO Swﬂc“\"‘g"l o(cz cx,.QSCP "‘c]’/w@ 0{1?(’:(‘&0&’ c:f@ X ’
) Az < I‘ Ln n‘\ﬂﬁtﬁlﬂ caso £¢ Yrocte e ‘”f”SOQV‘f:’«"fa (6'1@ Aoct-}ta
:'\o Ftﬁﬁﬁfimoﬁ i’)@'{'(‘;‘p«r«q Ao § conoce mos (e @X‘MC’\CRCM) 5% ne 5’?"”‘3
&f\\m,\‘ar%mos- las cnrvas gve nNnos chiﬂ?’\ como soliteton
\3 cwn  len (jror{ji‘(‘m 3 Aes P@P‘RG(X% s de Seorio encontyo -
Yemos los” (madas soluciones sinqulares, qve sen, come
Seh ORle nombre tnd cen Sof/u_c%one-:s de la EDo (
(9“5‘&“ Mf)@no% er C = Cx,y) Qos soluciones ﬁ:‘mj m(&f@s,

Se c:,mm‘)ile_. lex e Cibetdm) pefec no Per!@ﬂec@,r\ a Lo
O&m“\hcn cl*? SZQ[J.LCT'E@VXES cﬁxmafcx en el @Wmnc”(cxclﬂn

('_I.) 'D‘\L,(ASD e (QS 36‘&8?(&5 Ae [QS s;o{/u(;\tone_s

- A3 3 : C F‘r C 0)
(X—C)Z'f 3«: = C\rov\ngere‘nf\ﬂs" {(\‘f(:d\(: 52’

t

—LLRDHO)

(n gi‘n?\ﬂs CAT CAA n8@, tences
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(kjl‘) (Reau@s‘\“\@s qve ha  de (‘,«.L.m‘)hf Una CMrPVA  para $er
S@QAA(‘,\\CSV\ SN \J\lO\\": (cloS r“eg;utsi]:OSJ

Qay (Pof ccuiﬂ rloutﬂ"lo OLQ (a{ CAA VOO (nﬂol\olou\[o\ Aa 9e
So(,uxatém Sivt u[m\(, bew ol® r(aasaf“ una (ag CAA YV OLS

OL( (ok ga m\l\a A g‘o[/u.(‘)oné.s dao(a Fo-r @Q G—”MY\C_(\QCfQ

é“h M\Q’S'\\\Y_O Pro L)lem& .t
‘Fotf codlon Pmﬂ+0 (xo, 2) de [a r‘ec‘LO« C\) =2 paso. wuna
<X ﬁwnge( enclen Aa. (a J’a \m‘\*[?a 0(6 SoLch,\“one’S, OUL\SO\

ecriacton est (X~ >Q,)"'.+ bz.: 4 (Cenlvo (%e,0) 3 ro\ol‘\ozz).

LJ Eh Q/Q ?\Ln‘lto okg con“\ﬁc‘:“o mewd&onado a‘r’l'l-ﬁa’“l‘ormgnle
¢ < dad i ¥ . 4
o CAAY NTA C:o.hoL\ O{LK A A sey SO(A-\(‘ton SN b\[our 3 (o\
cnvvon de la Bamitto\ A solucion es, handt co W\e"::a iy
r‘e(‘LO\__ FLQKS(?N\Q (lener v vnsis ma penediende).

£ naest co ?mb['e”ma.,,n

Ea & T\Aﬂ-\@ (%0,2) de caﬂ*cxc*-b, tands (a CLTH‘CM‘ﬂg-
(‘X‘Ko)?# 24 como la recha =2 comf)a(lfeﬂ '{O\n.(dn“Q,

Qe (es (c:gg\f‘et_'{a t)*.: 2, 593\5\“ ComT:ro bamos Pergectammle
en (&N 3«*& { e,

(Pc:nr es*os oQoS v»'\o‘[r\\ VS an\re o el Q& rec,La = 2 eS SoQMcidn
Shnj\/\(ou’“ e (o EDo. S\‘Swtenclc) (es »mismos ra-@.onam\en%s,
L).:: 9 Lembién (o es.

COL TOS € J em ?[C)S .

L() = tn me‘€ (@Sot(D? requ\S\{OSS No son SOLLLC,EOHPS

ji@ ?nwm-rbe el Sesumolo 56 lo

|

L. Ebes emc‘lo\

(:(E EDC Sé‘i)(.n,ﬂ-‘«l:)iﬁ . [\.}6'\0&‘- )%X o lsi'ﬁ)
'

Anéccia"la AmnO"‘?’ : Jwéim o co‘{S(‘x)

Sent %
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dunio 88 | Dada la funcion
Ejercicio 1 .
3 si-2<x<-],
O S =13 si-1<x<],
3 silgsx<2

1. Desarrollarla en serie trigonométrica de Fourier de perfodo 4.

2. Analizar la convergencia de la serie de Fourier calculada,
3. Determinar la suma de la serie anteriormente obtenida, para x =7 .

@ 2 L2 £x<-4

’ 2% -4 LKx <O
} B < x T=

{y‘): 3R Ol-kﬁi,

3 { <xgp

5
a
1

- P
% Sh j’};: co.*;CHL y)al - é Zg: 3£x)coscﬁ—;})~‘)ix

Y
=
it

So 8(:0 cqstﬁn)‘ o\x ‘—J.By cost ~— olx “Lf 3¢os( Jalx -

- 3[3;\,( cos %X X 4-5((.‘.05 ‘{:—‘é"")‘(c’kx = E(IL"‘IZ)
!

j;j_-;s ‘:RUDS 2/ Ax—m_g:Su\ ZL,

2z (HR
Ty = g sen(L2) e | e (5

L.,é— S’enﬁl‘f(’\x
o tn &

i fesl2)-s
11+~L2_: .ﬁ'z—"]l[cos 3

z.
T, ,S COS(an)(Xx z sen@“x)J .
5 3 an= 3[T+3]
1T n b
An = .ﬁwen't {;cos(aj iJ
il
6511»«1\0 de *S_OS(Z Snf*,_o o/n:ZK—i
n=1l =5 st -0 Ya= UKk-3 € )

il é > 5 L\lt=—i nie 4,n=UR
h=2 = cos # =-1 n;uka,m fﬂ -;7@05"2“”‘ "
=3 3 (o5 S;Zf_t:o n= UKk-1, CC’S"E/’:O 4, n=H4K-1
h=Y=> cos z2# = 4 nwb“ﬁ ccS‘ =4

[}

f

Ay = “t‘é%'*z CG’S(%)'" i)‘

- n=tl = Ry =0
_— -~ E=JE
nE Rkt = Reked T k0?
~24 -G
N=li-2 = Aug-, = o=

2 fuk-2)t” Hr{2k-0)*
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o
V%
‘3 = "Z_: ‘ {x 2] ‘___r\){ <‘)\‘;( —
n - T | (
e |
AR A PAR

v,
Ao = % gf g(ﬂo\x = T =H
T =

qb‘: 7

DSF ¢
_ 2 _
F(®» = 7

3 ._&

T:CK) = "q‘

(a
= Ax =
£ (" o

#HY k-

s[#% V- 3

cos (’ti"(Lf;"—Z) x)

H(zK-4) )
2wz~ & 2

2 Tonn" SO @
§ 5 cas ( FEEEX), o5 (2K -Dx)
ke (2k-11? I
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EJuni_ol‘Q? a) Sea la ecuacion diferencial
Jercicio ' ~(x+m)y'+ny =0, neN

que admite la solucién particular y,(x)=e"

i. Demostrar que una segunda solucién es de la forma y,(x)=e" Ix"e‘xdx :

ii. Calcular la solucién general para n =2,

b) Obtenga la solucién implicita de la ecuacién diferencial

(3xy+y2)dx+(x2 +xy)aﬂv==0

sabiendo que admite un factor integrante que es funcién sélo de x.

if ) o
XYW Ox) - (xen) Wix)ys niixl =
k) - --mPi{x)U :j
j”(x)“ x;n 3'(%) + ,:q\tjtx) =0
Z‘}‘ SO[MC\:Sn At eSLﬁ EDO Lomocjernm s s
5&): Cj:jd[x) + C 4,00, conde jdm e ja"d son

dos s clones partl c\,&c\r‘f’g e L £oo homojé'n{a
(S‘\S\remox Sunolo\m(err{m()

[a suma e los coeﬂ‘ es cero = Una solucion ftxx\’{‘io«moaf‘@s e
4 (0 =& o olucion o la EDEO es yoo=Getag o0

'Fé Y Y\fl/(/\-l_ok oth Ziou\rf l{.@ .

(9 JEL dx Jebe + n 4
e = e -

W(x):demj?’ =C e 3
- C,e)wngnlwhr 1{:> W= ¢ ax "
Noa - |2 3000y eX
Jﬂ (x) jz {x) e jé“‘")
Wix)= C e” " o el (UIZ(,{) - ja(x)) = X -;jibﬁ -—JZC%)

?o( Cc:.mwhalo\ol {omaMC)S C=4 (th\\lﬁ(){o C=0, pves
Ys €Y serian ou?mo&cen&@; potr ses Win wulo )

n

= " (jz, (x) - jzfx))

‘jfz()() - jzdx) =X
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-1 L«omjéhea : 3;(‘#) = 14 6’6
T Variaciéh ole K : o 44 =k & selucre n
['tx) + kin)T e = Kixy e = x®
o - \ L }
J' Jz
- .
kj(x) = x"¢ = K(x) = je Xxn o&x
Ja(x) = ex an e"x olK
SO&A(;}&FI’ (xy = C J¢ (ry+ G yE tx)

j(x) = C e X CZ Z_‘exjx”c"xalx]
(_‘__J QASLILMJQHJO n=2 enla solucidm anlerior

@LL@neMO‘Sf (x) = C’j ex+ Cs (x2+2x+2)
(’lo\:j 91'\‘2 \uﬁ\'ﬁgl’o{r okos Ve Ces For FC\(LGS)

«ié%j Fac*o( \n e rombve () = M x
PO comodidad tomames K=1

50[/«/\(‘} é:\ \

XPy+ £X% ¢ =0
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Jeanio g9 Dado el problema de valor inicial

&y ercio?

60
x+1

Y(x)=

o O)y=0
(a) Caleular y(5) mediante un método de Euler de paso 1.

(b) Utilizando un método de orden dos, estirar el error de discretizacion cometido en-
cada uno de los pasos y el error de discretizacion acumulado.

Nota: Exprese las fracciones como tales, sin operar, para evitar errores de redondeo
{emplee %y no 0.66).
(c) Caloule la solucién exacta (analitica) del p.v.i.
() 1.5 puntos, (b) 1 punto, (c) 0’5 puntos.

X+4

g~ L9 dy, & _ -
g(xJ —= ;]f’.z ;:I “P’)ﬁa: (d:{% = ﬁ('(}" ggl”/"dlf < L

§il

,{Ezvcf:e’v

1

Hérae ve  Evier

3(0) =0 =P X=0, -aso' -3 0:601-1/¢+4[ F¢ = 6000+ == C=07—

-

)} = 60[»4//0-1]
6 La'fo+4] = 60 La J = fopis

i

)

(3N

By = 90 ? hOE (45/5:) .

——

'Tm‘o! =2
Esrtvacki  be 3(5)-’-‘-" Ys

Jowevd b pri h o 4= 4=

"

Even , (=0 = \% =9g+]1j(¢/5,,) = 0+1J7(9,0) 0+ 3%91. = £0 —PZ:go

cuen, k24 :—pyl =4+ I*lf@:y:] = 60 +1j/!,£0) &0 + -2’% = ?? — y,_ =0
i i : { !
|

h

! ! [ I =4

[ Lo f t ! *

{ Co | - ' ‘

[ i %
éy‘,ez/&‘l = gé R
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Junio ‘99 | 1y4da 1a funcidn:
Ejercicio 3 2k {
—t O<t<—/

2

( 1=
—%’f(l 3] %I<t<l

con lyk constantes positivas, encontrar un desarrollo en Serie de Fourier que contenga
Unicamente términos en seno.

(3 puntos)
( %_k(—f—f) A<t<-Uf2 gff A
Sea aw=4 Z.Ekf -{’/2<f<[/2 1
2k (-4 lhted L :
- - N [
d(x‘) es vne, (fl)nacm fmf)ar ﬂue én ( ? 8) ﬂ(} a L,
Comc:Je Con é)(f) &’e v €n (O 8) Sus aésowo
c{e Foufier son rc‘%‘llwog 3 e/ c[e g[t,() so/o wn—f!enﬁ SOn0S
par

an-:o nzo,’f,'Z,...

IMPW" IMPCV"

bn = %/T/.a(x)s@n ”Qxe = "“J,f aﬁx)%gmeX 5(") sen sen Txdx =
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Septiembre '99 | PDada la funcién:
Ejercicio 1 ( 2¢ T
t+— sf - 5 <t<0

: (=10 si £=0

1——2—t si 0<ts+£
T 2

(a) Desarrdllela en serie trigonométrica de Fourier,

(b) Calcule el valor al que converge la serie anterior, para =0,
(c) Sin realizar ningin tipo de caculo, justifique si tendria el mismo desarrolio en Serie
trigonométrica de Fourier, la funcion:

1~}-2 si -—%St<0

fin={1 si t=0

1——2—£ si O<ts+z
T 2

Y bro oo 0 oo

T/ PIF T
- %L/ é’({JJ{ =2.—.2-r-/ gﬂ)cff =

q Tz 7 ,[2]172 _ \hX
= t = — - = -

ol legaealel,
SRR

T/ T/2
a,= 7] (}a cos UMt = 2. j 1) s ?”’”fffr‘ j (1_ @q?m{Jé -
-T/2
Tz

= _—rL( fmfas Zﬁl / f ZI“mf dt = me Q:m.(:) / 'fcas v ff -

)

g ,,‘{ =) JU=Jf
B q(i&%,émm/n)_o) “73[ 2,7'1{‘/[ [\/ @37’”'{4{ >V~'-v€ﬂ’zr;?{]

7o
- g n T
ST /-zrzrr £ rr{] Zru'r "a" ZRITLLJ{ }

Alberto Montero de Espinosa Clases de FMT4 Tfnos 91 504 65 04 - 619 142 355




0 www.simplyjarod.com
(L Iéﬂ/ T T o Zind ™
= e — —— & m b e — " Q rrn
T {(2“” 2 O) | zom Zar O F f]o =

(

8 [ T2 7° 2
_--/_’72,(5{{{2”2 3 Nn -f(rz?ﬁ'z &::BC) = nzﬁz{ibﬁﬁn-y{):}%ﬁ-(j_@gﬂﬁ)

« G n es por a, = O
4

o SJ noes lmPOLf" Cp = W

n 4 & 4 2 (2n-{)
fr tan © (F({) =gt n% (2n-})3 12 fad T t ‘

—

= “T/2 T2 T 31/ g
19/ | )
&Dmo &D () no es Carﬂ(muo.. en t =0 [a Sene cé fourer F (¢t ) mnt/e%v.a e ese

pudo ol valor - AW CoLy (CON _1_214__ -/
z

an coonds (f(o) = 0.
( (/ Lo_s Jégunuora@s C[Z [eS apojf{OJOS a.j tf L ) Comr.‘JJeq, (Lx'ce‘o{'o en ‘£[=O ,Por' L) guﬁ:

Scx(‘r‘o“DS Gn Sene c& F&uner van O cemcdir ‘{am .

La CiG. en'é'e O-MLDQ\S‘ COSOS reacfe v 3] j(}e,en e/ Prrmm,(fd J"
ridﬁ /0, Serd,

!
$ (& {G. f:"CiOH e:CGFED éh f“oi dmC[Q m’}"

ez rcn{mua Y f@a (‘ah'{tt’x.)& G {ro%oj

SuUs {
Son  CoMNWGE

c,,{ Valor

(,{Q F’c‘)m@.r‘ (x:Jnst{"gﬂ. F-.:n Ua[ma-i%
iffrs.o. C. ’f J mcen{'ras q.;e en e{ é‘e(cfun_clo caso _
£ [:T/'z ,’7“/27 Po/ /O_?JQ fm SErie. ‘[9— Y‘_c;vuf‘uzf‘ ﬁanv‘&’f‘?ﬁ ,{r’m fDUn UQ{ £oNo

Um&%fnm@a{e , p.[ uo[or ([e f én {UCL: e( m‘I'(GNQ(o_

Alberto Montero de Espinosa - Clases de FMT4 - Tfnos 91 504 65 04 , 619 142 355




www.simplyjarod.com

Septiembre '39 | Sea un tanque que contiene en el instante inicial 500 litros de agua, con 50 kg de sal en

Flerciclo 3 | - gisolucion. En el tanque se vierte una disolucién de agua con sal, de concentracion ~ 2kg/
litro y a una velocidad de 5 litros/ minuto. El tanque tiene un desagiie por el que salen 5
litros de disolucién cada minuto, La concentracion de la disolucidn en el tanque se
mantiene uniforme mediante la agitacion,

(a) Calcule la cantidad de sal contenida en el tanque, en funcién del tiempo.

(b) Si trancurridos diez minutos desde el instante inicial se abre un segundo desagiie por

el que sale un litro por minuto, calcule Ia cantidad de sal contenida en el tanque en
funcién del tiempo.

e/ Vano»la mc/(?PenJlen]é e{ {l%
VCUJ(:.L[Q a(epencf ﬁﬁl(( : a con fa(qcf ([9 co( S (.U
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Construya un método numérico unipaso para la resolucién del problema de valor inicial

erse |l Y=7fxy), ¥(x,} =¥, que, para avanzar la solucién desde x; hasta x,,, =x;+h
Telecomunicaclén

, : . . h (
Junio 2000 | | tome como pendiente de la funcién la media de Ias pendientes en x, +§ yen x +—3— y

Ejercicio 1 ; 2h
que, para la estimacién de y(x,. +§?) yde y(x,. +-3—) utilice el método de Euler bésico

h 2h
aplicado en ambos casos desde x, (es decir, con longitudes de paso EI y EY

respectivamente),

Escriba el algoritmo resultante en la forma de método de Runge-Kutta
Y=Y vak +..+ak,
donde r es el ndmero de etapas.; Cuél es el nimero de etapas del método?

Aplique el algoritmo anterior para calcular la solucién numérica del problema de valor
inicial y'=x, y(0)=0 en x, =03 utilizando una longitud de paso £ =03,y compare
esta solucién aproximada con la solucién exacta.

Haga una meodificacién del método numérico anterior para obtener una aproximacién mgs

2h
exacta de la solucién, estimando y(xi+-3—J con el método de Euler bdsico pero
. . , h
aplicado ahora en dos pasos: el primero, con longitud de paso 5, para calcular la
. h . h
estimacién de y| x, +-§ a partir de la de y(x;), y el segundo nuevamente con paso 3
. 2h . h
para calcular la estimacién de y xl.-i—? a partir de lade y x,.+§ .

Escriba el algoritmo resultante en la forma de método de Runge-Kutta
Yy = Vi rak +..tak

donde r es el nimero de etapas.;Cué! es el mimero de etapas de este nuevo método?

SOLUCION

Se quiere construir un método numérico para resolver el problema de valor inicial

Problema
de Valor Inicial

Y ()= f (x, y(x))

Py

compuesto por una Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.0.), y'(x)= f(x,y(x)), y una
condicién inicial (C.1), y(x,)=y,.
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! Los métodos numéricos unipaso explicitos adoptan todos la siguiente expresién:
1.a diferencia entre

unos métodos y
_ olros esliiba, Yu=¥-+ hé Yi
{nicamente, en el
modo en calcular

_ esta 8y, {siendo & ¥; una estimacién de la variacién de y cuyo valor pretendemos encontrar, Una vez
hecho esto tendremos determinado el método numérico que es solucién.

El mismo enunciado nos sugiere cémo hallar tal d'y;: es la media de las pendientes en X+ 3

enx+2h
y Ty

. h
X, ; =X+ jh [Lapendienteen x,+—=x | es

oo - . . N h
)=, ) (’U]f [}

donde y , es la estimacién del valor (exacto) y [x : ] ¥ = y(x ,J, ¥ cuyo valor nos es
i+ it H— i

3 3 3 3
Mélodo de | ecconocido. Para calcularlo, acudimos al método de Euler bésico segin nos propone ¢l

Euler bésico | ind
)'H»! = y‘ +1€f (—"}:)’:) mismo enunciado;

-
3

h h
J'(x lJzyi+l:yi+§f(xi’y(xi))zyi+§f(xi’yr')
3

: h
Luego la pendiente en x; + 3 €s

3

’ h h
y (‘xﬂlsz(xi+'§"yi+_3'f(xi’yi))

L . . 2h
Procedemos de manera similar para determinar la pendiente en x; +? =X ,. Llegamos a
i+
3

ver que ésta es
Ao . 2h 2h N
y ("”,.+3]” f('xr‘ +_§”a): +_3‘f(lis)’:)J

: . h 2h
Entonces, al ser Jy; la media de las pendientes en x, -}-—3- yen X, +? s lenemos que

2 z+§ H—3

= Jy, z";—[f(xi+2—’yr'+§f(xi’yi))+f(‘xi+%’)’i+?~f(‘x£’)’i]):’
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Llevando este valor a y,,, =), +hdy, quedard ya construido el método numérico que
buscamos:

h h h 2h 2h
Yin :yf+§|:f(xi+§'}'i+§'f(xi=yi))+f(xi+?»)’f+“§“f(xi’}’i)]]

Denotando a cada evaluacién de f(x, y(x)) como k,, la anterior expresién puede ser escrita
como a continuacion:

J’;+1=3’:+lhf xi+']_1’yi+_1'hf(xx"yi) +lhf xr‘+g']}"yi+ghf(xi’yi)
2 3 370 2 3 3 Ll

i3 k

1 h 1 1 2h 2
=V A X =y =k =] e,y +=
Y =Y 211‘(, Yty ;) 2#[& 37 3k’J

3 7
P4 ks
i 1
V=¥ +5k2 +5k3
En consecuencia, la forma de Runge-Kutta del método numérico construido es la que sigue:
- 3
ki = hf (x,,,)
1 1 h i
=Ntk r—k Jeok =k x+—, 3+~ %
(y:-i-l Yi 2 2 Zk‘.'a) AL f(r 3 Y; 3k1)
2h 2
k=hfl x +—,v.+—Fk
L 3 f(. 3 Yi 3 ;),

El nimero de etapas del método (cantidad de veces que se evalda f por paso) es por tanto 3,

‘™=x
Consideremos el problema de valor inicial {y((())) 0 y apliquemos este algoritmo para
y =
haltar, numéricamente y de forma aproximada, el valor que toma su solucién, y(x), en el
punto x; =0'3 (tomamos como longitud de paso /i =03 ). Este valor buscado es, por tanto,

¥(x,), y la estimacién vendr4 pues dada por y, = y(x,).

Se tiene:
yl(x) - ]_C(x’ y):l = flx,y)=x
yxy=x
y(x) =¥, 0w
9(0)=0 ]:«on =0,y,=0

Empleamos con ello las férmutas de Runge-Kutta correspondientes y nos queda:
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i 1 1 1
h= y0+5k2+§k3 =)’0+§k2+5k3 =

1 h 1 1 2h 2
= 0+§hf(x0 +§,y0 +~§hf(x[,, yO)J+Ehf(xg +—3—, Yo +§hf(xo,yo))=

1. 0’3 1., 1., 203 2 .,
==03f10+—,0+=03f(0,0 [+=03 0+——,0+=073F0,0) |=
zf[33f()]2f(3 3f()]

=0'15f (0'1, % 0'3-0) +0'15f (0’2,%0’30) =0"1501+0'1502 =0'015+ 0030

En conclusién:

y(x,) =y, =0045

Podemos llegar a ver cudnto de real es esta aproximacién sin mds que resolviendo
analiticamente el problema de valor inicial planteado;

dy(x)

Y@ =x&

1
=x & dy(x) = xdx ja’y(x) = _[xdx e y(x)= Exz +C
Imponiendo la condicién inicial:
| Jpe
y0)=0& y(O)=—2—0 +C& C=0
Y por tanto la solucién al problema de valor inicial propuesto es

1 2
Hx)=—x

Evaluada en el punto x, =03 vemos que y(x, )= %(0'3)2 y queda y(x)=0045, luego Ia
estimacién y, = y(x,) = 07045 es exacta.

Para el segundo método numérico J'y, sigue siendo la media de las pendientes en x; +§ y en

2h
X +—.

. h . .
La pendiente en xi+§=x ; Do sufre modificacién alguna segdn lo propuesto en el
e

3

enunciado, luego gueda igual;

p Ij b7
y[x. i]“f(xi'*'i’yi'f'if(xﬂyx')]
3 3 3
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) L 2h S ) _ . 2h ’
La pendiente en 1,.—5—?—.1!_% es y[A.r_%]—f(xh_:d(A‘_%JJf-f(Aﬁ 3 ,)'_%J,

donde es desconocido y , . Para hatlarlo, el problema exige hacerlo aplicando el método de

who

Euler basico en dos pasos:

2h
La estimacién de y(x 2)= y(x,.-i—mé—) a partir de y ,, que es la estimacién de
= i+

3 3

h , h
Yl x , |=¥|x +— [, conlongitud de paso —, es:
3 3 3

h
yf+—2 - yi+i +§f Tl yi+5
3 3 '

3

h . .
Ahora bien, para y‘r , » estimacién de y(xf NED (x,. +§J, nos ordenan escribirla a partir
3 3
de la estimacién de y (x‘.) =y(x,), que es ¥;, empleando el método de Euler bésico con

h
longitud de paso g; esto es:

h
¥ =y£+§f(xi’ yi)
e

Insertando esta expresién de ¥ | en la correspondiente a yi , queda:
f+— =
3

h ... h h
)’i _yi"'gf(""f’yi)"'gf xi%s)’.-'*’“gf(xr»)’i)
o e

win

. . 2h
Y acudiendo con esta igualdad a la expresién para la pendiente en x,.-f-?:x 24

:'+-3-
’ 2h .
Yix o I=fx 59| x , [{=f|x+=.,» , |, obtenemos lo que sigue:
B i s 3 3

Ao Aopl o220 B h‘h,h_J
y [v‘f%)”f(lf+_§"}f+§f(*‘£’yr')+§'f(1;'*‘§a);+"§f(“‘n)i)jJ

Igual que antes pero ahora con diferentes expresiones, al ser & ¥; la media de las pendientes en

h 2h \
X; +—3— yen x; +?, sc tiene:

Sy, =1 Ax o [+y 1 =
)E_Z} i+% ) a’+§

i h h 2h h h h h
5}'1:5[f(xj +_3"’y!+§f(xi’ )'i))+f(xf+—3" yl+§f(xi’yi)+§f[xi+§’ yi"'?f(%:)’f)))}
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Sustituyendo esto en  y,, =y, +AJy, terminamos la construccién de nuestro segundo
método numérico:

h h h 2h h h h /]
Vi =¥ +-2*[f[x,-+§,yf +§f(x,-,y,))+ f(x.- T +§f(x,-,)',)+§f(x.- o +§f(xf,y,~)m

Andlogamente al primer método, denotando a cada evaluacitén de f(x, y(x)) como k., la
igualdad anterior puede ser expresada asf:

3

h h 1 h 2h 1 1 h i =
Y = W +'""f X +—=, ¥ +_]€f(xf’yr) +_f xi+_"yl +_hf (xj! }',)+th x1+—'! ¥ +_hf (J.“,, )':)
2 3 370 2 3 33— 003 3 3.

£ £ 4

1 h i h 2h 1 1 h 1
= Y, =W +=] A=,y =k {+— L — ki v =k =
Vi = ¥ 2#(& 3 3k1] 2f %+ y.3k, 3f(x, 3%t 1}

1 1 2h 1 1
= Y =¥ +Ekz +5’Ilf(xf "'_3"}’: +§k1 +§k2J =

]

v

ky

1 1
= Y=Y +“2‘k2 +5k3

Por consiguiente, la forma de Runge-Kutta del segundo método numérico construido es:

1 1 h 1
(ym :)’f"'ikz +—2—k3J(—><k2=hf(x,.+-3~,y,.+—kl) ;

2h 1 1
k,=1 ¥, +=k +—k
\ 3 lf(x: 3 Yi 373 21

El nimero de etapas del método (cantidad de veces que se evalda f por paso} es por tanto 3,
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E}’;';iigi?g (a) A partir del sistema trigonométrico {1, COSHX,Sen HX, 1 € N} de elementos de

R ( [— 7T, 7r1, R) , deduzca el correspondiente sistema trigonométrico en
R([-7,T]R).
(b} Sea f: [— T,7]— R una funcién par y.tal que feR ([— T, T], R). Encuentre la
expresion de la norma de f respecto al sistema hallado en el apartado a.
(¢) Desarrolle en serie trigonométrica de Fourier la funcién
-T'-x —-T<x<~T/2
S(x)=14[x] -T/2<x<T/2
x=-T T/2<xsT

(d) Analice la convergencia de la serie de Fourier obtenida,

Peviedo = 27T = Q

~- T ex QPT{Z oo | Yo C*S{cf COCj\OlC&
~V/ 2« X <1/, (pves lo dan como Szl
Tis «X €T lamaoremos a X Ferx‘acio ¢
Q/ — \mPN’“
Lh = ?_S ‘ i(izsc? (Z#enkjo\x = O
] e ). P/?, FurL—-—T—_____J
; ~ Q umr
i
T/gi/bx A = %S glx) oS (? n)()i
Vg . Z Q/z () A%
Ao = T ) Sowdn= 2 2], §
. /2 T, LT, 072 'r" S oA
GO:: ?[S XA%J\_T/:X T)Axlc—-‘:[’i‘*l 2( ) T—Z—]‘*O
" 7> .H., thX AX}*‘
24 x ____._
= 2 S cos (2 = B[ 95 ke remnlt)

_ ;72:[5% cos(2X) A S xCoj(ﬁnxJAx _S /;rcos(ﬂnx)a\x] -

- ;{{[jo x cos( m)alij cos(ﬂ“x)a\xj - [T -77]
L
3 =] colfde = T senC*“")L, = st

Hn

o

= 2[TLE0T TE()] =T [k e ]
n T" .ﬂ’lh’z_ ” 1
Z -1
Azk =0, QApyey 2»1}22«»1) [#mm)( e SM(@K )] 4t (2K-1) [ TH2k-1

58 - 1)K+ 2 (k- L)t
/jj:(x) - 2 é[ﬁ&k [HF (k- ) -ﬁ(zk-il;l ws( r
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Septiembre ‘00 .
e”“éj"‘e,;icio 2 | Seala funcién

-1 O<x<nx
f(x)_{l T<x<2m

(a) Obtenga un desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de la misma que s6lo
contenga férminos en seno.

(b) Obtenga un desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de la misma que sélo
confenga términos en coseno,

(¢) A patir de los resultados anteriores obtenga el desarroflo de 1a funcién:
0 -27<x<0

g(x)=4-1 O<x<nrx
I #m<x<2x

En todos los casos, analice la convergencia de la serie de Fourier obtenida.

) FPOJ’"\ OL“M@( el DST de Qo Suncién en el 1nalervalo [o, 71T

qve solo wnLer_tja H‘rmin_os en sevio, ex henclecemos ole forma

fm\;c\r a la uneidgna on e,Q }(L[»Q‘rU'CX.(O [“2‘#, Z‘HII Cc)r‘l.S‘{\"u fﬂc”a

ast U un clpn (o mada £ (¥), gwe ok Ser impar provetara
9 per p

Qo S‘l:ju‘\ Qn“\ﬂ:

Tmpar f,,,;-o

TV -
2 2 MHX
= —— .- .5 = =
0\“ TJXW cQ T JAX = On O

Al
————l%

Tmpar pay

HO\HO\MOS L vsE A la Suncién '3; gre ‘aresef\‘Lar‘cf J g‘ﬁjuim‘}(
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA A LAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION
Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Telecomunicacién
Ciudad Universitaria s/n.

Teléfono: 913.367.288
Fax: 913.367.289

FUNDAMENTOS MATEMATICOS IV

Examen final.
16 de septiembre de 2000, 12:00 horas.

PARTE PRACTICA Tiempo: 30 minutos.

| INSTRUCCIONES ]
El siguiente ejercicio se convalidard con la puntuacién obtenida en las practicas de
laboratorio, en log siguientes términos:

e 5i se deja en blanco, se tomara para &l la puntuacién de las practicas.

+ Si se contesta, se entenders que se renuncia a la puntuacién de las practicas y
se opta por )a resultante de la realizacién del ejercicio.

1. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

dr . dy

@ YT

—I.

(a) Resuelva el sistema.

(b) Aplicando la definicién de estabilidad, analice la estabilidad de la solucién
trivial del sistema.

(c) Verifique el anterior resultado con el analisis de la estabilidad segin los auto-
valores de la matriz del sistema.

(d) ;Se comportaran de la misma forma, en lo que respecta a estabilidad, todas
las soluciones del sistema?

1 punto.
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Junio ‘01 . .
Elercicio1 ] Sea a unnimerono enteroy f(x)=cos(ax), —wr<x<7x.
(a) Encontrar la mejor aproximacion de Ia funcién f(x) en el subespacio generado por

{sen x,sen2x,sen3x }
(b) Determinar el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de £ (x).

{c¢) Determinar cot(aﬂ).

Sorz.mﬁ o me{‘yﬁ? " f—\fsmx,

(:\J VPC}\Y"_O\ \q()\“ﬁ\f (O\ E)("'C}t_- '@,CCE ("3"1 O{“‘@
?{’ L ‘\C&(A@) r&@ LS

Ae ,Qa ancel o 3(&11 e @Q 9—{;£29(?.S Pc\c:“m
& AT S, COMENTemos  pov VE i
e oviee ¢S 06’4'030ﬂay‘ (S‘eréi @;r'\oisov\c:t,@ S z)
)c;[o N ‘lcmlo a\\"éfﬂk le G?,('é’mf?/l\{mS Ak S‘E.S'Lema \(«\\Pn({
?reci,uc,*o escatar “rnade). En caso de tener sislema
S (b{‘*()cjezma@, o\f)i?c*ar@rﬂws Airectamenle la ,Sﬁg\,\mbp;a\
‘ 3 el o} mestrare mes m as
el g:a‘slti.mm S wo
ortoaanal: e ( o

wn sis e Rs [ h p{“\\(;!ﬂo
sisleme  e¢

M QO\ PR ILAY {acf('j‘gc;n O‘-»{\Cﬁ(

c.‘&ogk&g( f\i S ‘;)(} ¥ E’Q !_(fo+Y'Q f‘;\\ <

gm’ Con @(,-“\c:vofa ned, Aendrlocimes L e :
mecliante Z ol nitede de  Grom - Schmidt, para
ayn sisremea O("{‘Oﬂmﬂc& S’! sel:;r’@ e/Q aua,?

oblener ast
()&‘)‘\(’Cﬁkr Qm %c;‘f* W\/\A,QC\. CXY/\“LGP\C)f*VwPﬂ > m@n(LthCKC,(ﬁ_

En nsz“‘ro ?celalema.\,
S'.r- %g(‘lﬂ(ﬁ), sen (éy)'SEH (3&)}, VeA MBS St €s o0 NOo OT{OSOYLQ(_

AQ \r\o\Ler S-GJQem@,H-oS, es gcfc‘\Q encon“l‘(‘&r [ccs T par
o s\ e/Q 5“\S'l€ma “Lb\\f‘?@S‘& ot ("/Q‘QMG“!}‘*OS’

?051\:\65; pec :
\f\&d::[ano{o Ade ob PC\FE’dC\S, ‘}Leq A&Soxrras“o

e:\ as

es’;qrfumbs
@ o~ can“\:\MAOkCFrgn MOS"‘"‘QFWOS Lerfq l\aCers‘e

de go\"r‘f\m Beﬂéﬁca. Come < eme(o Lo ssto \l‘en@mos
Q,Q evevciecto 4 Ao clase M7 doma 4 con e,Q gtgLemA

% 1, cos (n%)  senlnx) } = { 1, 5¢n(x), sen (zx), sen(3%) .., cos(x), cos(zx)._‘}

© dojo nell en [-rt, 1],

‘ ias de d sen(x), sen (2x), sen(3%}
Tene@os > ?ﬁrea ‘ { H ’ ’ i Qos Qim‘(\vs ok{ in\é;y. \
X <sen (‘/-)l sen {2x)> '.:J sen (,X)-Qt"ﬂ(,?_)()o\\,c ( QOS e e onun ) do
+f

* < sen(w,sen (3x) > :jj; senix) - sen (3x)dx
* < sen), sen 3y > .»;J*‘sen(z,u').sc’n (3%) dx

-t
Padkemnos ver gt son nwulos Ae dos Sro(ma\S‘: ‘ln\,earané(@' Pir

parbes ( Qe \n\*ﬂﬁfo& serla cfclica),” o viendo ve R sislema
4, cos (), sen (n0)F ¢5 ortegonal en [t 4] o ‘*Pm“’-‘i“miv qve

{ sen (2x), sen(3x), sen(x) b e un W\"g?s‘\’em"*/ LEma mos gve nresdro
sisbemon gsen(xjiggnlzyj,gen(Bv)f es ortogonal en [-1f, #1,
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Junio ‘01 1 @) Sean y; e y, dosfunciones definidas en (a, ) y sea W (x) su wronskiano. Indicar
Ejercicio 3 inicamente si es verdadera o falsa cada una de Ias siguientes afirmaciones:

a.1) ¢Bs posible que W(x)=0 Vxe(a,b) siendo {y,, ¥, } linealmente
independientes en (a, b)?
a.2) Si { Vs yz} son linealmente independientes en (g, b), entonces 3x, € (a,b) tal
que W(x,)#0.
a.3) Si 3x, €(a,b) tal que W(x,)#0, entonces W(x)=0,Vxe(a, b).
a4)8i y, e y, sonsoluciones particulares de una EDO lineal homogénea de
segundo orden I [y] =0, xe(a,b), con coeficientes en (a, b), se verifica:
i) W({x}=0Vxe(a,b);obien
iy W(x)#0 Vxe(a,b),
y no puede darse ningiin otro caso.
b) Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que la EDO
Y'p (x)yHp,(x)y =0
con py(x) y p,(x) derivables, admita soluciones linealmente independientes

PN Pl
(x}= > + I

Yy e y, talesque y, =xp, ,esque p,

¢} Resolver la EDO
(x+1Dy"'—y'-xy=(x+D?e¥, x>-1

X. 1) VERDAD
Sabemos quwe sty e son dos Qunciorves c«.wt,(eggu\?m
DA 9 L)j_ ‘31 °
A&‘?c—rnoher\\@b, sth AW rons k?am ©s F o. 7 A s W(k)
Bmese no o entonces ceclan \\Vla‘((’[)ﬁffldt\é’rlﬂﬁg_
Ahose bien, ,Pa:lﬁom cer ‘cnaﬂ&lf»f’no{ieni‘% Y sk Wixy =6
Y fambien MJQA bente e Win =0 Y cef \nohfbenal\\e?nleg‘
SV nos r)\‘\JGFO\w gve a9z € 4, Son A os soluctones
‘?CQ(&\\CJ‘-—\Q_C\(G?S ClQ “wnoo ADoe [\r\eq( 'k@mggtgwea,ﬁgw
sean Rnohz?-enoh@n Vlee ceg'u_}\fq,\,g Locty do Wexs 0 Stempre
a.zy FALSO
Anles comen"xamos gre e derh) Qeto(o 0&)2 revds,
QA .33 TALSO
5@\"?0« V@K‘OLckolQ,‘(o - Q}Tc&oQ?@seﬂ {ve jiEjL 50w

S'C’(MC‘\G’V\@S fpcu’“h allaves e wrta Do ineal A@majé’;n@q
a. 4y VERDAY
Siendo A £ Ye dosso(uctones Par‘h cMQaraQ A una L\or\wﬂffhm.
Puede sucederc s Yoo Y &t?ewd\en}es >W=0
31‘-‘37_ \'Hokﬁpt‘nAieﬂ\t’b = W no se amda en

Un punde
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Junio ‘01
Fjercicio 3 § b) Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que la EDO

Y+ p(x)yY + py(x)y =0
con p,(x) y p,(x) derivables, admita soluciones linealmente independientes »e y,

‘ _p'](x) plz(x)
(x)= 2 + 1

tales que y, =xy, , esque p,

Lo vamos a demostrar utilizando la formula de Liouville:
W (x) = Ce 1o

En nuestro caso tenemos que y, = xy; por lo que el Wronskiano queda:

=y 4 o0 - o) = 3t

_ l)’l X
o ont Xy

InW(x) = InCe JAe = Iny’ = InC + In ¢ AOX = Iny’ = InC - jp,(x)dxlne =

= 2lny, = InC - _[pI(x)dx

Derivando esta {iltima expresion nos queda;

d d '
E(zl‘nyl) = ;y;(]nc - J.pl(x)dx) = 2;)_: = _Pi(x) = y; = —plz(x)yl

Ahora derivando otra vez la filtima expresién obtenemos 3" :

Derivamos como r _ ) o _ _ Pix) _ )
un producto W= 5 Y = oy = 5 » > W

Ahora, puesto que 3, es solucion de la EDO tiene que verificarla,. Asi pues sustituimos y,, ¥ e

¥, enla EDO y operamos:

) px)
5 By I

5 Ay =0

W+pX)y+p(y =0=>

y:) + p(xX)y =0=

(IO
2 2

M+%®M=0$—ﬁyh+ﬁwﬁﬂ@)

2 2

_A® PO

AT
2 ) 2 4

= 1
2 4

N+ px)y=0= ( + pz(x)Jy1 =0 =

AT ANED

Suponemos y, #0 | =
2 4

_h® P
4

> +p,(x)=0 = px)=

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 - Tfnos 91 548 31 78 - 619 142 355




www.simplyjarod.com

Septiembre '01 -
P Ejercicio 1 | ada la funcién

I+t -1<¢<0
Ver junod f(f):{l—t 0<r<1
{a) Obtenga su desarrollo en serie trigonométrica de Fourier.
(b) Analice la convergencia de la serie de Fourier obtenida.
(c) ¢Se produce el fenémeno de Gibbs para algin valorde 7 e [— 1,1 ]?

(d) La integral de la serie de Fourier calculada, jser4 ¢l desarrollo en serie de Fourier de
la integral de ta funcidén f(7) dada? ;jPor qué?

e o imetrio
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) DSF Zﬂnf
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ﬁvl ?«r pcx( {:
On*= 2 Si cos&m‘%)a\% - S 4 cos ('t
o
xi coS (Wh*t)o\{: - A’- sen (-H—n‘t)] i .
t a._/’ en (#it)
I,= j {, cos (‘Hn{)ouz ﬁ%ﬁ%\i/’i‘__ ) ffn sen
ws £ b A= At smw‘\“]
O{U‘; cos(ﬁ’nﬂcl{”-—b y = SR |
3 i "
4 . _.4'—-’« cos eﬂ'ﬂ“{.)lq = (L’i—) - i) O\ZK ;—_O
I.= ja #n : #Zn y
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T HE i @kg)? g ké (2k-3)r~ g ' Sq-mosa es covrecta.
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Sephgjr:miiooé (a) Resuelva la ecuacion diferencial
Y'(x)+ 20 () + plx)= e
analizando las diferentes situaciones en funcién del valor tomado por el parametro
real k.

(b) Tomando k= 1, obtenga la solucién del problema de valor inicial determinado por las
condiciones :

y) =1 y(0)=-1

Se ‘jr—m‘gcx e wna  EDO (snead de 29 orplent Ao c‘cﬁg (e @ﬂf@
constanbes Yy ne ?/\o-ma)ﬁé'n@c:u En 3»«%(&..?5»4 Al Pardwm[m
K tendremes wn selingmilic cavaclerlsites u edre, 4
po ¢ {fenioe, ohf)f’ﬂv\ieﬂ‘?lo de como sea k“, P ¢ rae foeg
seven realles, complejas, m/vC’aLfP/@s oy este dober -
mantare  fa ,gcw ma. de wnstvru v (as colicero nes
AUMP’Y‘I&?{“S, awo’“f € vries c&Q 2 {\(‘)(‘1(}) o&i [e’:sf; Co e,fg C}g,’yi@s
‘E{\A(‘L“‘-Q{m:ﬂaolﬁis paroe. co ns“ru@\“ ?fx)4n Yl ol
leverd o la solueid v A Lex EDC “GWIPi(" ‘L‘?'C&.

3” (yy + 2% 3‘(%) %JUO = C:;KV

solucion : ;) (x) = ‘aﬁ(x) e )

Z?DO }LOMED éheo\: ;j"ﬁx) + 2K (rj‘(x)-} J(x) =0
?o(). CG\(O&Q,‘L: '(_2 2 Kr 4 i1 =0

r = m = - k+ VR4
<
’S’c}_,);_c_:v_j.. ’42"1>O<ﬁp K>3 o k<"i<_">l,<l'>i
€y = - K+ \/xe ; Mo =t Dos Taices
Y = ~ K -\ k?*—l , mC&':’l YE“O\[@S S\‘MP‘GS‘

Yy = Ae#“\/?*ﬁ)x . B@(«—\/R“’-‘r)x

K /5 (0 QKG‘KX
L o B ~Kx pr= -
3[3'() = C ?> (\j PLK) = A © C 23"{ (x k.z —Xx
“Trdel grv=ate
A K% L 2 k[0 heHF i N m @k
akl+ 2K (~akyro =4 — kx
4 - e
—a kK% = 4 = o :rkz => :h,(m._ ke
Sottu:l\cgn K +VKET ) x

(-K-VEZT)x g HF
e 4

:(‘jCX):AC” < B

caseo 1
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Junio' 02 : . .
Ejorcicio 1 Sea la sucesién de funciones { £(x) ne€ N }, donde
Sx) =x"0<x<1

=1 15x<52
a)

a.1) (8= {1, sen mx, cos mx, n € N} es un sistema ortogonal en ZX([0, 2], R)? Razone la

respuesta.
a.2) Si S no es ortogonal, determine un sistema trigonométrico ortogonal y completo en

X0, 21, R).
b) Seca f(x):igg Jalx) .

b.1) Calcule el desarrollo en serie de Fourier de f(x) respecto de un sistema trigonométri-
¢o que sea ortogonal y completo en el espacio L*([0, 21, R).

b.2) Analice la convergencia en norma, puntual y uniforme de la serie hallada en el
apartado anterior.

{x“ oLxXe i

&"m Tla pexcse

\2) Su) . B SanJ

o= 0N
! Qim ')(Y\_—O,O éx‘f“ () {6 oexel.
im (3 4 ¥ 2P 5 = 4 %<
w300 3" Qwm 4 =1, 1£x8? exes
n > B
biy DSF
. : VA
<5(x), cos g—f:f-;‘-)() 2 T 2Hinx @ z sen{ Hnx) t
QA = ! - _T.-j‘ g(ﬁl cos ¥ AR = J cos{tnx} 0\*: “—_T_{'.'}';‘"_ =0
< cos P cos 20, o 1 i
- 2 -1
< {x) '21‘*"*"\)4’ T ('OS(‘H'“O ?-_ SR
by, = Joo, sen T Z[ Joo Sen CAX Ay =| senlaimda - B L ~ Hin
< sen X fsen"‘—'%,ﬁi% T), T !
! _ T 2
bog =0 O = ?_»S &[‘1)0\7(25 Ax= 4
=T °©7 T)y t

bZK* i— :“H'(ZK")

L 2 sen [t {2k-2) X1
— - e e e T
Fow= 2 TP K (zk-1)

{)9 £ S;‘\S"‘lma\ Ly O‘QOW\tg"LY‘{CU 45_( coslitnx} sen HJtnx)} es or“’f@gona\(
?leﬁm en [0,2), ub @s"\o suc?one qv= LDSF converyo

3 o
o Stx), { en AEEMA)

El ST Cenvercbq mn\&ormemen)e -~ 3 en ‘L@o’\D cerrocle
Adonde SeA cfon%n/b\o\, es o\‘lcf\\q en .\00[0 cerra\clo Cof\\,(,nj (Ao

en (o, i) vl4,7)

EQ DSF converge f(aun‘\ua\.om{)nle & g en (O,;L)U('L,Z) pves

ges corhman; en O, 1, 2 X DSF verle i'L/‘.‘.,v
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aﬂ f( Sis‘le.m::\ e © O mé‘sﬂ”ite ‘i, cos(nx), 3‘—’”‘(“"‘1 si es
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CoS (ntHt ~nth = cos (H#nt) cos(ntt) & Sen(nHt)Sen (nxt) = * Cos(nHE)
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Septiembre ‘02 | En ¢l espacio 17 ([—n,ﬁr];R).
Ejercicio 1

a) Determine si el sistema infinito { xne N} €s 0 no ortogonal,
b) Calcule 1a proyeccion ortogonal de sen x sobre el subespacio generado por {1,x}

y obtenga la norma def error cometido al aproximar senx por su proyeccion .
ortogonal.

¢) Obtenga la mejor aproximacion de sen x en el espacio generado por { 1, x,xz} :

UM neN b e Lk, e

Dcmos*&mremos qve el 'gis\-<mo\ an\-efr‘l‘or ne €s OF‘L@Sona?
en E,ﬂ,ﬂ] coa noo e ncortiremos  una Parf(jb\ aA(,( @Qemc‘rv‘]*os
'wtsé f‘bo’ocb.«c:‘ro ‘esealar en [ t] €5 neo walo.

* 5 ‘ ‘ —r
< 1, )(Q> =\ 1 dx = X = -%'H% # 0 = NO or‘to © NEx

Nl:r\oc. r\:,oo\r?o\ sex or‘\eaonodl en otro }_n%rva[o

by
(Pc\rox \r\c\uar la\ metjecc.‘\én Of‘\o(ljono.g ko “wne jwnc\\d‘n

sobre un siskmeaw  empedomos c‘om?r@lpanolo st Afeho
s‘(sk-emoa es © no es or“(o or\a/Q en e },«\Lerm(c, C,chie,_
Ewn case ngtrmac“\/‘of q?ltcar?ai’nc)s Mreckoam e nbe lex
gc;rwvvwoxo'k Ax l"\ ?@beccidn ar‘¥030ncu() o mcdof q?mx-.
EY\ CASO coﬂ‘\‘far\lo AQ,L)@(‘TO\YY\OS‘ o{'k oflal,i T 1T ?rrmc_ro
mediante  Qram - Schmidt paron a‘@spw(S q?ftcar Lo

gc; rm nlo. mencionada.

auc[r\o sisbema s7 es or‘*oao non en (S ]

' & reare s qQue
(iﬂ(} H# q‘ﬂ W W6 o odoaonal
<i,>€>:/5hﬁ>(o\><=_£[’“—,z,-rz_, = oclogonal
Como Y4, Xt es or“\oSonoJZ en [oH ] qvl‘?(‘,ﬂos [ 5)0 rrcdo. de
la (ofothec:c\én or‘Loaonc& Al yrectam ende
<sen ¥, 2> < sen(x), X»
?wauxt(wnfﬂ) :oSen (0 %~y s

o PR, , |
g cen(Bdx = O . |
) Sen(*‘)/ 7 St;“ ax =2 ¥ sentdx = 2 [* ‘5(")”; ‘Pi)#cw(ﬂ def=2t ‘
- w) W = (RIAK = 5 -
< sen (%), ¥ > = (T xsen o ;e e 1
S":f%%\x = ,_—f H> dv = sen(afee U= ~coso0

n

< ?‘,’)f 7 =

e 2H o 3%

[Sen )T O+ zas X “ﬂ
3
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Ha\”aré‘mc; cﬁ exror como lo A gerenc\c\ entre lo qerox\\mac(o
(o c,\‘)mx‘tmc\dén, es decir, Qa A Xeren cta e v e S’t’n(X)J%é{
IRQ ‘&O(\MO\ f(ve (e norma il erroc serd: || sen(x) - %”
'PecoroXQMOS‘ qve {oa norma de \\&0300 €s o ralz Al ‘PFOCQ/U\.C{\G
de ese “OLQSOH conS“tSO mM S Mo.
(DOY Comoo\io\ao\/ pArTY ev—i&of (o 'P@Sencia\ do las rarces,

comentaremes operando con la normae all evmad rado . N}
taod  extraeremos la raiw.

» . fbc‘
| sentd - 24 [1P= < sen (0-2%, sentd -S> =
w 3 o Trg 2 .
— ,_'3 o - ____x_. _— 3 + { —_— ]
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- Lt
. St

1 t m r S - 12/ -
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= | u=C
e N #
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Tol ) Eggﬂ En 1922, el matematico soviético Alexander Alenxandrovich Friedmann fue capaz, bajo
Exfnf:,? Tﬁ;’fﬁ%u? cierta§ hipétesis'simgliﬁcadoras, d.e pbtener un conjunto sepcillo de soluciones de l.as
Ejercicio 3 ecuaciones de Einstein de la Relatividad General que describen el modelo de un universo

homogéneo e isdtropo. Estas ecuaciones se reducen al problema del valor inicial
2RR"+(R'Y +ke* =0
R0)=R,>0 i
R (0) =v, >0

donde R(1) es el radio del universo y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. El pardmetro &
determina la geometria del espacio-tiempo, siendo esta plana, esférica o pseudo-esférica para
k=0,k=1 6 k=-1 respectivamente,

a) Demuestre que, tras multiplicar la ecuacién por R', integrar una vez, ¢ imponer las
condiciones iniciales, es posibie rescribir [1] en la forma :

R (R')2 +kc’R = Ryv," + k'R, {2]

b) Resuelva la ecuacién [2] para el caso k = 0 (La respuesta contiene signo * ).

c) Pruebe que la solucién con signo + conduce a un universo en permanente expansion,
mientras que la solucién con signo — conduce a un universo que colapsa en un tiempo
finito (“Big Crunch™),

d) Obtenga el instante de colapso (f tal que R(f) =0) en funcion de los pardmetros del
problema. En este caso, jhay expansion durante algin periodo de la historia del universo?.

a)

Nos dan el sistema :

2RR"+(R') +ke* =0
R(0)=R, >0 1]
R'(0)=V,>0

Siguiendo las indicaciones del enunciado multiplicamos [1] por R’ ¢ integramos, quedando:
2RRR"+(R'Y +(R')ke? =0

[2RR'R” dR+ [(R')' dR+ [(R')ke* dR = [0 dR [*]
R

A

Ahora vamos a desarrollar el término que hemos llamado 4 :

' _ {pn2 "
AzzJRR’R”dRzu_RR du—(R) +R(R) _
dv=R'dR v=R'

= 2{R(RY - [R[(R) +R(&")|ar} = 2{R(RY - [(R) dR- [RRR'dR} =

= 2R(R'Y -2 [(RY dR-2 [RR'R"dR = 2R(R')’ -2 [(R')' dR - 4
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Por lo tanto la expresion [*] nos queda:

R(RY - [(BYdR + [(BYTR + ke* [RdR = cte

R (JR’)2 +kc*R = cte
Para hallar a constante, sustituimos la ecuacion en £= (.

R(0)=R,
R'(O))=vo

R(O)R'(0) +k*R(0) = cte = Ryw2+kR, = cte

Por tanto la ecuacion final, nos queda:

R(R'Y +kc*R = Ryv, + ke*R,

b) Ahora nos dicen que k= 0.

Por tanto, tenemos que resolver la ecuacién: R (R')2 =Ry,

Para ello, la idea es quitarnos el cuadrado de R', por tanto:
JR®Y =7 = 4R ()=

que es una ecuacion de separacion de variables:
3
JRAdR =+ Ry} dt = [VR dR = [+|Ryvldt = %RZ = + Ry +k

Hallemos la constante k:

2 2 5 2
§R2(0) =+ Ry 0+k & gR0

NITM
Il
[+
£
Q€M
.+.

R

L3t

Luego la solucién de la ecuacion es :

2
33
Simplificando: Rm[i%«/Rovozt%Rﬂz)

» Estudiemos la solucion con signo positivo:
3\ 3\
3 2 =P . . 3 2 S
R() = ("‘i\’Ro"o t+Rﬂ"’-] = }gER(f) = 31_{2(—5 Ry 1+ R? | =0

Por tanto, el universo se expande. Ademas lo hace de forma permanente ya que si calculamos
la derivada primera de R(f) observaremos que es siempre positiva para valores de 7 positivos.
De todas formas hay una forma més sencilla de llegar a este ltimo resultado que veremos en
el apartado d).

www.monteroespinosa.com - Clases de FMT4 - Tinos 91 549 67 56 , 619 142 355



En el caso de fa
solucién ¢on sig-
no + la parabola
estarla desplazada
a la izquierda del
eje y. Es decir, la
pardbota tiene su
Unico cero (instante
. del colapso) en una
' abcisa negativa
({tiempo negativo).
Por tanto para
fiempos mayores
que cerp el univer-
S0 se expande
permanentemente.

www.simplyjarod.com

» Estudiemos la solucién con signo negativo:
2
3 2 % ? 3 2 %
~51/R0v0 (+R* ) =0 & —?/Rovu f+Rz*=0

despejando ¢ nos queda:

3 3
_E ROVOZ SRGI{J 31/0
2

R

Luego el universo colapsa en tiempo finito y positivo,

d) El tiempo de colapso, que solo tiene sentido para la solucién con signo — de la EDO, esti
2R >0

0
Respecto a si el universo se expande en algiin momento de Ia historia, estudiemos la ecuacién

R(t) = [M%\/Rﬁvozf+ Rﬁ]

calculado en el apartado anterior, siendo este £ =

|

3
3 [%Rovoztz + R} —3R,? Rovozf]

Lo de dentro de la raiz es una parabola con un {inico cero en { = ——2,

o

2
) 3
Por otro lado, la pardbola es siempre positiva, viene de hacer [—EﬁfRovozf + R,? ) .

Es decir que la pardbola tiene este aspecto:

¥

48

-5

-28

Luego en ia solucién con signo — hay un periodo de expansion tras el colapso.
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Septiembre'os | L-as vibraciones de una masa sujeta a un muelle se obtienen resolviendo la ecuacion

Ejercicip 3 d*x dx 5
diferencial ry + 2b-g— +a'x=0 a>0, b>0 (arepresenta la rigidez del muelle

y b la viscosidad del medio).

dx

Dicha ecuacion es equivalente al sistema | _ ) g
dy —a’x—2by

dt

0

0

b) (/Qué se puede decir de la estabilidad de otra solucién distinta de la nula?.
¢) Dé una interpretacion fisica del movimiento.
d) Resuelva el sistemapara b=4, a=5.

X{4) o 4 X"“)
yen| = (“05?’ ) (3“”
A) Coﬂ ou.QamOi‘ l":’s. cx.u\j\f) V’GL[O‘P@S CJO {6\ mq‘Lr} S aSO(:TDolcx

coN @/\\0(3 ab‘ame).s’ JQ e es{:qb?hd\cxo( de (a S(jg,wu’a,

|A- 21| =0 & ]::«L fab-&} = 0 <> NotZbh Mal=0

di= ~baViTar
) PR b~ \bi_a%

case 3 Lz.al >0

VIZa® < Vi= b os - b oViia® <o

AML&)S OW\,‘D m(ore:? con r‘eq‘@S .j Yig o(,'h\h@s, ‘QJ/\Qjc) Sus (Fq()ej

yeales son nf’tﬁo\.‘:\ Ve s Y le ol sy rla es ASTnh esﬂ“uéle
Casp 2: ht.al<o (}) #£0)

(as ﬂ‘:cx(\'e} r“en&u At O&W\lxﬁ avh“‘om[orto_s van o ser _}_:,
(ambas) como b 20 => ~b s ”@fﬂh\f‘v, Q/U‘Qﬂo Ca So@.
pde es asindsit comenre estable

csod: b?-a?l<o (1: =0) eske caso es b=o

- en 35\,6 CcL SO CAM):)O_S qM"*OV‘C{[WS ‘£\\ enen ’FQ\”L‘Q l‘l"""k(
VMA.QC(( Q,U-Q_EP S STSLema es 6381[@\19-06? [ac-‘s"o no C{Si\ﬂﬁtd‘\l{\(‘am

Mi Le_al=0 e Lz- o (a20, b20)=> a = b con 5_/4_0

QLS PQ(—LQS (\ec,\ﬂeg oL:z qm}@j ot,uC‘OW‘rev\eS con QI"Y\JD(;LS
-b, weﬁo&\w‘aﬁ‘ v no nlas, Q/W’-So (00) ©s ac.;inxé\[‘s‘(‘awl\lf
G’S““’J-f’le{-/b b= = ol o estable pero no qsmwleﬂfmwnle

JoTAL: ~& h£O = So 0. V\M.QO\ (’\_S\\Y\}\Or\\\\CCAW—YLLe cstab le
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a) Estudie la estabilidad de Ia solucién ( E{;J = ( ) para los distintos valores de ¢ y b.
Y
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l‘g_j £l sislena es [y neal Y komeﬂe{hfo, luego Hoolas las
n

soluciones se compoT . en crahde o E?S‘Lﬂbc‘(?c[z{p/, :
l\jwa\.ﬂk gve A solucicn nnla,

Lo claslg? cocion kel cLPar(}\OLolD Ay SAAS So(ft’kcx\onéj‘

es Q?RCO\E[@ ad  vecto ole colried ores,

x'(+4) o 4 ) ( m))
,)r(“ = (._25 __S} ‘jCH
Abk Lo\ga[g s C»QQ (a mg{jLﬁ ¢ asoct cw{a:

M= ob4\Vioar > bet azs => hr -3 me- 4
N = -b - Vhtmar 2> bau, =5 Dl =-U-30, ma=1
AU\"\OVQC'\OT@&: . .
Ny == U S (:f‘ “3_3‘,)(:;):[2)':>(‘(~3‘€)U¢+U\2_:O (
las dos ec. son &,?end\en%s por su VYMAQ-‘*‘?[QC\\C‘XM‘~ML
R = (=4, 4-3t) |

PrE =M= [ifz?jt 4&3?) (&t;) = (g) $>,!Eb“3{) Wty = O

o~ = (-1, y+3¢ ) o njmﬁaolﬁ‘ No \g;‘l,)_ fempo o ol

C

e

Yﬂ&=m6 = oquonah zoble = solucion:

¢ . ~Y=3:}E -4
X (%) S N R | (-4 -3¢) ( . ) = s
()= a e e isi)=2ez

ezt /o4y
@iii) = Z+t* = Relz] = Z2Re [Cz S @é)]%
Cy ¢ . . ) g
s Lot Ai)e ffc-33n%== e H{[c@s (3t) + Lsen (3%);( -
— 2%Re [(dd/&)il e,"qf[cos (3¢) v isen(3t) (fz";ﬂ)_q

- . ) -
[XH)) =2Re [ém[(o(ccs(aﬂ~/659n(3t)J+ Uasen(3) 5 cas (31)] (q*g ‘)( =

j[ﬂ

A X (4) = 2 éq+[-o\ CQS(B'D-FBS‘(?n(‘gH]

(8]
\Qyj L) = e_L{{ [t’l[(o(tos[ﬁ)- /5s(an(3+):l+ SLdsen (3%) .,,(bcoslgﬂﬂ
a8
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Febrero'04 | a) A partir del sistema frigonométrico ortogonal y completo {l,cos nx,sen m‘}neN del
Ejercicio 1
espacio L’ ([—n,x],ﬂ%) , deducir el correspondiente sistema trigonométrico,

ortogonal y completo en L’ ([0,47],R).
b) Obtener ¢! desarrollo en serie trigonométrica de Fourter de periodo 47 de la funcién

27 O<x<2n7

X 2r<x<dr

r01-4

¢) Discutir 12 convergencia de la serie de Fourier hallada.

d) Hallar la suma de la serie Z 4 5
w1 Ck-=1)'7

ﬁ lh canbio neal e wéﬁaue consetes (o @ﬁojonalfdaé j b @m?f&w.

1- £l sistema £dgonomd tico kl,@s(% {Saﬂ@:‘g&);néﬁﬁ oS orjfbéoﬂal acm?lefb
() el Lz([j/’lﬁ/ﬂr fh)j et [*(LoT],). §; haemos T=27 terdenos of caso
Jel enoncdo aasf oM oobaoS pe \x.co')‘Cﬂﬂxen(nx); M—M es cffbaoﬁq{ a
@m?\@h el Lz(f-ﬂm],ﬁ’x), Esta o e@Ladén pobretios hacer b fambicd con
o sslucion }ﬁnai, peto e me&dné,‘@[a legor a ella. es‘o@l}J{cando ol camlx“o
Je voiae o mostando todo el desuipllo gfaoieméz-. | |
2. CARRI6 LNERL D VARMRLE ¢ X= o&’tJr(s

23— \DENTRICACION ¢

Cotocemos 0 sisfemo. frootemefrice or‘fbaonq( 0 c:“om&olész e [—31]5?],3 o8
()?a@f\- hallar el sigfema (orfegf,oaé:efxfe en o) {Oﬁao o derlfcecich e
() fenmlos serd Lo que sfaoe:

["77:3‘1 - [O“-ITY] X= bltf(b =b
X >t .

—ﬁ:d(@\‘r(ﬁ o
T = b)-(qﬂ)"‘P (%:-—-J—?

! —
:.’_"& X: —é"t“.)\

q- g\,gﬁweaao X = ,‘Etrm' et b A ov(d), sen(ne),; t\eNS legatios o -

H\COS{H(JQ’{—J’:\]léﬁ?ﬂlﬂ[%{‘tf}‘rﬂ; {}é}{{& €% orﬁaona[ J (umplft

et L? C[thn]fﬁ)\'>. _
( Yo b de S}me\;};@( fado lo PoﬁLLe esta exr{em‘oﬁ /Uﬂ Tanfy Cmﬂpleja\.

o ello, awdimos ol ({—O}MUl&g tigone metdcos.
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sen (atB): erBleos(h) + oxla )5@(5}

; |
<b (08 [ﬂ G;JC"JT)] - Cog&%—-ﬂﬁ = cos(—’g—c-)}@‘f(i\ i&ﬂ(ﬁfw = fC@-"G%C)
b o [0 (360 e (B )< o (82) ) - (B oA g5
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20
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2n 20
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of)
Junio ‘04 | | 3y Considérese el espacio vectorial /? (R)= Y aeR!/Sa <ob conlas
Ejercicio 1 ) P ( ) (au Ll ) )> n ; "
(" operaciones habituales de suma y producto por un escalar.

Definimos el producto escalar <(ay,....a,,...),(B;,.-5, , ..)>=>"a,b, y consideramos el
=}
- - n)
sistema ortonormal $ ={¢" meN } siendo ¢, = (0,0,..,1,0,...).

a-1) Demuestre que la serie de Fourier de un vector 4 ¢ /* (R) con respecto a dicho

w0
sistema es Y. a,8, .

n=l
a-2) Demuestre, de dos formas diferentes, que el sistema S es completo:

¢ Probando que el Ginico vector ortogonal a § es el vector nulo y
* Probando que, para todo vector, se verifica la identidad de Parseval.

a-3) Demuestre que si:

7.8l (R)y (YneN <], §,>=<g.4,>)=>]=8.

b) Halle el desarrollo en serie de Fourier, de periodo 27 , de funcién:

2 sen 4x -r<xz0
2(1+ sen 4x) O<x<nm

f(x)={

a-1)
Sea d=(a,, dy,...,4,,...) un vector genérico de / 2 (R) . Hacemos el producto escalar tal y
como viene definido en el enunciado de @ con cada uno de los vectores del sistema S

<d,p > =<{a, ay,..,a,,..),(1, 0,..,0,..)>= g, 1+ a,-0+...+a,-0 +... = q,

<d, g, > = <(@, dyrersyy )y (0, 1,00, ) > = 0,0 + @, 1+ 44,0 +... = q

n)

<a, ¢, > =<(a, ay,...,a,,..),(0,0,...,1,.}>= 4,0+ a,-0+...4a,- 1 + .= g,

't

Por tanto llegamos a la importante conclusion de que <d, g, > = a, VneN.
Ahora aplicando la definicion de la serie de Fourier para un sistema ortonormal tenemos que:

o

Tl
I

<ﬁ’¢n >¢n = <63¢1 >¢I + <55¢2 >¢2 +... +<a’¢n >¢n t..=

n=l1

agtad +..ra P +.. =

[
8
i

‘f.ﬁ??

=
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a-2-1)
Probamos que el Uinico vector ortogonal a § es el vector nulo.
El vector nulo es ortogonal a fodos los vectores por tanto es ortogonal a los vectores de St

[ — -

<0,4>=<0,4,>=..=<0,4 >=..=0

Para comprobar que es el #inico vector ortogonal a § supongamos que existe otro vector d
ortogonal a S, por fanto:

- —
-

<a,¢l >:<a>¢2>="'=<53§n>="':0

Ahora bien, por el apartado a-1) hemos concluido que <d,4, > = a, ¥ne N por lo que
uniendo ambas cosas resulta que:

<@ >=a,=0

<d,fy>=a, =0

<d,f,>=aqa,=0

Asinos queda que d= (a,, a,,....4,,..) = (0,0,...,0,...) que es el vector nulo.

a-2-2)
Probamos que S verifica la identidad de Parseval:

La identidad de Parseval dice lo siguiente: ||d ]| = Z]< d, ;-ﬁ.n >f

n=l

Por un lado:

o

NG 1P = <@, > = <(a, Gysers s (@ ppes B} > = @+ @+t = ) )

n=l

Por otro lado:;

ik d,é, > =[apartado a—1)] = i[ a, P = ia,f
o

n=l eR n=1

que son dos expresiones iguales por tanto se verifica la identidad de Parseval.

a-3)

<fip>=<8,8,> = <[.8,>-<F.4>=0 = <f-5,4>=0 =

= [apartado a—2-1)] = f-5=0= f=§¢
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Este apariado es
independiente del
_ anterfor

La integral tachada
vale care porque el
integrando s una
funcién par y el
intervalo es
simétrico

Unimos la primera
y Ia tercera integral
porque tienen igual
integrando

Recuerda que:
senar =0

b) www.simplyjarod.com

Ahora nos piden calcular el desarrollo en serie de Fourier, de periodo 27 , de funcién:

2 sen dx —-r<x<0

f(x)={2(1+ sen 4x) O<x <7

Para calcular el desarrollo en serie de Fourier vamos a utilizar el sistema trigonométrico:

{ 1, senzznx , COS 27nx , nelN }

T

que es ortogonal y completo en [-7/2,7T/2].
En nuestro ¢caso como 7'= 27 nos queda el siguiente sistema ortogonal y completo entre [—7, 7]

{1, sennx, cosnx, neN}

Ahora pasamos a calcular los coeficientes:

¢ Cilculo del coeficiente q,

- '[mf(x)dxzéfxf(x)dx= %(fﬁsentlxdx " f(2+2sen4x)dx) =

=%(fﬁ23en4xdx + fz dx + fzsen4x)dx) Z;Iz'{ ix@wm:ixdx + J:2 dX]::

=l[[_°°;4xJ:+[2x]§J = 1(0+27) = —271' 2

T

¢ Calculo de los coeficientes a,,

J-m 27mx

J(x)co dx = %I:f(x)cosnxaﬁxz

T2

_(f (2sendx)cosnxdx + f(2+2sen 4x)cosmcabc) =

(f 2sendxcosnxdx + f2cosnxdx+ _EZsen4xcosnxdx) =

(f 2sendxcosnxdx + chosnxdx+ L 2sen4xcosmdx)

N |- ﬁl*—*!‘ﬁr-*

4xcosnxdx +— EZcosnxdx = 0+ L F-sennx} =0+0=0
] o

¢ Célculo de los coeficientes b,

En este caso hay que tener un poco mas de cuidado por que la integral se resuelve de distinta
forma para n# 4 y para # =4 donde aparece un caso particular:
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Aplicamos que:
2senAsenB=

= cos(A+ B) ~cos(A— B)

Atencién:

Fijate que en el
caso de n=4 esta
expresion no fiene
sentido por que
estamos dividiendo
entre cero.

Recuerda que:
cosnr = (-1)"

! Aplicamos que:
I—cos24
2

sen’ 4=

www.simplyjarod.com
27mx

dx

f(x)sen -;;I_’;f(x)sennxdxz

Tr2
.[m
f (2sendx)sennxdx + f(2+236n4x)sennxdr) =

_L(
P/
i(f 2sendxsennxdx + L 2sennx dx + stenfixsennxdx)
/

f236n4xsennxd). + J:rzsennxdx)

f\i’\ [cos 4~n)x- cos(4+n)x]dx+ f%ennxdx]

cos(4—n)xdx - [; cos(4+n)xdx + stennxdx) =

sen(4+n)x} +[-2cosnx] ]
o n )

0,npar (nz4)
4

(
i

[ - [2

T
1
r
1
7
1
7

+n

1 12-2cosnm _

-

¥/

2-2(~1y"
whn

2
— —COSHA +
n

0- 0 )
— , n impar
zn

h

¥ =
P

Ahora queda el caso particular # =4 (no contenido en la soluci6n anterior )que se resuelve a parte:

2 aTi2 2 e
b= = [, f()sendxds = — L, f(x)sendxdy =
=l(f (2sen4x)sendxdx + f(2+256n4x)sen4xdx) =
ﬂ T

1 ( 2 i 2 )
=_ 2sen”dxdx + | 2sendxdx+ | 2sen” dxdx ] =
ﬂ v[)ff f f

1 2 ) 1 1-cos8x
== [ 2sen’dxds + [ 2sendxdsx) = —
([ 25 s [2sendsa) = 2( [ %

b
g | oom]
~l|x ——sen8x| +|-—cosmx
71'( 8 . 4 o

1 2 2
[ﬂ (-7} - —cosdnx + )
T 4 4
Por tanto los coeficientes b, quedan:
0 ,
2

dx + fzsenétxdx) =

l271' 2
T

n par nx4
n=4

4 n impar

wr ?

Por ultimo aplicamos la expresion del desarrolto en serie trigonométrica de Fourier:

+ 3 J

n=1

2anx

F(x) = —1 (a cos + b,sen

y sustituyendo los coeficientes calculados nos queda:

=1+ 2sendx + iz
¥/ n={

F(x) sen(2n—1)x

Fx) = % + Zb"sennx =

n=1

2n—1
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Septiembre'od | Sea
Ejercicio 1

0 ~zsx<0
Jx)= {
( x Ozx<nz
a) Desarrollar en serie trigonométrica de Fourier de perfodo 2n
b) Discutir la convergencia de la serie de Fourier calculada
) 1 7?2
¢) Demostrar que Z —_—

n=1 (zn—l)z —g—‘

d) Utilizando el apartado ¢), calcular la suma Z—-—

act H
¢) Escribir la ignaldad de Parseval para dicha serie

o ~Hexeco [-t, #] - [-F,Z] =~ T=21

x) = _ T=2# (pecicdo)
% o e X< Tf_ (amplitud)

- Qay Tes mmff

. : E P L ey
IS L] :;-g-'{‘? & L TF GOV @ RO (o c’jw’ Eongy iy

STF = Fx)
. 2H ax = tray
Feey = Bag + S agcos (~~—-_~:st~ + S b, sen (gr};ﬁ)
e g s 3
e . . :
7 Ztnx ) 2 pVeq, o [2HonY
Uy = A%MS j{vz) LS (W{ )«J\ﬁ ; Em = g: Jr 5{’%} 50N T ii‘?(
“y g
5 (Ve
O - = Sw {00 dx

g(*) cos (.‘Z'“Hé%j)alx = k3 3 3(%) cos (nx) Ax
VAL wre H
( f o " b () costm) dy - .1
i 1= s ¥ cos(nx)dx = 2.0y
- g [fafenmde « ["omil-f | :
+ S 4 b
I4= S ¥ oS (nx) AX S LA A\J' o LA U‘S e g\!"izii
i . X SPA A
W= ¥ — du =

‘en (nx%)
AY = Sen (n%)
v = §cos (ayd = —%Sh oS (n¥)
Ay = cos (nxydx —

n
+ +# (nx)
1,- ’;(sen(mc)l ,S %Jx

2]
L sen,('\ﬁ?ﬂ_ i 1
= . =
n

Ee
’_S A sen{ndx =
et -7?3? " s
cos(f‘"‘)

i (Cc, {ntt) - cos (o))
= —_— ht ;’
n? Q

o O

(—i) -4
(( Hph-4); e

= 2K) Ak = O
4 cor-r o e (neE .-
T TR e T 0T )iz e (ne 2K Gakey s
tHnt

~7Z
fazn_ O Gan-1 T Ao /
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T +#
< , ' 2 ide o L g(*) Sen (nx) dx =
‘Dh = - :S{x) Sen T =
T ). w o)y
e /7_ (

1 o - 4 4 N
= ;F[ S-ﬁ osen (mc)clx +J xsc’n(nx)a\x]__. -_-ELKSen(m) X = J,IZ

(e
o
i t _ 1 H
IZ = jﬁx sen (nx) OlX = - ic_%ﬂ_xi]o +5 COSHQ:?()S O\.x = . X(‘_osn(hx\’]
° U= ¥ — oLu\ - OL\( Y o
«?{\J‘z Scn(nx)okx — A —Cos.(nx)

n
1+
:[2': _M)J = % COS(Y\Y)J © - M - (_1)n H (- 1)""’-
n 0 :_ﬁ I n - n = rn
nNT T W T A n
— Ty W , T
z z o t L 4 4 H N
}6\0 = ‘;I g(x)o\x [Sﬁoo\x 47)0 X :l el T Z
—— 5
R = y zH A X o ey
F v = ; e o+ véfm cos ( —— > 4 3‘; b Sen ({;} (
L & 2 -2 2t (Zn-1) ¥ 2 gyt ZHnx
“F(")'—'-"'—h‘*S_‘““_—"‘*'—_CUS(m)-!—S *——-—-Sc’n(( )
é Z hs‘i‘““((n—i)z Z H n=1 hn 2 H
2 2)‘\—1) )(J [ald n+d
DSF:F(X).: i——:é- 2 @@——T“\"‘ "‘_1) s sen{nxd
o H hey (2n-14) gi o

}_;3) (ﬁr\\r@fj{?m“\sa (iflp DSEF o la jmwa‘\(ﬂ h j(k) dqo{a:

Sal\ro q-e 0“30““ lo contrario se *rezgi-e N o vine e n
cOncre“‘o, estudliaremeos los v s ‘hf,os alcc‘onwrjpnc?c\.

@C(‘)nwﬁ\enc‘\cx en norma o en media ewuclidea
£l s‘\sgema *ﬁﬂono md bt co )\if cos(z'*," x) St,ﬂ(szrr\x};uo
T J! T ned

es or'lo:)c)r\od CO"""P['E*O en tu];szr/a] :) o .[o,TJ) 4 esto (
ProvoOca g DSTE conve_(:')o. en norma c\j(x) en [‘7;8;1‘/2]']#"[0'71
En nv\afllro -pﬂb\l;»\t’m T=2T = J)&, o5 (nX), sen (nx)‘( e ]
¢s octosonal w wmetelo en [t 1, (o gue siqnifica o
e DSF F( Convesge en rerma o ler Bunc‘tén tx) en [oth i
_;k_)‘f:l,f"" Lo OLLYYIOS& racion M e \ 1, cos (nx), 5(’n(md$— es or‘l

en L’-—ﬂ,ﬁ] es&& AQScxrrouao(c\ en ef edercic\o _{_ aL@C[
M <\~Qn’1¢>\ 4.

@ Converaeach o ’Pb\n‘\'(x\mﬂ Al DSF o len Bumc)\én 30:).
T En reali dadh se drala M A ")u:‘y\f las ra(SM‘CLS ole (o\
S\Ancién 4 ol al.QSon“ro“O L) cow\?é\\"c\\rlc\ i

Ojonq(
ase




ot
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extension periddica de w0
38(’() de pericde T=2i 3

- Tt

5
i
i

—— e -

Y 7 4

__,_._.._,.____éﬂ et
2tk 3t it

~3H

mCon\mrsaﬂc\q Tu\n'l-b\od JLQ DSF o 800 g

-+ S Se_(_x) (QﬂensI&w ?Er‘\éa’\\co\ Ae jcx;) es con“L‘\ A, en"onccp}
(o 3{‘53{ co Ll DSE Y e ja(_m) (o\nc'\den./ con (o g~e el

DSt convesaqe ?\An‘LMQ«lmenLe o \?E,Cx) mientvas esia Al ma
Séa co:’\‘\ﬁnwa.

1

En nveste ?mblema\“. eslo oonere en MR~ 4 (ek-1)H4 ; keZ
- St Hox) es Aiscontinma en e ?Mﬂ"l‘o X=X, entonces
ef DSF Joma come va[of el e (o mitad A@Q Sc\h(o cle
la Aisconti nuidad, o e expresidn es: f(«") ‘*ge("“)

. 2
z» En Aot o ?ml:\emo\,u las Ais continui dadles ectdn en
(Zk-i)f#, 4 e\ valos medio def salto es %

6‘1 DSF converqe \An\gormemen“\? A (x} en \[oclo thfm(b
cecrondo Cﬂl’\\‘{:‘n\‘cgo en un intervale donde geao sea contina,
( ver ge\)O%)

En weesico ftbrola\'emcx... V [o, bl c (-t t)
VSFE T con yeigé ““‘Sﬁrmem. c-'\j(‘x)

C; emosteod  gve B 2
u_) ‘j ﬁ\i [?h.i}z g
2 4
R
(ver cb\’“c.‘\g\\(;(?\ Hel DSFE) —
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Febrero 05

i Por un punto cualquiera (x, y) de una curva que pasa por el origen se trazan dos rectas
Jercicio

paralelas a los ejes de coordenadas. Hallar la curva que divida al rectangulo formado por las
dos rectas y los gjes en dos superficies, una de las cuales sea el triple de la otra. Para
resolver este problema se ha de plantear y resolver una ecuacién diferencial. ;Son todas las
soluciones de dicha ecuacién diferencial soluciones del problema planteado?.

(E) Ai"' 3A2 “Mna\ e las CMCL[@S
(A, =3h, | sea o Leiple dela ol

=
[
Vi
S
®
<
~~~
['4]
~
A
w“

Ag_ = X-D(xj - j(s.)cls
AL——N___J L_?_.__MMM___;
[4N
r:-a(z}cihm(o As

X X
coso ({): Ay =34, .:>j3[s)ol's~: 3[yjuj -Ja 3(;‘)olsj =

¥ X
- um - .
= )o j(s)cis =3 \(j(x) = L 30’) Gls = L_(S ijx)

(PLKGS‘IO qre 5es?ec,kamos grve  es v-i‘La.Q manejﬁ" wna  £bo,
habeg e aparece rnos (0, Yy pare ello olerivvamos (as do
f;on’ 1&3‘ M (o EB\AO\QOLO\ . "qu\,@ de cectra reﬁ[a At (o (\qclgnq,

Ar. .
&7[“% Y‘Jck{l = %[DCK) + Xn’(x);]

] D(X)f %[U(x)+XJ’(x)l
JA; J 363) s = \3(»{)- 4 - j{o).o = j(x)
(8]

4 3 ; . - ' , (x}'
T Y0 = g xg00, 40O = By, 3y < A=,

Bjdjﬁ:: = 5‘—}_;3—‘ = O !jwlsz O I} + & :>ﬂj(jt_)_'~‘ C:m //
Lsto Su-rz)e A cesiderar el caso Ay =3N, ()
Para I\a:-‘;%/l; tenemes [o s-‘iﬁv\)en*e:
51 Ap=BAy =2 Ay = Ry !)Mgﬂo.  donde entes hab o

hn 3 o\,\mom Fdndvemas un =

<,

oFemno\o.., (_.‘\rQOlo\ como sobueidn al caso (i) \DCX) = Qx? /;
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Junio 2005 § Seq la funcion
Ejercicio 1
1, t0
F(x)=xu(sen(x)}, x€[0,27], u(t)=4 0 , =0
-1, t<0
a) Represente graficamente f(x).
b) Obtenga su desatrollo en serie trigonométrica de Fourier de periodo 27 .
¢) Analice la convergencia de la serie obtenida.
d) A partir de los resultados anteriores, calcule el valor de la suma 2—1—2 .
' =1 (2k —1)
N i, t>0
80{) = X W(sena) X e [e, 2] w (4) = o, t=0
/
4[0/'"] = T=2t 4ot <o
By pesaccolle en mecie telepnemédo cn de Tourler DSE - Tox
o o F o {‘5 % = 2 W
Sy e e . s ] INA Y Ao St
Fwd = o " £§L€.-§ 7 (,z,a_%( T ) ¥ i,{;sé} R Een ( = )

e T 2 b 2o .
(k= ?3 g(-f-} oS (W{ ) AR Qo T S{) gf SN
ba = 2 5 Joo sen (2821
i of
Veme s gt wc&“\ bae g AW erval GS\Eof dodla Pbi jg enunciedo
on las Sérm\as A An, Ao n corece e senicie PO rge
los calecdlos sertan demasiade compleyoS: aparece wia .
WREA En A gue en Paiacipio nos sobra. £ mpe gamos pves
Sw‘,nii@r (n expresidn de § (ayuddnolonos ol La
weh ).
W sero 4, 0~% en Wwnele n O}& gre su variable gea )
positiva, o neqaii vo respeclivamente. Estbudiamos audndo
e variable (séenx) s ?es.t\tv*cx, o, hejowkt\m AR € ndonos

all \n\«-er\mdo deado [0, 7th]

@ ¥=0 == sen (= Sente)=0=> U lsen(ad = W seno) = ule) =0

(‘)6‘(
ex E’ &St Sn

5(5() = X-U\(St’f\(x)) =X QO =0

B 0 X< = Sen(X) SO = Wsenix)= 1 =5 5(‘0 = X ulsenixy) =X L =X

® X=t =>sen (0 =Sen () =0 => WSV = n(senth) = o) =0
N0 = xcalsentd) = X- 6 =0

B <X =D 5en 0 <O = Ulsen(x) = -1 =>jc")=x"4(5‘t’ﬂ ()= — X

® x=2M =>Sen (O =senlRD =0 = Uulsen(w)= W= 0

g(*ﬂ = XA (SenOO) =X-0 =0
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X O =zXx<H

jm - {-x, ttexset
o x=H & x =2

ot
Yj(x) cos (u_t_nx)dx = :;'%go BCK) cos (nx) dx

° H
" 1 n ( )ol)(
[ So % Cos(nx)dx JH?RGX) Cos(nx)abf] nﬁ-—[ixms( )X jﬁxcos nx ]

(™ |

L 3
k=]

o o T

I:)XCDS(nx)olx X sen “: ) S‘S(’n,{-ﬂ’”o\x
U= —» duw = clx
dy = cos (nx)dx — " = SCHVEnx')

I = ztﬁ, Sen {ny) 4+ cos(r\x‘ﬁ

/Sf;q(:x')l CDS(V\‘A)

sen (n#)=O
cos (ntt) = (-2)*
sen (ettn) = @

L [(..i)n—-j_]

0

i

- X ¢os{ nx) 2t
I, = Vm((vhxllﬁ + ~
T, = 2 n Rl 2 (D"-2
I - - - - - - - ‘j— =
4 IZ h'L[(i) 1-34+( )] h2
i 2 (-)" -7 2 [ n O, n par
= brer)y. 2P e 2 g ] -
q'n ‘H'( + Z) Hnt Hnt (-1) :l:[ ~H n epar
ttnt /
L Rzk =0
; -4
a B —
2K-17 H(ak-1)"
T 21
:%.S )okx = \:w\ = LS Stxjsen(nx)olx
(
n = %[f X Sen (nx) dx -—J Xseﬂ(r\x)ol J
S J2
T = ijen(nx) AX ==X .CQS_.F(LILE) “ 5&“—*95-1,{,{-5)«3%
A= X —o olu\:o\x
o\\r:sen(nx)o\x — \J = —Coj&kh)() .
Y= - % ws{nx) | sen(nx)
G y | " " XCcs(nx) Sen “-H( "
= ( ) -
31= -% 6_03__}’.1@_\0% sen(::{ \o_ ) _7%5___1

Sp= - x @2 A0, sen (0| X cor(n ma e se;ﬁznx),w [r’r(-i) -2
S-S = E[re0meals IO, e & 1G] ne
Ezk =0 (

L‘i
"Zk-i = ZKhoi
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H . .
a, - % So"rgcx)o\x - &[Lﬂxo\xw&:’x xl zz%[ﬁz"'s'ﬁj

Qp = "'T\‘

A, 2 o fetinx 2 e (\5”““}

Pt s

. o~ 4 - . oo ___L'!_____ , . _
Foo== +k§;.l Sy P cosf (2x- 1) X] +KZ” T senf(2k-nx]
o0 - .
S cos [(2Kk-1)x] 4 gen (2K~ x]
F o = A t KE—-i (2k-4)¢ + Ké 2Kk-1

C)
T Convergencia en normo

e g mttev 41, os(282%), e (2t

&{ es or&bsono\[ Q;) com?(e‘l*o en [»_},gl g en Lo, Qogvf
%Meone qve DSF c_on\re_\'“:)(’\ en nocmo o J’LK) en [FL 'T/J
f— Y en[o, Ty, ERN
En V\/\J‘-QS‘{VO Pfo)a['ema /Tm Z’H/ oMo )‘ 3, coS (n!t), }'C’Y\(hx)}
€5 O(%S’n"’“& b ‘”m?tefkg en o, 2], el DSE con verge  en
hovrmaoe "o 3(_‘»:) en L’@f 2'1%*_1

Co“\,-gro\enc‘\g 'Pun‘LU\okﬂ:

L . ‘) 1

Jah\er?rgxmc,‘\c;n de las 3(‘028?(\0,5 O(E/Q DSE .j ole 5
Seo SQ {a er&ensién ‘oeriéc)kftﬁk ”ng de. ?ertoclo T

| ~> st Se conVinua = DSE Con\rer‘jf cpmn-‘ruo&menle o {a Vuncign
Csus 3\*0'(8\0«5 c oivicicken)

- s\ SQ A‘{SCOI’\‘\\\M en Y=ol => bS.F convYeiq e PMRLMGQW\?A_}G“L
(%) « (") valoc medio

e 5
S V?L - OLLQ sﬂ\&i‘o &8

o diseo n‘hmﬁcl.

EORTA
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(k-0 )+ $o (Cokn) #7)
EY\ ¥ = (ZK-—i)'H, DSE conV’f’(‘3€ e O = ie—(f ) Sé

-t z
En X =2KH, DSF converqe o -t = Se(zkp*) + 9o (27
- ra
oo+ (-2H)
= 2
d)

EL DSE gveda =0 -
EH Y= O

e _ 0 £ 4
ISM'»OLHC[O =2 -1k = S FF é' @x-nt =

Ll 4‘ .
KZ_'ILZK-I)E =T

e i— e
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. Telecomunicacion

Junio 2005
Ejercicio 2

Ecuacion de Euler,

En las operaciones
que siguen
aplicamos la regla
de la cadena y las
normas habituates
de derivacion (en
concrelo, {a
derivada de un
producto).

www.simplyjarod.com

Seala E.D.O. de segundo orden
Xy =2xy +2y=x+x [1]
a) Mediante un cambio de variable independiente adecvado transférmela en una
E.D.O. de coeficientes constantes. {0.5 puntos)
b} Sea
a,y, +a,y, +a,y,=b(t) , a€R [2]
1a ecuacion obtenida. Resuelva su ecuacién homogénea asociada por dos métodos:
(b.-1) Buscando soluciones particulares linealmente independientes de tipo
exponencial. (1.0 puntos)
(b.- 2) A partir del sistema equivalente de dos E.D.O. s con las funciones incégnita
»n(@)=y®
¥, () =y' ()
(1.0 puntos)
¢) Resuelva la ecuacidn completa [1] (1.0 puntos)
SOLUCION

Se trata de una Ecuaci6n Diferencial Ordinaria (E.D.0Q.) de segundo orden, no homogénea y
con coeficientes no constantes (variables)., En particular, podemos identificarla con la
expresion

a X"y () +a,_x"' YV () +.+ axy (1) +a,y(x) = g(x)
(n =2, a,=1 a=-2,aq,=2, q(x)=x+x3),

luego xzy”(x)—ny'(x)-l— 2y(x)=x+2x> os una Ecuacién de Euler. Su resoluci6n {que es
pedida en el apartado c) se aborda mediante el siguiente cambio de variable:

t=Ln(x) & x=¢€

Gracias a esto cambiaremos todas las derivadas de la E.D.O. que dependen de x (es decir,
¥ (x) e y”(x)) por derivadas que dependan de t (esto es, ¥'(f) e y”(r)), obteniéndose asi
una £.D.0. lincal con coeficientes constantes (que es precisamente lo que se nos exige en el
apartado a):

Para y'(x) se tiene:!

, dy dyd ,  dt
== = f._......
y(x) T df y()dx
d 1 p s
t=Ln(x)=—=— D> y(x)=e yt
(x) x| y(x) y ()
. 1 - dx
x=e' > —=¢g
X
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Para y"(x):

mo &y _d iy_]nﬁ'_ .
y (x)—dxz —dx[dx —dx[y(x)]

=¥ =0 ]=
Y(x) =y (e

=y =g l0e = ["”" SOl YO e ]} =

=y ()= [e" [YOl+y® [—e" ]:' =YW= [y ()-y )]
Sustituyendo en la ecuacién inicial queda:

(e )2 (e*[y" &) -y ©])- 2¢' (e7y'(0)+2y(0) = e +(e )3
BN R B TN =

Operando Hegamos a la E.D.0. de coeficientes constantes pedida en el apartado a:

YO -3Y ) +2y() =€ +e*

Su ecuacién homogénea asociada (cuya resolucién exigen en b) es por tanto
YO -3y 1) +2y(1)=0

El polinomio caracterfstico correspondiente es r>~3r+2=0, con rafces n=1leR y
n=2€R. Al ser ambas reales, sabemos que la solucién de la ecuacién
YO=3Y(1)+2y() =0 es del tipo y(r)=C,e" +C,e™ . Por tanto, la respuesta tanto al
apartado (b.- 1) como al apartado (b.- 2) va a ser

y(1)=Ce' +C,e™|

Foumula de | parg flegar a esta solucién siguiendo el procedimiento que se sugicre en (b.- 1) tenemos que
Liouville . . :
acudir a la férmula de Liouville:

W) =W (3,1, 3,(0) = Ce 170 =

» () yz(t)I
NN N ()

donde W(#) es el Wronskiano de la ecuacién, siendo ¥, () e y,(t) soluciones particulares
linealmente independientes (las cuales queremos encontrar) y p,(f) el polinomio que

multiplica al término de y'(f). Una vez halladas »{(t) e y,(r), la solucién de dicha ecuacién
serd una combinacién lineal de ambas:

)’(I) = C[}'1 (f) + Czyz ¢

En este caso, al ser una E.D.O. de coeficientes constantes, p,(f) = cte = a, =—3. Tenemos
pues:

W =ce ™ = co
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Ecuacién Lineal de
Prirmner Orden.

Método de
Variacién de las
Constanies.

Obsérvese que
coincide con lo
previsto
inicialmente.

Al realizar este
cambio el objetivo
es escribir las
derivadas de las
funciones inc6gnita
en funclén de las
propias funciones
incognita.
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Por otro lado, vemos que los coeficientes constantes de Ia ecuacién que queremos resolver
tienen suma nula (ay+a,+a,=1+ =3)+2=0),10 que implica tener a »(t)=e' comouna
solucién particular de la ecuacién,

Llevando las dos conclusiones anteriores a la expresi6n del Wronskiano queda

W) =Ce* = ¢ 20
ey, ()

=3, ()= y,(t) = Ce®

=y 0=y, 0=¢ (30~ 3,0)=

Hallaremos ¥,(?) cuando resolvamos la anterior ecuacién diferencial, lineal, no homogénea y

de primer orden. La solucién de la ecuacién homogénea asociada ser4 ¥,

P dy, (1) dy, (1) dy, (1)
-_— A fd 0 —_— 1 f —_— - d —_— 7 =
Y ) =-y,H=0 PR )= () 1 f ")

& ,[,n,y2 (r),_—_ t4 K e el _ ) = gt K Ke' o y;f(t) ~ Ke'

J'du:»

Y, por el método de variacién de las constantes, la solucién de yz’(t)-— ¥, () =Ce” sers

»{N=K(@)e',

encontremos esta K (f) conoceremos ¥,{t}, que, al ser solucién de Ia anterior ecuacién, ha de

donde K(f) es una funcién de t adn sin determinar. Una vez que

cumplir lo siguiente:

(K0 + K@’ )~(K)e') = Ce* o K (0)e' = Ce e K@®)=Ce o
)
¥ () e

- K{n

Por tanto, Ia otra solucién particular necesitada es ¥, () =Ce® (es vlido cualquier valor de
la constante C' puesto que buscamos una solucién particular cualquiera y e*,2¢%,3¢% ..

son soluciones; por comodidad, escogemos ' =1 y con ello Y. () =e¥).
En definitiva, hemos visto que »(0=¢e ¢ y,(HD=e" son soluciones particulares de Ia
ecuacién  y(t) -3y’ (1) +2y(1) =0 (se puede comprobar fécilmente derivando y

sustituyendo); ya dijimos que una solucién general de dicha ecuacién €ra una combinacién
lineal de dos soluciones particulares independientes de 1a misma, luego esta solucién buscada
es

YO) = Ce' +C,e™

Ahora bien, podemos Hegar a la misma solucién acudiendo a los sistemas de ecuaciones; en
efecto el cambio »() =y, ¥, (1) =¥'(r) (sugerido en (b.- 2)) transforma la ecuacién

YO -3y +23(1) =0 en el siguiente sistema de dos ecuaciones con las incGgnitas y, (r)
e y,(1):

)=yt = y;(t) - y,(t)J = yl’(t) =3,(t)
¥ =y
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Estos
razonamientos
perienecen al
Algebra Lineal.

Notesa que e}
polinomio
caracteristico de la
matriz de (b.- 2} es
el mismo que ¢l
polinomio
caraclgristico de la
ecuacion de {b.-1),
con lo que las
ralces dal primer
polinomlo son los
autovalores de la
matriz,
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»0=YN=y, 0=y )
YO-3y0+20=0= y'()=-2y(0)+3y'1) | = 12 O =25 +3%,()

—
¥ () ¥2(0)

Estas dos dltimas igualdades se pueden escribir en una sola de forma matricial,

ij{OIMMﬂ

@) 72 3\n0

de manera que se frata de encontrar la solucién del anterior sistema de ecuaciones
diferenciales (segtin lo indicado en (b.- 2).

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, Io primero que debemos hacer es
determinar si la matriz asociada es o no es diagonalizable,

o 3 (S S O3 L)

-4 1
]A—ﬂl{=0<:>,_j . l=o«:>42—3,1+2=04:>(,1—1)(,1—2)=0

A

Vemos asf que los autovalores asociados a la matriz A son A=1y A, =2, ambos con
multiplicidades algebraicas iguales a uno (por aparecer cada uno de ellos una dnica vez):

m(A=1)=1 ; m,(4=2)=]

Pasemos a hallar los autovectores asociados:

-1 1Y (-1 1
Si =1=A-AlI=A-1I= =
tA A (—2 3—1} [—2 2}

-1 1Y x 0 ~x;+x,=0
S, =Ker{A-A1)> = Sx—-x=0=
o= Ker(A-A1) (..2 2]() [OJa{_m%:O} o,

= 8,0 ={(x.%)e R :x,—x, =0} ; Adems, dim(S‘H) =rango(A-AI)=1,
y por ello la multiplicidad geométrica del autovalor A=1les m (A =1)=1.

Entonces el autovector asociado a 4 =1 es i, = (1,1)

2 1Y) (21
Sid =22 A- A =A-20= =
i & (—2 3an (—2 1)

2 1 0)  [~2x+x, =0
Sy =Ker(A=2,1)— S D =Y i =2 -x,=0=
-2 1/lx, 0 —2x+x,=0

=58, :{(xl,xz)e R*:2x —x, = 0} ; Ademds, dim(SAfz) =rango(A-A1)=1,
y por ello Ia multiplicidad geométrica del autovalor A =2es m, (4, = 2)=1.

Entonces el autovector asociadoa 4, =2 es i, = (1,2)
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En definitiva, hemos comprobado que

las multiplicidades al
para cada uno de los autovalores de 13

gebraicas y geométricas coinciden
matriz A:

m, (4 =l)=I=m, (4 =1)
m, (/12=2)=I=mg (4 =2)

Y esto quiere decir que la matriz A es dia

gonalizable, luego existe una matriz regular (que
admite inversa o cuyo deferminante es no nulo

) a la que llamamos P ta] que se cumple
A=PDP™, siendo D diagonal,

Sistema de

_ Dado que la matriz, A es diagonalizable, el sjg
Ecuacionas con . o) . .

Matriz | solucién a ¥ = Pe™(C . A coentinuacién se det
Diagonalizable.

tema de ecuaciones que ella define admite como
erminan las matrices de esta igualdad:

t
Y= ( 7 )J ' Matriz de soluciones.
»,(f)

11
P= (1 2} : Sus columnas son los autovectores de A .

10 _ o {0
D= 0 2 : Su diagonal son los autovalores de A= e =

0 82:
G .
C= o : Matriz de constantes,

2

Se tiene pues:

w0 (1 DY 0YC) (& o G Ce' +C,e”
= = = -
»H) 1 0 NG J e 2e¥ GJ) \Ce +2C,e"

e

1 (1)=Ce + C,e*
»{)=Ce' +2C,e*

Podemos ver que, | PUEStO que y, (f) = ¥(t), la solucién que buscamos es

efectivamente,
coincide con la
hallada en (b.- 1)y

Y0 =Ce' +C,e®
con la previsia al
principio.

Principic de

Se puede comprobar ademés que YO =y,06)= Ce' +2C,e™ .

Por @ltimo, pasamos a hailar la solucién de Ia ecuacién x°y” —2xy'+2 Y=x+x", que, segin
vimos en ¢l apartado a, era equivalente a resolver la ccuacién

Y O-3Y )+ 2y(t) =o' +¢*

[2]

Superposicién,

El principio de superposicién nos permite decir que la solucién de [2]

serd la suma de las dos
soluciones correspondientes 3 las dos siguientes ecuaciones:

YO =-3y(0)+2y() = ¢!

[2.4]
YO =3y'(0) + 2y(t) =

[2.3]
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Ambas ecuaciones diferenciales son de coeficientes constantes, de segundo orden y con un

Pl

polinomio independiente cémodo para hallar una solucién particular segin el método de los

Método de los | coeficientes indeterminados. Sus soluciones serdn la suma de la solucién homogénea més una

Coeficlentes
Indeterminados.

Hay que prestar
especlal atencion | E}
en esla soluclén

Ya(0) =y () + y*(#) (Solucidn de [2.4])
Yu(8) = y7 () + y2(©) (Solucidén de [2.B]

solucién particular:

J::’ Y =y,(0+y,(t) (Solucién de 2D

Ademds, tienen la misma ecuacién homogénea, que precisamente es la protagonista del
apartado b y cuya solucién ya conocemos, y”(f) -3 YO +2y(H)=0 & y() = Ce' +C,e*,

porloque yi (£) =y (1) = Ce' +C,e™. Nos falta pues encontrar las soluciones particulares.

término independiente de [2.A4] eg ") =¢', y el método de los coeficientes
4 Gy

particular. El | indeterminados nos sugiere tomar una solucién particular de la forma yf: (1) = Ate' . Dado que

coeficlente de t en

el exponente yf (t) es solucién de [Z.A], cumplird lo dicho en la ecuacién, luego

coinclde con una
raliz del polinomlo
caracleristico, por
loque
multiplicamos por t
elevado a |a
mulliplicidad de
dicha rafz,

El

Se puede
comprobar que es
solucién de [1] sin

més que derivando
¥ suslituyendo.

Ae' (t42)=3A¢' (1+1)4 241 =& = —A=1= A =—1= Yy () =~te' =
%0 o e

= () =Ce' +Ce — 1!

término independiente de [2.B] es q,()=e", y el método de los coeficientes

indeterminados nos sugiere tomar una solucién particular de la forma y;’ (1) =Be* . Dado que

¥5 (£) es solucién de [2.B] » cumplirg lo dicho en la ecuacién, hiego

(9Be")-3(3Be")+2(Be" ) =¥ = 2B =12 p= L VO =2 =
¥ 30 2y(r)

= ¥ =Ce' +C,e¥ + %e”

1
Entonces  y(t) =3, (0)+ y,(t) = y(t) = 2Ce' +2C,e™ —t¢' +—2-e3' . Como 2C, =cte,

1
2C, =cte, podemos escribir y(f) = Cie' +Cye® —te' +—2—e3', y deshaciendo ¢l cambio,

t=Ln(x), se tiene:

1
¥(x)=Ce"™ 4 C,e? ) _ plnt) Ln(x)+ 5 At _

=Ce" 4 C el _ e Ln(x) +%e‘"“3 ' y(x)=Cx+ Cyx® ~ xLn(x) + %x3 =

= La Solucidn de x°y”—2xy"+ 2y = x4 1% es

Y(x)=(C ~La(x)) x + Cx° +%x3
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Sepliembre 2005 12 —1_
Eioreicio 1 Sea la funcidn f(x) =1-cos(x).

a) Justifique que f puede ser representada en [O,x] mediante un desarrolio de

w
Fourier de la forma Z a,sen{nx) . Coméntese la convergencia de la serie en
n=1

todos los puntos de [O,JZ] .
b) Calcule los coeficientes a,, .

¢) Sipensamos en la base tradicional de Fourier, {1, cos(nx), sen(nx);n e N} ,
donde todos sus elementos son linealmente independientes, ;como se explica que

oy
podamos expresar cos(x)+ Z a,sen(nx) =1, es decir, representar uno de ellos
n=}

(la funcién 1) como suma de otros elementos de esa base?

Ver: 5ep 00 ~ey3 - ap- A

S ex\»eno\e,mos Qo 3Mnci(§n Sc*x)c-— {-cos {(xy de Yo ma
tmpar olel inlecvale [o4t] a8 (nlecvalo [~ 4] o blendremes
la Uamoda gl (x), qve serd e xbendida olt Sorm‘)‘ faﬁ’rl\onah(m
de peri odo T= ot a tfodo TR, 3 admi Mrd por tande DSF,
ol en [0, sera el desarrolle e S(w)c g ~coslx)
:j dedo (.o\ thar‘ia{aol sola mente corﬂknalrcf Senes.
Grafica 4 anal (i coomente  greda

1 ¢os(x) L1 ost8
t - / A
%\i ‘V% "
- - — ._i .

-1
(8{()0
a1 {-cos(n), oexet
+
L i < (%) = cos(r)+d . Y %20
: }
~ 4?2. 5 [ SL ’ '
H}! .
i \ -1
[ B
exbensicn vmpawr a [T H]
- ", "’J:‘f 7 i ? t% i W - & {éﬁ \'d‘)
F G- S8y 5@- cos (Mi > LS Eysen (5 )
> Vs R

i

Pk :
L‘ambio de nomen clalu ca Empws*& P°r"'Q ermctodo
Habilruo\gmen\re, Qos coe.g- qve rvalL\ ?(\‘(‘cxn a los senos

Sont l(amaolos b.ﬂ . pPere en ¥ emnc?a\cio nes eﬁ&is-eﬂ gve
SEx Gk, gee & sn vex son los guve habifuolim eale Vo cof SCncs.

Poren e\rﬂc\(lo: ctmblamos eS‘La n0menc(o\kum en E.Q B
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\m?a{/qo

2 ( V2t By
Cr' = ':—l—_j ; (=3 TJO\X =2 C—n:O
- trpar por {
Tr2 o
o= % " Fodx = G0
Ay e
0% pac Ty 7tinx) 4
2 (V] 2ttnyy! X ) ? ,_,_f‘_) FT=
Ap = TT—S Ki(x);en( = Ax = :‘_——250 P‘(x’ﬂn( T X [ T=2tr

“Trp  tmpar \mpar

I 2 (t
An = % S j(x) sen (ny) Ax = ’.gg (2-cos V) sen (nx) & ¥
o G

YN W
FGo = S apsen(nx) siends An = %( (1—‘65(¥J)Sen(nx)0\5‘iz
_h=t 2

FBSF Sc;(o conb\ene sénes 'Fof (offtenﬁ'f ANa junc\én \m)-;ar (3{0‘])
Recordamos gve T es O am‘)l‘\-kuo\ dl inlervale en el e fdo\"alogtm‘do\
eS\m Suunc‘\én imFar, qre en e.s\oe CASC S Eﬁ,ﬁ]‘ Cujq (onthud egg-ﬁ-( j

b t
: 1 .
= Q,, = -2- 5(?'1(“%)0\)6- Costx) sen(nw Ax
nTon ., e ,
Ry I,
H n
_ > L o - (-
T, = L senlm) dx = £ cos () ,ﬁ _ 1 :Li)
o # ) s 4"
1, = 50 ostx) Sen(nx)Ax = 03 (1) Costna) m',,ioscmd {E - "'r'ilgo Wﬂ(x)c‘”(m()o\f
Watoasxy —o cb,\:-sc’nxd\x 3'3
0\‘0‘ = Sen(mt)c\x - U= "_@L&Qﬁ ] )
“H' £y ,'O ‘H— L -ﬂ— =]
'13 = )0 sen{x) cos(nx)dx = 5‘“(’9”5?"]("” \o - "R\L,TCOS&A)SM(M)A”‘
wm = sen x)y -—-bJV\ = Cos (K)O\)‘f ) X2 |
Au = cos(nx)dx —» = s enlnx), {
n
i n ‘A i n “ n e
12:"— L+C~i)]—-'ﬁ"'ﬂ1?~ T =1+ y T T
Yl[ [ _l/ 2 nZ,iL :l dq-zk -gk

[nzzk Rk = Hangts K-k

P K I A L e IE R R e 1 =
QA = # [S_Li 1 h-4 [ ..m___.ﬁ_g:( n=2kg1 DA,y = 4 I
A Iz k1) H(2K-1)

a1}
. [l K -

Pare n= 1 vemes quwe (o ax presion A2 dn no s valeda, pves wne ole

Yos denoriinadores se hace cer, ast pres Ay ha ol calloudarse

QF\(%e_ E;‘\@S o SOS GSPeciakes SAAf‘jt’n d«u\qr\olcp 91 (o expresfo’n

A (v Quancién cuujo ST (’G\QC{)\.QOLYY\C)S Q?O\fece"’ drminos

—

‘Lr\\jOno ynddrices. |
- " 4
@ - ?__S‘ﬂp(j_—c::s(v))sen (i-x)G\x= '-1—_2—‘_[50 SenXdx -—50 Sc’nxcosx(/\x];-_ — \ : _
{ 17 -H- i

N o

e
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a) Construya un método numérico unipaso para la resolucién del problema de valor
Septiembre 2005 s ’ :
Ejercicio 3 inicial "= f(x,»), ¥(x,)=y, que, para avanzar la solucién desde x, hasta

X;,; = X;+h tome como pendiente de la funcién la media de las pendientes en

h 3h _— h
X; +Z y en X=X +—4—, Y que, para la estimacién de y| x, +E e
3h H - .
¥yl x +~4— utilice el método de Euler basico aplicado en ambos casos desde x,

. . h 3h )
(es decir, con longitudes de paso Z y ?, respectivamente).

b) Escribe el algoritmo resultante en forma de método de Runge-Kutta
Vin =Y tak +..+ak,
donde 7 es el niimero de etapas, {Cuél es el nimero de etapas del método?

c) Resuelva el problema de valor inicial

, (10 (1
x »-[2 I)x . x(O)u(zJ

Q) PUT KS(M - f(:"fj{m) Mé‘loAO A M@ Y CO t»\n\‘PqSO:
I ‘3[?{0) = ‘30 3i+i = ‘3i + gJL
S0 ‘kﬂf&a o\l S:;\L@( ‘Sf,bk‘ifth es th (mg(ha Ol{ [as ?endtienj,ﬂ
(l( ka gbmdé?w solctdn (LQ/Q (-PUE“ J(x) en los pun "LOS

X¢ o+ —E \3 M+ ?;3-; (mdjr‘uphmmos e5a wed e par l"J)

(Pend\en\ne o\ﬁ {x) en Mg +.!:\Ct . '(5(,:+.%_~A :f(x-ﬁ%/j()qilt\t_))
’Pqn(l}en\ze de jtx, en Vi*%«‘: j’(%ﬁ%) = (Xei%;jfxi*%))

i = LR 300 R, y0 )
2

;y=-h[ﬁﬁ:inﬂﬁé»figwﬁhrﬂw+%»]

goor= i+ 3] fourk goar bl f ez, gl

A
valores descovocidos
la erp resicn M (x),"qre & s ve¥x Se _ol; bencl v (e ‘ﬂpgolvrpflcla
anal < Vicamente el PUT. Como eosto Lime a VRCES Hp oS
io‘:‘:(l;\(’, PCGL@\L:[@M?HV@ no Se pamos' _g,\,\“(-ﬂw es :) Cx), j por
ar\*b Aes cono T Ccarmes J(_XE* «%) D j(xc '{_%J( POr eso fon

vealores desconoeidos. /o3 esli Mmae nesS S‘egzdn tnd tearn en el
e nciado.
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—b»fghmac‘\én de j(ﬂ"fi&]: -
j(Xd l«) - tj (Xui) ~ "(')u—ﬂ/ El evwnciodo nos ?‘OQE -

lr L).S\

fongitud de paso h “uie AaAsSICo
9 T A
Jog = < Ji 500 T LI A LT AN

e;hmac\on ¢ kj;

S o ZZ"S‘LimaCt'dn de 3(”43”:{\")?
o) e g Xen) < ju% = jw?—’r § xi, o)

[0 e + 5 [ bl jon- 29003 fonal

Jwi .j+__f:\nj)(xl j;+tk3(¥~£,jf\))+~ %.'L\S(Yi*%;ﬁu ‘

ki_ ;
b Ke ke = W § i,
T
\")L‘n;jt*ékz*'%h [kz—kf(x~»—,‘js+*]’\)
kS"I\ ( ("Bk;j:'*% k )

(m:}oolo s ‘D»unje- Jr(t/t'Hb\ N g e*c\pqs

Q\fr\lMadf’H es por ?qgo)
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Junio 2006 La corriente de un circuito RL viene dada por la solucién del problema de valor inicial
Ejercicio 2 (P VI )

L(r)g‘;u: er) . ref0,a) [1]
10) =1, [2]

donde e(f) es la tension proporcionada por el generador, / ¢s la tensién en bornas de una

. X dl . .
resistencia de valor unidad y L(I)EF es la tensién en bornas de una bobina, cyua

inductancia depende del tiempo segiin
t

L{t)=1-— ;0<r<a,donde a>1
a

a) ¢Qué estructura algebraica tiene el conjunto de todas las posibles soluciones de la
ecuacién [1] ?

b} Analice la existencia y unicidad de soluciones del (P Vi ) [l] - [2] enfe [O,a) .
¢) Resuelva la ecuacién [1] paraelcaso e(f)=0en f e [O,G) .

d) Resuelva el (PVI) paraelcaso [, =0y e(f)=1 en te[O,a).

LT T = con [(0=1-%  ectca axd

(228

(4-L)YI'(R+ T =e
O

a-t v _ o A LA +
— LU+ Tzl = T (+)+m:t:(+) = 2 e ()

a-t
EDO Linenl e 1 o cdlen
En eQ q?ar‘l&c{o 0\_) Nogc «‘:‘(&Q\n '{\esolvef un PVI e A
EDO  es j]‘_"(—L)Jﬁ—&E I () -;5:?:;: pves el =4 | Para reco v@f(a

<X - -
debece mos PiYe o  resol e (o L\omoéjé" nea cxfoc\olo?a,

ve es: TN 2 Ty . g (qe surge de el)=0).
(P\eso[v‘\enc{o (o homOﬁénea hot oremos rfsf:onoh o on cJ.

C ! 3 + X - o
Y I(4) (:jfi'bm) = O
dT1eh A T = 2 Ty (dECH o {

a
Qf\ 13—_[‘}4' = O\“Qﬂ' L) + qd = I (4) = eC&QhH-—“i*C: GQ“[%'O\}‘GG

TR = Jtt-a)? es solucicn o (a l’wmajtfneq
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0‘ T A 4+ SN () = L
& a~t ﬂ%" ((3(#) =) (

mélﬁalo de vourte.cidn e Lo\ 'COHS"{OA’!.)’G’
Tyl = ¢ (4-a)? (solucidn ce la kemosgnea)

T(D= ¢ ey (t-a)® (solecrdn dala comp leda)
ol ser Ty solumerdn e (e C.(’J}’)Q@LPLO( %LSLiLujé'ndoLA

A e”a 30\ S8 oLg(‘\/moQCxS e N (0\ EDO Se vﬂﬁyioam (@

Ok\ (‘,\'10 en &u

Cr) (-a) 4 () o (4T A - s
w o a~t A - t
TN
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una funcidn periddica de periodo 27 cuya serie trigonométrica de Fourier
Septiembre 2006 a) Sea f p period y g e

Ejercicio 1 a, < ) . .
es ey + Z[a" cos(nt} +b,sen(nt)]. Enuncie la identidad de Parseval.
=]

b) ¢Existe una funcién f e I? ([—z, n‘], ]R) cuyos coeficientes de Fourier sean
i

a=5bh =—,
n ] \/;;

nelN, g, =07

¢) Halle la serie de Fourier de la funcién g(f) = é(ﬂ'zf —13) en el intervalo
[-7,7].

d) Analice la convergencia de la serie obtenida.

3 o _ n+l
e) A partir del resultado del apartado ¢, compruebe que —2 = Z )
i

CJ () = L (:H?.L *"[3) € rf ﬁ],ayg(_t), 2 L‘”zf’tj‘"[”ﬂ‘)’]c #3(“
%l 12 E ", \
{ cunt iMPAR
mf e “o <— {r’}kg\{iﬁfx{ ﬁ /} ib ¥i e :?( - } ,:_—_:—_,_-—#———
G = 5 0 T ;

|mP5\"

y
7 . ¥/ﬁ’ I_ j =
O, ™ o S n 3 {4y cos ( E.‘ )JL => 7, i par = M o O (M\PM)
- k‘ /tg -

s —_—
7z impar pay

Lo . Lt r—‘——Pr ——= T 5 (T ) sen z#nty |
b= 30550 ﬂr_._f.;llfﬁ‘* -2.2),3 E)
Fd '-“\!?0! mphr
: N n
2 (" 2 i [z e ribouj
@ = :}_‘F’S ___L,{H'Zé.»‘{; ) Seén (n“l?)ol'é = %_}F [‘H-L\[o_ ‘&seﬂ(“‘t)&t_’f L)o jfn( :
t %) g (n}) T T2
Sofsen(n‘t)al‘t = ~_.§9iLL Jo cos ()
w =t - du=dt
d\i‘: S@n(n“L)ol‘l——b \J = *—CQS‘E:,‘{L) h .
o n
' AH e ~;+§ (1) o (-1)
é: “cc:a_s;,\(n*-) \; . S@nn )L . o:L(n e
T M oeosih) oz A+
Iz = Jﬁ—'t:gsen (n"HOH: = ~t3'§1_9_§,(§‘_l_ ,]ﬁ— * 'jo B ™ 3¢

o [ we €7 dins oA \J

dv=sentntdolt *bV‘“’CDSC"‘L) WI o yany
@f_ --L"Hr5 cos (rd"H)_Jr 3 So cos(n‘H At = — " h3

~ =

n

n S T =@
(3= Jy costal) 2t = LsenbaD - L Tese )t = T2 47 e

1

E J_PM) (ﬁ( 2 ot ( i))] m%‘“:g,%‘m"‘“
nz\éj{. "
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E.T.S.1.
Telecomunicacién

Septiembre 2006
Ejercicio 2

Siempre que
resolvamos una
E.D.Q. por series
hemos de hacer
que el coeficiente
de y"(x) sea 1.

Ef objetivo es hallar
fos 4, .

www.simplyjarod.com

Sea la £.D,O. lineal de segundo orden xp"(x)+(x—1)»'(x)—»(x)=0.
a) Halle la solucién del tipo y(x) = erakxk correspondiente a la raiz mayor de la
par)
1
ecuacién indicial y particularicela para a, = 5 (2.0 puntos)
b) Resuélvala buscando dos soluciones particulares de la forma yp(x)=e™,
Y, (x)=(x-1)". (0.5 punios)
¢) Expresando la soluci6n general de la £.D.0. como y(x) = Ay,(x)+ By,(x), halle
los valores de A y B que la hagan coincidir con la solucién particular hallada en
¢l apartado a. (1.0 puntos)
SOLUCION

Se trata de una Ecuacion Diferencial Ordinaria (£.D.0.) lineal, de segundo orden, homogénea
y con coeficientes no constantes., Comenzamos identificando los coeficientes de la funcién
y(x) y de sus derivadas, y el término independiente:

B0+ G-y -y =0 = y@+Ilm-1yw= 0
g(x)

— s
p(x) g(x)

Como y(x)= x'Z a,{xk = Z a,x"" es solucién, sabemos que satisface la E.D.O. Hallamos
k=0 k=0

¥'(x) e y'(x) derivardo y sustituimos en la ecuacion:

Y =Y a e+

k=0

y(x)= Z akx’”ir = ;
yn(x) = Z a, (k + r)(k e 1)xk+r-2
k=0

=0

xi a(k+r)k+r- l)xf"'”_2 +(x— I)Zak (k + r)ka-l
k=0

k=0
(=Dy'(x)

o k
- Z akx ‘H' = 0
&0 ,

,vgx)

)

Llegados a este punto, siempre continuaremos dando tres pasos: primero introduciremos
dentro de los sumatorios todos los coeficientes que éstos Illeven delante; segundo, buscaremos

igualar en todos Jos sumatorios los exponentes de (x - xo) ; ¥ tercero, igualaremos también los

indices de los sumatorios resultantes.

(I*Q\J" {x)
@ ’ ™ » ™ ©
Z a,(k+r)(k+r—-Dx**1 4 Z a, (k+r)x* — Z a, (k+r)* - Zakx*” =0
k=0 k=0 Py prd

v

»7(x) w/(x) ¥ #x)
Los exponentes de (x -—xo) =x son k+r~1y k+r. Los primeros pasaran a ser como los
segundos sin mas que realizar el siguiente cambio:

v

Doa b+ r)k4r =D = g (ke D+t
k=0

k+r-1-k+r Fa

k—k+1 @ :
B Zak+l(k+r+l)x“'

k=1

oy
> g, (k+r)x =
k=0
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Recordemos que el
objetivo era hallar

los ¢, . Se puede

eslar tentado a
despejar este valor
; directamente de las

ecuaciones de una
forma diferente a la
descrita, pero serla
erréneo. Siempre lo
haramos segln &f
modo en que
hemos desarrollado
el problema.
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Por tanto, la ecnacién diferencial queda:

G Ny'tx)
0 © © w
Z gk +r+Dk+ ")xk" + Zak (k+r)xt — Z a,(k+r +Dx* —Zakx’”" =0
=1 , , k= , ok

w0 0 ¥(x) (%)
Ahora hemos de hacer que en todos los sumatorios, el pardmetro k comience a tomar valores
en el mismo punto. En el primero y en el tercero, empieza con -1; en el segundo y en el cuarto

comienza con 0, luego se tiene:

1 Sumatorio
P

s N

ar(r=0x""+3 a4y (k+r + Dk + )35+ a (k+r)x"" -
\-‘_“"""“"N"""'—J

k=0 k=0

k=-1

37 Sumatorio
r Rl

o
—| agrx"™ + D ay (k4 + Dx*
k=0

NP
- ax* =0
k=0

k=l

Ahora podemos reunir todos los sumatorios en uno finico y nos queda fuera de él otro término,
el que recibe el nombre de polinomio indicial:

-2+ k+r+D)(k+r)y+a.(k+r)—a, (k+r+D)-a)x*" |=0
a,x"'r(r-2) g[(am( rDk+r) 4 a (k+r)—ay, (k+r+1)-a,) s ]

Pofinomio Indicial

Las ralces de este polinomio indicial son » =0 y »=2. El mismo enunciado nos sugiere
considerar [a mayor de las raices y descartar la menor, de modo que de ahora en adelante
haremos 7 =2 . Introduciendo este valor en el término de dentro del sumatorio e igualando a
cero obtenemos:

(ak+,(k+3)(k+2)+ak(k+2)—ak+1(k+3)—ak)=0

En este punto despejaremos siempre el término con mayor subindice (en nuestro caso, Qpoy )
en funcién det resto. Operando, llegamos a

a, =k
T (k+3)

Haciendo el cambio kK +1— k conseguiremos tener la expresién para los a, :

G
(k+2)

a, =

Esta igualdad relaciona cada g, con el anierior, pero queremos una expresién més general en

ia que cada g, esté relacionado con un tnico valor @, . La buscamos dando valores:

k=1=gq =%
3
4
k=2:>a2——ﬁ:— 3 _ %
4 4 43
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Con esta solucién
bastarla para
contestar al primer
apartado, pero la
desarrollarermos
para escribirla de
ofra manera y
relacionarla con ios
siguientes
apartados.

Es conveniente, por
no decir vital,
recordar los
polinomios de
Taylor de las
funciones
elementales.

Ahora el objetivo es
haltar C,{x) v

C,y(x)

No hay que
confundir la ¥ del
exponente de la
solucién particular
conlia ¥ del
polinomio indicial:
no son lo mismo,
han llamado con la
misma letra a
cosas diferentes.
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1
Puesto que a, = —;—, tenemos que g, = —;5 s Oy = 4—;—2 y .+ ¥ €N general:
L
T e+ 2)!

Con ello, la solucidn de la E.D.O. queda como sigue:

S k+ - (““ 1)k k+2 2
y(x)=2akx '=Z x T m—x
E=) :

Haciendo un nuevo cambio de variable, ¥+ 2 — k, o bien observando el anterior desarrollo,
se tiene;

y(x)=

Acudimos al desarrollo de Taylor de e~

-x _1_ _1_ 2_l 3 1 4 =
g’ =1 x+2!x 3!x +Z-!-x +Z

De tal modo que, despejando, tenemos

e""~th(x—l)=--1--x2 el
2" Tyt Tyt T

Por lo que concluimos que

yE)=e+(x-1)

El apartado b nos da dos soluciones particulares de la E.D.O, y,(x) e y,(x), y nos pide Ia
solucion general. Sabemos que ésta tiene la forma y(x) = C,(x)y,(x)+ C,(x)», ().

¥, (x)=e™ es solucién de la E.D.O, luego la satisface:

e —r(x=De™ ¢ = 0= xr’ —r(x~1)-1=0=>

IO TR

e (x-D*J(x~1)? +4x - (x =Dt (x+1) _G-DEE+D
2x 2x 2x

El signo negativo nos conduce a # =-—, con lo que la solucién serfa y,(x)=e, lo cual es
x

falso: sustituyendo en la £.D.O. queda x-04 (x—1)0~e =—¢ # 0. Descartamos esta opcion.

El signo positivo nos llevaa # =1, y la solucién seria y,(x) =e ™. Esta solucién es cierta, se
puede comprobar sin mas que sustituyendo en la E.D.O.
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Procedemos de manera similar para la otra solucién particular: si y,(x) = (x—1)" es solucién

de la £.D.0, cumple lo siguiente:
xn(n—Dx—1)" +a(x-Dx-1)""-x-1)"=0=
= xn(n-D(x -1 +(n-D(x-1)"=0
Tomando #=1 se satisface y por ello concluimos que y,(x)=(x~1) es la otra solucién

particular de la E.D.O. (podemos comprobarlo derivando, igual que para la otra solucién
particular).

Entences tenemos lo siguiente:

Soluciones particulares: y,(x)=¢e™" ¢ y,(x)=(x-1)
Solucién general: y(x) = C,(x)3,(x) +C,(x)y,(x) = C,(x)e™™ + C,(x)(x—1)

Las funciones C,(x) y C,(x) las hallaremos resolviendo el siguiente sistema
Cz’ (*)p(x)+ sz (*)y,(x)=0
G/ )+, (), () =g(x)
Sustituyendo:
C (x)e™ +C/ (x)(x-1)=0
-G/ (e +C) (x)=0
Fécilmente se obtiene C, (x) = Cz' (x}=0,luego C,(x) y C,(x) son constantes:
G=4 ; GCx)=B
Y la solucién general queda;

Y0 =Cx)e + G (x)x-) =

={y(x)=A4de™ + B(x-1)

En resumen:

Apartado a: Solucién y(x)=e™ +(x—1)
Apartado b: Solucion y(x}= Ae™ + B(x—1)

Para que ambas soluciones coincidan, segiin exige el apartado c, las dos constantes han de ser
la unidad:
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No nos exigen
demostrar que

X, =0 es

singular-regular. La
demostracion serfa
imprescindible si
nos pidieran la
solucién en serie
centrada en

X, =0 ynonos
dieran la expresién
de y(x) , puasto

que en ese caso
tendriamos que
decidir qué forma
tiene dicha
solucién,

Es muy habitual
que nos pidan el
radio de
convergencia de la
serie, aungue agui
no lo hacen,

Podrian habernos
pedido que
soluciondsemos ia
E.D.O. sin acudir a
las series v sin
darnes ninguna de
las soluciones
particulares.
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NOTAS

w0
1.- La solucién pedida en el apartado a, y(x)= x’Zakxk , €5 una serie de potencias de x
k=0

(serie centrada en X, = 0). Esta expresién es la correspondiente a una solucién cuyo centro es
un punto singular-regular de la £.D.O. A continuacion demostramos que, efectivamente,
X, = 0 es un punto singular-regular:

- Siempre que tratamos de resolver una £.D.O. por series de potencias comenzamos
por hacer 1 el coeficiente de ¥"(x). Para ello, dividimos entre x :

)+ @ -1V (H) - yx) =0 = y"(x)+x7‘1y'(x)—-§y(x)=o

- Llamamos p(x) y q(x) a las funciones que multiplican a 3'(x) y a y(x)
respectivamente; g(x) serd el término independiente:

=0 @=L ge=0

- Vemos que en x; =0 estas dos funciones no son analiticas (no son ni continuas ni

derivables), por lo que x, =0 es un punto singular de la £.D.0O.

- Calculamos los siguientes limites:

lim(x—x,)p(x) = limx >~ = _1 R
XXy x—=0 X

. . -1
lim(x - x,)*g(x) = lim x* (—) =0eRR
X% x—=0 X
Por ser ambos finitos, el punto singular x, = 0 es también regular.

Al tratarse x, =0 de un punto singular-regular de la E.D.O, la solucién de la misma, escrita
en serie de potencias centrada en dicho punto tiene la forma

y(x) = iak (x—x,)"" = iakx"” = x’iakxk .
k=0 k=0 k=0

2.- El radio de convergencia de la serie es la distancia desde el centro de la serie, x, =0, al

punto singular méds préximo a x; que no sea el mismo x,. En nuestro caso, no hay punto

singular distinto del centro, y por ello esta distancia es infinita: el radio de convergencia es
infinito y la serie converge en todo IR ,

3.- Nos aportaban como dato que y,(x)=e™" es una solucién particular de la £D.0. Lo

podiamos saber de antemano, puesto que la suma de los coeficientes de y(x), ¥'(x) e ¥"(x),
alternando signos positivos y negativos, es nula:

" (x)+(x=Dy'(x)— y(x) =0= +x—(x 1)+ (~1) = 0 = Una solucién particular es ¢~

Gracias a esta solucién, podriamos hallar la otra a través de la formula de Liouville:
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nx) &)
yll(x) yzi(x)

N EY)

-X

ey

W) =W (5(,3,) = = (% @+ 1)

x~1
W(x) = e_.[p(x)dl' _ e‘[—;—d{ _ eIJ!(I}—I _ xe_x
Igualando Wronskianos encontramos una E.D. 0. lincal de primer orden,
(yz’(x) +3, (x))e"‘ =xe"= (yzi(x) +Y, (x))e_x =xe "= y2’ (X)+3,(x)=x,

cuya solucion abordamos a través del método de variacién de las constantes:

- Solucién de la £.D.O. homogénea: y; (x)

yz'(x)+y2(x):0:>§)~3~+y2 0= 4o J‘%: Imdx:>
dx Vs Y,

= Ln{y,(0))=-x+C= p,(x) = ="’ =Ce™ = yi(x)=Ce™*
2 2

- La solucién completa serd entonces y,(x)=C(x)e™™ (haciendo variar la

constante) y cumplird la £.D.O. yz'(x) +3,(x)=0:

(C'(x) -C(x)) ¢ +C(x)e” =x=>C'(x)e™ =x = C'(x) =xe" =

% (0

H=x=>du=dx

Integrando por partes, I udv =uy— Ivdu , con (d *g .
v=e'dx=>v=e¢

), Hegamos a

C(x)=xe" — [e*dy = xe* —e* + C = C(x) = (x~1)e* +C
Por tanto, se tiene como solucién completa a la siguiente familia de curvas:

7 () =Cx)e™ =((x-De* +C)e™ = y,(x) = (x 1) + Ce™

Vemos que cualquiera de las infinitas fonciones de la forma y,(x)=(x-1)+Ce™ son
soluciones de la ED.O. inicial x)"(x)-+(x-1)y'(x)~y(x)=0. Tomando C =0
obtenemos y,(x) = (x —1), que es precisamente la indicada en el enunciado (para 1= Dy
que ha sido hallada anteriormente,
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Septiembre 2006
Ejercicio 3

a) Halle la ecuacién de la familia de curvas tal que la pendiente de la tangente en un
punto cualquiera (x,y) sea la mitad de la pendiente de la recta que une el origen
con ese punto.

b) ¢Tienen las ecuaciones diferenciales cuyas familias de curvas solucién son
(x-—C)z-}-(y——Z)z:I e y=1+(x—C)3 alguna solucién singular comtn? ;Y

alguna solucién singular exclusiva de una de las familias? (dedtzealo dibujando de
forma aproximada las familias de curvas)

by
4

5'{\'\"12[0\(“ 8&?‘:05

A, {\m« Ae sc&(,um%anés: (de fa ZDe i)
(K-C)2+ (‘j"?)?: 4 c"vr'a,;«ngevé’nc-ms 3 {
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Junio 2007 | Sea f,(x) la extensién par [-7, 7], de la funcién

Ejercicio 1
sen(x) ,xe| 0, %} IO <0
S(x)=xu (g(x)) X € [0,71] , donde g(x)= , u(f) = > =0
i3
cos(x), xe[;,n] 1, 0

a) Represente f,(x).

b) Obtenga el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de periodo 27z de Jo(x)

c) Analice la convergencia puntual y uniforme de Ia serie obtenida,

d) A partir de los resultados anteriores, calcule el valor de la suma Z !

k1 (2k 1)

%€ (0 tt) - S(x) csen(x) =0 > U(gMM) = 4 => %X U (3&)) =X- 1 :7}(;:) =X

X‘G(HF,H) > (){x),COS()c)<ow> M(g(x)) =0 => K- u(jh’)ij 0= O *->j£x):o

X=© =y alxd=qlo)=senlo)=0=> V«(jlx)) =ulo)=.d 2 KAL) 0L co: ’(a) =0
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Se considera la EDO de segundo orden

ETS}
Telecomunicacion "+ay +y = bcos(2f 1
Junio 2007 d yry ( ) )
Ejercicic 2
Donde a,b 2 0. Determine para qué valores de los pardmetros a y b se verifica que
a) El conjunto de soluciones de (1) es un espacio vectorial.
b) Toda solucidn no nula de (1) es peri6dica.

¢) Toda solucién y(¢) de (1) verifica }im[ WD =0

Resolviendo la ecuacion para cada uno de los casos.

Se trata de una EDO de segundo orden lineal con_coeficientes constantes. Lo primero que
g‘:{)?m iit?:;ncar vamos a hacer es resolver esta ecuacion estudiando los distintos resultados que aparecen en
la EDO funcién de los parémetros a y b.

Solucién general de la EDO homogénea

V+ay+y=0
Tomamos la ecuacién caracteristica:
Faar+l=0

Y la resolvemos:

~g*tNa*-41.1 -—-at~a*-4 a 1JT_ 2 2
= = =——t—vVa -4 =
2:1 2 2 2 a 1 13
1, =————vag -4
2 2

Por tanto la solucion serd distinta dependiendo del valor de a (segiin sea mayor, igual o menor
que 2):
a=2 = n=-1,r=-1 raizreal doble

* como el radicando
es negativo hace-
mos los siguiente:

va' -4 = a +4-a*, a 4-a

S = a<2 = 5= -3 + i, rn=—-—- i raices complejas conjugadas

2 2
J-1a-a =
iJd-a®

: a | a 1 . )
Eneltercercaso | oy oy g = Sy aP 4,1 = 573 a’ —4 raices reales simples

Asi pues la solucion de la EDO homogeénea, segtin los casos, es:

a=2 = y,()=(4+ B)e”’
IR v N Y
a>2 = yH(f)er[2 23 g3

4_ 2 _ .2
20 t + Bsen A-a

0<a<2 = y,()=e""? (Acos
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Solucién particular de la EDO completa

Utilizamos el método de los coeficientes indeterminados, para ello nos fijamos en ¢l término
independiente y probamos con una solucién de la EDO completa de la forma:

¥,(f) = ¢, cos(2f) + c,sen(2f)

cuyas derivadas son:

¥, () = —2¢sen(2f) + 2¢,co8(21)
Yo (6) = —4ecos(2t) — de,sen(2r)

Asf que sustituimos y,, ), e ¥, en la EDO del enunciado para calcular ¢; y ¢

y,+ay,+y, = bcos(2)

~4¢c08(2f) — de,sen(2f) + a(-2¢sen(2r) + 2c,c08(21)) + ¢ cos(2) + ¢,3en(2f) = bcos(24)

s

¥ Y Ve
- —Ac,cos(2f) — deysen(2f) ~2acsen(2t) + 2ac,cos(2t) + ¢, cos(2) + ¢,5en(2f) = beos(2r)
-3¢, +2ac, = b
(=3¢, +2ac,)eos(2t) + (-3¢, —2ac,)sen(2t) = beos(2f) + 0-sen(2f) =
-3¢, —2ac, =0

Por tanto nos queda el siguiente sistema:

y resolviéndolo obtenemos: ¢, =

-3¢, +2ac, = b -3b 2ab
2ac, + 3¢, =0 9+4a® 2 9+ 4d

Por lo que la solucion particular que obtenemos es:

2ab

sen(2f)

() = —_—?)é—z—cos(Zf) + 5

9+4dq +4a’
{ | Fijate que la solu-
' cién particular es .

vélida valgan lo que | Solucién general de la EDO completa

valganay b

Para obtener la solucién general de la EDO completo hay que sumar:  y(f} = y, (1) + ¥, ()
Nos quedan por tanto, tres casos:

a=2 = y)=(At+ B)e" + cos(2t} + Lbzsen(%)
9 9+4a

+4a’
L a’—4)r 2 L) _3b 2ab
a>2 = yH= Ae{ 22 + Be( 22 ) torad cos(2r) + 9sas sen(2f)
0<a<2= y()=e""?| Acos d-a Bsen Y44 r 30 —cos(20) + Lbzsen(%)
2 2 9+ 4qa S+4a
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Recuerda que una
exponencial nunca
es una funcién
periodica

Recuerda que los
senos y los cose-
nos oscilan hasta
el infinito y por tan-
to no "tienden” a
nada

Recuerda que ¢~
tiende a cero
cuando x tiende a
infinito

Este gjercicio tiene
cierto parecido con
el de Septiembre
20061 ejercicio 2

www.simplyjarod.com

Con las soluciones de la EDO ya calculadas es inmediato resolver los apartados que nos piden:

a) Para este apartado no ni siquiera necesario resolver la ecuacién. Debemos saber por teoria
que las soluciones de una EDO lineal homogénea con coeficientes constantes forman un
espacio vectorial (si no es homogénea la funcién nula no es solucion de la ecuacién y por eso
no es espacio vectorial).

Para que la EDO del enunciado (1) sea homogénea basta con exigir que b = (.

b) Para que la solucién sea periédica no puede tener exponenciales. En los casoa=2y a> 2
es imposible anular la exponencial. Sin embargo en el tercer caso si es posible para a = 0. Una
vez anulada la exponencial lo tinico que guedan son funciones sinusoidales que si son
periodicas. Asi pues:

Las soluciones no nulas de (1) son periddicas siy sélosi a=0

¢) Para que la solucion tienda a cero cuanto 7 —> o lo que no puede tener la solucién son
funciones sinusoidales, para ello hacemos b = 0 y nos “cargamos” el seno y el coseno. En
cuanto al pardmetro a observamos que éste puede tomar cualquier valor salvo @ = 0 ya que con
este valor la exponencial desaparece (como hemos dicho en el apartado b), y entonces la
solucion ya no tenderfa a cero, Una vez que hemos eliminado las funciones sinusoidales de la
solucién solo quedan exponenciales con exponente negativo en los tres casos (se puede
comprobar ficilmente) que tienden a cero. Asf pues,

Las soluciones y( f) de (1) cumplen ;iml y(O|=0siysolosi b=0y a>0

Nota Final

Fijate que la clave del ejercicio es “olvidarse” de lo que te estin pidiendo y empezar
resolviendo la EDO que es lo que mejor sabemos hacer. La resolucién es un poco liosa porque
todo queda en funcién de a 'y b, pero por lo demaés es bastante mecénico.

Una vez que tenemos resuelta Ia EDO hay que pensar un poco, En los tres casos que nos han
salido, la solucion estd compuesta por una exponencial (con exponente negativo) y algunas
funciones sinusoidales. Tenemos que:

- Las exponenciales con (cualquier) exponente negativo tienden a cero.

- Las sinusoides son funciones peri6dicas.

Por tanto la idea estd en encontrar los valores de a y b que anulan las exponenciales (para que

quede una funcién periddica en el apartado b) o que anulan las sinusoides (para que quede una
exponencial con exponente negativo que tiende a cero en el apartado ¢).

www.monteroespinosa.es
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Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

@ _

7

%:[I—a(l—%))x, +—?—x2 +(1—a)sen(r®)

Junio 2007
Ejercicio 3

a(a—1)x" +(a+1)x,

donde £ >0 y el pardmetro a € {-2,~—I,0,1} .

a) Comente para qué valores de ¢ el conjunto de soluciones del correspondiente
sistema tiene estructura de espacio vectorial.

b) Para cada uno de los cuatro valores posibles de «, indiquese si se ha visto en la
asignatura un procedimiento general sistematico de resolucién del sistema
correspondiente. En los casos en los que se conozea, apliquese dicho procedimiento,
dejando simplemente indicadas las operaciones finales resultantes.
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Sea la funcién
) 1+ %? , SI —22: x50
Septiembre 2007 f(x) - 4x T
Ejerciclo 1 I+— , si0<x<—
r 2

a} (Espar?yEs impar? Justifique Ia respuesta,
b) Dibuje su grafica.

¢) Halle su desarrollo S, (x) en serie trigonométrica de Fourier de periodo 7.

T
d) Estudie la convergencia puntual y uniforme de S,.(x) en —% <x= 7

¢) Calcule el valor de la suma S, = Z——I———2
k=1 (Zk - 1)

f) Enuncie el teorema de Parseval y particularicelo para l1a serie de Fourier S, (x) de

J(x). Como aplicacién, calcule el valor de la suma S, = Z""“""L”"X .
k=1 (2k - 1)
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] Halle la solucion general de la ecuacién diferencial
Septiembre 2007
Ejercicio 2

2.1t

X’y +xy'+(x2—%Jy=0 , x>0, []
suponiendo que un sistema fundamental de soluciones de [1] es de la forma

sen(x)

{y] (x)= Tau(x)yi (x)}

INDICACION: Con las hipétesis deseritas, calcule u(x).

x?ji'ixkj"* (K?”“’%()J*O X FO

Se -lr-rmjra che wna  EHe l‘inm,p Ao 2° orolen de c‘oef.
ne COﬂS’LQnLes j )fwmoﬁzﬂ‘nea, ?or [0 Gpr‘é’ émPe-zamo;

hae ve ndo qve sea. 1 L coe ;“c?enle Ae en r\/\m:,giro
{,rola\remm se cons“\::)wo, Adivi \e-,qofo lar EDO ,}m(" X?.

J”* %ﬁ +(1 - %L) 9 =0 PN)Z% ; 9 =0
Za solacion o la Epe ho mo’jcglfrﬁa

Y r < Yl (L= g )y =0
Sefh yix) = Cy Uic") * €2 Yy (9, siendo GalR € o txs soluctones
?arh mﬂareg Winealmenle tnoLz,F-e ack ven les di {a EDO rhcnmgé“wa_
De ahora en adtlanbte raesiro @L:»J(‘l‘[(\vi) sera obz.Lgrmlmr
Ewdencs <O ¥l 4 (XY, 3g£x).

Em?\eamos & dote Al enunciedo. al ser

{900, Y tot =4 SEI_FV__(_?, D 6yt N sisbema Smd’awm{a{
X

de goluctones oo (o EDo, resulia qve dos soluctones

Fc\‘ri\ a\ﬂares A {a MUS May son (ji(x);ifﬂ_é’_‘_’

e ‘(K):U(x {
de &?mo\ e lex SOLLLC‘\\OPM e (0\ EDO l»w\rg :j& 746

4= 9"\?‘(” [c; + G Lo |
K

%@_S‘\‘s‘o o\g\‘)e f\f\Q/o a\flc fo. es Co\g(‘/LKQQ.Y‘ UCX)
Férmumla de  /ieuville:
Wos Ce Joode oo -dede o ke

,Q -
- Ce n 1%} K C

e —:,) W(x) =3 ‘-—)2—-

I
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J ; ()
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) € [)
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4y 3
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podemos hacer C=4, k=0 para oblenes 32.'\)6\@3@ gre
la &xt)(gs;cg,q A Yo s e soliacidn cle o EDo Llomavjﬁﬂéb’\
q e co‘lmc‘\olo\ con la GL\{’Y\,‘CJ\C&_ an Ves,




www.simplyjarod.com

Sea la ecuacion diferencial

Septiembre 2007
Ejerciclo 3 ax®y"+by' +y=0 , x>0

con a,b € R no simultdncamente nulas.

a) Para qué valores de g y b el conjunto de soluciones de la ecuacién diferencial
tiene estructura de espacio vectorial?

b) Resuelva la ecuacién para el caso a=0, b=0, y dibuje las soluciones
correspondientes para b =1. jExiste en este caso alguna solucion singular?

¢) Resuelva la ecuacion parael caso b=0, g+ 0.

@y f ( cvm‘\/\,ﬂ'ie e S@LLL.&-‘&‘@ nes de wna EDO drene
PS\‘T&A‘Q‘_; o de pg,;f)m.cfi*c) veete ot af < Y so'lo Sn
- Za coma R Ao solucton es 5‘%3”’{" 23 endo go(ﬁu‘ioﬁh
(o cuned se C;Vtm?lﬂéi &> EDO (--?:.K‘ ({neal)
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Febrero 2008 | Sean las siguientes funciones, definidas en [—7:,7:] :
Ejerciclo 1

LO=r 5 f,(O=t ; filh=ar +bi+c

a) Desarrolle f(f) en serie trigonoméirica de Fourier e indique en qué intervalo la
serie converge uniformemente a f; ().

b) Desarrolle f,(f) en serie trigonométrica de Fourier e indique en qué intervalo la
serie converge uniformemente a f, (r).

) Obtenga la serie trigonoméfrica de Fourier asociada a f,(f). ¢Para qué valores de

a,b,c la serie converge uniformemente a f£,(r) en [-—ﬂ,ﬂ'] ?

1) = 12 + ¢ [t 0l = T= 21
oy j; (4 = 1%,

s THnE 2 o b
L G i £ :5-(\ T —— W/} 1 } ﬁ;;,,i -‘*’i-“""?( e
rT} 5 %l. ; T 3 6 &‘} (-,{} 1 g‘ ; h e ; Pyt P i j
. e _
G ™ "j; j : %xf‘é) o ('L““,;g' }A% = Qn = *ff t* cos(n‘l’)olt =
A ' v ey
# PAR  PAD
An = --AL—ZS 4 cos (nt) OH;
.H- -]

—

- (rd) ‘GS‘(JﬂCh‘L)ol‘l:
Ty = So oS (,&)aH: _74 ’

w=1t? o dun = 24 .
[&l\f: COS(V\HCH‘_—JP U= E‘,mrf_h“

1, = ) sen (n)dt
- o
IZ ‘ﬂ' v i Y 1.
_ + tos At
e j L sen (nOYAE = ”(".‘—999_‘3‘:-50 n
= & — AU\ = Gul" ]
B ~ cos(nt)
[A\rcsm(nﬂd’c — V= -9»95,;“‘-0[{7
. Cath _ =t (- 8 6
jjz t Qii%;:—‘—t\ " = -t costnll C"EL L e e w
ot O™ e gy 2t Lt
li’:ﬂ}’jlzdlﬂ—hz »-“;_;';_(i = Tht
. 2T, = M-t
on = ﬁ * nt _DPAR
mm_{ _ 4% _{’?S\en(,,ﬁ)gt{ t"f? O0=0
b = f: S D 5@:’\[\ } jﬁl—«d

PAR, IM‘Y’HR
b =0
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Sea h:[-7,z) >R la funcién h(x)=e™, acR-{0}, y sea f:R>R Ia
Junio 08
Ejercicio 1 | extensién periddica de periodo 27 de h.
a) Obtenga el desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de f y analice su
convergencia,
b) Utilizando el apartado anterior y sin hacer un nuevo desarrollo en serie de
Fourier, deduzca razonadamente la igualdad
cosh{z* )= —+2 senh( 7’
()= 25 ()
¢} Sin calcular integrales, deduzca de forma razonada el desarrollo en serie
trigonométrica de Fourier de la extension periddica de periodo 27 de la
funcion g:[~7,7) > R definida por g(x)=senh(fx), feR —{0}.
d) Estudie si la siguiente afirmacién es correcta:
Sea f J[O,TC] — R una funcién continua y derivable a trozos. Si
7
j I (x) sen (m)dx =0 VneN entonces f es la funcién nula.
0
SW#\ {x) Qa ex i@ns,?cfn ?9f \c»cii Con ci( h 0{»’{ @ra (}olcf T = —7#

s {en u.m:\') LU\(}\ OLQ/Q \H“{(W\(O (i” (,L,g(ri((\@ﬂ CKL I/Ll)

(ot ,
e laremes el DSF de g(ﬁ) 4 en Linlbervalo [t ) sera
el DSEF o .
DESARRodlo & KOSERIE TRIConO METRT o DE TOURNIER:
2By 2 ot {H)(
i 005 “} v £ b senS2M = 2H
f {Yl} - 2 ( { ! + ?{---g ( E ,-j —T
y “f"“ Z2H nny g
Z g AT
iy = ”3 %Eu‘ﬁi‘ “‘5( 1 }(’SY
2 N
Qp = %S edxcos(nx dx = 3+
~it
-t nx\lﬁ SS‘en(nK\ de 0\)( -I,t’ ""Jéxxsm(nx)()sx
Ty :3 ed cos () dX = o .
’ wW=2a xm——w—b dbk x )
Ay = S NXAX —p V= Eﬁ_f_l&'i‘._’i)
cos{nx) ¢ Ay
IZ = j & Sc’ﬂ(nx)o\x & _—3—(1‘-53 S:rf
& wm ™ dane e"{xo\?‘
[d\r = Sen[nx)o\x —b = -cos(nx)
T, "5__‘_[ My ey J 1, :2(-1) Eeom FH - =Ly
. = :

I

1 ol 4 R
_2(‘1)"\. S@ﬂl\ (“‘}}-) -\--)-;1—2121 = _.2;_.(_:,__,::)“_: genk (d‘H’) + 1 h -Ii— H‘IZ
TN
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a) Construya un método numérico unipaso para la resolucién del problema de valor

inicial y"= f(x,y), y(x,) =y, que, para avanzar la solucién desde x, hasta

Junic 2008 , o . .
Ejercicio 2 X,,; = X, +h tome como pendiente de la funci6n a media de las pendientes en X,

h o h oo
X; +5 y en X, +#,y que, para la estimacion de y| x, +5 e y(x, + h) utilice
el método de Euler basico con longitud de paso g, en el primer caso a partir de

y(x,.) y en ¢l segundo a partir de la estimacién de y[xj + gj recién obtenida.

b) Escribe el algoritmo resultante en forma de método de Runge-Kutta
Y =Yitak+.+ak,

donde 7 es el niimero de etapas. jCudl es el nimero de etapas del método?

c) Sea la ecuacion diferencial y"+ p, (x) y'- Sen(x) ¥=0, 0<x<x. Sabiendo que
x

son dos soluciones linealmente independientes
sen(x)

)= © 2=

de la misma, calcule el coeficiente p, (x) .

‘:}"(x)b ?(y,jm) Mfrﬁoo{o MM eri co uni paso:
S

’ _ * medkt g
3(3(5,) = ‘jcy (L){;+i ~ j( + l’\ [?e}:ﬁh‘egtﬁs' c[fe} ]
“la g0 leae dgn V&
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Jiet Je [3[ L 5 Q*TWJ f LTJ.(_
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Ejercicio 3 dx‘
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Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

?_—lax,
dr, | (1 -1/x,
dr

a) Estudie su estabilidad segtin los posibles valores de ae R .

b) Para a=0, jexiste alguna solucién del sistema tal que Hx1 (1‘),){2 (1‘)” —» 0

cuando / —> o ? Calcule la solucién para (x] (0),x,_ (O)) = (1,0).

c) Para g=4, jexiste alguna solucién del sistema tal que ”xl (t),x2 (f)” —> 0

cuando f—>c? ;Existe alguna solucién del sistema tal que

(x1 (0).x, (0)) #(0,0) y (xl (1), x, (1‘)) —>(0,0) cuando 1 —> o0 ?

d) Para a=-1, utilizando la funcién de Lyapunov V(xf,xz) =X +x2,
demuestre que todo conjunto de la forma Q = {(x,,xz)e R*:x? +x2 <r2}

es invariante,

A
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0‘!.:“_ DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
“““",.-_»} A LAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION

e®® Universidad Politécnica de Madrid
Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Telecomusnicacion Tel:  +34 913.367.288
Avda. Complutense 30 (Ciudad Universitaria), 28040 MADRID Fax:  +34913.367.289
http://wwiv.mat.upm.es Corres-E:  info@mat.upm,es

FUNDAMENTOS MATEMATICOS IV
Examen extraordinario de 17 de septiembre de 2008

INSTRUCCIONES: Escriba nombre y apellidos en todas las hojas que entregue.  Tiempo:
Comience cada gjercicio en hoja aparte. 2 horas 30 minutos.
Coloque el DNI en lugar visible,

1.
a) Desarrolle en serie de Fourier de cosenos la funcién f(x) = senx, Vx € (0, 7).

b) Teniendo en cuenta el resultado del apartado anterior, calcule la suma de la serie
2 I
g(l—@n)z)2 '

Total 2,5 puntos: a) 1,5 puntos; b) 1,0 puntos.

2.
a) Construya un método numérico unipaso para la resolucién del problema de valor inicial
¥'=f(%,3), y(x,)=y,, que, para avanzar la solucién desde x; hasta X,,, =X, +h, tome como

pendiente de la funcién la media de las pendientes en x;, x,+(h/2) y x,+h, y que, para la
estimacion de y(x,+(h/2)) e y(x, +h), utilice el método de Euler bésico con longitud de paso
hi2, en el primer caso a partir de y(x;) y, en el segundo, a partir de la estimacién de y(x, + (h/2))

recién obtenida,
b) Escriba el algoritmo resultante en forma de método de Runge-Kuita
YVin =Y tak rayk, + . tak,,
- donde r es el nimero de etapas. ;Cudl es el nlimero de etapas del método?
¢) Construya ahora un método que, para calcular el incremento de la funcién incégnita al avanzar
la solucién desde x; hasta x,,, = x, + /1, tome para la pendiente la media de las estimaciones de
los métodos de Euler mejorado y Euler modificado (NOTA: Euler mejorado toma la media de

las pendientes de la funcion en los extremos, x; y X, +h, mientras que Euler modificado toma la
pendiente del punto medio x, +(h/2)).
d) Esctiba este nuevo algoritmo en forma de método de Runge-Kutta
Vin =Y, +ak +ak, +..+ak,,
donde r es el nliimero de etapas. ;Cuél es el nimero de etapas del método?
e¢) Compare los métodos obtenidos en b y d. ;Son iguales?; Alguno de ellos da un peso mayor a la
estimacion del valor de la funcion en alguno de los puntos x;, x, +(h/2), x,+h?

Total 2,5 puntos: a) 0,7 puntos; b) 0,3 puntos; ¢) 0,7 puntos; d) 6,3 puntos; 3) 0,5 puntos.

Sigue al reverso
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