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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION 1
Examen de Febrero (3 de febrero de 2000)

Problema 1.
Dada la funcion de variable compleja;

f(z) =r(x) D(y)+jv(x,y)
determinar la forma de las funciones r y @, para que f{z) sea holomorfa (suponiendo que
v(x,y) es armonica) y determinar en este caso f{z),

Nota: si se precisa pueden utilizarse transformadas de Laplace.

(Mdximo 2 hﬂ}ﬂij (3 puntos)

Problema 2.
a) Demostrar que: sen z' = sh’y +sen’ x
b) Hallar el valor maximo del modulo de la funcion:
f{z)=senz cuando ze [D,Erc] x [{],Ei't]
e indicar el punto donde se alcanza dicho valor maximo.

(Mdximo 1 heja) g0

Problema 3.
Dada la funcion:
1 z i1
sen +C0s" —
2E—6 -2 z
a) Determinar las singularidades de F(z), en el plano complejo finito, indicando su
naturaleza.
b) Considerando el plano complejo ampliado, especificar la naturaleza del punto z =«
para la funcion F(z),
¢) Calcular el valor de la integral de F(z) a lo largo de la curva |z =4, Idem sobre la

F(z) =

curva |z| = ;
( Maxime 2 hﬁj“-SJ (3 puntos)

Problema 4.
Utilizando transformadas de Laplace y, en concreto, mediante el uso de la integral de
inversion, resolver la siguiente ecuacion diferencial:

yvi(t)+ 4y () +4y(t)=c , CeR
y(0)=y(0)=0

(2 puntos)
( Maxtmo { hafﬂ.)
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Problema propuesto para el examen de MMTI, febrero 2000

o Utilizando transformadas de Laplace y, en concreto, mediante el uso de
la integral de inversion, resolver la siguiente ecuacion diferencial:

Y +4y®) +dy(=c  ; ceR >

y(0)=y'(0)=0
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION |

Examen de Febrero (7 de Febrero de 2001)
lempa 2 horas 30 minutos.

Ejercicio |” a) Hallar una funcién holomorfa (iz) tal que cumpla las siguientes condiciones:

Re[f'(2)] = 3(x*=)7)-dy. f(1+j)=0
3 puntos (1 hoja)
b) Hallar [if{ Mz, donde fiz)=z lz =0 L2 < 3%
: z Mz, > Hz)=z'. |20, ——<argz<—
| | 2 T g
y el camino de integracion sea el contorno y = :|Z| =1, Im{z)=0}

| punto (1hoja)
Ejercicio 2% a) Dar un desarrollo en serie de potencias, conveniente, que caracterice el punto del
e e o . ; . _
infinito  z=>  para la funcion fiz) = 2° sh—_ A la vista del desarrollo en serie obtenido,

indicar su naturaleza (1ener en cuenta la transformacion fjue se realiza para dicha clasificacion).

b} Idem el punto z =0 {indicar la naturaleza de 7 = i,

¢) Caleular el residuo de f{z) en z= oo utilizando la serie encontrada en el apartado a).

o ] ;
d) Hallar i:’ sh—dz. siendo y=|z =2
3 puntos {1 hoja )
Ejercicio 3% Calcular. utilizando la Trans, de Laplace el valor de fit) que satisface la ecuacion
dlferencml

M) + afey = — 4o

Sienda H0)=4
3 puntos (2 hojas)
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METODOS MATEMATICOS A TELECOMUNICACION I
Examen Final 7 de Septiembre de 2001

Tiempo 2 horas

Ejercicio 1°

Sea Im[f'(z)]=2xy—y+1 y Re [F'(n]= %r . Determinar la funcién ffz),

sabiendo que es holomorfa en todo el plano complejo.
3 puntos (1 hoja).

Ejercicio 2°

a) Calcular 7, = i Z dz siendo C el contorno de la fig. ///’/-:\\\\
z
> »

=
-2 ~4 172 X
b) Calcular [, = i fEdz e I,= i E?I-dz siendo 7 un n° entero y positivo y
z

zn+l

C el contorno definido por |z =1.
a) 2 puntos (1 hoja).
b) 2 puntos (1 hoja).
Ejercicio3”
Sabiendo que, si F(s) =L [f(1)], se verifica que [’ 4[}7 ()=~ f(1).

Calcular[-f [ln{l+si2)} -

3 puntos (1 hoja).
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Recordando que, si F(s) = L[f{t)], se verifica que £'[F’(s)]= —t-f(t) ; calcular

.f
|
'r
|

J:“[ln(1+i1]]
5

Solucion:
Haciendo F(s) = In{l+i] =In L+ = F'(s)= .
s s’ s(s” +1)

Por otra parte:

=y A Bs+C

e e A=-2, B=2, C=0 =
s(s+1) s (s +1)
- 2
L"[F'[s)]=L'1[—2+ p S = -2.{:‘[1- f ]= —2(1-cost)
8 5 +1 s s +1
y, como L'[F’(s)] =—t-f(t), resulta que:
; -2(1—cost) =—t-f(t) = f(t}zw
l luego,
2(1—cost)

£ n(1 +lj)] =
) t
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION 1
Examen de Febrero (8 de Febrero de 2002)

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Ejercicio 1. Sea la funcidn

f{}—Ln( ) 0%z —1,

donde Lnz = Ln|z| + jArgz, con —m < Argz < .

1+2

a) Estudiar la region en la que f es holomorfa.
b) Sea ¥(t) = —1+rell, r > 1, t € [~m,x]. Calcular [ f(z)dz.
a) 1,5 ptos. b) 2 ]]t-LI'tS+ (Méximo 1 hoja)
Ejercicio 2.

a) Sea a un nimero complejo cualquiera (a € C) y sea C' la circunferencia unidad z = e/ (—w <8 < 7).
Demostrar que:

eile-32) = Z 1) 2", 0<|z| < o
siendo i i
Jula)l = ;f cos{nf — osen f)de, n=10=x1,+£2, ..
i
b) Sabiendo que [ cos(# + jsen@)df = —32j, calcular:

i) H,F'ﬂ[&ﬁ{z z—[}] i) Reﬁ[ﬁﬂ“_ﬂ,z=m].

¢) La funcién f(z) = E%(*_H, con a # ), jpuede estar acotada en un entorno perforado de z = 07 Razona
la respuesta.

a) 1 pto. b) 1 pto. ¢) 1,5 ptos. (Maximo 1 hoja)

Ejercicio 3.
a) Sabiendo que T'(p) = [i~ «® 'e %dz, p >0, caleular L[t%], a > —1.

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, sabiendo que la funcién de error se define de la forma:

erf(t) := v% futc'“ndu,

. . . 1 1 1 1
v utilizando la identidad - s v—,s- (l + q_—I) , calcular

o)

a) 1,5 ptos. b) 1,5 ptos. (Méaximo 1 hoja)

Nota. T'(3) = /7.
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Problema 4. Sea la funcion

donde Lnz = Lnjz| + jArgz, con —7 < Argz <
a) Estudiar I region en la gue [ es holomorba, {.'15 'tha.s)

b) Sea y(t) = —1+ve?, r> 1, t € [—x,n]. Caleular [ f(z)d=. (2 Pl**"ﬁ)
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Ejercicio 2. MT{~ fe5'02-3/

a} Sea a un mimero complejo cualquiera {a € C) y sea ' la circunferencia unidad z — ¢ (—m<&<m)
Demaostrar que:

pilem l Jula) 2", 0< 2| < oo

n=—ag

siendo

l m
Tald) = = A cos(nd — asen #)df, n=0,+1,42, ..

(dichos coeficientes son las denominadas funciones de Bessel de 1* especie y orden n),

b) Sabiendo que Iy cos(8 + jsen f)df = —g J, calcular:
i) Res lcﬁ{ z—ﬂJ ii) Res EJg'{:_:i},.Z:DGJ.

1 ;
flz)l = et J' con a # 0, jpuede estar acotada en un entorno perforado de z = (07

Razona la respuesta,

y A %“m‘: fﬁ): {Edﬁt?#é) v wwoltia w C-%0f. “"{“j'*’
dﬂ.ﬁdﬂilé Ltk ﬂ&:wﬂ% eu sewe e ﬁ/m.-w{' e 0 Lf2lc 0

¢) La funcién f

a) 1 pto. b) 1 pto. ¢) 1,5 ptos. (Mdximo 1 hoja)
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION 1
Examen de Septiembre (2 de Septiembre de 2002)

Tiempo: 2 horas 45 minutos

Ejercicio 1.

T

a) Indicar si u(x,y) es arménica en algin abierto conexo del plano complejo.
b) Encontrar f(z) holomorfa tal que Re[f(2)] = u(x,y) y f(0) = j.
a) 1,5 ptos. b) 2 ptos. (Maximo 2 hojas)

Ejercicio 2.
a) Calcular, descomponiendo en fracciones simples y aplicando exclusivamente la formula de la integral de

Cauchy, la integral
3z
= /{; m (iZ,

=1

. . s 2 *
siendo € la elipse de ecuacion ’:—6 + 4

. . . ed* .
b} Por integracién de la funcién f(z) = ——, a > 0, sobre un contorno apropiado, calcular
. z —ja' '

* qrosy + rsen s
ac + z*
-]

a) 1,5 ptos. b) 2 ptos. (Maximo 2 hojas)

Ejercicio 3.

a) Enumera (explicando su significado) un conjunto de condiciones que garanticen que una funcién f(t) :
[0,00) = IR admita transformada de Laplace, analitica en cierto semiplano Res > o, especificando si se
trata de condiciones necesarias, suficientes o necesarias y suficientes,

b) Aplicando la transformada de Laplace, y haciendo uso exclusivamente de la tabla de transformadas y las
propiedades de la misma, resolver el PVI:

2
4H + 29 + 5y = g(t)

¥(0) =0

y'(0)=0
siendo: =T-ud) e sa@=4 97 0ESE Gop
siendo: g(t) = ug(t) con Ua(l) =19 | g 5 a>0).

¢) Analiza el comportamiento de la solucion hallada en el apartado b) para ¢ — co.

a) 0,5 ptos. b) 2 ptos. ¢) 0,6 ptos. (Maximo 1 hoja)
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Ejercicio 3.

a) Enumera (y explica su significado) un conjunto de condiciones que garanticen que
una funcién f(t) : [0,00) =+ IR admita transformada de Laplace, analitica en cierto
semiplano Res > o, especificando si se trata de condiciones necesarias, suficientes o
necesarias y sulicientes.

b) Aplicando la transformada de Laplace, y haciendo uso exclusivamente de la tabla de
transformadas y las propiedades de la misma, resolver el PVIL:

{ —'¥+3d + 5y = g(t)

y(0) =0
y'(0) =0
0 sit<a
i : )= 4 Ul - all) = : P -
siendo: g(t) =1 — uz(t) con ua(t) { | sit>a (a = 0)

¢) Analiza el comportamiento de la solucion hallada en el apartado b) para t — oo.

a) 0,5 ptos. b) 2 ptos. ¢) 0,5 ptos. (Mdximo 1 hoja)
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

ETSTT A LAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION

UuPM Universidad Politécnica de Madrid
Escuela Técenica Superior de Ingenieros de Telecomunicacion Tel: +34 013.367.288
Ciudad Universitaria s/n. 28040 MADRID Fax: +34 913.367.289
http://www.mat.upm.es Correo-E: info@mat.upm.es

METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I

Examen (convocatoria ordinaria, 27 de Enero de 2003)

Tiempo: 2 horas 45 minutos
Problema 1.

a) Dada la funcion f(z) = u(z,y) + je(z,y) holomorfa en un abierto conexo D tal que f'(z) # 0,
Yz € D, demuestre que las familias de curvas de nivel u(z, y) = Oy y v(z,y) = (s, siendo C, T
constantes reales arbitrarias, se cortan perpendicularmente en D. (Recuérdese que, en este caso,
es suficiente con probar que los gradientes de u y » son perpendiculares).

b) Indique, razonadamente, las hipotesis que deberia cumpliv g(z,y) para que pueda aplicarse el
resultado del apartado anterior al cédleulo de las trayectorias ortogonales a la familia g(z,y) = C,
siendo € una constante real arbitraria.

¢) Teniendo en cuenta los apartados anteriores, obtenga las trayectorias ortogonales a la familia de
curvas planas
ay(z? —y%) = C, € constante real arbitraria.

Indique un punto del plano donde no se pueda asegurar la ortogonalidad de las eurvas que pasan
por ¢l

a) 1 pto. b) 1 pto ¢) 1,5 ptos. (Maximo 1 hoja)

Problema 2.

Se:
ea |

= TFED

f(z)

a) Obtenga el desarrollo de Laurent de f centrado en zo = 0 y convergente en {z €C / |z] > 1}.

b) Calcule las integrales

he=s— [ A1), h=o— [y 2 f(2)dz,
¥

= 2?‘_}
siendo ¥(t) = 2¢', t € [0,27].

a) 2 ptos. b) 1,5 ptos. (Méaximo 1 hoja)

Problema 3.
Derivando respecto al parametro la funcion

O
T(p+1) =f w’e  dz, p+1>0,
1]

encuentre la expresiéon de

L(Lnt)

en funcion de TV(1), donde £ denota Transformada de Laplace.

1,5 ptos. (Maximo 1 hoja)
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ATENCION

Si se responde a este problema adicional (que, en tal caso, debera entregarse en esta
misma hoja) se entendera que se renuncia a la nota obtenida en el examen-test y se to-
mara la nota obtenida en este problema. Los alumnos que prefieran conservar la nota del
examen-test, no deberdan entregar este problema.

Problema adicional

Considerando que si dos funciones continuas f(t), g(t) : [0,00) — IR tienen una misma Transformada
de Laplace H(s) en Res > o, entonces se verifica que f(t) = g(t),¥l > 0, exprese en términos de
funciones elementales la funcién dada por

9 costr
t) = —dz t = 0.
= [ e b2

1,5 ptos. (Méaximo: esta hoja)
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Si se responde a este problema adicional (que, en tal caso, debera entregarse en esta
misma hoja) se entenderia que se renuncia a la nota obtenida en el examen-test y se to-
mar4 la nota obtenida en este problema. Los alumnos que prefieran conservar la nota del
examen-test, no deberdn entregar este problema.

Problema adicional

Considerando que si dos funciones continuas f(t),g(t) : [0,00) — IR tienen una misma Transformada
de Laplace H(s) en Res > o, entonces se verifica que f(t) = g(f),Vt = 0, exprese en términos de
funciones elementales la funcién dada por

o costx
= —dr t>=>0.
1= [ dn 2

1,5 ptos. (Méaximo: esta hoja)
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen (convocatoria extraordinaria, 6 de Septiembre de 2003)

Tiempo: 2 horas 45 minutos

Instruceiones:
« Clada ejercicio se realizard en hojas diferentes.
» No estd permitido salir del awda durante la realizacion del examen.
= Serd obligatoria la presentacion del DNI al entregar el cramen.
= Se atenderdn silo aquellas pregunias que estén relacionadas eon imprecisiones o ambigiiedades en el enunciado

de las problemas.
s No se corregird ningin examen de alumnos que no estén ubicados en el awle que les corresponde segin la

distribucidn publicada.

Problema 1.
a) Sabiendo que cierta distribucién de temperatura puede modelarse mediante una funcion armonica T :R*-

{1(0,0)} —+ R, y cumpliéndose que:
1) la temperatura en cada punto varia de forma inversamente proporcional a la distancia del punto al origen, y

9) la temperatura en las circunferencias centradas en el origen y de radios vy = 1y vy = 2 es de 07 Cyde70?
O, respectivamente;

hallar la expresion de T
b) Hallar la familia de funciones holomorfas cuya parte imaginaria sea la funcion T
a) 2 ptos. b) 1 pto. (Méximo 1 hoja)
Problema 2.
a) Indicar razonadamente si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa, para cada uno de los casos al) - ad):

Sea [ continua en un compacto conexo ne vacio K, y holomorfa y no constante en el interior de K. Entonces, ol
minimo absoluto de

al)
a2) |f(=)I*
ad) —|f(z)I"

se alcanza en la frontera OK.

15|

b) Sea zp € C, con |zo] < 1, ¥ =1+ nelt t € [0, 2rx]. Caleular

1 = 2nz)
I= 57 ﬂz;[r P ,,.-,;'lf.b_

a) 1,6 ptos. b) 1,6 ptos. (Méaximo 2 hojas
J

Problema 3.
Utilizando la transformada de Laplace y suponiendo que la ecuacion que describe un eircuito LC es

PQ Q_
S+ &=V,

siendo Q) la carga en el condensador y V(t) el voltaje aplicado, calenlar la carga Q(t) caso de ser

L

= Fg - _ i d - 1, m<t<2r
Qit=D)= 1, AF=0) =0, bl C=Z ¥ Vm_{u, 0<tem t>2m

2,5 ptos. (Méaximo 2 hojas)
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Si se responde a este problema adicional que, en tal caso, debera entregarse en esta misma hoja
(junto con el resto del examen), se entendera que se renuncia a la nota obtenida en el examen-test
y se tomara la nota obtenida en este problema. Los alumnos que prefieran conservar la nota del
examen-test, no deberin entregar este problema.

Problema adicional
a) Admitiendo que L[g(t)] = limy_.o £[[+(t)], donde £ denota transformada de Laplace, y siendo

Et)-{% 0<t<T

'| tle

caleular la transformada de Laplace de la funcion g(t).

b) Utilizando el resultado anterior, resolver el PVL:

' +dy = g(t), w(0)=y(0)=
a) 1 pto. b) 0,5 ptos. (Maximo: esta hoja)

Soluacn:
o) Gsende Lo Func. osceldn wnitcio, - pedomes  feeseribir IC(I:\ cemo
o A E s
Te (B = A [u®d - u(t-2))

> 1 [Tew)= ¢ (e ru)
c s r Ts
|<;L[%uﬂ Um I[ 18] = Y LE%'T‘ Lg_v;’;f"/‘j;/ =1 |

U Hapited (%)

Altarnetivemente , sin uter func. escelin:

RO = (¢ peae = & (), = F(e" -
L&)

L) q2 (S\'M/W\;:I:HY_(\:) = ;i[rﬁ(-tﬂ: 1

2 (sray)Ve) =4 = Vo) = *‘>|‘f(t): %W‘%i

-st

-

1""‘“"




Problema 1.
a) Sabiendo que cierta distribucién de temperatura puede modelarse mediante una funcién arménica

T :IR? ~ {(0,0)} — IR, y cumpliéndose que:

1) la temperatura en cada punto varia de forma inversamente proporcional a la distancia del punto al
origen, y

2) la temperatura en las circunferencias centradas en el origen y deradiosry =1yrg=2esde(° C
y de 70% C, respectivamente;

hallar la expresion de T

Solucidon.-

a) T:R? — {(0,0)} — IR funcién arménica.
La temperatura (T) en cada punto (z,y) varia de forma inversamente proporcional a la distancia del
punto al origen

4

T =T(h(z,y)); hlz.y) = = (x,y) € R? — {(0,0)};

1
Vi by
o bien,

T =T(h(r,0); h(r,0) = 11_ r>0.

La funcién T ha de ser armoénica, es decir ha de verificar = V2T = 0,Y(r,6),r > 0.
Observamos que:

or _dT 8k _dT (1 PT _ T (1) dT (2
or dh or dh r2 )’ 2 T dh? r2 dh \r3
ar T
a0 =% a0
Luego: .
2T 8Tl
il g Pttt ook
VDS b 0;

Con lo que, simplificando, obtenemos:

PFOVY (LN g o T @ L #T 1T
az \+ ) Tan \s) e " Tdn T daiz T hdh

Resolvemos la ecuacién anterior, eseribiéndola de la forma
v ] ’
™+ <T' =0,
f

y mediante el cambio:



podemos eseribir la ecuacion de la forma:

f:
AR :—2 =0 = % = —’ldh. = Ln|Z|=-Lnh+ILnCy = Z= ot}
) 1

Y, deshaciendo el cambio,

h dT
= _—

dres h d

= T—'C| Lnh + Cy,

&1
f

=

ohtenemos la expresion de 7"
T=CLnh+Cy, C,Ch ctese R,
que es armdnica en R?— {(0,0)}. Finalmente, aplicando las condiciones dadas en 2),

0 =CLnl+C, = (=0
0 = (4’1 L“( )+C‘2| = C‘ = _Ialt{;!i

obtenemaos la funcién que modela la distribucién de temperatura:

b) La familia de funciones holomorfas f(z) cuya parte imaginaria es T, puede obtenerse aplicando el
método de Milne Thompson:

f{z}-—[ (zB]dz-}-}/a (z,0) dz + K.

Asi, teniendo en cuenta que:

1 m=0—g—q“ = L0)=9
T=CiIn| ———= |+ = oz = V1T 3;],_(:,} ¢
Vat 4yt &= |—5,1"—,r =z = W(;,D] =)

abtenemaos

d
f{*’”']'=.ffﬁ%+J"~’=;:'(Z'1Ir1z-|—_It.’T KeC

Imponemos ahora que T sea la parte imaginaria (lo que nos permitird determinar K, siendo K =
Ky +jKy)

f(z)=iCi(Lnr + jArgz) + K = —(C Argz + K1) + j (C) Lnr + K2)

!
: _n " N DL LY _ 0 g
f(z}=—ﬂ1ﬁrg2+K|+3T o= C1—m1 Ke=10, puesT = & T Ln (?") = Lt

Por tanto, la familia de funciones pedida es:

Iz)= .”2 Inz+ Ky, Kyelk



Problema 2.

a) Indicar razonadamente si la signiente afirmacion es verdadera o falsa, para cada uno
de los casos al) - a3):

Sea [ continua en un compacto cOnexo no vacio K, v holomorfa y no constante en el
interior de K. Entonces, el minimo absoluto de
al) |
i 2|
12 ?
5 2
a3) —|f(z)]

se alcanza en la frontera OK.

b) Sea zp € C, con |z| <1,y 7, (t) =1+ nelt, t € [0,2x]. Calcular

] 1 i/ 2nzy .
- — —dz.
2mj = [y z2 — nt "

a) 1,5 ptos. b) 1,5 ptos.

L]

Solucion:

a) En los casos al) y a3), la afirmacién es verdadera:

= En el caso al), basta aplicar el principio del médulo maximo a EILJ, que es holomorfa
dado que /¥ £ 0, Vz € C.

« En el caso a3), f2(z) es holomorfa, y basta aplicar el principio del modulo maximo
a esta funcion,

En el caso a2), la afirmacion es falsa. Contracjemplo: f(z) = z en cualquier compacto
conexo que contenga en su interior al origen. El minimo absoluto se encuentra en z = 0.

i L ML g en bie . oo o intoor: ' 10716
b) Denominando [, = 5nj i'Tn “—lydz, se tiene I = S L. El integrando de 1, tiene

dos polos simples en £n, y solo vl sitnado en +n queda encerrado por la curva 7, . De
esto resulta
Lh B L gy meTh
2nzy 2nz) . 2nzy o,

: = lim(z — n)——— = lim =20
2 = ”1] z- m( ).E‘! — .”_2 =z n 0

I, = Res;en———

Por lo tanto,

(4] -

= n “A)
I = Z.Z“ — l —W
— <0

n=1



Problema 3.
Utilizando la transformada de Laplace y suponiendo que la ecuacion que describe un cirenito LC es

o
d:f * g V“L

siendo Q() la carga en el condensador y V(t) el voltaje aplicado, calcular la carga Q(t) caso de ser

L

A . T A 1 _J1, m<t<in
Qt=0)=1, @(t=0)=0, L=1, C=7 ¥ V(”“{u. b
2,5 ptos. (Méaximo 2 hojas)

Selutidn
QII + U-Q s

Podemeh expraren  V(t) come
V(£) = u(b-n)=-u(t-2n)

mondo K le ‘Bumulcfm ercahon wnitenio -

1 , -nstk< M
C 5 DSt<T tz2m

Towramdo ’mc.,m v\.maim de. Lc.. e !

(s24 W) F() - M W" g_-*ns Q—Sm ,

s ddi PO = 5. 4 € p™
St4y S(SH4) S(ST4U)

Jﬁ'i‘i%{} = o 2t —l

( 5 S."+l-& J [s{s Lyu) (1 - cnﬂzt} :

S(S‘-m) T t
Grmtn%\m los uwsendy PIcp- 1" [Q'C‘EFB‘:‘S = u(k-e) F(t—a\)
i -ms A _ = clbarnativamante ,
;l [ v 1 = Wit Hﬂ\)[i GE AL “\] attes fronsform.
S(E*+4) S Pwr}nn telewler
l,'. [ o— ¢ ] g U»({'~QT|) [’,] _ces 2(E -'E‘Tﬂ] maecl . (esidaret
g(514 1) "

Y gushkit® ol umemads %imc_lwm’rcz
iQ(_i\ = T'FE)) = cos2t 4 - u(t m[1- cws2 (k-] -4 uL(E fzn\[i- eos2(E- 1nﬂ

= (os 2E =Cos 2t

QO bien , commd*® len ﬂum . ehcalom |
o Para ost<m: Q(t) = cos 2t )

o Peso met<mm: Q[{-) = u,sﬁt.a.—(i—cm:i':) %,* %U:.s'lt X

e Pofe t22M Q(b)= cu';ﬁb.pq(}cwﬂ) M) = s 2k,
Lk _ Lege3est) , oskem |,
quer= 4 *
cos 2t l:_a*:t{'li b, Exem] .
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen {convoeatoria ordinaria. 4 de Febrero de 2004)

Tiempe: 2 horas 45 minutos
Instrucciones:
Cladda cjercicio se vealizard en hojas diferentes.
Noestd perndtedo sadie del ande dvvante fe realizacidn del coaanen.

Sevd obligutorie lie presenficion del DNT of entregar el cacmnen.

[ ]
[ ]
[ ]
o Seatederdn séfo aguellas praguntas gue ostdn velacionadas con improcisiones o ambiyiiededes on ol gnun-

ehedn de los proflemas.
o N s covrregird wingin cxnmmen de abumnes gue no caten wlicados anoel sufn gue los corresponde segiin e

dintvibncian pabficede.

Prablema 1.
o) Fanediar la continaidad v Lo helomorlis en ol punto 2 = 5 de la funcion

(2=9)° ;
fz) =4 T 7
0, z=].

2 2

) Sea v =v(p(z,y)) # cte. siendo p(z,y) = 2 — ay”.

-1} Determinar lox valores de o € R para los que la funcidm v(z,y) ox la parte Dnaginada de ana funcion
hslonorfa.
-2y Paraa = —1. hallar la funeion holomorfa corvespondiente- g(z). que ademiis verilique g(1) = 0y ¢/(25) = 1.

a) 1,5 ptos, b-1) 1 plo. b-2) 1 pto. {(Maxinoe 2 hojas)

Prablema 2.

a) Calewle las singularidades de

1
16 = i@y

ignorarde o] pando del infinite, Clasifiquelas en singnlaricdivles evitables, polos s singulavidades eseneiales,

Inddicque ol ovden de los polos.
B Siendo f(2) la funeion delinida en ol apartado anterior, ealea)e

f(2)dz,

~t
donde T (t) = j3m + melt, t € [—m, 7).

a) 1.5 ptos. b) 1,5 ptos. [Maximo 1 hoja)
Problema 3.
Caleular. mediante vesiduos, In transformada inversa Jdo Laplace de la funcion

1
Fls) = s6(1—s)

3,5 ptos. (Méaximo 2 haojas)
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I'roblema 1.
a) Extudiar I continmidad v la holemortia en ol punto 2 = 5 de la funeion

(z=5)° :
f(z) =4 Tegtm 27
0, z=7j.

) Sea v = v(p(x,y)) # ete. sienda p(x,y) = 22 — ay®.

-1y Deterrinar log valores de @ € R para los que la funcidm v(z,y) os la parte Onaginda de ana funcion

lhaloorta.
-2} Pariia = —1. hallar Ja fneion holomaorfa corresponcdiente. g(2). que ademis verilique g(1) = 0y ¢/(25) = %
a) 1,5 plos. b-1} 1 pto. b-2) 1 pto. {Maximne 2 hojas)
Saolucién:

a) Comtinuidad de f(z) en 2z =

(y—1))° 5,550
lim f(2) = lim w — lim = 64 =
=] @y—01) [z +jy -1+ o r
T =rcosf
y—1 =rsinf
Tucgo: lim f(2) =0= f(j) — f(z) e continua cn z = j.

zZ—]

Holemnonlia de f(z) en 2z =5

Veamos s f(2) e diferenciable en z = j. c8 deeir veamos g1 3f/(2)|.=;

Yy =3 _ ! j64
lim 1) f(]) = lim 220 — = lim (z J) = lim (re”’) = lim /%’ no existe.
z—] zZ—) z—] z—] z—j |Z _ j‘4 r—0 74 =0
Qtra forma de comprot:ar que f(2) no eg holomorfa en 2z = 5 = (0,1).
Vemos que
25
fla,)= =2 = uzl)=2z v(z1)=0
x

; \5
0.0 = WY =3 _
f( ay) - . N4 T
(Jy =)
Vemos siose verifican Las condiciones de Cancl-Ricmann en ol pumta 2z = j = (0,1). para clla caleulamos

jy—1) = u(0,y)=0, v(0,y)=y—1.

1) — (0,1 -
9 5,1) = Jim 2@ D 0D 2=0
ox z—0 T z—0 I
du _poou@y) —w(0,1) 0
gy 0D = lim = = lm o= =0
1) — 1 —
% (0,1) = tim 2B D =00 020
o -0 x =0 T
_ 1 —1
@(0,1):hmw:hm y—- 1

ay y—1 y—l m—»Oy—lz
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Lucgn. en ofteto se verifican Ins condiciones de Caneliv-Rienann en 2z = (0, 1). pucs

ou ov
Z2(0,1) = —(0,1) = 1
5o =500
ou ov
22(0,1) = —=(0,1) = 0.
5o = =500,
Sin cmb:argo. vemos que
_ z°—10a> (y—1)%+5z(y—1)*
(z+3(y —1)° u(w,y) = @ =122
f(x,y) = 7.2 1)2)2 =
(22 +(y —1)%) L st )- 1022 (-1 (= 1)°
U(x7 y) - ($2+(y71)2)2

Con lo que para (x,y) # (0,1). tencmos

Ou _ [pat =302 (y = 1)* +5(y — D*)(= + (y = 1)*)* = 2(2” + (y — 1)*)2x[2” — 102°(y — 1) + Sa(y — 1)*]
Oz (22 + (y —1)%)*

Tucga
ou 5y —1)% Ou

. ou
%(079) RNOES =5 = ;1_@1%(07?/) =5# %(0»1) =1

ou ’
Par lo que. — no cg continua en ol punta (0, 1), [es Eieil eomprobar que las funciones %7 % v g—; Launpoes so

continuas eu ol punto (0,1)).

4

f(2) na eg holomenla enz = .

L-1) Tenemos que v = v(p(x,y)), con ¢(z,y) = 22 — ay®.
Sives la parte imaginaria Jde nna funcion fwlomorfa, necesariamente b de ser anmonica en nn abierto congxa
D_ s deciv ha de verificar la couacidn de Laplace

v 0%
922 + a2 =0, VY(z,y)eD
Calculamos
ov dv O¢ dv %v d*v (9 2 dv 8% d?v 42 dv 2
5= Tpor = a5 (20) To= 25(5) + 258 =- )+ £
=
v __ dv 0¢ __ dv 9 5 2 2 2 2
v = GUZP — U (_2q 2y _  d ) dv 9%p _ d 2 9 d
dy a5 oy = a5 (—20Y) 57 = #(875) + Ge 57 = dp2(4a”y?) + 32 (—20)

L, si ha de onmpeliv Ly couaeiom de Laplace, w0 ha de veriticar
Ln)

0%v 0%  d%v dv
0=+ > = —[4@* +a*yH)] + — 2(1 — a).
F= deeir,
d*v
dg? _ 2(a—1) )
dv ?
F 4(x? + a?y?)

vopara que esta expresion sei indegrable se ha de verificar

2(a—1)

m :¢($2 _ayQ) = a = —a, CL:O,—l.
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2
Laexprosion (1) pusde integrarse Gambion para o = 1. pucs en cste casa g—# = 0. com lo que v = A(2? —y?)+ B,
con A, B — ctes reales,

I

La constante a pucde tomar los valores ¢ = 0,1 » —1.

L-2) para a = —1. tenemos v = v(p(z,y)), con p(x,y) = 22 + 2.
Fs deeir, sustitavenedo on (1),

2
dv 2 2) 2 2~
&A@ty 2Pty ®
c. intcgrando. ob:tencmos
dv dv e
Ln<)Lng0+C’o = — = = v=CiLnp+Cs.
dy dp ¢

Tucgo:

v(z,y) = C1In(z? +9?) + Cy, C € RT,Ch e R (armenica en R? — {(0,0)}).
Calenlamos finalmenre la funcion g(2) = w(z, y) + jo(z, y). urilizando las formulas de MEne-Thompson

9(2)2/(22(2,0)—&-jg§(2,0)> dz+ K, KecC.

Vemos que

ov ov 1
@(270)_03 %(270)_201 ;7

lucga
g(z) =2C1j nz+ K

v, aplicando Ins eoncdiciones dadas

0=g(1)=0+K = K=0

1 1
— J(27) = 2iC, — i
q'(25) j012j = 3

N |

1
g (z) = QjC'lg =

com lo que
g(z) =7 Inz
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Problema 2 {3 puntos).

a1 (13 prames) Caleule las singularidades de

1
+ D+ )

f(z) =

ignoramde ol punte del infinito, Clasifiquelss en singnlaridacdes evitaldes, polos v singulavidades esenciales.
Indirue ol orden do los polos.

B (15 pumtox) Siendo £(2) Ja fneton definida on ol apartado anterior. calenle

L @)z,

donde v (t) = j3m + welt, t € [—m, 7).

a) 1,5 ptos. b} 1.5 ptos. (Maximoe 1 haja)

Solucidn:
a) Las singularidades viencn defnidas por los covos del denominador:
e+1=0 = z={tjm +j3m, +jbm,...} ={j2k+ 1), k € Z};
24+72=0 = z=4jm.
Por lo ranto. ol conjunto de singnlavidades os {§(2k + D)m, k € Z}.

Aplicando la defivicion. es Imnediate comprobar opre todas ellas son polos, siendo 257 polos dobles s ol

resto simples.

1) La cwrva " representa nna cirennferencia positivaniente orientada. contrada en 537 v de vadio 7. La nuiea
singilaridad qne eneterra es ol polo simple j37. de dode s¢ deduce que

z— 337 . 1 . z—j3r
=j2r—— lim —— =|;.
—87m2 2=j37 (ez + 1) T

/V+ f(2)dz = j2mRes,=j3 f(2) = j2m ZEIJ%N )21
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Problema 3.
Caleular. mediante residuos, Ja transtormada Jnversa Jdo Laplace de la funcion

1
F(s)= ——
() s6(1—s)
3,5 ptos. (Maximo 2 haojas)
Solucidn:
Vemaos que
lim F(s) =0,

con lo que

st est

Ll{ 1—3} Znoc {1—5) ssk} = Res {86(1_8),50}+ms Lﬁgt_s)sq

verilicandose gque
s=0 — poode orden6

s=1 — polysimple.

Hallanos los dos resichios

est

e R

st

(& . _ . st .
),s = 1} =a_; (cacl. dc 571 de la seric de Laurent de m centracda en s = 0).

Res {56(5 1

Hallamos csta seric

P T i fmo N\
1 _ _
175_2202057 |3|<1 :>86(1—3)_36<Zn|8n> (ZS“), O<|S|<1
%; |5| >0 n=0 n=0
tn
El prochacto de Cancliy de Las series Z Z s" ticne a
n= 0 !
t? to
1+t+ = o1 + ...+ 5

e . . s L] L st 0l
coma cacliciente del térming s°, luega el cocliciente a_p de la sevie de Lauront de la funcion ﬁ sCTid

t2 t5
a1:1+t+2'+ +§,
v.opar tanta, o ) .
Res Lﬁé_l),sl}lthJr;Jr +t5—'
Tucga.
. 1 2 5
L {36(1— )}——e +1+t+2'+ +5'
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen (convocatoria ordinaria, 11 de Febrero de 2005)

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Imstruccrones:

= (lada ejercicio se realizard en hojas diferentes.
= No estd permitide salir del aula durante la realizacidn del examen.

= Serd obligatoria la presentacion del DNI al entregar el examen.
= Se atenderdn silo agquellas prequntas que estén relacionadas con imprecisiones o ambigiedades en el enunciado

de los problemas.
= No se corregird ningiin eramen de alumnos que no estén ubicados en el aula que les corresponde sequn lu

distribuciin publicada.

Problema 1.

a) Sabiendo que si f(z) : D — € es holomorfa en el abierto conexo D y f'(z) = 0, ¥z € D, entonces f(z) = cte
en D; encuentre razonadamente la forma mas general de una funcion holomorfa f(z) = u(x,y) + ju(z,y) en un
abierto conexo D, que verifica que | f(2)]* = cte en D,

b) S8i Luz = Ln|z| + j{axgz + 2%), 0 < argz < 2x; calcule:

b-1} &y

Ie, 24 Lnz dz, siendo €} @ |z| = 3 recorrida en sentido antihorario (positivo).
b-2) 1o '

. 2% Linzdz, siendo Ca ¢ |2+ 1 L recorrida en sentido antihorario (positivo).
JCy ] 7

a) 1 pto. b-1) 1 pto. b-2) 1 pto. (Maximo 2 hojas)

Problema 2.
Sea la funcion |

.f[‘:‘} % M'Ilﬁ.

a) Analice Ia naturaleza de las singularidades de la funcion f{z) en el plano complejo ampliado.

1) Encuentre todos los posibles desarrollos en serie alrededor de = = 1 de la funcion f(z).

¢) Caleule la integral de la funcion f(2) a lo largo de la curva €' : [z = 1] = f recorrida en sentido horario (negativo).
d) Encuentre el valor de la integral de la luneion f(z) a lo largo de la eurva €7 2 [z = 2] = 5 recorrida en sentido

antilorario (positivo), . .
a) 0,5 ptos. b) 1,5 ptos. ¢) 0,56 ptos. d) 0,5 ptos. (Maximo 2 hojas)

Problema 3.

Encontrar la transformada inversa de Laplace de la funcion

Xis) =

st —1

mediante ¢l Teorema de los Residuos. Determine la abeisa de convergencia () de x(t).
3 ptos. (Maximo 1 hoja)

Cuestion adicional (1 pto.)
a) Determine el conjunto A de valores de = para los que la funcion g(z) = cosz + jsen z toma valores reales,

A={zeC: (vosz +jsenz) € IR}
) Obtenga los valores de z que verifican g(z) = — 1.

Nota importante.- Si se entrega la respuesta a esta cuestion adicional junto con el examen, se entenderd que ol
alumnno renuncia automaticamente a la nota obtenida en las pruchas realizadas durante el curso.
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Problema 2.
Sea la funcion

flz)=- L.unzi!,

a) Analice la naturaleza de las singularidades de la funcion f(z) en el plano complejo ampliado.

b) Encuentre todos los posibles desarrollos en serie alrededor de z = 1 de la funcion f(z).

¢) Caleule la integral de la funcion f(z) alo largodelacurva € : [z — 1] = 3 recorrida en sentido horario (negativo).
d) Encuentre el valor de la integral de la funcién f(z) a lo largo de la curva C” : |z — 2| = 5 recorrida en sentido
antihorario (positivo).

Sol.
a) Los puntos singulares de f{(z)enCson s =0y z = L.
Observamos que z = 0 es un polo simple, mientras que z = 1 es una singularidad esencial.
El caracter del punto z = oo lo estudiamos analizando el caracter de w = O en f (L), y resulta ser un punto regular.
b) Por el apartado anterior, los anillos centrados en z = 1 donde f(z) es holomorfa son:
1) 0<|z-1< 1
2) 1< |z=-1]

Caleulamos los desarrollos de la funcion en estos anillos.

1) En el anillo 0 < |z — 1] <1,

- g _l)n 1 e
se1 ( ) Z n+ i Gz -1y 0<|z-1

: n = <
;:|+{ﬁ_[) Z{ (== 1), le=1] <1

ri=I]
Luego, aplicando el producto de Cauchy

(= +] s & oo
E a,.zh.¢= E Cp,  COD Iy Zukhn--m

r=I{) n=[] n=[ k=0

tenemos

1 1 = (v~ _(=1)" g 4
.f{'—*}-j“‘-"__I=Z(Z(HT|'13!'(Z—1} g ')- 0<|z-1)< 1.

2) En ¢l anillo 1 < |z — 1,

(-1)" 1
(27: + 1) (2 = 1)2n+1?

0<lz—1]

3
—_—
:L

Il
i[~])e

B |

! —u " e
S Z{—I} ”_“], 1<|z—1]

=1 =0

Luego, aplicando el producto de Cauchy, obtenemos

1 = (=" 1 )
.Hz:lz:hon— —Z(L HKIU) Py ey 1 < |z—1].

3 =l W0
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¢) Este apartado puede realizarse de diversas formas. La opcion mas sencilla es observar que si los coeficientes de
la serie de Laurent en la segunda corona de convergencia, a la que pertenece la curva C, verifican la expresion

1 f(z)
e | et il
= onj fm (z— 1)kt ¢

entonces, es facil ver que

! L sen -
f{:):l::f 2 2l e = —Omja_y = —2nj0=0, (pues &+ 1 = 0, luego k= =1},
cl cl

siendo a_ es el coeficiente de (z — 1)~ del desarrollo de f(z) en 1 < |z — || mostrado en el punto 2) de b).

d) En este caso, tenemos

| 1 .
flz)dz =[ — sen I dz = 2y (Res|f(z), 2 = 0] + Res[f(z),2 = 1]) = —~2mj Res[f(z), z = o).
JO c < A
Elegimos la segunda opeion y caleulamos

Res[f(z),z = 00| = Res [-sz (-&;) = ll| :

o

1 1
lim ——; (—) =1
w—0 = w

Con lo que w = 0 es un punto regular de la funcién — -5 f (1), con lo que

Observamos que

Ros|f(z), = 00] = Res [-#; ( 3-) g u] _"

w

y por tanto,

J(z)dz = / ! sen —— iz = (.
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen (convocatoria extraordinaria, 7 de septiembre de 2006)

Tiempo: 2 horas 30 minutos
Instrucciones:

» Cade ejercicio se realizard en hojas diferentes.

= No estd permitido salir del aula durante la realizacién del eremen.

» Serd obligatoria la presentacién del DNI al entregor el examen.

s Solo se atenderdn equellas preguntas que estén relacionadaes con imprecisiones o embigiedades en los enunciados.

Problema 1.
a) Determinar la forma més general de una funcién arménica no constante que depende sélo de =,

b) Si f(z) y g(z) son funciones holomorfas en un dominio D y Re[f(z)] = Re[g(z)] en D, determinar la forma més
general de la relacion existente entre estas funciones en D,

¢) Clasificar las singularidades de la funcién f(z} = th(z) en el plano complejo ampliado, indicando su naturaleza
¥ §i s0n 0 no aisladas.

a) 1 pto. b) 1 pto. ¢) 1,5 ptos (Maximo 2 hojas)

Problema 2.
Encontrar los posibles desarrollos de Laurent en torno a z = 0, de la funcién:

G
0= e

indicando sus regiones de convergencia.

3,5 puntos (Mdéximo 1 hoja)

Problema 3.

Utilizando la Transformada de Laplace, resolver el problema de valor inicial:
¥ =-y+ Et)
¥ = x4+ E(), z(0) = y(0) = 0,

siendo E£(t) la funcion cuadrada periédica, de periodo 2,
ey ] b OS]
B(g) = { 0, 1<t<2

Sugerencia. Considérese, en algin punto de la resolucién del problema, que la funcién puede desarrollarse

l+e—*

mediante una serie geomeétrica compleja.

3 ptos. (Maxime 1 hoja)
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Tog, DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

I A A ﬁ

L A LAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION \
Universidad Politécnica de Madrid

Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Telecomunicacion Tel: 34 913.367.288

Ciudad Universitaria s/u. 28040 MADRID Fax: |34 913.367.280

http://www.mat.upm.es Correo-E:  infolimat. upm,es

METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION 1
Examen extraordinario (4 de Septiembre de 2008)

Tiempo: 2 horas 30 minutos

Problema 1.

a) Utilizando las propiedades de las funciones holomorfas, demostrar que si f(z) = u(z,y) + jv(z,y) es
una funcién holomorfa en un dominio D, entonces u(z,y) y v(z, y) son funciones armonicas en D.

b) Determinar la funcién holomorfa f(z) que cumple:
Im{f'(z)] = 62(2y — 1), f(0) =324, f(1) =6~ 5j;
e indicar su dominio de holomorfia.

¢) Obtener cl valor maximo del médulo de la funcion f(z) = 22 +22 — 1 en |z| <1 indicando los puntos
en que se alcanza. Justifique la respuesta.

a) 0,5 ptos. b) 1 pto. ¢) 1 pto. (Maximo 2 hojas)

Problema 2.
i) Sea la funcion

f(z)=1Ln (Eé—z) L 0F 2],

donde Lnz = Ln|z| + jArg z, con —r < Arg z < m. Calcular la integral:

f(:f(z}dz

siendo €' una circunferencia de centro —1 y radio r > 1.

b) Calcular el desarrollo en serie de Laurent centrado en > = 4, en la corona intermedia de convergencia,
de la funcién

52 2§

= vy

({Cuanto vale dicho desarrollo en el punto z = 17

a) 1,5 ptos. b) 1 pto. (Maximo 2 hojas)

Problema 3.
Encontrar una funcion f(z) que cumpla:

f™=§) = (=" ¥neN
¥ que sea holomorfa en todo el plano complejo C.

2,5 ptos. (Maximo 1 hoja)



Problema 4.
Resolver mediante la transformada de Laplace el problema diferencial

{ Y — 3y — dy = Ge ' sen(t) + e~ cos(t)
y(0) =2, 4'(0) = 1.

2,5 ptos. (Maximo 2 hojas)

Fecha de publicacion de notas provisionales: 15 de Septicmbre.

Fin de plazo de solicitud de revision: 18 de Septicmbre.

Fecha de revision: se publicard junto con las notas provisionales (previsiblemente el 19 de Septiembre).
Fecha de publicacion del Acta: 22 de Septiembre.
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Ciudad Universitaria s/n. 28040 MADRID Fax: <34 913.367.280
http://www.mat.upm.es Correo-E: info@mat.upm.es
METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen extraordinario (4 de Septiembre de 2008)
Tiempo: 2 horas 30 minutos
Problema 1.

a) Utilizando las propiedades de las funciones holomorfas, demostrar que si f(z) = u(z,y) + jv(z, y) es
una funcién holomorfa en un dominio D, entonces u(z,y) ¥ v(z,y) son funciones arménicas en D.

b) Determinar la funcién holomorfa f(z) que cumple:
Im(f'(z)] = 6z(2y - 1), f(0)=3~2j, f(1)=6—5j;
e indicar su dominio de holomorfia.

¢) Obtener el valor méximo del médulo de la funcién f(z) = z° +2z — 1 en |2| < 1 indicando los puntos
en que se alcanza. Justifique la respuesta.

a) 0,5 ptos. b) 1 pto. ¢) 1 pto. (Maximo 2 hojas)
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Ejercicio 3:
Resolver mediante la transformada de Laplace el problema diferencial
¥' — 3y’ — 4y = 6 sen(t) + 4e™* cos(t),
y(0)=2,y(0) =1

Solucién'
Sea F'( ﬁ[yi(p} Dadas la condiciones iniciales, tenemos en este caso: Lly] = pF(p) — 2,
Lly"] = p*F(p) — 2p — 1. Por su parte,

Lle ™ sen(t)](p) = m Lle™ cos(t)] = EHT]H

Con esto la transformada de la ecuacidn es

P —2p—1-3pF+6—4F =~ Pt° 2 o np_o, 5, 10+dp
S S riF+l WA= -5+ oS
y dado que p* —3p—4 = (p+ 1)(p — 4), tenemos
2p-3 10+ 4p

4

e priE-9 (p+1)*+1]°
Descomponemos las fracciones:

2p—5h _a b
(p+1)(p—4) p+1 P p—1

Particularizando, por ejemplo,

= alp-4)+bp+1)=2p 5.

p=4: Sb=3=b=¢; p=-li-be=-T=pa=q

Por su parte,
10+f1p a 5 b . epid
e+ Dp—D[p+12+1] p+1 p—1 (p 12 +1

=>a[(p+1;|=+1] (P—a) +b[(+1° +1] (p+ 1) + (cp+ d)p+1)(p — 4) = 10 +4p
y particularizando:

p=4: 5-26b:10+16=}b=%; p=—1;—-5a:1[]—4=ﬁ=}a=—g;

p=0: —8&+25—4a!:10=¢-4d=8§+2é-10=—d:0;

p=1: —15&+1Ub—ﬁc*114=>ﬁc=15g-1 lﬂé—léﬁ-cal.
0

Con todo esto
¥ 1 .81 #® 1 11 p+1 1
Fln) = — 3 Lok = g 4+ L,
() 5p|—1P5p—4 5p+1+5p—-4 (P+1)2+1 (p+1)2+1

= y(t) = éc" + %e“ + et cos(t) — e " sen(t) .

5
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION T
Examen (convocatoria ordinaria, 29 de Enero de 2009)

Tiempo: 3 horas

Instrucciones:
= Cada efercicio se realizard en hojas diferentes y se entregardn por separado al final del ezamen.
= No estd permitido salir del aule durante la realizacidn del ezamen.
= Serd obligatorin lu presentacidn del DNI al entregar el ezamen.
= No se corregird ningin eramen de aquellos alumnos gue no estén ubicados en el aula que les corresponda.
= Silo se atenderdn aguellas preguntas que estén relacionadas con imprecisiones o ambigiiedades en los enunciados.

Problema 1.
a) Demostrar que la funcién multiforme (o multivaluada) arctg z puede expresarse en la forma

1 1+ jz
arctgz = -2—5 In (l —jz) '
siendo In la funcién logaritmo multiforme (o multivaluada).
b) Considerando la rama de la funcién arctg z definida como
1 1+ 3z :
Arctgz = — Ln — |, Lnz=Ln|z|+38, -w<@<m
25 1-jz

bl) Determinar el dominio de holomorfia de la funcion Arctg z.

b2) Obtener un desarrollo en serie de potencias que permita indicar la naturaleza del origen para la funcién
Arctg z, indicando su campo de convergencia.

b3) Calcular la integral

siendo v : {z = (z,y) € C / 2% + 16y = 4} recorrida en sentido antihorario.

a) 0,5 ptos. b) 3 ptos. (b1) 1 pto., b2) 1 pta., b3) 1 pto.)

Problema 2.

a) Halla las singularidades de la funcién f(z) = 1—%{; y clasificalas.

b) Calcula laintegral [ f(z)dz donde 7 es el contorno, orientado positivamente, formado por los segmentos [0,R] C
R, {z=1t£:t € [0, R]} (£ = e2™/3) y el arco circular de radio R (R > 1) que los une (ver figura).

RE

2

—

¢) Compruebha razonadamente que

® dz 0w
o 1+2°  B5sen(%)

a) 1 pto. b) 1 pto. ¢) 1,5 ptos.



Problema 3.
a) Dedueir la expresion de la transformada de Laplace de una funcion periadica de periodo T, con T > (0.
h) Caleular la transformada de Laplace de la funcion
fy=t-[t, =0,
donde [t] denota la parte entera de ¢,
¢) Dadas las siguientes transformadas de Laplace

G(s}r—Ln(':::). e>b>0; siendo Lnz=Lnlz|+ ¢, —w <Y<

1 1
T e(s?+1) 1+e

H(s)

puede desarrollarse mediante wna serie geoméirica complejn y que se

1
Nola: Considérese que la funcidn r—
@ ¥

werifica

B (i ﬂ.{s)) =30 L (Fals)-

n=0 =0
Se pide:

cl) Determinar sus respectivos semiplanos de convergencia.
¢2) Utilizanda exclusivamente las propiedades v la tabla de la tansformada de Laplace, hallar

£7(G(s) y LTU(H(s)).

a) 1 pto.; b) 1 pto.; ¢} 1 pto. (1) 0,5 ptos., €2) 0,5 ptos.).

Fecha de publicacidn de notas provisionales: 19 de Febrero.

Fin de plazo de solicitud de revisidn: 23 de Febrero.

Fecha de revision: se publicara junto con las notas provisionales (previsiblemente el 24 6 25 de Febrero).
Fecha de publicaciéon del Acta: 26 de Febrero.
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MMT1. Ejercicio 2, Febrero 2009

y clasificalas,

1. Halla las singularidades de la funcién f(z) = T3

2. Calcula la integral _ﬁr f(z) dz donde « es el contorno, orientado positivamente, for-

mado por los segmentos [0,R] C R, {z = t£ : t € [0, R]} (€ = ¢*/%) y el arco
circular de radio R (R > 1) que los une (ver figura).

¥ RE

3. Comprueba razonadamente que

f""’ dr T
5 B T
o 14z Ssen(%)

Solucién:

1. La funcién f es holomorfa en todo el plano complejo excepto en los ceros del polinomio

i . 2hk41)m .
2% + 1. Los ceros de este polinomio son {e A 0 4}. Puesto que estos
' ¥ - n . (2k4-1)w .
ceros son simples, las singularidades de f son polos simples situados en {e’ k=
0,1,...,4}.

2. Cuando R > 1 el dnico polo situado en el interior del contorno + es 1) = e%7 (ver figura).

& Polus de fiz)

Por el Teorema de los Residuos tenemos:
/f(z] =27 B[ 5
7

1



El residuo de f en 7 es igual a

1 | T 1 —gj X3 1
RCS{f:ﬂ]=5—Tf=ge j"’_J=gE }f‘f’J:—gH

. Por el apartado anterior tenemos:

d i 1 I 1 1 1
z)dz = —_—dx — —_—dr + —dz = —21j= 1
/;f( ) o 1+ab é./u 1+ (&x) [-,-R 1425 e (1)

donde C'g es el arco de circunferencia de radio R orientado positivamente. Cuando R
tiende a infinito tenemos que _fC” f(z)dz — 0. En efecto, teniendo en cuenta que cuando

z€CrYyR>1, |25+1| 2 ||z° — 1| = R® — 1, se sigue:

1
1+ 20

2 {2:'7 R

5§ T 5 Ri-1

» ()

< max
:eCh

f(z)dz

Cr

cuando i — co. Asi pues, tomando limites en (1) obtenemos

o0 o0 A
[ - —dx — {f —l—d:: = —ﬂu
Jo 1428 o 1+ (Ex)® 5

Si tenemos en cuenta que £° = 1 concluimos que

Y 2y
A—.r T e e— —
o 14z 5 1-§
Para obtener la igualdad pedida basta con observar que

7 ew 1 1 1
1-¢ 1-¢% e¥-e¥  2sen())

L]



Problema 3.
At Dhshineir Lo expresion de la rransformada de Laplace de una funeion periodicn de perioda 7 con 77> 0,

1y Calewlar 1a wransformada de Laplace de Ta funcion

donde [t] denata la parte entera de ¢,
¢y Dadas las siguiences transformadas de Laplace

G(s) =Ln (Zig), a,beR, a#b; siendo Lnz =Ln|z|+jy¥, —7m <y <.

1 1
s(s24+1) 14+es’

H{(s) =

Notow: Considevese gue In funcidr Tle*"‘? puede desarvollorse wmediende wno sevie geomdteice complofo.
B¢ pide;

1] Determinar sns respectivos setuiplanos de convergeneia,

¢2) Utilizando exclusivamente las propicdades v Lo tabla de la tanstorinada de Laplace, hallar

L7HG(s)) v LTH(H(s)):

a) 1 ptog b) 1 ptog ¢} 1 plo. (c1) 0.3 plos. 2) 0.5 plos).

Selucion:

a) Sea la funcion f 2 [0, 00) — C. periadica de pervioda T > 0 (por lo que f(¢4+T) = f(t) para toda t > 0). Eironees.
L trausfornnda de Laplace de f(¢) serd

0o T 2T 0 (n+1)T
F(s) = c[f(t)] = / e Sf(t)dt = / e St f(t)dt +/ e S ft)dt + ... = Z/ e St f(t)dt.
0 0 T =0/nT
. (AT g e a 3 _ 5 3
Sca l, = fnT e~ f(t)dt. §i eonsideramos ¢ = 7+ nT. tendremos gque

T T
I, = / e*S(T“‘T)f(T +nT)dr = e "7 / e~ T f(r)dr.
0 Jo

Par tanta, la transformada F(s) nos quedari coma

oo 0o T
F(s) = Z I, = Z efsnT/O e T f(r)dr.
n=0 n=0

El sumatorio de la nltima oxpresion ox una serie geométrica de razon e 7 v ecomo ral serd convorgentoe si v

solo s [e™*T| < 1. Esta condieion es equivalente a decir que [e”(Re9)T||e=i(Ims)T) — |o=(Res)T| < 1 g cual ex
cicrta =ala =i Res > 0, Supnesta que este simararioo converge, femndremos one su sima 08 H;—T Con lo e,
Anahmente Hegamos a gne

1 T
Llf@)] = m/@ f(t)e s'dt, sicmpre que Res > 0.



) La funciom f(¢). como prede verse en la grafica, es una funcion pericdica de perioda T = 1,

A

Ft) =1t~ 11

| z 3 1

Faste problema puede resolverse nwcdiante coalouier de los métodos gue se explican o continnacion.
Primer mitaodo

Pademos ver que la funcion [¢] pucde expresarse de la (onma

] =u(t—1)+ult—2)+ult—3)+..= > ult—n).

n=1 n=1
I e ™ 1 1([&X . 1 e~
=— — == — - e —1|l=———— 4|’ <1
S --1(3 R
n=1 n=0
Luegn. In transforinacda de Lo foneidn pedicda os
L) = 5 — oy Res >0
== — es
2 s(1—e®)’
Segundo métada
Vermnes gque la funcion f(t) = ¢ — [¢] c= periadica de peviodo T =1 v con valor
ft)y=t tel01).
Por tanta.
1 ! 1 IR L e 1 e
L(f) = / te Stdt = —t—e %t 4+ 7/ e stdt| = — ———, & Res>0
() 1—e=% Jy 1—e"s s o sJo s s(l1—e™9)
)i} Hallunos s seniplanos de convergencia de ambas funciones.

Vomos gque la fimeion G(s) estd delimida en € — {—a, —b}. Y. puesto que la composicion de funciones
Lholomorfas s una tunceidn holomorfa, Lo funcion G(S) serd holomnonfa en

s+a
s+b

C—{seC: =te€ (—00,0]} =C — [—a, —D].

Por lo que, ol semiplana de convergencia de Lo rransformala H(s) cs

Dg(s) = {s €C : Res>méax{—a,—b} = —b.

Considerames ahorn la funcion H(s). Observamnos gue sus puntos singulares son
s=0, s==j, ¥ ademiscleonfunto {seC:e°=-1}

cg decir. los puntos
s=0, s==j, s=-In(-1)=—j(r+2kn), keZ.

Por lo que ol semiplano de convergencia de H(s) e

Dpsy ={s€C : Res > 0}.



) Caleulmnos las respectivas transforiadas de Taplace iversas,

s+a
Caleulunos en prinwer lugar £71 (Ln < i b>) Para ello, si consideramaos la derivicda
s
1 1
G'(s) = —
() s+a s+0

3 cab:diendo que
6= [ T et Ctg(n)dt = L(—tg(r) = L7HC(s)) = —tg(t)

Por la que. ab:tencmos

g(t) = £ (Ln (‘Zii)) - —% [c—l (Sia) - (;b)] - %(e_bt —em), ¢ > 0.

1 1
s(s2+1) 14+es

Caleulamas Gmalmente h(t) = £71 ( ) Asi. tencmos

1 1 S

s(s2+1) s s2+1

1
1+es

1 1 1 s 1 s - 1 s 9 Res > 0
—(Z_ S Y (L I -————]e ¥ —.. Res>0.
s(s241) 14+e—° s s2+1 s s2+1 s s2+1

Por tanto, 1o transformada de Laplace inversa pedida os

=l—e +e 2 —e 34 .. el <1

h(t) = £ (5(521+ 51 +1es> =3 [1 - cos(t— m)] u(t — n), Vi € R,

n=1
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen extraordinario (3 de Septiembre de 2009)
Tiempo: 2 horas 30 minutos

Problema 1.

a) Sea f(z) una funcién holomorfa en un anillo A C C centrado en el origen que contiene la circunferencia unidad
C:z=¢e% —r < ¢ < w Comprobar que ¥z € A se verifica

fey=ge [ f[E"‘Jd¢+— f_ 1) |(Z) (T)H]n@.

Considerando u(6) = Re[f(e??)], obtener a partir del resultado anterior la expresién de u(8).

b) Dados a,b € C, con a # b, sea
Z=a
f(z)=Ln (.-..—_a)=

donde Lnz = Ln|z| + jy¥, —m <1 < 7. Se pide:

b-1) Hallar el mayor abierto conexo D en el que la funcién f(z) es holomorfa.
b-2) Encontrar, si existe, el desarrollo en serie de Laurent de f(z) en z = o0, determinando el dominio en el que

es valido el desarrollo.
b-3) Calcular
I=f Ln( )dz siendo C:|z| =2
ct z+]
a) 1,5 ptos.; b-1) 0,5 ptos.; b-2) 1 pto.; b-3) 0,5 ptos.
Problema 2.

1
Se considera la funcién f(z) =

a) Calcula la integral de f sobre el contorno de la figura

donde -, es la semicircunferencia de radio € orientada negativamente y 77 es la semicircunferencia de radio R
orientada positivamente.

b) Calcula limp_.o f + f(2) dz sin utilizar los lemas de Jordan.

c) Teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de e/* en zy = 0, prueba que f(z) se puede escribir como f(z2) =
=i + E(z) con E(z) acotada en un entorno de 2 = 0.

d) Calcula lim,_ g+ -Ln‘ f(2) dz sin utilizar los lemas de Jordan.

e) Calcula [*_ tﬁ dz.

a) 0,5 ptos.; b) 1 pto.; ¢) 0,5 ptos.; d) 1 pto.; e) 0,5 pios.



Problema 3.
a) Calcular la transformada de Laplace de la funcién:
1
7’ la—a<t<ip+a
0, t<tg—aot>iy+a
b) Sabiendo que L[§(t —t0)] = limg—g L[Ia(t —ig)] ¥ teniendo en cuenta el resultado del apartado anterior; calcular,
razonadamente, la transformada de Laplace de (¢ — #;).

¢) Resolver el PVI:
¥t +2/ () +y@) =et +38(t-1), ¥(0)=4(0)=0

a) 0,5 ptos.; b) 0,5 ptos.; ¢) 2 ptos.

Fecha de publicacién de notas provisionales: 21 de Septiembre.

Fin de plazo de solicitud de revisién: 24 de Septiembre a las 12 h.

Fecha de revision: se publicar junto con las notas provisionales (previsiblemente el 24 Septiembre).
Fecha de publicacién de notas definitivas: 25 de Septiembre.
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MMT 1. septiembre 2009

Se considera la funcién f(z) =

1. Calcula la integral de f sobre el contorno de la figura

donde v,” cs la semicircunferencia de radio e orientada negativamente y ~v; es la
semicircunferencia de radio R orientada positivamente.

2. Calcula limp_.o f_y: f(z) dz sin utilizar los lemas de Jordan

3. Teniendo cn cuenta el desarrollo de Taylor de e* en z;, = 0, prueba que f(z) se
puede escribir como f(z) = =% + E(z) con E(z) acotada en un entorno de z, = 0.

4. Caleula lim,_o+ [~ f(2) dz sin utilizar los lemas de Jordan

5. Caleula [ 17987 4,

_r'.é
a) 0,5; b) 1; ¢) 0,5; d) 1; e) 0,5
Solucién:

1. La funcién f es holomorfa en C \ {0}, por lo tanto, la integral de f sobre el contorno
de la figura propuesta es cero al estar el contorno y su interior contenidos en T\ {0} si
R>ex0,

2. ”“TE f(2)dz| < méx:E_rE |£(2)| - long(v4) = ?I'Rm'rixteﬂ |f(z)|. Ahora bien

; . 1+ [e¥? , 14emz 9
mix | f(z)| € mix ——— = —_— =
zE':rE = ZETE rzf2 Z'E"'f}; |'3|2 h R‘E

Por lo que |fﬁ f(z)dz] < 2. Asf pues,

lim f f(z)dz=0
R—oo v



3. El desarrollo es serie de potencias de ¢/* alrededor de z; = 0 es
j2)" 2 ;.3 4

: — (jz . & WP . #
31-2:__— i L
CEL TSy gt

Por lo tanto

1 — ef* L ¥ '
3 SR [ N =—1+E{z)
z Zz : 2

La funcién E(z) es holomorfa en 25 = () ya que tiene un desarrollo de potencias
(positivas) alrededor de zy = 0. De esto se deduce que E tiene que estar acotada en
un entorno de z;.

4. Por el partado anterior tenemos

[r‘_f{z)dzz—[rr zic‘iz_-‘_,[n- B(z) dz

Sea € > 0. La funcién E estd acotada en el disco cerrado de centro cero y radio ¢, es
decir, existe M = 0 tal que |E(z)| < M si |z| < e. Entonces

ﬂ ) E(z)dz

Hm/ E(z)dz=0
e

e=—(¥

< emmax |E(z)| < en M
€7

Por lo que

Por otra parte,

j T j 5 ™
—/ —d.'z:f —-—t(.jr:ﬂdf=f jzdt=—:'r
e o €&l o
Asi pues,
lim (2)dz = —m
e=s)t -

5. Por el primer apartado se tiene

e A (SR} - ___-jz RI_EJ'; 1 — al=
's / i dz+fl - dz+[ ; dz+/ —dz=0
-R & v Z - z - Z

+
t R

Tomando el limite 2 — oo obtenemos (ver el segundo apartado)

f l-—ejrdr_ f l_ejzdz
|zl>e %2 o 1' 22

L

Si ahora hacemos tender ¢ a cero obtenemos (ver apartado 4)

*®1—cosx > senx
- T £ T

=] oo

Por lo que, igualandos partes reales e imagimarias, concluimos que

- l—cos:.cd
g Sl
-
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METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen (convocatoria ordinaria, 21 de Enero de 2010)

Tiempo: 2.30 horas

Instrucciones:
= Cada ejercicio se realizard en hojas diferentes y se entregardn por separado al final del examen.
No estd permitido salir del aula durante la realizacidn del ezamen.
Serd obligatoria lan presentacion del DNI al entregar el examen.
No se corregird ningiin examen de aguellos alumnos que no estén ubicados en el aula que les corresponda.
Sdlo se atenderdn aquellas prequnias que estén relacionadas con imprecisiones o ambigiedades en los enunciados.

Problema 1.
a) Sea u = u(h(z,y)) # cte, siendo h(z,y) = z* + ay®. Se pide:

a1) Determinar los valores de a € IR para los que la funcién u(z, y) es la parte real de una funcién holomorfa.

az) Para el mayor de los valores de a calculados anteriormente hallar, si existe, la funcién holomorfa correspon-
dicnte, f(z), que ademas verifique f(1) =37y f'(3) = 25.

b) Sea la funcién de variable compleja

53 1
la, transformada de Laplace de cierta funcion g(t). Se pide:

by} Determinar su semiplano de convergencia.
bs) Utilizando exclusivamente la teoria de residuos y las propiedades de la transformada de Laplace, hallar

a(t) = L7(G(s).

1 : ; s ;
Nota: Considérese que la funcidén = puede desarrollarse mediante una serie geométrica compleju y
que se verifica
o0 L= +]
e (Sm0) - e .
n=0 n={

a) 2 ptos. ( a1) 1 pto. az) 1 pto.) b) 1,5 ptos. ( by) 0,5 ptos. bg) 1 pto.)

Problema 2.
a) Desarrollar en serie de potencias la funcién senz en z = 7.

b) Se define la funcién

_[mre1 sizeC\{n)
() = { 0 siz=m7
b)) z =7 es una singularidad de h(z) = 1/f(z). Clasificar esta singularidad.
bg) Calcular el residuo de h(z) en z = 7 mediante el estudio de la serie de Laurent de h(z) en z = 7.

a) 0,5 ptos. b) 2,5 ptos. ( b1) 1 pto. ba) 1,5 ptos.)
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Ejercicio 2. Enero 2010

22 de enero de 2010

1. Desarrolla en serie de potencias la funcion senz en z =

2. Se define la funcién

sﬂn(?-ﬁ-l size C\ {n}
0 siz=m

a) z = m cs una singularidad de h(z) = 1/ f(z). Clasifica esta singularidad.
b) Calcula el residuo de h en z = m mediante el estudio de la serie de Laurent de

henz=m.
Solucién:
1. Se tiene: s
T T T R . el | e ks
sen(z) = —sen(z — ) = ;( 1) ECESE

2. La funcién h tiene un polo de orden 2 en z = 7 ya que f tiene un cero de orden 2 en
z = m, En efecto

O Y . (hL T
= =g = ge=m e =P = ) (1)

3. Para calcular el residuo de h(z) en z = m calcularemos los primeros términos de su
serie de Laurent en z = 7. Para z € C\ {7} se verifica f(z)h(z) = 1, como h(z) tiene
un polo de orden 2 en z = 7 su serie de Laurent en z = 7 serd de la forma

b_s b_

= 3 B L
(z=m)? =z

Teniendo en cuenta (1) se tiene que

1

h(z) +bu+b1(2—?r]+b2(z——1r}2+...

-

fl_gg-!- ==k b_g = G,
1
b_1§=0=>b_1=0
Por lo tanto
Res[h, 7] =0



Ko n
smz- » GO 20+ |
S ! - /2;-’: Ao
nep  (2a+l)] 2
_ , 3
'—D/v)’:-r’?(ff?‘”_,m.-jnm-_' — - ___’:{__1;._.{24._:2-.?;‘-,
‘ &2 3 2 ... 4 2 6 o
& I L
éﬁ?g.’f’lcﬁt—«:‘w = 04/3/_‘1
DY s
g(gj i P B :- puss ‘";“‘:T
z
A4 £

aporia) o<lwi<cr



.._.J> Q@ﬂém&é)é:m?:_é

fZ[:é. =
WL - T O
Rop.vd = Lo (Z+7—7) 7 s
71 y &
2——3—‘-:!:_}.?_ Z iy
= ol
, ’ 2_, 12,
& i
[24+12 |+ [2- 13|24 : oliple L Selmifes A= =2 A bed

i‘?'f’ﬁ!"‘l?-m:éf i



B s
@$¢;:‘,.’ DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
DWQ,,-;:-"-" A LAS TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION
@®@ o Universidad Politécnica de Madrid
Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Telecornunicacién Tel: +34 913.367.288
Ciudad Universitaria s/n. 28040 MADRID Fax: 34 913.367.280

http:/ /www.mat.upm.es

METODOS MATEMATICOS DE TELECOMUNICACION I
Examen (convocatoria extraordinaria, 6 de septiembre de 2010)

Tiempo: 2.30 horas
Problema 1.

a) Resolver los siguientes apartados:

al} Encontrar, especificando su dominio de holomorfia, una funcién holomorfa f(z) = wz,y) + ju(z,y) cuya
parte real es u = u(yp(z,y)) siendo
o2 4 12

wlz,y) = .

sabiendo que se cumple que f(1)=1+jy f/(1) =5.

a2) Indicar la naturaleza del punto z = co para la funcién f{z) obtenida en el apartado anterior y determinar
el valor del residuo de f(z) en z = co.

b) Caleular la transformada inversa de Laplace de la funcion

F(s) = Ln (“3)

s—1

siendo Ln s = Ln|[s| + j8, —r < < 7 y determinar el semiplano de convergencia.
a) 2 ptos. ( al) 1,5 ptos. a2) 0,5 ptos.); b) 1,5 ptos.
Problema 2.
a) Calcular la integral
1 H .
I= Tﬁmdz’ con m €N, siendo y:|2|=RT,
para cada R no entero.

b} Hallar una cota superior, si existe, del valor absoluto de la integral

f e~ % dz,
-

doude v es el arco de circunferencia (t) = &, 7 < ¢ < 3T que unen los puntos (—1,0) y {0,—1) del plano
complejo recorrido en sentido contrario a las agujas del reloj.

a) 2 ptos. b) 1,5 ptos.
Problema 3.
Dada la funcién
2
z+ 1

flz) = n=0,1,2,..

a) Analizar y clasificar las singularidades de la funcién f {#) en el plano complejo ampliado €.
b) Hallar el residuo de la funcién f(z) en el punto z = 0.

¢) Caleular la integral
1= [ 1 a,
c

donde C es la circunferencia de centro 0 y radio 2 orientada positivamente.
a) 1 pto. b) 1 pto. c) 1 pto.

Fecha de publicacién de notas provisionales: 20 de Septiembre.

Fin de plazo de solicitud de revisién: 23 de Septiembre.

Fecha de revisions: se publicar junto con las notas provisionales (previsiblemente el 24 de Septiembre).
Fecha de publicacién del Acta: 27 de Septiembre.







__@ (s pis) Plo db oo Affoftmf;l@ =73 F@)-‘

s it __jn
5“‘“3 /@ A WER

TR SR e & (x-1) %+ g?
J:X-PJQ,

W: &i (x+3)(x 1')4—'9— 45}_



el <= 7 R (W) <o <> (r3)(k-1)< 0

= y.}o/‘\ ""3-5;3:‘-::’1

J $) |
F(3) en hits pamria, 2o ¢ |

¢-fsed/sepans T T

'\'r:f % _ /f' _ ‘,,f ‘ hil i ﬂ_—f -.!-m




# ./ _d o Vi 3l= R 4
¥ -2"“(.22__5-?_1,_é> me S

ﬁafﬂq,;;;]:/@'(%—s)%@); g//;
}@K“ ouluclec ’Q”f{f{’r},?eo] peoees e o Mo detle Lo recst

l / _L_( 4 4 AR 2 R I
= - — = L 5~ e L A
2% (2-2)2-3) 2%\ 2= e 2 (4 3)+ z 3)
o< |He=
AN (,L-J_)__L oL |
(Z 5)2\&& 27 2® 2u¢~l+ * 2w .Sm)-%-{_ ;{\—:-}—éin:u)'fﬂ
. Ll e 2
R POy BT
B vilee b S lpd At a%,uge,.; 4l plae B R A, Toiuin

3 Caos

3 e2R<2, Jénéc'c@/&éa aﬁ%@z)a&ué e ¥V oA Pog /&74:

= 20 R [y 2e] e ik - L )
7 =
7 2<r<ezs g @f& 4 [6) Lk Y wn Ry 222,

g

Z = Zﬁj [&[ﬁ'ﬁ)ﬁt 0]; @,/;%), %-.—.zﬂ = -2 X
_ 2%

P




2/ K>3,

/éjg&p%iaﬁ‘-adf{’&f"

—

B ‘f.’f’ Y i"i"j"“LLZSO

Mok

- 2y L P BT g

Ve . 'j?,,,g_/ua& yeeze J i waﬁmu,.

T = - fo /—%9}';'.:@:9] = é

o

lo.~4)

| S
C&ﬁw/&w-, pe %@WW He le 2]t

f

‘ ‘ {

|l el

R - )
Y

L

2 e vl
\/LACKV?’\@ ([ gz a,ecw oLL wuéx
- =
WA O > t@ T( = <
2e Q) ~
N A T [
L p
Ay

ot
Fy




E')N auy 3

a)
b)

¢)

Dada la funcién
Zn
Fz) = z+1 ¢

Analizar y clasificar las singularidades de la funcién f en el plano complejo ampliado.

%, n=012,...

Hallar el residuo de la funcién f(z) en el punto » = 0.

Calcular la integral

szcf(z)dz

donde C' es la circunferencia de centro 0 y radio 2, orientada positivamente.

Solucion:

a)

La funcién

(B =1(2) = ==
N=INZ) T 2n (1 - 2)
presenta un polo de orden n — 1 en el punto z = 0 porque
lim g(z) =00 y lim 2" lg(z)=1¢eC,
20 z—0
luego la funcién f(z) presenta un polo de orden n — 1 en 2 = co.

La funcién f presenta un polo simple en el punto 2 = —1 porque

lim f(2)=co y lim (z+1)f(z) = (1)t e ©.

T—>—

La funcién f presenta una singularidad esencial en el punto zyp = 0 porque en el disco reducido
0 < |z] < 1, el desarrollo de f en serie de Laurent:

0] oo 1 =]
. k
fl2) =2 (Z(—l)’“zm) (Z m) = > a2
m=0 £=0 k=—o00
tiene infinitos términos —que no se anulan- de potencias negativas.

El residuo en la singularidad esencial es el coeficiente asociado a z—! del desarrollo de f en serie
de Laurent alrededor del punto z = 0.

Cuando |z] < 1,

I [ o]
— _1mm
142 Z( )"
y cuando |z] > 0,

1 1
€ = E Ut
£=0

En el disco reducido 0 < |2| < 1, el desarrollo de f en serie de Laurent alrededor del punto z = 0

flz) = 2" (Z(—l)mzm) (Z Elz—f) = Z ep”
=0 ' k=—o0

m=0
y el coeficiente asociado a 27! es

o

c_1 = Res{f’z = O] = gﬂ m(_%i‘“)—' = (—1)n+1 t;rl (_1:_)




c) Las singularidades aisladas 2 = —1 y 2 = 0 estdn contenidas en la circunferencia de centro 0 y
radio 2, luego

I =2mj(Res[f, —1] + Res[f,0])
porque la circunferencia C esta orientada positivamente.
En el polo simple, el residuo es

Reg[f,z = -1] = . lim (z-1)f(z) = lim Pes = (—1)”%.

——1 22— —1

En la singularidad esencial, el residuo es Res[f,z = 0] = (—=1)""! Z

En definitiva,

T ] o 3 . i )
= Jorachie = ((_”né e Y g%)) =omji(-1r Y 2k

t=n+1

Esta integral también puede calcularse mediante el residuo de f en el punto del infinito: utilizando
que

. 1,1 11,
Res[f(z),z = 0o] = Res [———w—zf(a),z = 0] = Res [_wnﬂ T 0]
L (s~2) (¥ (-1
a= =0 ==

se obtiene el mismo resultado anterior

I= fo z”le%dz = —2rj Res[f(2),z = 0c] = ij(_l)nz (—=1) .

z+






